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MAJORATION HARMONIQUE ET MOUVEMENT BROWNIEN

JEAN BROSSARD ET LUCIEN CHEVALIER

Soit v un entier > 2, et soit D un domaine de R”. Pour tout x =
(x4, x5,...,x,) € R’ et tout entier k tel que 0 < k < v, on pose

re(x) =yx2+ - +x2, et r(x)=r(x)=Ixl.

Dans un récent travail [8], M. Essén a obtenu des conditions nécessaires et
des conditions suffisantes, portant sur la fonction r,, pour que I’application
r? admette un majorant harmonique dans D, danslescasou p > let p =1,
et a posé quelques questions naturelles relatives au “cas limite” ou p = 1.

Nous nous proposons de donner ici, au moyen de méthodes probabilistes,
une démonstration plus rapide des résultats de [8] (théorémes 1 et 2), une
réponse aux questions posées, et un théoréme dans le méme esprit (théoréme
5), valable pour tout p > 0. Essentiellement, les outils que nous utiliserons
sont des propriétés bien connues du mouvement brownien et des inégalités
de la théorie des martingales; celles qui interviennent dans notre démonstra-
tion des théorémes 1, 2 et 5 sont une caractérisation des classes H?; elles
sont classiques et ont déja prouvé leur efficacité dans ce contexte (cf. [1], par
exemple). Celles qui sont 2 la base des théorémes 3 et 4 sont une caractérisa-
tion, plus récente, de la classe L log L.

Le plan de Particle est le suivant: dans le §1, nous rappelons deux résultats
qui permettent de caractériser de maniére probabiliste I'existence de majo-
rants harmoniques. Dans le §2, nous étudions le probléme (de l’existence
d’un majorant harmonique pour ’application r?) dans le cas ou p > 1. Le §3
est consacré au cas ou p = 1, a propos duquel quelques questions étaient
restées ouvertes. Enfin, nous obtenons dans le §4 un résultat nouveau de
méme nature, qui s’applique a tout exposant p > 0.

1. Deux lemmes techniques
Soit
(Q’ 9” (‘% )taO’(Bt)tz()’ (Px)xER”)
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le mouvement brownien standard dans R”; pour tout ¢ > 0, on posera
B, = (B},B,Z,..., B,”).

Pour tout x € R”, on notera E* I’espérance mathématique relative a la
probabilité P*. On désignera par 7 le temps de sortie du domaine D (pour le
mouvement brownien (B,)), i.e.,

7 = inf{¢t > 0; B, € D}.

On se donne enfin une suite croissante (D,) de domaines relativement
compacts dans D, telle que

D= | D,

neN
pour tout n € N, on note 7, le temps de sortiec du domaine D,. On a ainsi

7= suprt, = lim 7,.
neN n—®

Le résultat suivant est bien connu (cf. par exemple [6], pp. 141-142, compte
tenu de P’expression probabiliste de la mesure harmonique):

LemMmE 1. Soit f: D — R une application sous-harmonique, a valeurs > 0.
Les assertions suivantes sont équivalentes:
(1) la fonction f admet un majorant harmonique dans D;
(ii) il existe un point x € D tel que

sup E"(f(B,n)) < +oo;

neN

(iii) pour tout point x € D,

sup E"(f(B,n)) < +oo,

neN

Pour tout processus X = (X,), ., et tout t > 0, on pose

X = suplX,|.

s<t

Le résultat suivant est essentiellement connu (cf. Théoréme 2.2 de [1], qui
traite le cas ol k = v); nous en donnons une nouvelle démonstration trés
simple, basée sur le calcul stochastique:



MAJORATION HARMONIQUE ET MOUVEMENT BROWNIEN 35
LemMme 2. Soit o un temps d’arrét relatif a la filtration canonique du
mouvement brownien, qu’on suppose majoré par le temps de sortie de la boule

de centre 0 et de rayon R, oi R est un nombre > 0 arbitraire. Pour tout
x € R, tout p > 0, et tout entier k tel que 2 < k < v, on a linégalité

% \ P p
(1) E*(((r(B));)") = C, kE*((re(B,))"),
o C, ;. est une constante qui ne dépend que de p et k.

Démonstration. On notera C une constante ne dépendant que de p et k,
dont la valeur peut changer de place en place. Supposons x non nul, et soit
€ €]0, |x|[. On posera

o, = inf{t < o, r,(B,) < ¢}
Soit p > 0; le processus
(Bt A 08)[20
est une martingale bornée par R et a valeurs dans ’ensemble E, des points
z € R” tels que r(z) > ¢, ensemble dans lequel la fonction (r,)? est de

classe C? et vérifie A(r,)? = p(k + p — 2)(r,)? ™2 On peut donc appliquer
la classique “formule de 1td” [7, p. 71]; on obtient ainsi, pour tout ¢ > 0,

(@) (u(Bins)) =p[ " (r7'Vr)(B,) - dB,
+REEP D) (02 ds + (i)'

P*-presque siirement. Comme (r,)?~'Vr, est borné dans E,, le premier
terme du second membre est une martingale de carré intégrable, nulle en 0;
on obtient donc, en prenant I’espérance des deux membres et en faisant
tendre ¢ vers ’infini,

3) E"((rk(Bas))p) = p—(—@—%ulEx(Lasrg'z(Bs) ds) + (rk(x))p.

Posons

A= VE((((B)))) et B=/EX((n(B.,))).

En utilisant a nouveau I’égalité (2), une des inégalités de Burkholder-Gundy
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([2]; [7], p. 154) et Pégalité (3), on obtient ’estimation
o 1/2

(4) A% < CE"(([ rP7*(B,) ds) ) + B2,
0

On observe que

1/2

([ o) s () (e )

et on revient a 'inégalité (4); en utilisant I'inégalité de Schwarz et I’égalité
(3), on obtient une estimation de la forme A? < CAB + B?, d’ou résulte
évidemment (puisque A et B sont finis) A < CB. Aprés quoi on fait tendre &
vers 0; on arrive ainsi, en utilisant le théoréme de convergence dominée, a
I'inégalité (1). Comme les constantes C, . obtenues sont indépendantes de
R, on peut affaiblir ’hypothése de bornitude portant sur . On pourra voir
[1] pour des résultats plus généraux sur ce point précis, dont nous n’aurons
pas besoin ici.

2. Majoration harmonique de r? dans le casou p > 1

Cette question est liée aux relations qui existent entre les espaces com-
munément appelés L? et HP (théoréme de M. Riesz, définitions équiva-
lentes de HP, etc.). Du point de vue probabiliste, ce sont des inégalités de
Doob et Burkholder-Gundy en théorie des martingales qui sont en jeu.
L’utilisation de méthodes probabilistes va nous permettre de donner une
nouvelle démonstration, simple et rapide, du résultat suivant:

THEOREME 1 (M. Essen [8]). Soient v un entier > 1, D un domaine de R*
et p un réel > 1. La fonction r? admet un majorant harmonique dans D si et
seulement si la fonction (r,)? en admet un.

Démonstration. Nous définissons les suites (D,) et (1,) comme dans le §1.
Supposons que la fonction (r;)? admette un majorant harmonique dans D;
comme p > 1, la fonction (r,)” est sous-harmonique, donc le lemme 1
s’applique: il existe donc x € D tel que

sup E"(|B,1n|p) < +oo,

neN
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Puisque p > 1, I'inégalité de Doob ([5]; [7], p. 147)) entraine alors
E*((B*)") = sup E*((B})") < +e.
neN "
Dongc, grace aux inégalités de Burkholder-Gundy,

E*(17/%) < 4w,

Il est connu (théoréme 3.1 de [1]) que cette derniére propriété est équiva-
lente a I’existence d’un majorant harmonique de la fonction ? dans D; on
peut aussi observer que, en utilisant dans Pautre sens les inégalités de
Burkholder-Gundy, on obtient

E*((B*)") = sup E*((Bi*)") < +
neN
pour 1 <i < v, d’ou on déduit aussitdt que

sup E"(|B,"|p) < +oo,

neN

11 suffit alors d’appliquer le lemme 1 a la fonction sous-harmonique r? pour
achever la démonstration.

3. Majoration harmonique de r? dans le casou p = 1

Dans ce cas, ce sont des relations connues entre les classes de martingales
H! et Llog L qui vont fournir une démonstration simple du:

THeorReME 2 (M. Essen [8]). Soient v un entier > 2 et D un domaine de
R”. On a les propriétés suivantes:

(a) Sila fonction r, log* r, admet un majorant harmonique dans D, alors la
fonction r en admet un.

(b) Si la fonction r admet un majorant harmonique dans D, et si le plus petit
majorant harmonique { de r, dans D est tel que  /r soit borné a I’infini, alors
la fonction r, log™ r, admet un majorant harmonique dans D.

Démonstration. Commengons par prouver (a); en appliquant le lemme 1 2
la fonction sous-harmonique r, log* r;, on obtient I'existence d’un point
x € D tel que (avec les notations du §1)

sup E"(lB,ln

neN

log™* I B}

)<oo.
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On en déduit, grice au résultat classique de J.L. Doob ([15], p. 317; [7],
p. 147) que

E*((B}*)) = sup E"((B,l;“)) < +oo,

neN

Les inégalités de Burkholder-Gundy entrainent alors la finitude de E*(r!/2),
et on termine comme pour le théoréme 1.

Passons a I’assertion (b); de nouveau, le lemme 1 donne I’existence d’un
point x € D tel que

sup E"(IB,nI) < 4.

neN

Pour tout n € N, on utilise alors le lemme 2 avec o =17, et k = v on en
déduit

(5) E*(|B¥l) < +oo.
Fixons n € N et posons, pour tout ¢ > 0,
Mt = ‘l/(Bt/\f,,)'

Comme ¢ est harmonique, on définit ainsi une martingale continue M, qui
est a valeurs > 0 puisque ¢ > r;. Dans la suite, on notera C un nombre
indépendant de n, dont la valeur peut changer d’une ligne a l'autre. Par
hypothése, il existe deux réels a et b tels que ¥(x) < blx| pour tout x € D
tel que |x| > a; par conséquent, pour tout ¢ > 0,

(6) M, < sup ¥(x) +b|B,, |

|x|<a

De (5) et (6) découle évidemment le fait que
EX(M}) < C.

Mais, M étant une martingale continue et > 0, ceci implique, en vertu d’'un
théoréme de R.F. Gundy ([9]; [7], p. 149),

E*(M, log* M, ) < C.

A fortiori, comme ¢ > ry,

sup Ex(|B,1n|log+|B,1n ) < 4o,
neN

et le lemme 1 permet de conclure.
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La condition de croissance imposée a  dans I’assertion (b) du théoréme
précédent n’est pas nécessaire pour que la fonction r; log* r, admette un
majorant harmonique dans D (cf. remarque 1, a la fin de ce paragraphe). Par
contre, les théorémes 3 et 4 qui suivent fournissent une condition nécessaire
et suffisante pour qu’il en soit ainsi, et généralisent le théoréme 2.

Le premier de ces résultats est une caractérisation probabiliste, qui
compléte également le théoréme 3.1 de [1]:

THEOREME 3. On conserve les notations du §1, et on note L = (L)), le
temps local en 0 de B'. Les assertions suivantes sont équivalentes:

() la fonction ry log™ r; admet un majorant harmonique dans D;

(i) pour tout x € D, E*(7'/?) < +o et EX(L_log™ L) < +.

Démonstration. En adaptant notre méthode de démonstration des
théorémes précédents, le lecteur déduira facilement ce résultat de la
caractérisation suivante de la classe L log L probabiliste, établie par les
auteurs dans [3]:

LemME 3.  Soit X une martingale locale continue, et soit L son temps local
en 0; les assertions suivantes sont équivalentes:

(d XeLlogL (e, sup,, o E(|X,log*|X,)) < +);

(i) X e H'(ie, EGup,, ol X,) < +o, ou EKX, X)/?) < +», (X, X)
désignant la variation quadratique de X), E(|X,llog*|X,) < +» et
E(L_log" L,) < +.

On peut voir que le théoréme 3 implique le théoréme 2: compte tenu de
remarques déja faites, le seul point non trivial est le fait que la condition de
croissance portant sur le majorant harmonique ¢ de r; implique la finitude
de E*(L,log* L) pour un x € D; nous allons en indiquer une démonstra-
tion. Pour cela, nous introduisons la martingale N définie par

N,=E*(L,/% ) pourtoutt >0,
ou x est un point quelconque de D; nous avons a prouver qu’elle est de
classe Llog L ou, ce qui revient au méme puisqu’elle est a valeurs > 0,
qu'elle est de classe H! (un vertu de lemme 3, ou du résultat antérieur (cf.

[9D de R.F. Gundy). Pour 0 < ¢ <7, on écrit N,=L,+ E*(L, - L)/ %)
d’ou, grace a la propriété forte de Markov,

(7 N, =L, +E®(L,).
D’autre part, on sait que, pour tout z € D,

¥(z) = E*(r(B,)) = E*(IB}])
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et que, pour tout ¢ < T,
1] _ Rl
Bl = |Byl +Y,+L,,

ol Y est une martingale (pour toute probabilité P?) nulle en 0 (formule de
Tanaka). On a donc, pour tout z € D, ¢(z) = |z,| + E*(L,), et par consé-
quent

(8) E*(L,) <y¢(z) pourtout z € D.

Dongc, si ¢(z) < b|z| pour tout z € D tel que |z| > a, ou a et b sont deux
réels convenables, on déduit de (7) et (8) que

N} <L_+ bB} + sup ¢(z2),

lzl<a

et par conséquent

E*(N*) < (1 + b)E*(B*) + sup ¥(z) < +,

|zl<a

ce qui prouve que N est de classe H!, et achéve la démonstration.

Etant donné la nature du probléme étudié ici, il nous semble intéressant
d’avoir un équivalent potentialiste & la condition (ii) du théoréme 3. Pour y
parvenir, nous allons introduire une version appropriée de la “densité de
I'intégrale d’aire” de la fonction harmonique x — x,. L’utilisation de cette
fonctionnelle, et la formulation du théoréme qui va suivre, nous ont été
suggérés par les résultats de [4]. Néanmoins, la situation présente (étude
d’une fonction harmonique trés simple, mais définie dans un domaine quel-
conque) et la situation envisagée dans [4] (étude d’une fonction harmonique
quelconque, mais définie dans un domaine trés simple) ne sont vraiment
comparables qu’en dimension 2.

Avant d’énoncer la caractérisation annoncée, il est nécessaire d’introduire
quelques notations:

Etant donné un domaine A de R”, on note A; I'ensemble des x € A tels
que x; = 0; pour tout x € R*, on pose x} =(0,x,,...,x,). Pour toute
fonction convenable u définie dans A, on note

fAu(x)dx (resp.&u(xﬁ) dx’l)

I'intégrale de u sur A par rapport a la mesure de Lebesgue v-dimensionnelle
(resp. lintégrale de la restriction de u a A, par rapport a la mesure de
Lebesgue (v — 1)-dimensionnelle). On désigne par 9,,D la frontiére mini-
male de Martin du domaine D étudié. Soit z € D, fixé une fois pour toutes;
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on sait que, pour tout 6 € d,, D, il existe une unique fonction harmonique
minimale K(-,0) vérifiant la condition de normalisation K(z,0) = 1. Pour
tout domaine greenien A de R”, on note &£ sa fonction de Green. Enfin, si
D est greenien nous posons, pour tout 6 € 4, D,

d(6) = fDIJD(z,x'l)K(x’l,G) dx’,.
1

Remarquons que, si la fonction r admet un majorant harmonique dans D,
alors D est greenien et par conséquent la fonctionnelle d est bien définie.
Nous pouvons alors énoncer le

THEOREME 4. Soit u la mesure harmonique associée au point z; alors, avec
les notations précédentes:

(a) Si la fonction r, log™ r, admet un majorant harmonique dans D, alors la
fonction r en admet un et la fonctionnelle d vérifie la condition

(L) [ d(0)iog* d(6)u(ds) < +=

m

(b) On suppose de plus que v = 2 et que D est simplement connexe; si la
fonction r admet un majorant harmonique dans D, et si la fonctionnelle d
vérifie la condition (L) précédente, alors la fonction r,log* r, admet un
majorant harmonique dans D.

Démonstration. Preuve de (a). D’aprés le théoréme 3, I’hypothése im-
plique que E*(7'/?) < +o et E*(L,log* L,) < +%. On a déja vu que la
premiére de ces propriétés équivaut a I’existence d’un majorant harmonique
pour la fonction r dans D. Il reste donc a démontrer que la finitude de
E*(L_log* L,) implique la condition (L). Pour tout 6 € d,,D, on note P*°
la probabilité du mouvement brownien issu du point z, conditionné par sa
sortie de D au point 8, et E*° ’espérance mathématique correspondante; ce
mouvement brownien conditionné est le h-processus, au sens de Doob,
associé a la fonction définie par h(x) = K(x, 8) pour tout x € D; on sait
qu’'on a alors, pour tout temps d’arrét o < 7, et toute variable aléatoire
& -mesurable X (cf. [7], pp. 103-104),

K(B,,9)

9) E*>*(X) =EZ( R(=)

X) = E*(K(B,,0)X).

Notre principal outil sera:

LemMmE 4. Soit u une fonction harmonique définie dans le domaine D,
supposé greenien, et soit A = (A,),_, ., le temps local en 0 de la martingale
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locale (u(B,), ., <,; pour tout 8 € 9,,D, on a I’égalité

E>%(A)) = foD(z,x)K(x,O)AIuI(dO).

La démonstration de ce résultat est essentiellement la méme que celle du
lemme 1 de [4]. En prenant pour u I’application x — x;, et en explicitant
Alu| dans ce cas, on obtient I’égalité

(10) E*®(L,) =d(8) pourtout €9,D.
On en déduit, au moyen de I'inégalité de Jensen,
d(6)log* d(0) < E*°(L,log* L,) pourtout8 €d,D,

et par conséquent

(11) LDd(())log““ d(6)u(d6) _<_fa _E°(L, log* L,)u(d6).

m m

La condition (L) résultera donc de I'inégalité (11) et de 1’égalité

J E=%(L,log* L,)u(d6) = E*(L,log* L),
9,,D

m

que nous allons démontrer. Il est clair qu’il suffit de prouver cette égalité
avec 7,, oll n est un entier assez grand pour que z € D,, a la place de
(avec les notations du §1); en utilisant 1’égalité (9) et le théoréme de Fubini,
on obtient

| E*°(L,, log* L, )u(do) =E’(Lfn log* L, [ K(B,,0)u(ds)),
3,,D 5,,D

m

d’oui le résultat puisque, pour tout x € D,

fa JK(x,0)u(de) = 1.

m

Preuve de (b). Nous identifions R? et C. Puisque la fonction r admet un
majorant harmonique dans D, on a nécessairement D ¢ C. Il existe donc
une application bijective et holomorphe f du disque unité U de C sur D, et
on peut supposer de plus que f(0) = z. En vue d’utiliser certains résultats de
[4], nous introduisons la densité de I'intégrale d’aire “non tangentielle” de la
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fonction Re(f), notée d < (Re(f)) et définie dans dU par
d=(Re(£))(6) = [ AlRe(f)I(42),

ou I, désigne I’enveloppe convexe de I’ensemble {z € C; |z| < 1/2} U {6},
privée du point 6. Le théoréme 2 de [4] se transposant sans difficulté au
disque, on en déduit que la fonction Re(f) est de classe Llog L si (et
seulement si) elle est de classe H' (ces deux notions étant relatives 2 la
mesure de Lebesgue sur dU), et si de plus

(12) fwd< (Re(£))(8)log* d < (Re(f))(0) db < +oo.

On voit, en utilisant les résultats de [1], que Re(f) € H! si et seulement si la
fonction r admet un majorant harmonique dans D, et que Re(f) € Llog L
si et seulement si la fonction r; log™ r, en admet un. Par conséquent, il nous
suffit de prouver que la condition (12) implique (L). Posons, pour tout
0 € U,

d(Re(£))(9) = [ £U(0, %) P(x,6) AlRe(f) (),

ou P(x,-) désigne le noyau de Poisson relatif au point x, pour tout
x € U. En utilisant P'expression bien connue de £YV et de P, on voit
sans difficulté qu’il existe une constante C > 0 telle que, pour tout x € I},
£Y(0, x)P(x, 0) > C. Par conséquent, (12) implique

(13) [, 4(Re(£))(0)log* d(Re(£))(0) d6 < +o.

Puisque f € H', elle admet en presque tout point § € dU une limite radiale,
que nous noterons encore f(9). Puisque f est bijective et harmonique on a,
pour tout x € U et presque tout 6 € U, £U(0, x) = ZP(f(0), f(x)) =
ZP(z, f(x)), et P(x,0) = K(f(x), f(8)); par conséquent, pour presque tout
6 € U,

d(Re(f))(6) = d(f(6)).

Enfin, comme la mesure image par (la limite radiale de) f de la mesure de
Lebesgue normalisée sur dU n’est autre que la mesure u, on voit que (13)
équivaut a (L), et la démonstration est achevée.

Il est probable que 'assertion (b) du théoréme précédent est vraie sans les
restrictions que nous avons imposées a la dimension et au domaine D.
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Néanmoins, les méthodes que nous avons employées dans [4] pour prouver la
partic du théoréme 2 que nous avons utilisée ici sont basées sur des
propriétés géométriques du demi-espace, qui font défaut dans un domaine
quelconque.

M. Essén pose dans [8] la question de I’existence d’un domaine D dans
lequel la fonction r admet un majorant harmonique et la fonction r, log* r,
n’en admet pas; nous nous proposons de construire un tel domaine. Ce
domaine D est construit dans R?, mais si 'on considére I'ouvert D” =
D x R*72, il répond 2 nos exigences dans R”: en effet, r, admet un majorant
harmonique dans D* donc, d’aprés notre théoréme 5 (§4), r en admet un
aussi; d’autre part il est clair, grice 2 nos arguments probabilistes, que
r,log® r; ne peut pas admettre de majorant harmonique dans D” sans en
admettre un dans D. Passons donc 2 la construction de D. Soit a > 0, et soit
P, ’ensemble des points z =x + iy € C tels que y > a; nous posons, pour
tout z € P,

z

f(2) (log( ——iz))2 ’
ou la détermination du logarithme est choisie de fagon a ce que log z soit
réel pour tout réel z > 0. Nous allons montrer que le domaine D = f(P,)
répond & la question, au moins si a est assez grand.

La premiére étape de la démonstration consiste a observer que, au moins
si a est assez grand, la fonction f est univalente dans P,. En effet, soient z;
et z, deux points de P,; comme f est holomorphe,

f(z1) = f(z;) = (2, - Zz)j:f,(tzz +(1-t)z;)adt.

En calculant f’(z), on constate aisément que Re f'(z) > 0 dés que |z| est
assez grand, d’ou notre assertion.

En transposant au demi-espace P, le théoreme 4.1 de [1] (ce qui est
immédiat), on voit que, pour montrer que la fonction r admet un majorant
harmonique dans D = f(P,) (ce qui équivaut, par exemple, 2 la finitude de
E©2+D(£1/2)) il est équivalent de montrer que la fonction f appartient a la
classe de Hardy H' correspondant au demi-espace P,, dont on munit la
frontiére de la mesure harmonique du point (0, @ + 1) (par exemple); puisque
f est holomorphe, il revient donc au méme de prouver que

6 + ia
(log(a - i(:?))2

do < +x,

1
fRI + 62

ce qui est clair.
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Il reste a voir que la fonction r, log™ r, (i.e., avec les notations présentes,
l’application z — |Re(z)|log*|Re(z)]) n’admet pas de majorant har-
monique dans D. Mais on sait que I’application z — |Im(z)|log™* |Im(z)| en
admet un, puisque r en admet un et que Im(z) > 0 pour tout z € D
(conséquence de 'un quelconque des théorémes 2, 3 ou 4). Par conséquent, il
est équivalent de prouver que I’application z — |z|log™ |z| n’admet pas de
majorant harmonique dans D. En utilisant le théoréme 4.2 de [1], on se
raméne a montrer que la fonction f n’appartient pas a la classe L log L
associée au demi-espace P,, muni de la méme mesure que précédemment, ou
encore que

0+ ia

0 + ia "
lo 2
(log(a — i0))

(log(a — i0))°

ce qui ne fait aucun doute.

A propos de I'assertion (b) du théoréme 2, M. Essén demande dans [8] si la
condition de croissance imposée au majorant harmonique ¢ de r, est la
“bonne” condition; nous faisons a ce sujet les remarques suivantes:

0 = +oo,

1
le+02

Remarque 1. Cette condition n’est pas optimale, au sens qu’il existe un
domaine D de R? dans lequel la fonction r; log*™ r; admet un majorant
harmonique, sans que la condition de croissance ¥(z) = O(|z]) soit satis-
faite.

Remarque 2. Le démonstration du fait que le théoréme 3 implique le
théoréme 2 nous conduit a penser que la condition de croissance ¥(z) =
O(]z|) est optimale, parmi toutes les conditions de croissance possibles. Nous
notons que, pour tout « > 1, la condition plus faible ¢(z) = O(|z|(log|z|)*)
est insuffisante. Pour démontrer les assertions précédentes, nous considérons
de nouveau le domaine D = f(P,), ou f(z) = z/(log(—iz))?, avec a > 1.
Cette fonction est holomorphe et univalente dans P, si a est choisi assez
grand (Pargument donné précédemment dans le cas ol a = 2 est encore
valable). Nous allons établir I'assertion suivante.

(14) Pour tout a > 1, le plus petit majorant harmonique ¢ de r, dans
D vérifie les conditions suivantes:
(14 1) ¢(z) = 0(z|(oglz|)*) quand z tend vers l'infini dans D;
(14 ii) 1l existe une constante C > 0 telle que ¥(z) = C|z|log|z| quand z
tend vers l'infini sur ’axe imaginaire.

11 est facile de déduire de (14) les assertions contenues dans les remarques
précédentes:

—Prenons a = 3; la fonction f est alors de classe L log L (au méme sens
que précédemment); on en déduit facilement, en utilisant le lemme 1,
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I’harmonicité et la bijectivité de f, que la fonction r log* r (et, a fortiori, la
fonction r, log*™ r;) admet un majorant harmonique dans D. Néanmoins,
(14 ii) montre que la condition de croissance (z) = O(|z|) n’est pas satis-
faite; ceci justifie la remarque 1.

—Dans le cas o 1 < @ < 2, la méme étude que celle effectuée précé-
demment montre que la fonction r,log*™ r; n’admet pas de majorant
harmonique dans D; pourtant, on a (14 i). Cette derniére condition de
croissance est donc insuffisante si a > 1, comme annoncé dans la re-
marque 2.

Il reste donc a prouver I’assertion (14). Tout d’abord on observe que,
comme Re(z) > 0 pour tout z € D, on peut remplacer dans cette assertion
la fonction ¢ par le plus petit majorant harmonique ¢ de r. Pour étudier le
comportement a I'infini de cette fonction ¢, nous commencerons par étudier
celui du plus petit majorant harmonique p de |f| dans P,. Il a pour
expression

p(2)=%fk y—a |0 + ial

(x = 8)*+ (y — a)? llog(a — i6)|* %

pour tout z = x + iy € P,. En utilisant des estimations élémentaires, on voit
aisément que p(z) a méme comportement a l'infini que

f y—a 6]
lo1>2(x — 0)* + (y — a)® (loglo})®

Nous nous bornerons a étudier I'intégrale

ot y—a 0
o) =, (=0 + (v —a) (ogo)y

P'autre partie se traitant de maniére analogue. Posons o = oy + 0,, ol

o(2) = [ Lo ’

= do.
2<0<2lx] (x — 49)2 +(y - a)2 (log 9)

11 est clair que, pour tout z € P,,

2|x| y—a x|
15) o(2) = ——= do < ———,
(19 (2) (log2) stOSZIxI(x -0+ (y—a)’ (log2)
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et

( ] )2 de
>max2,21xD\ ¥ ~ 0/ 6(log 0)°

<4(y—a)f

(16) oy(z) < (¥ - “)/;

0(log 0)*"

De (15) et (16) résulte évidemment 1’estimation annoncée. Par conséquent, il
existe un nombre C > 0 tel que, pour tout z € P, de module assez grand,
p(2) < Clz|. En effectuant le changement de variable défini par f, on en
déduit facilement I’assertion (14 i) avec ¢ a la place de ¢, donc I’assertion
(14 i) elle-méme. Enfin, pour obtenir (14 ii), on commence par minorer, pour
|z| grand, p(z) par co(z), ol ¢ est une constante convenable; aprés quoi on
observe que, pour tout y > max(2,2a), on a

<

o(0,y)

1\

f"’“ 62 do
2), 62+ y2 6(log 6)°

v
PN

I "
Y 0(log 6)” 4(a - 1)(log y)*~ "

Comme précédemment, il suffit alors d’effectuer le changement de variable
défini par f pour obtenir (14 ii).

4. Majoration harmonique de r” danslecasou 0 <p < 1

Les idées utilisées pour démontrer le théoréme 1 vont nous permettre
d’établir un résultat nouveau, qui compléte les résultats précédents:

THEOREME 5. Soient v un entier > 2, D un domaine de R’ et p un
réel > 0. La fonction r? admet un majorant harmonique dans D si et seulement
si la fonction (r,)? en admet un.

Démonstration. Nous définissons les suites (D,) et (7,,) comme dans le §1.
Supposons que la fonction (r,)? admette un majorant harmonique dans D;
comme p > 0, la fonction (r,)? est sous-harmonique, donc le lemme 1
s’applique; par conséquent, il existe x € D tel que

sup E"((rz(B,n))p) < 4o,

neN

Appliquons alors, pour tout n € N, le lemme 2 avec k =2 et o = 7,; on
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obtient
B ((8)) = (B = sup B (((ra3)))) <+

En appliquant ensuite les inégalités de Burkholder-Gundy, on en déduit,
comme dans la démonstration du théoréme 1, que E*(77/2) < + oo, puis que
r? admet un majorant harmonique dans D.
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