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UNTERSUCHUNGEN ZUM VERHALTEN DES
HARDY-LITTLEWOOD-MAXIMALOPERATORS

HOLGER BOCHE

ABSTRACT. In this paper we investigate the behavior of the Hardy-Littlewood Maximal Operator. Itis well
known that for absolutely integrable functions the Hardy-Littlewood Maximal Operator is finite almost
everywhere. In this paper it is shown that for each set E C [, ) with Lebesgue measure zero there
exists a function of vanishing mean oscillation (VMO) such that the Hardy-Littlewood Maximal Operator
of this function is infinite for all points of the set E. So for VMO-functions the Hardy-Littlewood Maximal
Operator has divergence behavior similar to that of absolutely integrable functions. Some applications of
these results for the behavior of the Poisson-Integral of VMO-functions are also given.

1. Einleitung und Ergebnisse

Indieser Arbeit wollen wir uns mit dem Verhalten des Hardy-Littlewood-Maximal-
operators

(Mf)(#) = sup

1
—_— d 1
o [ \f @)l de )

und des Poissonschen Integrals

o= [ e Lo d @
e )_Er_/fr 1—2rcos(t — 1) +r2 4

beschiftigen [6], [8]. Das Supremum in (1) wird {iber alle offenen Intervalle I mit
t € I gebildet. Im weiteren bezeichnen wir mit u(E) das Lebesguesche Mal der
Lebesgue mefbaren Menge E. Fiir den Hardy-Littlewood-Maximaloperator gilt fiir
alle Funktionen f € L![—m, n] [1], [2], [7] die Abschitzung

C n
b € =7, m) | (MAE > A = - f If @l dt. 3

Hierbei ist A > 0 beliebig und C; eine von f und XA unabhéngige Konstante. Ins-
besondere haben wir

Mf)() < o0
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fiir fast alle ¢ € [—m, ). Fiir das Poissonsche Integral (2) gilt
lin} u(r,t) = f(@)
r—

fast tiberall in [—m, 7r) [1]. Damit erhdlt man ebenfalls

limsup |u(r, t)| < 00
r—>1
fast tiberall in [—, 7).
Essei f € L'[—n, m) und I ein festes Intervall. Wir fithren die Zahl

ar(f) = —-(-;—)- f £y dr @

ein. Wir betrachten nun die Menge aller f € L'[—n, m), fiir welche die Beziehung

_ d .
M(1)<27r w(l) f |f(#) —ai(f)ldt < o0 )

gilt. Hierbei wird das Supremum in (5) iiber alle Intervalle I C [—m, ) gebildet. Die
Menge dieser Funktionen f bezeichnen wir mit BMO (bounded mean oscillation).
Fiir diese Menge fiihren wir die Norm

n
1 1
I flle=7= [ |f®ldt + sup —-flf(t)—az(f)ldt ©
27 wh<2z ()

-7 1
ein. Der Raum BMO ist mit dieser Norm ein nicht separabler Banachraum [1]. Fiir
8 > 0 betrachten wir weiterhin die Menge aller Funktionen f € BMO, fiir die mit

M;sf = sup ——/If(ﬂ-—m(f)ldt M

w(ny<s ()

die Beziehung
}1_:3(1) Msf =0 ®

gilt. Die Menge dieser Funktionen bezeichnen wir nach [1] mit VMO (vanishing
mean oscillation) [5]. Der Raum VMO ist ein abgeschlossener separabler Unterraum
von BMO. Er ist der Abschlufl der Menge C[—m, 7] der stetigen 27 -periodischen
Funktionen in der BMO-Norm. Die Rdume BMO und VMO haben eine ganze Reihe
von interessanten Eigenschaften [1] [3]. Fiir 1 < p < oo existiert eine Konstante A,
mit

—“‘l p
_ A 1 f .
ué?fz,, (u(l) / If @) —ar(H d’) <Ap- ISl )
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Die Funktion f € BMO gehort damit zu jedem Raum L?[—m, 7). Weiterhin gilt fiir
alle f € BMO und alle Intervalle I die John-Nirenberg Ungleichung [1]

A
pr el |f@®)—a(f)l> A} < uld)-exp (—Cz-"?"—)o (10)

Hierbei ist C; eine von f und A unabhéngige Konstante. Weiterhin lassen sich die
Ridume BMO und VMO durch das Poissonsche Integral klassifizieren. Es existiert
eine Konstante C3, so daB fiir alle f € BMO die Beziehung

1 [ 1—r2 :
(sup 2—nf|f(1') —u(r,? dT) <G-lfll QA1

0<r<l1 1 —2rcos(t —t) +r?

gilt [1]. Ist umgekehrt die linke Seite von (11) endlich, so gehort die Funktion f zum
Raum BMO. Eine Funktion f gehort genau dann zum Raum VMO, wenn

lim [[£C) —u(r, )l =0 (12)

ist [1]. Damit spiegelt sich das Randverhalten des Poissonschen Integrals in den
Eigenschaften der BMO-Funktionen wider. Wir wollen nun zeigen, da8} sich die VMO-
Funktionen beziiglich des punktweisen Verhaltens nicht wesentlich von L![—r, )-
Funktionen unterscheiden. Genauer wollen wir das folgende Resultat beweisen.

SATZ 1. Essei E C [—m, m) eine beliebige Menge mit W(E) = 0. Es kann eine
Funktion f; € VMO konstruiert werden, fiir die

lim — jf(t) s dr = 0 13)
r—12m ! 1—2rcos(t —t)+r2
-7
und
1 t+h
tim = [ fimdr = o0 a4
t—h

fiirallet € E gilt.

Damit unterscheiden sich die VMO-Funktionen beziiglich der zuldssigen Divergenz-
mengen nicht von L![—m, 7]-Funktionen. Natiirlich miissen die Zahlen (6) und
(11) endlich bleiben. Dieses Resultat zeigt also, dal zwar die entsprechenden Fol-
gen fiir alle Punkte ¢ € E gegen unendlich divergieren konnen, aber gewisse Ein-
schrinkungen iiber das Divergenzverhalten bestehen.

Uber die Divergenzmenge E kénnen zusitzliche Aussagen getroffen werden. Eine
Menge D, fiir die eine Folge stetiger Funktionen unbeschrénkt divergiert, unterliegt
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stets topologischen Bedingungen. Da fiir die Menge E nur gefordert wird, daB sie
das Lebesguesche MaB Null hat, haben wir damit im allgemeinen die unbeschrinkte
Divergenz fiir eine gréBere Menge. Diese Menge hat natiirlich das Lebesguesche Maf3
Null. Diese Beobachtung stammt von Professor Ch. Pommerenke [4]. Wir kénnen
ebenfalls das Intervall [—m, ) in zwei disjunkte Mengen E; und E, zerlegen, so
daB w(E,) = 27 und E; eine Residualmenge ist [3]. Dabei heiflt eine Menge eine
Residualmenge, wenn ihre Komplementidrmenge als abzihlbare Vereinigung nirgends
dichter Mengen dargestellt werden kann. Wir haben also ebenfalls die Divergenz fiir
bestimmte Residualmengen.

Der Verfasser dankt Herrn Professor Ch. Pommerenke fiir seine Hinweise zu
dieser Arbeit. Den Gutachtern sei fiir die zahlreichen Hinweise und Verbesserun-
gen gedankt.

2. Beweis des Satzes

Es sei E C (—m, ) eine beliebige Menge vom MaB Null.

Wir konstruieren nun die gesuchte Funktion f;.

Mit Rz bzw. Iz bezeichnen wir den Realteil bzw. den Imaginérteil der komplexen
Zahl z. Fiir § > 0 und wy € [, ) betrachten wir die Funktion

1

Hj(z, wp) := R g

15)
Diese Funktion ist in der gesamten komplexen Ebene bis auf den einfachen Pol an
der Stelle (1 + 8)e’0 analytisch. Auf dem Rand des Einheitskreises gilt

iw 1
B 00l =
> |RH;(e', wo)| = RH;(e™, wp)
148 — cos(w — wp)
(14 8 — cos(w — wp))? + sin®(w — wp)

Wir betrachten nun das Intervall | — wg| < & des Kreisrandes. Dann gilt mit
1— % < cos(w — wp) < 1und sin®(w — wp) < &2,

1+6-1

(1 4+ 68 — cos(w — wp))? + 82
é 1

= 82\2 2= 1+ 8)2)°
G+Zr+8 s1+0+D?

|RHs (e, wo)| =

Im weiteren sei § < 2, also ist

; 1
lw
RHy(e™, wo) Z 3. (16)
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Es seinun K C (—m, ), u(K) < 1, eine beliebige Vereinigung von endlich vielen
disjunkten Intervallen. Wir konstruieren weiterhin fiir §; < % eine Uberdeckung der
Menge K mit Intervallen Iy, . .., I} der Linge 28, derart, dal L§; < w(K) ist. Es sei
wy der Mittelpunkt des Intervalles [;,/ = 1, ..., L, und wir betrachten die Funktion

1 L
ma=22mﬂw)m<uﬂ. (17
I=1

Esist RH(z) = 1 2,_1 RHs, (z, ) > O fiir [z| < 1+ &;. Es gilt ebenfalls fiir
w € Ul 1]l,ZB we€ I,

|H()| = |RH()| = RH ()

1 & o 1 ; 1 1
el 2 : , —R o —_— .
I 2 RH;, (€', wy) > 2 H;, (€', wy) > 5L3, S,u(K)

Damit gilt fiir die Funktion H;(z) = 14+ H(z) fiir|z| < 1 die BeziehungRH;(z) =
14+RH(z) > 1und |H(e'?)| > 52—,{) fiir o € UX | I. Wir betrachten weiterhin die
Funktion F = In H;. Fiir den Realteil RF (e®) = In|H,(e*)|, w € [—n, 7), ergibt
sich RF (¢'?) > 0 und RF (¢'®) > In 5727) fir o € UL, ;. Wir setzen im weiteren
a(w) = RF (') und b(w) = IF (¢’“). Man hat damit H, (¢’?) = a(w) exp(ib(w)).
Da aber fiir |z| < 1 RH;(z) > 1 ist, liegen die komplexen Zahlen a(w) exp(ib(w)),
w € [—m, ), in der komplexen Ebene rechts von der Geraden Rz = 1. Damit
erhalten wir fiir die Funktion b die Beziehung |b(w)| < %, w € [—m, ). Da die
Funktion H; im Kreis |z| < 1 betragsmiBig groBer als 1 ist, ist die Funktion b
ebenfalls stetig.

Als nichstes soll das Verhalten der Funktion fiir z = O untersucht werden. Es ist

<1

1 L
HO) =23 HyO,0) = 5
1=1

Damit gilt H;(0) = -f-j’-—_—lgl, womit sich

245
0<nm=ml+‘

<In2
+ 68

ergibt.

Wir konstruieren nun eine geeignete Uberdeckung der Menge E.

Da die Menge E eine Nullmenge ist, existiert fiir jedes n € N eine Folge {I};en
disjunkter Intervalle, deren Verelmgung die Menge E uberdeckt und die Summe der
Intervalldngen kleiner als 5¢~" ist, d.h. Zk_l u(ly) < 5e="*. Es gilt weiterhin
lim;_, 0 Zk_, u(ly) = 0. Damit existiert fiir jedes n € N eine Folge {I/»}renN, s0
daB Iy, = 1und Y02, w(If) < 5e="+"" ist. Wir betrachten nun die Mengen
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Orn = U’,ﬁ:ﬁ: :"" IY. Sie sind offensichtlich die Vereinigung endlich vieler Intervalle,
und fiir das MaB dieser Menge ergibt sich

k=lr+l.n e
Q) £ D BUD < Y pdp) < SemT+’,
k=l k=ln

Wir betrachten nun die Mengen Q,, = Up4n=m Qr,n. Diese stellen wieder eine Vere-
inigung endlich vieler Intervalle dar. Fiir das Maf} der Menge Q,, erhalten wir

w(Qm) < Y w(Qr) < Y Ser
r+n=m r+n=m
= 5S¢~ Z 1=5""'m < 5™,
r+n=m

Fiir die Mengen Q,, betrachten wir die Funktionen F,,. Es gilt nach dem bereits
gezeigten F, (') = an(®) + iby(w). Die Funktion.F,,, ist in einem Kreis mit
dem Radius r,, > 1 analytisch. Es gilt also mit F,(re'®) = a,,(r, w) + ib, (r, )
lim, 1 an(r, w) = ap,(w) und lim,_,; b, (r, ) = b, (w) gleichmiBig. Wir haben
weiterhin
1 5em

> In =m? (18)
5u(Qm) 5

fiir w € Q,,. Die Funktion F,, ist fiir |z| < r,, analytisch. Damit ist die Taylorreihe

am(w) > In

Fn(2) = Z (cn(m) + idy(m)) - r" (cos nw + i sinnw)
n=0

mit z = re'® fiir r < r,, konvergent. Man erhilt

an(r,w) = Z r" (ca(m) cos nw — d, (m) sin nw)
n=0

und

b,(r,w) = Z r" (c,(m) sinnw + d,(m) cos nw) .

n=0

Fiir r = 1 erhilt man damit
1] 1 [
7 [ 1an @) do = teoimy? = [ n@i deo = tdatmyP.
- -
Da fiir die Funktion by, fiir w € [, 1) stets |by ()| < 7 gilt, erhdlt man

n
1 2
- / an(@P* do> < 7 + ey +1do(m) P

-
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Da |F, (0)[> = |co(m)[?> + |do(m)|? ist, gilt mit dem bereits gezeigten |co(m)|? +
|do(m)|? < (In2)2. Dies ergibt

1 r ) 72 )
— | lan(@)|"dw < — + (In2)",
/4 4

womit die L?[—z, r)-Normen der Funktionen a,, unabhiingig von m beschrinkt sind.
Wir betrachten nun die Funktion

g(2) = Z Fo (z) = Z am(r, ©) +i Z bmf:zw) lzl <1. (19

m=1 m=1

Da die Reihe im Inneren des Einheitskreises gleichméBig konvergiert, ist die Funktion
g im Einheitskreis analytisch. Der Imaginérteil b = Jg der Funktion g ist auf dem
Rand des Kreises stetig, denn die Reihe des Imaginirteils konvergiert gleichmiBig
auf dem Kreisrand.

Wir setzen

fiw =Y 2, 20)

2
m=1 m

Die Reihe ist im L2[—m, 7] konvergent. Da a,(w) > 0 fir € [—m, 7] gilt,
konvergiert die Reihe in (20) ebenfalls fast iiberall. Es ist fj(w) > O fast tiberall. Die
Funktion g ist fiir |z] < 1 analytisch. Damit sind die Randwerte des Realteils und des
Imaginirteils der Funktion g auf dem Kreis |z| = 1 bis auf eine additive Konstante
durch die Hilbert-Transformation miteinander verkniipft [2], [8], d.h. es gilt

n
1 [ b
fw = vrg | =0 de+C.
7 =2
o1 b(z)
= lim o [ an gz 47T Cn

2
e<|low—-t|<m

wobei der Grenzwert fast iiberall existiert [6], [7]. Die Funktion f; ist folglich die
Hilbert-Transformierte der stetigen und 27 -periodischen Funktion b. Nach dem Satz
von Spanne und Stein gehort die Funktion f; damit zum Raum VMO [6].

Als nichstes wird das Verhalten der Funktion f; untersucht.

Es sei t € E beliebig. Wir haben fiir alle M > 1

t+h t+h
1 am(w)

1 M
o [ A@do = o [ S aw
t—h

m=1
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Nun ist die Funktion a,,, 1 < m < M, stetig. Wir haben also

t+h
hm — | ap(@)dw = a,(t),

02h
t—h

d.h. aber

t+h

hmmf—l- f filw)dw > Z

t—-h m=1

amm i m _ MM +1) @

m? 2
fiir alle M > 1. Damit ist

t+-h
llm-i-};f filw)dow =00 (22)

firallet € E.
Nun ist ebenfalls fir -h <w <h,r=1-h,

1—(1-h)? S 1—-(1—-h)? _2-h

1-2(1—h)coswo+ A —r2 = 1+20=h)+ (A —r)2 h

Ed

S

Dies ergibt mit fi(w) > O fiir fast alle w € [, ) die Beziehung

1—(1—h)
j MO TS st —my 772 %

t+h

1 1—(1—=h)?
Z'Z;/fl(w) ¢ )

T—20 — Iy costt —w) 72 °¢

Folglich haben wir

1—r2

n

.1

tim > [ fi@) =5 do = 00 @3)
-

0s(t — w) + r?

fiir alle ¢t € E, womit der Satz bewiesen ist.
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