UBER PRODUKTE VON NILPOTENTEN GRUPPEN
G. A. Miller zum Gedachtnis
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HerLmur WIELANDT

1. Ubersicht
Ein bekannter Satz von P. HaLL [2, p. 198; 3, p. 319] besagt:

Eine endliche Gruppe ist genaw dann auflosbar, wenn sie sich als das Produlkt
von paarweise vertauschbaren Untergruppen von Primzahlpotenzordnung dar-
stellen laft.

Dieser Satz ist deswegen von Bedeutung, weil er einen engen Zusammen-
hang zwischen der Normalstruktur und der arithmetischen Struktur herstellt.
Die beiden in ihm enthaltenen Aussagen liegen verschieden tief. Der Nach-
weis, daf} die Bedingung hinreicht, ist weit schwieriger als der der Notwendig-
keit. Daher erscheint jede Abschwiichung der hinreichenden Bedingung von
Interesse. In dieser Richtung beweisen wir:

Satz 1. Die endliche Gruppe G sei das Produkt von nilpotenten Untergrup-
pen Gy, - -+ , Gy, von denen je zwet als Ganze vertauschbar sind und teslerfremde
Ordnungen haben. Dann ist G auflosbar.

Den Beweis brauchen wir nur fiir r = 2 zu fithren; denn es ist bekannt,
dafBl das Produkt von mehreren paarweise vertauschbaren nilpotenten end-
lichen Gruppen genau dann auflosbar ist, wenn alle Produkte von je zweien
dieser Gruppen auflésbar sind [5, p. 1]. Wir beweisen den Satz fiir r = 2
in einer erweiterten Fassung:

SaTz 2. Es set G = AB; darin seten A, B nilpotente Untergruppen von G,
deren Ordnungen | A |, | B | teilerfremd sind. Dann ist G auflésbar; und wenn
P, Q Sylowgruppen von G sind, derart daf§ | P | ein Teiler von | A |, | Q| ein
Teiler von | B| st, so ist PQ = QP.

Die Voraussetzung @ = AB kann durch |G| = | A |-| B | ersetzt werden,
da A und B wegen der Teilerfremdheit der Ordnungen nur das Einselement 1
gemeinsam haben.

Es erscheint schwierig, die Voraussetzung der Nilpotenz noch weiter ab-
zuschwiichen. Keinesfalls geniigt es fiir die Auflosbarkeit von AB, wenn A
nilpotent und B iiberauflosbar ist; das sieht man aus der Zerlegung der Iko-
saedergruppe in Faktoren der Ordnungen 5 und 12.

Offen bleibt die interessante Frage, ob man die Voraussetzung der Teiler-
fremdheit weglassen kann.
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Der Beweis von Satz 2 beruht auf allgemein giiltigen Betrachtungen tiber
faktorisierte Gruppen (Abschnitt 2).

BezeicHNUNGEN. G: die umfassendste betrachtete Gruppe
N4: Normalisator von 4 in G

CA: Zentralisator von 4 in G

yA

A: Zentrum von A
A = B: A ist Untergruppe der Gruppe B
A =| B: A ist normale Untergruppe der Gruppe B
B*: Erzeugnis aller B* = ¢ 'Ba (a ¢ A)
{A, B}: FErzeugnis von A und B
A v B bedeutet das Gleiche wie AB = BA.

2. Faktorisierte Gruppen

In diesem Abschnitt sei G eine Gruppe beliebiger, nicht notwendig end-
licher Ordnung, und es sei eine bestimmte Zerlegung von G in das Produkt
von zwei Untergruppen gegeben: G = AB. Uber den Durchschnitt A n B
wird nichts vorausgesetzt. Wir wollen eine Untergruppe F von G kurz als
faktorisiert bezeichnen, wenn

F=FnA)FnB) und AnBZF

ist. Die ganze Gruppe G ist faktorisiert, ebenso der Durchschnitt 4 n B.
Offenbar gilt

Hirssatz 3. Ses F < G.  Genau dann ist F faktorisiert, wenn aus ab™" ¢ F,
aeA,beB stets a e F folgt.

Hieraus liest man ab:
Hivrssatz 4. Jede Obergruppe von A st faktorisiert; das Gleiche gilt fir B.

Um nichttriviale faktorisierte Untergruppen zu finden, gehen wir von der
folgenden Bemerkung aus:

Hivrssatz 5. Sei H £ G. Aus aed, beB und H* = H® folge stets
H® = H® = H. Dann ist der Normalisator von H in G faktorisiert.

Bewess. Ist ab™ e NH, so ist H* = H', also H* = H, a ¢ NH.

Um Gruppen H zu finden, welche die Voraussetzung dieses Hilfssatzes er-
fiillen, benutzen wir die fnvarianten Relationen zwischen den Untergruppen
von G. Damit meinen wir diejenigen Relationen R, die bei allen inneren
Automorphismen erhalten bleiben: Aus C £ G, D < G, CRD und geG
folgt stets C’ R D’. Die wichtigsten Beispiele invarianter Relationen sind
das Enthaltensein und die verschiedenen Grade der Vertauschbarkeit:
C<D,Cv D CZENDC=CD.

SAaTz 6. Es seien Cy, ---, Cr Untergruppen von G. Fiir jedes einzelne
k gelte wenigstens eine der beiden Beziehungen A < NC., B < NC,. Ferner
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seten Ry | - - - | Ry invariante Relationen zwischen Untergruppen von G.  Schliel5-
lich sei H eine Untergruppe von G, welche alle Relationen H R, C. erfillt
(k =1, -+, k), und es gebe keine von H verschiedene Konjugierte H’, welche

ebenfalls alle diese Relationen erfullt. Dann ist der Normalisator von H in G
faktorisiert.

Beweis. Sei aeA, beB. Wir haben H*R,C,, falls 4 < NC, ist;
im andern Fall haben wir H* R, C,. Wenn also H* = H ist, so erfiillt diese
Konjugierte von H alle k Relationen, daher stimmt sie mit H {iberein, es ist
H® = H. Nach Hilfssatz 5 ist NH faktorisiert.

Wir erwihnen einen handlichen Sonderfall:

Hiurssatz 7. Sei Ax <| A, Bx =| B. Dann st der Normalisator des
Erzeugnisses { A« , B«} faktorisiert.

Beweis. Wir kénnen in Satz 6 Cy = Ax, C; = By, H = {A4, By}
setzen und fir R, , R; die Relation = wiihlen.

3. Hallgruppen

Dem im n#chsten Abschnitt zu erbringenden Beweis des Satzes 2 schicken
wir einige Bemerkungen iiber die Hallgruppen H einer endlichen Gruppe G
voraus; das sind diejenigen Untergruppen H von @, deren Ordnung | H |
zu ihrem Index | G: H | teilerfremd ist.

Hivrssatz 8. Sei H eine nilpotente Hallgruppe von G. Set U eine Unier-
gruppe von G, deren Ordnung | U | ein Teiler von | H | ist. Dann gibt es in
G ein Element g derart, daff U° < H 1st.

Das ist in [6] bewiesen worden.

HivrssaTz 9. Sei H eine nilpotente Hallgruppe von G, aber nicht eine Sylow-
gruppe von G. Jede Sylowgruppe von H habe in G den Normalisator H.  Dann
enthdlt G einen zu H komplementiren Normalteiler N, fiir welchen also HN = G
und Hn N = 1 tst.

Beweis. Sind z, y zwei Elemente einer Sylowgruppe von H, welche in G
konjugiert sind, so sind sie schon in H konjugiert. Denn z und y liegen
beide im Zentralisator einer von P verschiedenen Sylowgruppe @ von H,
und @ ist Sylowgruppe von G; daher sind z und y nach einem bekannten
Beweis von BurnsipE [1, p. 155] in NQ konjugiert.

Wenn man also fiir irgend eine Untergruppe P, von P die von D. G. Hig-
MAN eingefithrte Fokalgruppe P, bildet, welche von den in P; gelegenen
Kommutatoren x o g erzeugt wird (x ¢ P1, g e @), so ist P, = Pyo P. Daher
endet die Reihe der iterierten Fokalgruppen von P mit 1; das heilt: P ist
hyperfokal im Sinn von Hieman. Wenn alle Sylowgruppen einer Hallgruppe
H von G hyperfokal sind, so ist H hyperfokal [4, Theorem 4.6]. Ist eine
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Hallgruppe von G hyperfokal, so enthilt G einen zu H komplementéiren Nor-
malteiler [4, Theorem 4.3].

Hivrssatz 10. Es sei G = AB, Ax | A, B« <| B. Dann gilt entweder
fiir kein Paar oder fiir jedes Paar g, h von Elementen von G die Vertauschbar-
keitsbeziehung A% B% = B% A%. Diese Beziehung gilt stets, wenn G auflosbar
st und sowohl Ax wie Bx Hallgruppen von G sind.

Beweis. Es seien g, h beliebig gegebene Elemente von G. Wir zerlegen
hg' = ba' mit @ e A, b e B. Dann sind je zwei benachbarte unter den fol-
genden Aussagen gleichwertig:

h hg—1 ba—1 b
% v Bx, A« v BY Ax v By¥ A% v Bx, Ax Vv Bx.

Daher gilt A% v Bk entweder fiir kein oder jedes Paar g, h. Wenn G auflésbar
ist und As, Bsx Hallgruppen von G sind, so gibt es nach P. Hawwn [3, p. 318]
wenigstens ein vertauschbares Paar von Konjugierten zu Ax und Bx (und
zwar genau eins in jedem Sylow-System von ).

4. Beweis des Satzes 2
Nach Hilfssatz 10 geniigt es, folgendes zu beweisen:

Satz 2'.  Eine endliche Gruppe, die das Produkt zweier nilpotenter Unter-
gruppen mit teilerfremden Ordnungen ist, ist auflosbar. Jede Sylowgruppe des
ersten Faktors ist mit jeder Sylowgruppe des zweiten Falktors vertauschbar.

Diese Fassung ist bequem fiir den indirekten Beweis. Wir nehmen an, G
set ein Gegenbeispiel minimaler Ordnung: Sei

G=AB, (|4|,|Bl) =1,
A=P X - XP,, B=@Q X - XQ:;

Py, ..., P, seien die Sylowgruppen von 4; @, -+, @, die von B; G sei
nicht auflosbar (aus der Auflésbarkeit wirde nach Hilfssatz 10 P, v Q.
folgen). Wir leiten aus diesen Annahmen einen Widerspruch ab, indem wir
der Reihe nach die folgenden Aussagen beweisen.

(a) @G st einfach. Sei 1 < N =|G. Die Faktorgruppe G/N geniigt
den Voraussetzungen von Satz 2/, also ist sie auflosbar. Da @ nicht auflosbar
ist, ist N nicht auflssbar. Wir betrachten AN. Diese Gruppe ist nach
Hilfssatz 4 faktorisiert und erfiillt daher die Voraussetzungen des Satzes 2’.
Ferner ist | AN | < | G| und AN nicht auflésbar, da N nicht auflosbar ist.
Wegen der Minimaleigenschaft von |G| ist | AN | = |G|, also AN = G.
Dabher ist der Index | G:N | = | A:A n N | ein Teiler von | 4 |; ebenso ist er
ein Teiler von | B|. Da | A | und | B | teilerfremd sind, folgt | G:N | = 1,
N = @. Damit ist G als einfach nachgewiesen.

(b) Esist s =2 und t = 2. Sonst sei etwa s £ 1. Dann ist | G:B |
eine Primzahlpotenz. Wir wihlen ein beZB, b # 1. Dann ist |G:Cb |
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eine Primzahlpotenz. Das widerspricht, nach einem bekannten Satz von
BurnsIDE [1, p. 322], der Einfachheit von G.

(¢) EBs set Ay =|P,, B+ =Q., 1< {Ax, By} = H<G. Dann
enthilt H einen Normalteiler N > 1, der in P, oder in Q, liegt. Da Ay <| P,
und P, eine Sylowgruppe der nilpotenten Gruppe 4 ist, haben wir 44 <| 4;
ebenso By <| B. Wir setzen NH = G. Nach Hilfssatz 7 ist G faktorisiert:
G = AB mit A = A n G usw.; also erfiillt G die Voraussetzungen von Satz
2’. Fernerist G < G, denn G enthélt den Normalteiler H, und G ist einfach.
Also gilt Satz 2’ fir .  Danach ist G auflésbar, und die belden Sylowgruppen
P, = P,nG und Q, = Q, n G sind vertauschbar. Es ist H <P, Q.. Als
Normalteiler der auflésbaren Gruppe G ist auch H auflésbar. Wir wihlen
in H einen Normalteiler N = 1, der eine moglichst grofle Primzahlpotenz als
Ordnung hat. Dann ist N charakteristisch in H, daher normal in G und
erst recht in P, Q.. Als eine Gruppe von Primzahlpotenzordnung liegt also
N entweder in P, oder in @, . Dabher liegt N in P, oder in Q, , wie behauptet.

(d) Fir je zwer Indizes ¢, 7 ist {P,, Q.} = G. Nehmen wir
{P,, @} = H < G an. Nach (c) gibt es ein N mit 1 < N =| {P,, Q.}
und etwa N < P,. Es ist dann N =| 4, und unter Benutzung der Ein-
fachheit von @ erhalten wir den Widerspruch

G=Qr"‘ r —Q,={A,Q,}§NN<G.

(e) Istl = aelA, soist {a, Q.} = G fiir jedes . Zum Beweis konnen
wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dafi @ Primzahlordnung
hat (sonst ersetzen wir a durch eine Potenz von @). Dann liegt a in einer der
Sylowgruppen von A, etwa @ ¢ P,. Nehmen wir an, entgegen unserer
Behauptung sei {a, @} < G. Dann gibt es nach (c) eine Gruppe N mit
1 < N =|{a, @}, fir welche entweder N < P, oder N = Q. gilt. Im
ersten Fall kénnen wir nach (b) einen Index p # ¢ withlen und erhalten den
Widerspruch G = {P,,Q.} < NN < @. Im zweiten Fall haben wir N <| B
und erhalten den Widerspruch

G = {a}® = {a}*® = {a}® £ {a, B} ENN <G.

(f) Istl 2 aeZAundl £ belB,soist{a,b} = G. Wir kénnen anneh-
men, dafl ¢ und b Primzahlordnungen haben. Dann ist etwa a e P,, b € Q, .
Nach (c) gibt es eine Gruppe N mit 1 < N =| {a, b}, welche entweder in
P, oder in @, liegt; sagen wir in @,. Wir wihlen @, = @,. Dann fiihrt
(e) auf den Widerspruch G = {a, Q.} = NN < G.

(g) Ist 1 aeZA, so ist Ca = A. Andernfalls ist Ca > 4. Nach
Hilfssatz 4 ist Ca faktorisiert, enthilt also ein Element b 5 1 aus einem pas-
senden Q,. Wir wihlen Q. 5 @, und erhalten mittels (e) den Widerspruch
G=1{eQ} =C <@
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(h) IstgeGund P, < A° fiir ein o, so ist A’ = A. Da A’ nur eine Un-
tergruppe der Ordnung | P, | enthilt, ist P¢ = P,. Nach (g) haben wir
A = CZP,. Hieraus folgt

= (CZP,)’ = CZ(P%) = CZP, = A.

(1) IstgeGund AnZA® > 1, soist A = A. Zum Beweis wilhlen wir
in A nZA’ ein Element ¢ von Primzahlordnung, etwa a ¢ P,. Es ist
aeP,nZP) und nach (g) Ca = A°. Wir wihlen P, # P, und finden
P, = Ca = A°. Nach (h) folgt nun A? = A.

G) IstZA < G = Gund P, = P, n G, so ist P, eine Sylowgruppe von G.
Zum Beweis wihlen wir eine P, enthaltende Sylowgruppe P von G. Wir
haben dann mit passendem g ¢ @

1<ZP, £ P,nG=P, <P <P <A
Nach (i) folgt weiter A° = A, hieraus P; = P,. Nun finden wir
P<P,, P,sP=£P,nG=PFP,, P,=P

(k) EssesZA £ G £ @, und es werde P,n G = P,, An G = A geselzt.
Istdann G a NP, = A firallec,soistG £ A. Esist A = Py X -+ X P,,
also ist A nach (3) eine nilpotente Hallgruppe von G mit den Sylowgruppen
P,. Weil stets G n NP, = A ist, gibt es nach Hilfssatz 9 in G einen zu A
komplementiren Normalteiler N; seine Ordnung ist ein Teiler von | B |.
Nach Hilfssatz 8 gibt es ein g ¢ @ derart, da N° < B ist. Zerlegen wir
g =ab, aed, beB, so haben wir N < B, daher N* < B. Es ist also
ZB = NN°®. Andererseits ist wegen ZA < G = NN auch

ZA = ZA" < NN°.

Aus (f) wissen wir, daB {ZA, ZB} = G ist. Also haben wir N* £| G.
Es ist | N | ein Teiler von | B |, also N < G. Wegen der Einfachheit von

@ ergibt sich N = 1. Da N in G komplementir zu A ist, folgt G =
A = A, wie behauptet.

() Von nun an setzen wir stéindig A* = A nNB, B* = BnNA. Wir
behaupten: A* enthdlt zu jeder Primzahl p hichstens eine Untergruppe der
Ordnung p. Die Ahnlichkeitstransformation mit einem Element aus A*
fihrt ZB in sich iiber. Nach (g), angewandt auf B statt 4, stellen die so
entstehenden Automorphismen von ZB die Gruppe A* treu dar und sind
iiberdies reguldr, d.h. jeder einzelne dieser Automorphismen 148t entweder
kein oder jedes Element %1 von ZB fest. Eine regulire Automorphis-
mengruppe enthiilt nach BurnsipE [1, p. 335] keine Untergruppe vom Typus
(p, p). Also enthilt auch A* keine solche Untergruppe. Da A* auflerdem
nilpotent ist, enthilt A* hochstens eine Untergruppe der Ordnung p.



UBER PRODUKTE VON NILPOTENTEN GRUPPEN 617

(m) IstgeGund A*n A° > 1, soist A° = A. Zum Beweis wihlen wir
ein Element a von Primzahlordnung in A* n A°, etwa a ¢ P, , und dazu eine
Gruppe P, = P,. Die Gruppe H = {a} erfiillt die invarianten Relationen
H = NB, H £ A. Nach (1) erfiillt keine von H verschiedene Konjugierte
H’ beide Relationen. Nach Satz 6 ist die Gruppe G = NH faktorisiert:

G=@Pi X - XP)Q X - XQy,

und fiir den ausgezeichneten Index ¢ ist P, = P, n G = P, wegen
P, ¢CH. Da G einfach ist, ist G < @, daher G auflosbar; und wenn wir =
beliebig wihlen, P, v Q,. Wir wihlen in P,Q, einen Normalteiler N von
Primzahlpotenzordnung; es ist N <| P, oder N <| Q.. Die Annahme
N = Q. fiihrt auf einen Widerspruch, wenn wir ein Q, # Q. betrachten:
G = {P,, @} =NN <G Esistalso N <| P,, daher gibt es ein n ¢ N
mit 1% neNnZP, £ZA. Nun ist {n}°" < N = P, £ A. Nach (i)
folgt Q. < NA. Da dies fiir alle r gilt, ist G n B < NA. Da G faktorisiert
und G n A = NA ist, ist @ £ NA. Nach Konstruktion ist a ¢ A%, also ist
ZA° < N{a} = G = NA. Durch Betrachtung der Ordnungen folgt nun
ZA’ £ A, und hieraus folgt nach (i), daB A° = A ist, wie behauptet.

(n) IstaeAund B¥nCa > 1, s0ist a e A*. Esist
1 < B*nCa = (B*nCa)" £ B*n B* £ B*n B".
Nach (m), angewandt auf B statt A, ergibt sich B* = B, a ¢ A*.

(0) IstZA <G £ A, so gibt es ein a e A derart, daf B*n G* > 1 ist.
Nach (j) ist der Durchschnitt A n G = A eine nilpotente Hallgruppe von
G mit den Sylowgruppen P, = P,nG. Da wir G £ A vorausgesetzt
haben, kann nach (k) nicht stets G n NP, = A sein; es gibt ein ¢ mit
GnNP, > A. Da A eine zu den Primteilern von | A | gehérige Hall-
gruppe von G ist, gibt es einen Primteiler ¢ von | B |, der in | G n NP, | auf-
geht. Wir wihlen ein Element ¢ der Ordnung ¢ in G n NP, . Dann wird
ZP, £ P, = P} £ A%; nach (i) folgt x « NA. Ferner gibt es nach Hilfssatz
8 ein Element in G, welches z nach B transformiert, und wegen G = AB
kann man dieses transformierende Element in A wéahlen: es gibt ein a ¢ 4
mit 2 ¢ B. Wegen = e NA haben wir z* ¢ N4, und wegen = ¢ G ist x ¢ G°.

Insgesamt haben wir z¢ ¢ B n NA n G°, daher ist B*n G* > 1.

(p) IstgeGund A ## A°,soistAn A’ = 1. Wirsetzen G = {ZA,ZA"}.
Dann ist @ < C(4 n A?). Nach (i) ist ferner ZA’ £ A, also ist erst recht
G £ A. Dabher gibt es nach (o) eina ¢ A derart, daf B* n G* > 1ist. Aus
G* = C(4n A" folgt nun B*n C(4 n A°) > 1 und hieraus nach (n)
weiter A n A° < A*n A", Wegen A’ = A ist ferner A’ > A; nach (m)
ist also A*n A" = 1. Daher ist An A =1, also A n A’ = 1.

(q) Nun kommen wir zu dem Widerspruch, der den Beweis beendet:
Da |A| und | B| teilerfremd und > 1 sind, ist |A | = | B|. Sei etwa
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|B| < |A|. Dannist |G|=|4||B| <|A[. Andererseits sind nach
(p) alle | A | Elemente des Komplexes AA° voneinander verschieden, wenn
g irgend ein nicht in NA gelegenes Element von G bedeutet.
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