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UN THEOREME DE LA LIMITE LOCALE POUR UNE CLASSE DE
TRANSFORMATIONS DILATANTES ET MONOTONES PAR
MORCEAUX

BY J. ROUSSEAU-EGELE
ILRM.A.R. Rennes

For a class of expansive transformations of the unit interval, we show a
local limit theorem for the process (f° T").en, Where f is a real bounded
variation function. We show also, that the speed in the central limit theorem
is1/ V.

0. Introduction Considérons une application T de l'intervalle unité dans lui-méme,
qui soit C? par morceaux et dilatante. Lasota et Yorke [19] ont montré qu’il existait une
mesure g, invariante par T, absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue et
dont la densité A est & variation bornée. Sous '’hypothése que la limite définissant o? existe,
Wong [31] a montré un théoréme de la limite centrale:

v

p{(1/ovVn) (3 fo T* — np(f)) <v) > (1/V2r) | exp(—u?/2) du

—o

ol f est & variation bornée et 6% > 0.

En étudiant le spectre de 'opérateur de Perron-Frobenius associé a T, Keller [18]
montre que o existe et que si 0% 0, alors le théoréme de limite centrale est vérifié si le
systéme dynamique (7, p) est faiblement mélangeant, mais les moyens utilisés montrent
que la classe de transformations considérées peut étre traitée par une méthode de
décomposition spectrale des opérateurs. Cette technique a déja été utilisée pour les chaines
de Markov par Doeblin et Fortet ([7], [9], [15], [16], [24]) qui ont en particulier étudié les
deux exemples principaux: la transformation “fraction continue” et la transformation
“(2x)mod 1”.

On veut ici aller plus loin que le théoréme de la limite centrale et obtenir une vitesse en
1/ Vn dans ce théoréme et un théoréme de la limite locale. Nous utilisons la théorie des
perturbations analytiques des opérateurs de Rellich (pour son application aux chaines de
Markov, voir Nagaev [23] et aux produits de matrices aléatoires, voir Le Page [20]). Le
théoréme de la limite locale a été démontré pour la transformation “(2x)mod 1” par
Moskvin et Postnikov [22] dans le cas d’une fonction indicatrice d’intervalle. La méthode
utilisée ici permet d’étendre ces théorémes au cas général d’une transformation C* par
morceaux et dilatante et pour une fonction a variation bornée, & valeurs entiéres ou non.

Dans [14] Hofbauer et Keller montre que I’on a aussi un théoréme de la limite central
fonctionnel, un principe d’invariance et la loi du logarithme itéré. Les trois résultats
peuvent étre retrouvés a I’aide des techniques d’opérateurs (cf. Le Page [20] dans un cadre
différent).

1. L’opérateur de Perron-Frobenius et ses perturbations.

1.1.. On considére une application 7" de I dans I, ou I = [0, 1]. On note m, la mesure de
Lebesgue et L., I'espace des fonctions intégrables. On considére une subdivision finie ou
dénombrable {a;} de I, ou I; = (a;—1, @) est un intervalle ouvert, vérifiant:
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LIMIT THEOREM FOR TRANSFORMATIONS 773

(1) La restriction de T & I; est strictement monotone et se prolonge en un application C*
sur ;.

(2) {T (I;)} est composé d’un nombre fini d’intervalles distincts.

(3) 11 existe un n tel que y = inf.ef|(T")’(x)| > 1.

La condition (1) permet l’existence d’inverses locaux de T et la condition (3) est une

condition de dilatation.
L’opérateur de Perron-Frobenius associé a T est 'opérateur ¢ de L}, dans L%, défini par:

1 1
[o-sim- [ r.aram
0 o

ouf€ Ly g€ L.

Cet opérateur est une contraction positive de L}, et 'on a ¢f = f si et seulement si la
mesure y = fm est invariante par 7.

L’hypothese (1) faite sur 7 permet de donner une forme explicite a ¢:

of (x) = X, f(arx) g (x)x ()

ou g; est 'inverse de T sur J; = T (I}); ;(x) = | 6j(x)|; x, est I'indicatrice de oJ;.

1.2. Etudions le spectre de ¢, mais ¢ étant considéré comme un opérateur sur un sous-
espace de L},. Pour f: I — C, on définit la variation de f par v(f) = sup{X%-1 | f(xz) —
f(xz41)|}, la borne supérieure étant prise sur les subdivisions finies de I. Si f € L}, on
définit v(f) comme la borne inférieure des variations dans la classe de f. Soit alors ¥~
I’ensemble des fonctions de L., telle que v(f) < . ¥ est un sous-espace de L., mais qui
n’est pas fermé pour || ||;. Sur ¥"définissons | f|ly-= v(f) + || f|l:- Il est aisé de vérifier que
|| Il+est une norme sur ¥; que (¥; || |l») est un espace de Banach et que ¥ est dense dans
Lo I 11)-

Le spectre de ¢ est décrit a I'aide d’un théoréme de Ionescu-Tulcea et Marinescu

([15], [24)):

THEOREME 1. Soient ¥'et & deux espaces de Banach complexe de normes respectives
|l et |l avec ¥'C &. On suppose:
(@) Sifu €Y, fE€ & limno|fn — flle =0 et | fu|lv=< C pour tout n, alors f € Vet || |+
=C.
Soit ¢ un opérateur borné de ¥ dans &, par rapport d || ||+~ On suppose de plus:

(b) supn=ofl| ¢"fllz, fFE V| flle=1} <o
(c) Il existe no, a <1 et B < w tel que:
| o™fllv<ell fllv+ Bl flle pourtout fe€v:

(d) Si V et une partie bornée de (7; || |l+) alors $™V est relativement compacte dans
| lle)-

Alors ¢ n’a qu’'un nombre fini de valeurs propres de module 1:\y, ---, Ap. Les sous-
espaces propres correspondants E; = {f € L:¢f = Aif} sont de dimension finie et
contenus dans ¥,

L’opérateur ¢™ peut s’écrire:

¢ =Yl Aigi+y", n=1

ou les ¢; sont les projections sur les sous-espaces propres E;, || ¢i||« < 1 et  un opérateur
sur Ly, tel que supn=1|| " ||« < . On a de plus ¢;d; = ¢ip; = 0 si i # j, d? = ¢, iy = Y =
0. Enfin {(¥") C ¥'et Y a un rayon spectral p(¢) < 1 dans (¥; || ||1).

Rappelons pour commodité la:
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ProrosiTION 1([19]). Si lapplication T vérifie (1), (2) et (3), alors ¢ vérifie les
hypothéses du Théoréme 1.

PrREUVE. La condition (a) est vérifiée car {f € L%:|fll»< ¢} est compacte dans L,
Lorsque la subdivision est finie, Lasota et Yorke [18] ont montré que pour f € ¥, on avait:
il existe no tel que v(¢p™f) < av(f) + B | f|l: ot @ < 1, 0 < B < » indépendante de f. Lorsque
la subdivision est dénombrable, on a le méme résultat. Ici la condition (2) est essentielle
(voir Pianigiani [28]). Tout d’abord, remarquons que si T vérifie (1) et (2), alors pour tout
n, T" vérifie (1) et (2). ’

Soit f € ¥ et reprenons la démonstration de Lasota et Yorke. Choisissons N tel que y”
> 2. Alors S = T™M vérifie (1) et (2). L’opérateur de Perron-Frobenius associé a S est ¢™",
qui sous sa forme explicite sera noté comme ¢:

¢"f(x) = 3, f(oyx)g(x)x;(x) avec ¢;(x)=y7".
On a
v(e™f) = X v(f° o)eix;
= Yjvg(fe a)g; + X I(f° 0)(Taj-1)@i(Ta;-1)| + |(f° 0;)(Tay)p;(Tay)|.

Or g = (f ° gj)¢; est une fonction a variation bornée et on a:

Yy
| g(x)| + | g(¥)] = v, (8) + (2/(y — %)) f | g dm
d’ou
v(e™f) =23, vi(f° o) + X (2/m(J})) f | f| dm.
Ij

D’apres (2), il existe § > 0 tel que:

8 =min; m(J;) dou Y, (2/m(J;)) j | f| dm = (2/8)| f .
5

Il reste a évaluer:

UJj(f°01’)‘Pj=f |d(f°0j)¢j|5J' |f°0i||¢;|dm+f(Pf|d(f°aj)|
s 9 %

SKj If°<v|¢fdm+7’Nf | d(fe g)]
J ¥

ou K = sup;supxe (| 9j(x)|/q;(x)).
Cette constante K est finie ce qui est évident lorsque la subdivision associée a T est finie
car T est C? par morceaux. Quand la subdivision est dénombrable, la condition (2) permet

d’arriver au méme résultat. On a donc
vJ,.(f°aj)¢j5KJ Ifldm+Y‘NJ | df |
L 4

d’ou en regroupant les résultats, la condition (c):
v@™f) = @/Y™Mu(f) + (K + 2/8)|| f |-

La condition (d) résulte du fait que I'injection de ¥"dans L., est compacte et que ¢ est un
opérateur borné de v.0
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1.3. Comme conséquence du Théoréme 1 il existe une fonction A € 7¥; positive,
d’intégrale 1 et telle que ¢ & = h, définie par

B =1lim, . (1/n) Y221 6X(1).

Donc p = Am est une mesure de probabilité sur I, invariante par 7. On peut supposer que
A1 = 1, car 1 est valeur propre de ¢. Le systéme dynamique (7, u) ainsi construit sera
supposé faiblement mélangeant, c’est-a-dire 1 est la seule valeur propre de T, et cette
valeur propre est simple. L’on voit aisément que:

¢ = é1(f) +¢"(f)

ou ¢1(f) = m(f)h. Remarquons que (T, p) est faiblement mélangeant si et seulement si
(T, p) est ergodique pour tout n.

Dans le cas d’une subdivision finie, Bowen [4] donne des conditions pour que T soit
faiblement mélangeante. Dans ce cas, on peut démontrer le théoréme de la limite centrale
([18]). Pour démontrer le théoreme local, nous avons besoin de précisions sur la fonction
h (unique puique T est faiblement mélangeante). Pour tout x dans le support de £, on peut
montrer qu’il existe une constante D > 0 telle que D < h(x) =< 1/D, ([17]). Comme P est
un opérateur de L, c’est aussi opérateur de Perron-Frobenius associé a T restreinte au
support de A. L’on peut donc supposer que pour tout x € I, D < h(x) < 1/D.

Dans la suite, nous supposons toujours que T vérifie (1), (2), (3) et que (T, u) est
faiblement mélangeant.

L’opérateur ajdoint de T dans L) est défini par

Pf=¢(fh)/h.
Comme ¢"(fh) = m(fh)h + Y"(fh), on a:
Pi=p+ Q"

pour tout n = 1 et ou le rayon spectral de @ dans ¥; p(Q) est strictement inférieur a 1.
Remarquons que P vérifie les hypothéses du Théoréme 1:

ProposITION 2. L’opérateur P, défini par Pf = ¢(fh)/h est un opérateur borné de
¥, qui verifie les hypothéses du Théoréme 1. En particulier, il existe n tel que

12™flly-= all flls-+ BNl
ona<l,B<wmet|fl=fo|fl dp

PREUVE. L’espace LestL} et (b) est vérifié car P est une contraction positive de L

1 ‘rl
| Pflh = f |6(fh) | dm < f o(171R) dm = | flh

P est un opérateur borné de ¥; car ¢ est un opérateur borné de ¥’et que 1/h € ¥; car
v(1/h) = (1/D*v(h). A Paide de la démonstration de la Proposition 1, on a:

IP™flly-= 6" (fh) /Rl
=2)1/hl ™ () | carlfgl=2lflA gl
= @M 1/hlA Rl Al
+2||1/h (K +2/8 + 1) || fllp- a

1.4. Les Exemples.
1. Les B-transformations.

Tx={Bx} B>1 réelou {x}=x—[x].
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L’opérateur de Perron-Frobenius associé est défini par:
¢f (x) = (1/B) TES f((x +7)/B) + (1/B)f(x+[B])/B)xro.81 (%)

Les conditions (1), (2), (3) et le mélange faible sont vérifiées (T, ) est de plus exact et
donc fortement mélangeant).

Si B est entier, on a donc ¢ = P, car & = 1. Plus généralement, on peut considérer Tx
= {Bx + a} ou 8> 2 et 0 < a < 1. Ces transformation vérifient (1), (2), (3) et le mélange
faible. .

2. La transformation “fraction continue”.
1
Tx={—}, T(0)=0.
x

L’opérateur de Perron-Frobenius s’écrit:
of (x) = T7= f(L/ (G + 2)(1/ (G + x))*.
La condition (3) s’écrit pour n = 2:
inf| (T%)’(x)| = 4
et A(x) = 1/(1 + x) log 2. Enfin (T, p) est faiblement mélangeant (méme remarque que

pour les B-transformations).

1.5. L’opérateur Ps(if). Soit f € ¥; a valeurs réelles et § € R.
Posons P;(if) (g) = P(exp(iff)g). L'opérateur P¢(if) s’introduit naturellement dans ’étude
du théoréme de la limite centrale. En effet, posons:

S.f=Yib Tt n=1
Sof = 0.

‘On a le lemme suivant:
LEMME 1. Pour tout 6 € R, P}(if)(g) = P"(exp(i6S.f)g), n =0.

Cette propriété permet I'étude de la fonction caractéristique de S.f via les itérées de
P;(i6) et donc du spectre de Ps(if).

PREUVE. On a:

P™(exp(i8S,f)g) = P(P" (exp(ibfoT"")exp(i#S,-1f)-&))
= Py(i6) (P""'(exp(i0S,-1f)-&))

car P*(feT".g) =f-P"gpourn=1.0

Dans les paragraphes qui suivent, nous allons étudier le spectre de Py(if)) lorsque 8 est
voisin de 0 et aussi pour des valeurs de 8 quelconques. Un premier type de résultat est d
a Rellich [8] qui a décrit comment les points isolés du spectre d’un opérateur varient

lorsqu’on fait dépendre cet opérateur analytiquement d’un parameétre. La Proposition 4
qui suit permet la démonstration du théoréme de la limite centrale.

ProPosITION 3. Pour tout § € R, Uopérateur P;(i) est un opérateur continu sur v~
(ainsi que sur L) et Papplication qui d 8 fait correspondre P;(if)) est analytique.

PREUVE.

I P(@0)g b= || P(exp(8f)&) ll-= 2 || Pl exp ||| & |1+~
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Or
|| exp i6f|y-= v(exp iff) + 1
=< v(cos 0f) + v(sin 6f) + 1
=2|0|v(f)+1

d’otr || P(if) (&) |l»= C(0) || gll+
De méme

| Pr(i0) (&) lln < lexp () & .. = || & ll.u-
La série Y 5—o (i6)"/n! P(f"-g) est normalement convergente dans ¥ car
[01"/nt | P(f*-8) llr= 2|0])"/nt | Pl fI5 &l
et donc 8 — Ps(if) est analytique. 0

ProposiTION 4. ([8], [20], [23]) Il existe un réel a > O tel que si | 8| < a, alors on ait:
1) pourtoutg € ¥etn=1

P (i0)(g) = A"(I0)N. (i) (g) + Pz (i0)(g&)

ou A(i0) est lunique valeur propre de plus grand module de P(i) et |\(i6)| >
(2 +p(@))/3.

N1 (20) est la projection sur le sous-espace propre E, de dimension 1, correspondant a
A@6).
P, (if) est un opérateur sur ¥ de rayon spectral
p(Pe(i6)) = (1 + 2p(Q))/3

et P;(i)Es = 0.
2) les applications § — \(if), 0 — Ny(i6), § — P (i6) sont analytiques.
3) |P2(i6)(1) |l»= C| 8] (1 + 20(Q))/3)" ou C est une constante positive.

PreUVE. Rappelons brievement quelques points de la démonstration
1) Soit R(z) la résolvante de P dans ¥~

R(z)=1/zI—-P) =p/(z—1) + Xr-0 Q" /2" !
qui est définie si | z| > p(Q) et z # 1. Posons alors
Ris(2z) = R(2) ¥ 7-0 ((P;(i) — P)R(2))".

Si | Ps(i6) — P|l»< 1/|| R(2) |ls; alors la série précédente converge normalement dans ¥ et
définit la résolvante de Py(if).

Soient I; et I, les cercles de centre 1 et 0 et de rayon p; = (1 — p(Q))/3 et p2 = (1 +
2 p(Q))/3, respectivement. Soit § > 0, tel que § < p; et p(Q) + & < p2. Posons M =
sup || R(z) ||»-ott la borne supérieure est prise pour | z| > p(Q) + 8 et |z — 1| < 8. Si || P/(i0)
— P|»<1/Mj, les cercles I, et I, sont dans ’ensemble résolvant de P;(if). Soient alors les
projections

N, (i6) = (1/2im) J Ry(2) dz
5

N2(i6) = (1/2im) f Ri(2) dz.
I

Pour | N1(i6) — p|l»-< 1, 'image Ey de N, (i) est de dimension 1 et on a:
Pr(i0)N1(i0)(gs) = N1(i0)P(i0) (o) = A(i6)gs
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ou gy € ¥'engendre E4. On a donc pour tout n =1
P?(if) = P} (i0)N1(i6) + P7(i6)N:(i0) = A\"(i6)N, (if) + Pz (i0)

en posant P3 (i6) = (%iw) [1,2"Ris(2) dz.
3) Pour |0| <a,on a: )

Rig(2) = R(2) + i0 R{} (2)

d’ou .

P3(i6)(1) = (%in) f 2"R(z)(1) dz + (0/27) f 2"RP (z)(1) dz
I I

= (6/27) J 2"R (2)(1) dz
L

dou | P3(8)(D) |-= C 8] o}
avec C = (Yom) Sup|z|=ps, 0i<al| R (2) |l

]

Pour démontrer un théoréme de la limite locale nous avons besoin, pour tout 6 réel, de
la description du spectre de Py(if) fournie par le théoréme de Ionescu-Tulcea et Marinescu:

PROPOSITION 5. Pour tout 8 € R, Popérateur P;(if) n’a qu'un ensemble fini G(if) de
valeurs propres de module 1. Pour chaque £ € G (i), le sous-espace propre correspondant

E; est de dimension finie et contenu dans ¥. L’opérateur P(if) s’écrit alors:

P} (i) = Yeccun §"Pe(i0) + Q"(10), n=1
ou P:(i0) est le projecteur sur E; et lon a:

P:(i0)P; (i) =0si £ # ¢,  Pi(i) = P(if)
, P(i6)Q (i0) = Q(i0)P;(i6) = 0.
Enfin Q(i8)(¥") C Vet p(Q (i) < 1.

PREUVE. Vérifions la condition (c) du Théoréeme 1.
1P (@6)(&) = || P""(exp(#8Sun ) I
= (16/y™) |11/R]A 2 | exp #6S.nfllA &1l
+ 2| 1/RIAK +2/8 + D 1€l

ou y = inf, | (T")'(x) |.
Or

| exp i0S.nf]l+-= v(exp iBS.nf) + 1
=2|6|v(Swnf) +1
=2|0| 3% v(feTH +1
=2nN|0|v(f) +1
et donc pour tout 6 € R, il existe no = nlNy tel que
16/Y") | 1/R |l h[|A2nNo| 0] v(f) +1) <1

2. Le théoréme de la limite centrale. Considérons la condition (C) suivante:

(C) Etant donnée f € v, Péquation fonctionnelle f = k + ¢°T — ¢ n’admet pas de

solution ¢ € ¥, k E R.
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THEOREME 2. Soit T une application de I dans I vérifiant (1), (2), (3) et telle que le
systeme dynamique (T, p) soit faiblement mélangeant. Si la condition (C) est vérifiée,
alors on a:

1
0% = limy_, 4 f ((Sf — np())/Vn)? du >0
0

et pour tout v € R
i v {(Suf = n()) /0 V=< v}

= (1/+27) f exp(—u?/2) du on S.f=YizfT, n=1, Sf=0.

La démonstration de ce théoréme est donnée dans une suite de lemmes. D’apres le Lemme
1 et la Proposition 4, pour | 8| < a, on a:

1 1 1 1
j exp(iS.f) dp = j P} (i0)(1) dp = A" (6) j Ny (#)(1) dp +j P; (#9)(1) dp.
o o o o

Faisons ensuite le développement limité a ’ordre 2 de A(if):

LEMME 2.
A(0) = u(f).

PREUVE.
1

1
j exp((it/n)S.f) dp =J P(it/n)(1) du
0

0

D’aprés la Proposition 4, on a pour n suffisamment grand:
1 1 1
j exp((it/n)S.f) dp = A"(it/n) f N1 (it/n)(1) dp + f Ps (it/n)(1) dp
0 0 o

et | [5 P3(it/n)(1) dp| < || P2 (t/n)(D) = C(|t|/n)pz. D’autre part, on a:
Ni(it/n) = p + (it/n)N{ — (#?/2n*) NP + (£/n*)N:1(it/n)
ou NV, N¥, N,(it/n) sont des opérateurs bornés de ¥;
avec lim,_,.| N1(it/n) |l,-= 0.
On a donc

1
limy oo f Ni(it/n)(1) dp = 1.
0

De méme
AGt/n) =1 + (it/n)\'(0) — (£/2n*)A"(0) + (2/n®A(it/n)

otl lim,_,A(it/n) = 0 et lim,.A"(it/n) = exp(it A’(0)). Comme limy— (1/7)Snf = p(f)
presque partout, on en déduit que pour tout ¢ € R, on a:

exp it A'(0) = exp it u(f). u]

Sans perdre en généralité et de fagon a simplifier les calculs, nous supposons par la suite
que p(f) =0.
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LEMME 3.

1
}\”(O) =lim, j (Snf/ ‘/;1_)2 dp"
0

PREUVE. Remarquons que 'on a:

az/aﬁ{ J’ exp((it/ Vn)Snf) du} =- J’ (Saf/n)? dp.
(V] | (1]

t=0

Or d’apres Proposition 4
f " exp(t/NR)Sf) ds = A" it/ ) f NN ) da+ f Pt i) da

o o o

On a aussi
P(it/Vn) () = (im) fI z"R,, (2)(1) dz.
2
Pour n suffisamment grand et | 2| = pz, on peut développerR,, - (z):
R, (z)=R(z) + @it/Vn)R™(z)— (£/2n)R? (z) + (F/”)Rit/& (2)

ou R®(z), R?(2), Rit/&(z) sont des opérateurs bornés de ¥’et lim .| Rﬂ/&(z) [l»=o0.

L’on a donc:

P3(it/Vn)(1) = (t/2nn) f 2"R™(2)(1) dz — (£/4inn) f 2"R®(2)(1) dz
I, I

— (¢2/2iwn) J- z"Ri,/&(z)(l) dz
I

(a‘*’/at) ( j P3(it/Vn)(1) du)

A l'aide des développements de A(it/ Vn) et de N 18t/ Vn) on obtient de méme que:

d’ou

= (—Yiwn) f 2"R?(2)(1) dz.
I

|e=0

1 .
(az/at)<}\"(it/«/;) f Ni(it/vn) (1) dp) = —A"(0) — (1/n)N(1).
0

|t=0

La limite de [} (S.f/vn)? du existe donc et vaut A”(0). 0
On peut aussi faire une démonstration directe de l’existence de la limite de
% (Suf/¥n)? du, car p(Q) < 1. Donnons maintenant une représentation en termes

d’opérateurs de la variance.

LEMME 4. Posons 6% =1lim, .. [ (S.f/vn)? du. Alors, on a la représentation suivante
2
pour ¢*:

1
a"’=f P(g’) — (Pg’dp oug=UI-P)f.
0



LIMIT THEOREM FOR TRANSFORMATIONS 781

PREUVE. Un calcul classique ([16], page 36) montre que I'on a:

o' =Y f ffeT™ dy = Y5 f PMff dy

1 1
=Y f QUMIff dy = f (2g — Nf dp
0 0
sil'on pose g = Yi-0 @"f = Y50 P*f= (I - P)fona

1 1
az=f (g + Pg)(g — Pg) du=j P(g%) — (Pg)? dp. o
0 0

LEMME 5.

1
lim, . f P}‘(it/«/;)(l) du = exp(—t’c%/2).
o

PReUVE. 1l suffit de reprendre les développements du Lemme 2 avec A’(0) = 0 et ou
it/n est remplacé par it/vn.O

LEMME 6. (FORTET ET LEONOV) 0” > 0 si et seulement si f n’est pas de la forme:
f =@° T — @
oupE Y.

PREUVE. La constante k£ du Théoréme 2 est égale a pu(f). Icion a &k = 0. D’apres le
Lemme 4, on a ¢” = 0 si et seulement si Pg? = (Pg)” presque partout soit ¢(g%h)¢ (k) =

(p(gh))?
(X 8%(0;2)h(0;x) 9y () x5 (%)) (T B (05%) @i (%) x (%))
= (X; (gloix)h'*(a;x)p} *(x)x, (%)) (B (0, %)} > (%) (%))

d’ou g(0;x) = u(x) presque partout dans oJ; et out u est une fonction indépendante de J.En
effet, si dans I'inégalité de Cauchy on a I'égalité, les termes sont proportionnels, et donc on
a

f(x) = g(x) — Pg(x) = g(x) — g(ojx) pour tout .

Or, pour j fixé, il existe au moins un y € I; tel que Ty = x. Comme &(0jx) est indépendant
de j, on peur donc écrire f(Tly) = g(Ty) — g(y) dans ¥ Mais on a aussi

f=@-NeT-(g-N=g-T—g. 0
Un cas particuliérement important est celui de 'indicatrice d’un borélien A.

PROPOSITION 6. 0% > 0 si fest Uindicatrice d’un borélien de I, tel que 0 < p(A) < 1.
PREUVE. Sixa =u(A) + ¢oT — g alors on a:

exp(2mipo T') = exp(—2miu(A))exp(27ip).
Comme T est faiblement mélangeante, exp(—2min(A4)) = 1 et donc w(A)=0o0ull

REMARQUE. Soit ¢ une fonction mesurable, solution de I’équation fonctionnelle:

f=9°T—9.
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Alors on a:
Spf=q@oT" —q.
Soit ¢ > 0, alors
wlloeT"/Vr|> ) = u(|g/Vn > o)

et donc S,f/vn = (peT" — <p)/\/r; tend vers O en probabilité. Comme S,f/vn — 0 en
probabilité est équivalent a ¢* = 0 il existe, d’aprés le Lemme 6, ¢; € ¥ tel que f=qT
— ¢1. La transformation T étant ergodique, ¢ — ¢, est constante et il est équivalent de
supposer que I’équation fonctionnelle n’a pas de solution mesurable ou de solution dans

3. La vitesse dans le théoréme de la limite centrale. La méthode précédente
permet de préciser la vitesse de convergence. On obtient ainsi la vitesse exacte en 1/vn.
La démonstration repose sur 'inégalité de Essen [10] et un calcul de développement limité
plus poussé que précédemment.

THEOREME 3. Les hypothéses étant celles du Théoréme 2, il existe un constante C >
0 telle que pour tout v € R, on ait:

\ %4
| {(Snf = np(f))/ovn < v} — (1/2n) f exp(—u?/2) du|= C/n.

PrREUVE. D’aprés I'inégalité de Esseen, on a pour tout U>0et n = 1:

SUpver

\ 4
p{Suf/ovn < v} — (1/<2m) f exp(—u2/2) du

v 1
=K/U+ (1/n) f 1/|u))| f exp[(iu/oVn)S.f] du — exp(—u?/2) du|
—u o

ot K = 24/7v/27. Un calcul de développement limité donne un estimation de

f exp((iu/ovn)S,f) — exp(—u?/2) dpl .
0

LEMME 7. I existe un réel a > 0 tel que pour tout |u| < avn on ait:

1
f exp((iu/ovn)S.f) — exp(—u?/2) du
0

=< exp(—u?/4)(24|u|*/o*Vn + B|u|/ovn) + (C|u| /ovn)p}

ou A, B, C sont des constantes positives.

A T’aide de ce lemme et en posant U = a_«/;, on obtient que:
v
Supuer | 1{S.f/ovn < v} — (1/v27) f exp(—u?/2) du

< K/avn + (1/vn) f exp(—u?/4)(2Au’® + B/o) + Co}/ovn du
Jn

—avn

d’ou le résultat. 0
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PREUVE DU LEMME 7. Comme

1
= f | P} (iuo/n)(1) — exp(—u?®/2)| dp,
0

1
j exp((iu/avn) S.f) — exp(—u?/2) dp
0

on estime la derniére intégrale a ’aide d’un développement limité, poussé ici a l’ordre 3.1
suffit pour cela d’utiliser la Proposition 4, en posant § = u/o Vn

P#(if) = A"(i0)N1(i0) + Pz(i6)
= (1 + i\’ (0) — (82/2)A"(0) — (i6°/6)A®(0) + 63X (i))"
- (u+ NP — (6?/2)NP + 0°N1(i0)) + P%(if)
= exp(n(—(02/2)a® + iA:0° + 0%(9)) (u + N — (6%/2)NP + 62N, (i)) + P3(if)
ou A; est une constante et limy_.oe(8) = 0. On a donc

1
f | P}(iuc/Vn)(1) — exp(—u2/2)| dp < Ay(u) + B,(w) + (C | u | o/Vn)p}
0

ou
An(u) = exp(—u?/2)| exp[iAw®/o*Vn + u?/o*Vn)e(u/ovn)] — 1 |
B.(u) = exp(—u?/2)exp[iA1u®/o*Vn + (u®/0*Vn)e(u/oVn)]

1
. f (| u|/oVn)| iNP(Q) = (u/20VR)NP (1) — (u/20 Vr)Ni(iu/o~n)(1)| dp.
0

On peut trouver un réel a > 0 tel que pour |u| < avn , on ait 24a/6® < Y% o A = | Ay
| iAu®/6® Vn + (u®/c*Vn)e(u/oVn)| < | u | 24u?/0®Vn < u?/4

. et

I iN® (1) — (/26 VR)NP (1) — (w/20Vn)N1(iu/ovn)(1)|l»-< B.
On obtient ainsi le résultat 4 I’aide de I'inégalité

|e*—1|=<|z|exp]|z]. 0

4. Un théoréeme de la limite locale. On se pose la question du comportement
asymtotique de u(S.f € A) ou A est un intervalle fini. C’est ’étude du spectre de P(if)
pour chaque valeur de 6, qui va permettre de donner des renseignements sur ce comporte-
ment, alors que dans le théoréme de la limite centrale, nous avions regardé le spectre au
voisinage de 6 = 0.

Considérons la condition (C’) suivante:

(C’) Il n’existe pas une fonction ¢ mesurable, un réel n, un'réel t strictement positif et
une fonction k(x) a valeurs entiéres tels que:

f(x) = @(T%) — @(x) + 7+ 27/Dk(x).

THEOREME 4. Sous les hypothéses du Théoréme 2 et si f vérifie la condition (C’),
alors uniformément en z et pour tout intervalle fini A, on a:

lim—.|0Vn u(z + S.f — nu(f) € A) — (1/+27) exp(~2z%/26%n)m(A)| = 0.

PREUVE. Suivons la démonstration donnée par Breiman [6] dans le cadre des variables
aléatoires indépendantes. Soit g € L1.(R), g(x) = (1/27) [Z-&(t)exp(itx) dt ou & est une
fonction continue a support compact.
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1
avn f &(z + Suf — nu(f)) du
0

o0 1
= (oVn/2m) J’ exp(itz)é(t)exp(—itnu(f))f Pf (@t)(1) dp dt.
— (]

Supposons que le support de £ soit inclus dans [—8, §]. D’aprés la Proposition 4, si e > 0 est
donné, il existe un réel 8(e), tel que si 8(e) < a et |t/ ovn | < 8(e) alors, on a:

| exp(—it Vrp(f)/o)A™(it/ovn)| < exp(—t2/4)

et | Ni(t/o Vn) — ply<e.
Comme

(1/v27) exp(—22/26%n) f g(t) dt = (§(0)/27) J’ exp(itz/ovn)exp(—£2/2) dt,

ona
1 0

2w<o«/ﬁf &(z + S.f — np(f)) dp —(1/v2m )exp(—22/20%n) J g(t) dt)
0 —o0

=ovn exp(itz) &(t)exp(—itnp(f))\"(it) dt

1¢]<8(e)

- £(0) exp(itz/o &)exp(—.t2/2) dt

|t|<d(e)ovn

1
+aovn exp(itz) £ (¢)exp(—itnpu(f))\"(it) J' (N:(i£)(1) —p(1)) dp dt
0

|| <8(e)

1
+0vn exp(itz) §(t)exp(—itnp(f)) J P3(it)(1) dp dt
0

1¢]<6()

1
+aon exp(itz) §(t)exp(—itnp(f)) J’ P2(it)(1) dp dt
0

S(e)<|t|=8

- 8(0) exp(itz/on)exp(—t2/2) dt

1t]|=8()ovn
=A1+A2+A3+A4+A5.

A= J exp(itz/oVn)[£(t/oVn)exp(—itvVnu(f) /o)\"(it/oVn) — £(0)exp(—£2/2)] dt
|t|<8(e)avn ;

d’ou a 'aide du théoréme de Lebesgue lim,_,.sup. | A;| = 0.

As = f exp(itz/avn) g(t/on)exp(—itvVnp(f) /o)
|t]<8(e)avn

1
At/ n) f (N:(it/ovn) (1) — p(1)) dp dt
0
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et donc

|Az]| = €| &l J exp(—t2/4) dt, d’ou lim,_,.sup.|Az| = 0.

| As| < 0 Vnd(e) Cp% || &|l= et lim, .sup, | As| = 0.

|As| = |£(0)| exp(—t*/2) dt et lim,_,.sup.| As| = 0.
|t|=8(e)aVn

Pour que A, tende vers 0, il faut que pour t € R, t # 0, ’opérateur P,(it) n’admette pas de
fonction propre g; de valeur propre {; de module 1, d’apres la Proposition 5. Si c’est le cas,
on a alors:

1
Ai=ovn exp(itz) g (t)exp(—itnu(f)) J' Q"(it)(1) du dt
0

S(e)=|t|=8
et

|Ad| = OﬁlléllmJ' Cp™"(Qt)) dt.

S(e)=|t|=é

Comme t — Pr(it) = Q(it) est continue, p(Q(it)) est semi-continue supérieurement et
atteint son maximum, qui est strictement inférieur a 1 et lim,,_,»sup.| A4| = 0. Le Théoréme
4 sera donc vérifié si pour ¢ # 0, 'équation

Pr(it)(g) = $ege

n’a pas de solution dans ¥/, ou | {| = 1, d’ou1 en passant aux modules P|g:| = | g:| et donc
w(P|g:|) =p| &, ce quiimplique P|g;| = | g:|. Or 1 est 'unique fonction laissée invariante
par P, donc g; est une fonction de module 1. Si I'on revient a I’équation Ps(it) g = {.8:, 'on
voit que la seule possibilité est alors que

exp(itf(o; x)) g (0;x) = {18 (Tx)
soit
exp(itf(x)) & (x) = {:g(Tx)
et en prenant le logarithme
itf(x) = log g.(Tx) — log g:(x) + log & + 2wik(x). 0
1l existe donc @ mesurable et n € R, tels que:
f(x) = (Tx) — p(x) +n + (27/t)k(x) 0.

REMARQUE. Dans un voisinage de 0, d’apres la démonstration du Théoréme 2
&G=At) =1 —o%%/2 + e(it)
ou lim,_,£(it) = 0. Ainsi pour ¢ petit, on a | {;| < 1. Le sous-groupe de R formé des ¢ tels que
Ps(it) g = $:&: qui est fermé, est donc discret.
Il reste a traiter un cas particuliérement intéressant. C’est celui ou f(x) prend ses valeurs
dans un réseau:
f(x) =n+ 2n/t)k(x).

Sans perdre en généralité, on peut supposer que 27/t = 1.
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THEOREME 5. Sous les hypothéses du Théoréme 2 et si f est de la forme:
f(x) =0+ k(x)
ou k est une fonction a valeurs entiéres, d’intégrale non-entiére et n un réel alors on a:
lim,o| 6 V7 (2 + Sof — np(f) € A)
— (1/v2m)exp(—2%/26°n) v(A — z — n(n — p(f)))| = 0

uniformément pour tout z réel et A intervalle fini et ou v est la mesure de dénombrement
surZ.

PREUVE. D’aprés la démonstration de la Proposition 6, o? est strictement positif car
u(k) n’est pas entier. Reprenons les calculs du Théoréme 3:

1
o«/t_tJ’ g(z + S.f — nu(f)) dp
0

) 1
= (o&/2w) J’ exp(itz)g"(t)exp(—itnu(f))J P7(it)(1) du dt.
—0 0

Si f(x) = n + k(x), alors on a:
S.f=nn+ S.k

et donc
1 1
j P7(it)(1) dp = exp(itnn) f PE(it)(1) dp.
0 0

La fonction t — [§ P%(it)(1) dp est périodique de période 27 et Popérateur a des valeurs
propres de module 1 pour les ¢ entiers. En découpant en intervalles de longueur 27 et en
changeant de variable, on obtient:

1
avn J’ &(z + S.f — np(f)) dp
0

ﬂa‘/r_t— 1
= (1/27) G(t/ovn)explitz/oVn)exp(—itvVnu(f)/o) f P} Gt/ovn)(1) dpdt O
—mavn 0
ou
G(u) = Y7o exp(i27¢z) g (u + 2n¢)exp[i2nén(n — u(f))]
et donc

. 1
2w|aﬁj g(z+ S.f — nu(f)) du
0

= (1/ Y2m)exp(—2z*/20°n) f gz +n(m — p(f)) + x) dv(x)|
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'mr*/;i
= l j exp(itz/avn)(G(t/o vn)exp(—itVnu(f) /o)
—WU‘/;I:

o

1
f P}(it/ovn)(1) dp — exp(—£%/2) | g(z + n(n — p(f)) + 2)v(dx) dtl
(]

—00

+ ' f exp(itz/o \/;)exp(-t“’/2)dtf g(z + n(m — wu(f)) + x)r(dx)
t|=movn —o
=A; + A,.

Pour le premier terme, il suffit de regarder la limite de:
1
G(t/oVn)exp(=itVnu(f)/o) f P} (it/on)(1) dp
0
quand n — ® et d’appliquer le théoréme de Lebesgue.
1
Or lim,,_,..exp(—it Vnu(f) /o) f P} it/ovn)(1) dp = exp(—t2/2).
0

11 suffit donc de calculer G(0), a 'aide de la formule de Poisson:
G(0) = Y7 exp(i2m¢2) g (27¢)exp(i2nén(n — p (f)))
=Y r-—=&(z + n(n — p(f)) + p).

D’aprées la démonstration du Théoréme 3 et comme G (z) tend vers G (0) uniformément en
z et que G est bornée indépendamment de z, on déduit que:

lim,_,.sup.|A4:| = 0.

On voit aussi aisément que lim,_,.sup,| Az| = 0.0

REMARQUE. Si f(x) est l'indicatrice d’'un intervalle [a, b] de I, on retrouve en
particulier le théoréme de Moskvin et Postnikov pour la transformation “(2x)mod 1”:

lim, o] 6 VRU(Suf = p) — (1/«/2_'n)exp(—( p —n(b—a))*/2n0%| =0

ol p € N. Les théorémes de ce type se généralise donc a4 une application de I dans I,
vérifiant (1), (2), (3) et faiblement mélangeante, pour I'indicatrice d’un borélien de I.
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