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UN THEOREME ERGODIQUE PRESQUE SOUS-ADDITIF

BY YVES DERRIENNIC

Université de Bretagne Occidentale

The two following results are proved. Given (2, & u, T') where T is a
measurable transformation preserving the probability measure p, given a
sequence f, of integrable functions such that

L
f (fasr — fo — T™)* dp < ¢, with lim, 5y ¢ =0,
then (1/n) f, is converging in L'-norm. If, furthermore, fosr — fu — T <
T"h,. with h, a sequence of positive functions whose integrals are bounded,
then (1/n) f is also converging a.e. From this extension of Kingman’s subad-
ditive ergodic theorem, the Shannon-McMillan-Breiman theorem follows at
once.

1. Introduction. Le théoreme ergodique sous-additif de Kingman est connu pour ses
nombreuses applications. Cependant dans diverses situations ou pourtant la propriété de
sous-additivité joue un role essentiel, ce théoréme ne suffit pas. Par exemple le théoréme
de McMillan-Breiman ne résulte pas du théoréme de Kingman (voir le paragraphe 4).

Le but du présent travail est de donner, sous une hypothése de “presque sous-additivité”,
un théoréme ergodique qui englobe le théoréeme de Kingman et qui soit assez fort pour
avoir comme corollaire le théoréme de McMillan-Breiman (ainsi on obtient une démon-
stration de ce théoréme qui n’utilise pas le théoréme de convergence des martingales; une
condition de presque sous-additivité plus restrictive a déja été utilisée pour établir la
convergence en moyenne de 'information pour ’action d’un groupe discret général (11)).
Le théoreme ergodique presque sous-additif obtenu, devrait aussi avoir d’autres applica-
tions, en particulier dans le domaine de la percolation ou déja divers auteurs ont été
amenés a utiliser des arguments du méme type ((1), (5), (8)).

Dans toute la suite on considére un systéme dynamique mesuré (2, & u, T') ou T est
donc une transformation mesurable laissant invariante la mesure de probabilité p.

On note f o T = Tf. Le théoreme de Kingman dit que la suite (1/n) f, converge u — p.p
et en norme L' si la suite de fonctions intégrables £, vérifie les deux conditions suivantes:

a) sous-additivité i.e. forr < fn + T"f p.p.p. pour tout n et k entiers

b) intégrabilité bornée en moyenne i.e.

infn%jfn dp > —co,

La limite est alors une fonction invariante i.e. solution de I’équation f = Tf ((9), (10),
(2)). La démonstration, qui s’appuie sur le théoréme de Birkhoff, utilise le résultat d’analyse
élémentaire suivant: si la suite réelle a, est sous-additive i.e. a,+z < a, + a; pour tout n et
k entiers, alors lim,(1/n)a, = inf,(1/n)a,. Pour éclairer ce qui va suivre il est utile de
remarquer déja que si la suite a, n’est pas sous-additive, mais vérifie seulement a,.» < a,
+ ax + c ou c est une constante positive, alors la suite (1/n)a, converge encore mais sa
limite est en général différente de inf, (1/n)a,. Ceci résulte de la sous-additivité de la suite
an = a, + c. Plus généralement la’ convergence de (1/n)a, a lieu sous 'hypothése de
presque sous-additivité a.+» < a@. + ar + cx ol c: est une suite positive telle que
limz(1/%)cr = 0. Suivant la méthode classique il suffit d’observer que ’hypothése entraine:

m < ta, + ar+ (£+ 1) c,
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pour un entier m s’écrivant m = n/+ r avec 0 < r < n, ce qui donne
. 1 1 1
lim,,sup — @n < — ap + — cn.
m n n

Une condition de presque sous-additivité d’une autre forme a été traitée dans (6), (7).

Dans le paragraphe 2 on traite de la convergence en moyenne. Dans le paragraphe 3 on
traite de la convergence presque partout, ce qui est le plus difficile. Dans le paragraphe 4
on montre que le théoréeme ergodique presque sous-additif obtenu a pour corollaire le
théoreme de McMillan-Breiman. L’extension au cas multidimensionnel, qui est possible,
fera ’objet d’un article ultérieur.

2. Theoreme presque sous-additif en moyenne. Dans ce paragraphe on démontre
le théoréme suivant en adaptant un argument donné dans (3). On note A ™ la partie positive
de la fonction A.

THEOREME 1. Soit f, une suite de fonctions intégrables vérifiant les deux conditions:
a) pour tout n et k entiers

J (fn+k - fn - Tnﬁe)+ dp, =cC

ol c;, est une suite réelle positive telle que lim(1/k)c; = 0
b) inf.(1/n) [f. 4, > —co. _
Alors la suite (1/n)f, converge en norme dans L*(p) vers une fonction f invariante sous
T qui verifie:
f= hmk (llm, 2 25 T).

DEMONSTRATION. Posons y, = [f, du et observons d’aprés a) que Yn+r < yn + v + Ca.
D’apres la remarque faite en introduction lim(1/n) v, = y et d’apres b) y est fini.

Fixons l'entier n. Si m = n¢+ r avec 0 < r < n, par ¢ applications de a et grice a
I'inégalité (a; + -+« + )" < af + .-+ + &} on obtient:

J’ (fn = X725 TV — T ) du< (6= Den + ¢
d’ou

f (fn — T/ TVf) du< (£= Ve + e + | £l

Le théoréme de Birkhoff appliqué a 7™ donne lim,(1/¢)¥ /= T™ f, = f. p.p et dans L'
avec f, invariante et vérifiant

ff. du = [f» dp. Comme I'inégalité précédente donne

_¢=0 ol [( Lo L7\
() ettt (2psrs-tr)

on trouve

et ceci pour tout n.
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Soit ¢ > 0 arbitraire. Pour n assez grand on a | (1/n)y, —y| < € et ¢»/n < &. Pour un tel
n et pour m assez grand on a alors

L L17) au=2re<z

—fm——"n =—+e<2

m n F=

et |(1/m)ym — v| < &. En appliquant I'inégalité || g|| <2 fg* du + | g du| on trouvé

1

1
<4e+ ‘—ym——y,, = 6e.
m n

(BT

m n

Cette inégalité montre que les deux suites (1/m)f, et (1/n)f, sont des suites de Cauchy
dans L. Elles sont donc convergentes et ont méme limite dans L. Cela prouve le théoréme.

On peut remarquer qu’en fait 'argument précédent reste valable si T est une contraction
positive de L' possédant un élément invariant strictement positif.

3. Theoreme presque sous-additif ponctuel. Il n’est pas difficile de construire sur
un intervalle une suite de fonctions intégrables f, telle que

j (fo+r — [o — fr)* =1 pour tout n et &, et vérifiant:

1 1
li n—||/n =0)1' n—Jn =+ P-s
im,, — | fn | im sup, — f, ® p.p

lim,inf (1/n)f, = — p.p. Sous les hypothéses du Théoréme 1 il n’est donc pas possible
d’obtenir un résultat de convergence ponctuelle. Il faut faire une hypothése qui porte sur
les fonctions (fy+x — f» — T"fx)" elles-mémes et non plus seulement sur leurs intégrales. S’il
existe une fonction A positive et intégrable telle que f,+r — fn» — T"fx =< T"h pour tout n et
k, alors la convergence presque partout de (1/n)f, se déduit immédiatement de la sous-
additivité de la suite f = f, + h et du théoréme de Kingman. Cela vaut en particulier si les
fonctions fu+z — f» — T"f, sont majorées dans leur ensemble par une constante. Cette
remarque trés simple s’est révélée utile (voir par exemple (1), page 589). On va choisir une
hypothése de méme type, mais généralisée, qui sera justifiée par 'application donnée dans
le paragraphe suivant. Comme dans le théoréme de Kingman I’étude de la limite supérieure
est plus facile que celle de la limite inférieure. Aussi on les traite séparément.

THEOREME 2. Soit f, une suite de fonctions intégrables vérifiant les deux conditions:
a) Pour tout n et k entiers ‘
frove—fo— T < T"hy

ot hy, est une suite de fonctions positives telle que lim(1/k) [ h. dp = 0.
b) inf,(1/n) [ fu d,> —
Alors la suite (1/n) f, converge en norme dans L*(p) vers f et f = lim sup, (1/n) f, pu p.p.

DEMONSTRATION. Le Théoréme 1 donne la convergence en norme. Pour » fixé et m
= n./+ r avec 0 =< r < n on obtient par applications répétées de a:

fu =Y/ TV + T, + Y421 TV,

Comme r est borné lim(1/¢) T"%, = 0 p.p., d’aprés un argument classique. Le théoreme
de Birkhoff appliqué a 7" permet donc d’écrire

. 1 1 - 1~
llIn Sllpm;fmSan'F;hnﬂ Pp.p.

ot A, = lim, (1/¢) 3423 T"h,, vérifie [ i dp = [ hn dp.
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L’hypothése faite sur les 4, donne alors
lim su; —l- fm dp < lim l fodp=1| fd
Pm m m AU = n n n QU = .

D’aprés le lemme de Fatou, on obtient le résultat cherché.

Pour étudier la limite inférieure on cherche une décomposition d’'une suite presque
sous-additive analogue a celle donnée par Kingman pour les suites sous-additives ((9),
(10)). Pour cela on suppose que la suite c; apparaissant dans I’hypothése a du Théoréme
1, c’est a dire la suite qui mesure le défaut de sous-additivité, est une suite bornée. Le
lemme suivant est adapté d’un calcul donné dans (9) (voir aussi (2)).

LEMME. Posons g, = (1/n) Y2 (f; — Tfiy).
Si f, est une suite de fonctions intégrables vérifiant

j (fose—fu—Tf) du=<C

pour tout n et k, alors il existe une suite réelle positive K, telle que, quel que soit m > n:
K,
J’( Tgm_fn)+ “<C+_

Si f, vérifie forr — fo — T"f = T"hs p p.p. ol hy est une suite de fonctions positives, alors
il existe une suite ¢, € L telle que, quel que soit m > n on ait

. 1 1
?—_szmS n+ " — r’fl-_l r +— ne
=0 f T <m 1h> mlp

DEMONSTRATION. On a
=(I-=T) I fr + fms
20 T'gm = (I =TI ) + 250 Tm
= 25’-1 fr+ I (frn = T + 230 T (fon = T fonmns)-

Sous la premiére hypothése on trouve donc
f m(Yi Tigm — f)* dp< (m - 1)€ + [(n + DI+ 2f Ers £ du]~

11 suffit alors de poser pour K, le terme figurant sous le crochet, qui est indépendant de
m, pour obtenir le résultat.

Sous la seconde hypothése, on a
forr = Tfr = fu + T"hr
et
for = T fnciori < fooi + T hmnai
d’ou
m Y Tigm < mfy + TR by) + [Te1 fr — (0 + D fo + TES Thami).

11 suffit alors de poser pour ¢, la partie positive de la fonction figurant sous le crochet,
qui est indépendante de m, pour arriver au résultat.

THEOREME 3. Supposons la transformation T inversible. Soit f, une suite de fonctions
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intégrables vérifiant les deux conditions:
a) pour tout n et k entiers

J' (fn+k - fn - Tnﬁz)+ d,, =C

b) inf,(1/n) [ f. d. > —co.
Alors il existe A € L* telle que pour tout n

j(z;ﬂiol TN —f)* a=C
Ad,=1i ! d
w= mln—n‘ fn d.

fn+k - fn - Tnﬁe = Tnhk
avec 0 < hy, et [hy, dp < C, alors il existe ¥ € L telle que pour tout n
SESTA<fo+ T*¥ pup.p.

Si de plus la suite f, vérifie

DEMONSTRATION. On utilise un argument dérivé de ’argument original de Kingman
((9), (10)). 11 consiste a utiliser le fait que g est borné en norme dans L' et que [ gn d,
= (1/m) [ fn d. pour obtenir, par compacité faible, dans le bidual (L*)* un point
d’accumulation » de g, dont on peut montrer que la partie absolument continue est la
fonction A cherchée.

On reprend les notations du lemme. On pose R,,» =325 T'gn —fx) sin<m.

D’apreés le lemme on a

J'Rn,mdus C+—I-{l
m
d’ou
K 1
IlngI<|If1II+2<C+—1)+ '—ffmdp-ffldu'.
m m

D’apres le Théoreme 1, la suite (1/m) [ f» du a une limite, donc la suite g est bornée en
norme dans L.

Plongeons L' dans son bidual (L®)* et identifions sous la méme notation chaque
élément de L' avec I’élément correspondant de (L*)*. Notons encore T le prolongement
a (L=)* de I'isométrie positive T'de L'. Par compacité faible des boules dans (L*)* (pour
la topologie o((L™)*, L)) et grace au procédé diagonal, il existe une suite croissante
d’entiers m’ telle que '

w* = liMp g = »
et pour tout n, w* — limpy Ry m = §* (w* — lim désigne les limites faibles dans (L*)*).

Pour chaque n, £” =0 et £*(Q) =< C. L’opérateur T est faiblement continu; par passage a la
limite dans I'inégalité du lemme on trouve:

TE Ty =fut+ &
En particulier f; + £ — » = 0. D’aprés un théoréeme de Hewitt et Yosida ((4) page 163) tout

élément positif p de (L”)* se décompose de fagon unique en p = p, + ps Ou pe est un
élément de L1 et o p, est une charge pure positive (i.e. ps est purement finiment additi_ve:
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sis€ L'etsi 0= 8= p,alors & = 0). Il y a donc une écriture unique de ce type: fi + &' —
¥ = pa + ps; comme ¢' a aussi une décomposition de la méme forme ¢' = £ + £; on obtient:
v=\+ £ — p, ou A € L. L’inégalité du lemme entraine alors

SELTASf, + &0+ &8+ X5 T'ps

car £ = 0. Comme T est inversible 'image par T d’une charge pure positive est aussi une

n—1

charge pure positive, donc §5 + Y% T'ps est une charge pure positive et 'on obtient
23 TN =< f, + &2. Par intégration [ A du < (1/n) [ fo dp + (C/n) dou f A dp <+y. Or
v(f2) = y car pour tout m

fgmdu=-’—;—jfmdu;doncyzj}\du=y—51(9)+ps(9)2y—C.

m

On considére maintenant g, = (1/m) Y71 faor — T?fa—1). La suite fo. est presque sous-
additive par rapport a T2 avec la méme constante C. Le raisonnement précédent s’applique
donc a cette nouvelle suite; il existe une sous-suite m” de la suite m’ telle que w* —
lim,.~gn» = v’; on peut écrire »’ = X’ + (£})’ — pieton a

1 C
> — ’ >y - —
Y= Jk dpz=y—-
car lim, (1/7) [ fon dp = 2y. On observe alors que
1
&n =7 X1 (for — Thhr—1) + T Y% (far—1 — Tfar-2)).
Comme [ (f, — Tfn-1)* dpu < [ f1 dp + C, chacune des deux moyennes
1 1
_ZI"L—I (f2r - Tf2r)> - T (21'1—1 f2r—1 - Tf2r—2)
m m
a une partie positive d’intégrale bornée. Leur somme g, étant bornée en norme L,
chacune de ces deux moyennes l’est aussi. On peut donc choisir la sous-suite m” de telle
fagon que

) 1 L.
w* — limy,~ _,,Zr=l (for — Tfar1) = »1
m
. b 1 o
w* — lim,, WZr-l (for—1 — Tfar—2) = ve.
Ces deux éléments doivent satisfaire v = (_lxé)(vl + »2) et ¥’ = v; + Ty chacun d’eux s’écrit
v, =A; + 05 — 05 0u A\; € L' et ou les #° sont des charges pures et positives. En vertu

de l'unicité de la décomposition de Hewitt et Yosida on trouve N’ = A; + TAs et A =
(%) (A1 + Ag), dou fAdu="% [N duet

ny)\duZy—%.

En remplagant 2 par un entier p quelconque, c’est a dire en considérant la suite f,,
presque sous-additive par rapport & T”, on peut répéter entiérement le raisonnement
précédent et on obtient:

C
= | Adp=y——.
Y f =y )

Donc cette fonction A vérifie les propriétés demandées.
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Pour démontrer la seconde partie il suffit d’utiliser la seconde inégalité du lemme.
Comme la suite (1/m) Y 7=7' A, est bornée dans L1, la suite m’ utilisée dans la premiére
partie peut étre choisie de facon que (1/m’) Y721 h, converge faiblement dans (L..)* vers
8. En passant a la limite dans 'inégalité on trouve

2T\ < f, + T™S.

11 suffit alors de prendre pour ¥ la partie absolument continue de § dans la décomposition
de Hewitt et Yosida.

REMARQUE. L’inversibilité de T ne joue pas un role essentiel. Comme on le sait, si 7'
n’est pas inversible on peut toujours plonger le systeme (£2, & p, T') dans un systéme plus
gros (@, Z, i, T) ou T est inversible et toutes les propriétés de convergence sur £ peuvent
se déduire des propriétés correspondantes sur £. Ceci évidemment utilise I'invariance de
p. Sans linversibilité de 7' le Théoréeme 3 reste vrai a condition de définir A sur le gros
espace {. Grice a cette remarque on peut énoncer le théoréme suivant, qui est le résultat
principal de cette étude, sans se préoccuper de I'inversibilité de T.

THEOREME 4. (théoréme ergodique presque sous-additif). Soit f, une suite de
fonctions intégrables vérifiant les deux conditions:
a) pour tout n et k entiers

fork = fo — T0fp < T"hy p p.p.

ou hy, est une suite de fonctions positives telle que supy, [ hy, dp < +o

b) inf,(1/n) [ fo dp > —co.
Alors la suite (1/n)f, converge p.p.p. et en norme L'(p) vers une fonction invariante f
telle que [ fdu = lim,(1/n) [ f, du.

DEMONSTRATION. Avec les notations du Théoréme 3, on a
SR S .. .1
llm,,; 20 T*A < lim,inf "y fn 1 p.D-

car lim,(1/n) T"¥ = 0 pp.p. La limite de Birkhoff de gauche est une fonction dont
Pintégrale vaut y = lim, (1/n) [ f. du. D’aprés le Théoréme 2 on peut donc écrire

ysflimninf%fnd,usJ‘limsup,,%f,,dp,=y,

ce qui prouve le résultat.

REMARQUE. La démonstration précédente peut étre beaucoup simplifiée quand la
suite A, posséde la propriété d’équi-intégrabilité. Dans ce cas la suite (1/m) 7% A, est
aussi équi-intégrable, c’est a dire relativement faiblement compacte dans L’, et le passage
2 la limite dans I'inégalité du lemme s’en trouve facilité. Il n’est plus nécessaire alors de
considérer les sous-suites multiples presque sous-additives pour les puissances de T.

Sous cette hypothése supplémentaire, la méthode directe de (2) peut aussi étre utilisée
pour démontrer le Théoréme 4 sans passer par la décomposition du Théoréme 3.

4. Une application. Soit P une partition mesurable, dénombrable de (2, & n) dont
I’entropie

H(P) = -3, u(A)log u(4)

est supposée finie. On pose P: = Vi, T~ P, la partition engendrée par les partitions TP
avec s < i <1, s et t étant des entiers relatifs. On se propose de montrer que la suite des
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fonctions “information”
I, = ¥ sepy xa(—log p(A))

vérifie les hypothéses du Théoréme 4 (on note x les fonctions indicatrices d’ensembles; on
utilise le log de base 2; pour les propriétés élémentaires classique de ces objets on renvoie
a (12)).

Si les partitions TP sont indépendantes la suite I, est additive (i.e. I+x = I, + T"I).
Dans tous les autres cas, bien que la suite H(P3) = [ I, dp soit sous-additive, la suite des
fonctions I, elles-mémes n’est pas sous-additive. En effet

Lis =L+ B, puws Xa(-log p(A/ PE™)

AEPH
ou u(A/P7%) désigne 'espérance conditionnelle de x4 sachant Pg. Ceci s’écrit encore

Lux=L+T"[3, . Xa(~log p(4/PTL)]

Aepy

Une inégalité classique n’utilisant que la définition de ’espérance conditionelle, est
alors:

p(A N {supn.1(—log(p(A/PZ=3))) > x}) =27
quel que soit A € P& et quel que soit x = 0 ((12)). Posons
Sk = supn=1% acpsXa(— log p(4/P3)).
L’inégalité précédente donne aussitot I'intégrabilité de S.. Comme on a la relation
Liws<I,+ T, + T™(S, — I)*

pour montrer que la suite I, est presque sous-additive au sens du Théoreme 4 il suffit de
vérifier que les intégrales [ (S — I)* du sont bornées.
Or,pour A € P, ona

pAN{S,—L,>x}) =p(AN{S,>x—logpu(A)}) =p(A)27*
d’apres 'inégalité précédente. Par sommation sur A on trouve
u{Sr—I,>x}=27"

donc non seulement les intégrales [ (S, — I)* du sont bornées par 1/Log 2 mais la suite
(Sk — I.)* est équi-intégrable. On a ainsi prouvé la proposition suivante:

PROPOSITION. La suite des fonctions “information” I, vérifie les hypothéses du
Théoreme 4 (elle est donc “presque sous-additive”).

D’aprés le Théoréme 4, la suite (1/n)I, converge p.p. et dans L' vers une fonction
invariante dont I'intégrale vaut lim, (1/n) H(P?%). C’est le théoréme de Shannon-McMillan-

Breiman ((12)).
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