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Introduct ion.  

I. J 'ai  ddvelopp6, dans ces derniSres ann6es, une thdorie gdndrale des espaces 

englobant la th6orie classique des espaces de RIE~AN~ et celle plus rdcente des 

espaces de Wr:YL 1. Je me suis rencontr6 sur certains points avec diff6rents au- 

teurs, particulibrement ]~I. J. A. SCHOUT~, qui poursuivaient des gdn6ralisations 

analogues, mais mort idde directrice dtait cependant nettement diffdrente des leurs. 

Au lieu de gdndraliser d'une mani~re plus ou moins naturelle ]es lois du transport 

par paralldlisme des vecteurs, .~'ai cherch6 '~ 4tendre le principe si fgcond de KLm~, 

d'apr~s lequel route G6om~trie est l'dtude des propri6t6s d'un groupe de trans- 

formations G: le continuum dans lequel sont localis6es les figures dont s'occupe 

cette G6om6trie, et dont les seules propri~t~s jug6es essentielles sont celles qui 

se conservent par une transformation arbitraire de G,  s'appelle un e,~pace~, 
groupe fondame~tal G. 

Cela posd, soit un continuum ~ ,~ dimensions et un groupe G ~ n variables s. 

Imaginons par la pens6e attach6 '~ chaque point du continuum un espace '~ groupe 

fondamental G auquel appartiendra ce point A; imaginons aussi une loi permet- 

C. R.  Acad. Sc. Paris, t. I74, 1922, p. 437, 593, 734, 857, ILO4; Ann. Ec. Norm. sup., 
3 e sdrie, t. 4 o, I923, p. 325- -4 t2 ;  t. 41, I924, p. 1--25;  t. 42, I925, p. I7 sqq.; Ann. Soc. pol. de 
Math., t.. 2, 1923, p. 171--221; Bull. Soc. Math. de France, t. 52, 1924, p. 2o5--241; Bull. Sc. 
Mat]t., t. 48, 1924, p. 294--320; l~;nseign, math., 1924--5, p. 5--18. 

"- Le mot  espace s'oppose ici au mot continuum; le premier (weille l'id6e d 'une organisation 

g6om6trique qui n 'exis te  pas (ou qui n 'existe qu's un degr6 rudimentaire) darts le second. 

'~ On pourrait  plus g6n6ralement supposer que le nombre des variables de G est different du 

nombre des dimensions du cont inuum. 

1--25389. Aeta ~hemo~i~.  48. Imprlm~ lo 26 novembre 1925. 
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taut  de raccorder entre eux les espaces attachds s deux points infiniment voisins 

du continuum. Gr's ~'~ cette loi, la portion du continuum infiniment voisine de 

A pourra ~tre regardde comme une portion d'un espace s groupe fondamental G 

(et cela aux infiniment petits pros du second ordre), et l'espace attach~ '~ A pourra 

~tre appel~ l'espace tangent au continuum en A. Si maintenant l'on con- 

sid~re dans le continuum un chemin continu allant d'un point A 's un point 

B, le raccord de l'espaee tangent en B avec l'espace tangent en A pourra 

se faire de proche en proche le long du chemin consid~rd, et on pourra dire 

que ce raccord eonstitue le dgveloppe~J~ent du chemin A B  et des espaces tan- 

gents, ou si l'on veut, de la portion du continuum qui avoisine imm4diatement le 

chemin A B ,  sur l'espace tangent en A. Seulement si l'on va de A en B par un 

autre chemin, le second d~veloppement ainsi obtenu ne coincidera pas en gdndral 

avec le premier. On peut exprimer routes ces propri~t6s en disant que le conti- 

nuum donn~, a v e c l a  loi de raccord de proche en proche des espaces tangents, 

construe un espace non holonome ~ groupe fo~damental G.  La non holonomie se 

traduit par le fair qu'en d6crivant dans le continuum un contour ferm~ (ou cycle) 

partant d'un point A et y revenant, le point A et son voisinage se sont trouv~s 

subir 's l'arriv~e, par rapport 's leurs positions initiales, un certain d@lacement 

(ou transformation du groupe G), qui sera dit le dgplacement as.~'ocid au cycle. 

J 'ai  montrd que les d@lacements associ~s aux diff~rents cycles d'origine 

donn4e A forment un groupe continu g (sous-groupe du groupe fondamental) et 

que ce 2-roupe est essentiellement le m~me quel que soit le point A considdrd 

darts l'espace non holonome (th~or~me d'homogdndit~) 1. Le groupe g, que j'ai 

proposd d'appeler groupe d'holono~ie de l'espace, me semble devoir jouer un rSle 

important dans la thdorie des espaces non holonomes. J 'ai indiqu~ '~ ce sujet, 

dans une conference sur: la th~orie des groupes et les reeherches rd, centes de G~om~trie 

d(~rdrentielle, faite au congr~s de Toronto "~ un certain nombre de r6sultats que 

je me propose dans cet article de d~velopper. Apr~s avoir indiqu5 quelques thdo- 

r~mes g6n~raux qui nous seront utiles, je montre comment on peut d~terminer 

tous les groupes d'holonomie des espaces mdtriques et des espaces conformes 

normaux s trois dimensions, ainsi que des espaces projectifs normaux '~ deux 

dimensions. J 'indique enfin comment des considerations d'Analysis situs s'intro- 

duisent naturellement dans cette th~orie. 

i Ann. Ec. 3"orm. sup. , t. 42, I925, p. 19. V. sp6cialemen~ le ehapitre VI, p. I8--29. 
Cette conf6rence a paru dans l'Enseonement malMmatique, loc. cir. 
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I. 

Th~or~mes g6n6raux. 

2. Nous appellerons d'une mani~re ggn6rale /~'A l'espace holonome tangent 

en A et ~ l'espace non holonome donn~. Le groupe fondamental G est suppos6 

donn(~ sous une forme analytique d~termin6e, correspondant g~om~triquement s 

un certain syst~me de rdf6rence ou repute. Nous appellerons retire Jwrmal, dans 

un espace E s groupe fondamental G, un rep~re qui se dgduit du pr6c~dent 

par une transformation arbitraire du groupe G (le changement de cordonn4es se 

r6duisant alors s une transformation de G). Etant donuts deux rep~res normaux 

(R) et.(R'), les formules qui permettent de passer des coordonn~es d'un point rap- 

port~ ~ (/~') aux cordonn~es de ce point rapport~ '~ (/~) dSfinissent done analyti- 

quement une transformation S du groupe; on peut dire aussi que S est le dd- 
placeme~t qui amine (R) en (R'). 

Imaginons choisi un rep~re normal dans l'espace EA tangent en A. Apr~s 

description d'un cycle d'origine (et d'extrdmitd) A, le rep~re (R.~)prend dans 

l'espace Ii\t une nouvelle position (R'A); soit T l e  ddplacement (transformation de 

R' G) qui amine (R~) en ( A). L'ensemble des transformations 7' engendre le 

groupe d'holonomie g associ4 au point A. Si l'on avait choisi daus l'espace EA 
un autre rep~re normal (RA), ce rep~re aurait pris, ~pr~s description du m~me 

cycle que tout 's l'heure, une position (R'A). Soit S le d~placement qui ambnc 

(RA) en (RA), c'est ~ dire a~alytiqueme~t la transformation qui r~alise le change- 

ment de coordonndes quand on passe de (R..I) 's (RA); le d~placement qui amine 

(R'.I) en (R'A) est d6fini a~alytiquemeJ~t par la m~me transformation S, et le rid- 

placement qui amine (RA) en (R'~) est par suite d~fini analytiquement par. 

S -~TS. En choisissant donc (RA) comme repbre de l'cspace E~ au lieu de (R.~), 

le groupe g est remplacg analytiquement par le groupe S-lgS,  honwlogue de g. 

Prenons maintenant un second point B dans l'espace ~, et soit (RB)le 
rep~re normal choisi dans l'espace L'R. Raccordons l'espace E~ avec l'espace l~'x 
par un chemin arbitraire, mais d5termin~, A CB, allant de A en B; le rep~re 

(R~) viendra alors se placer dans l'espace (E.4); soit S le d~placement amenant 

(R~) en (RB). Soit B D B  un cycle d'origine B et T la transformation de G qui 

lui est associ6e, amenant (R~) en (R'~). Par  le cycle A C B D B C A ,  dans lequel 

le chemin choisi pour aller de A en B e s t  parcouru deux fois en sens inverse, 

le repute (I~.~) est d'abord amen~ en (/~), puis en (R'~), enfin en une position 
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(R',~) plac6e par rapport "s (R'~) comme (RA) l'dtait par rapport ~t (BB), c'est4- 

dire se ddduisant de (R'~) par la transformation S- ' .  Autrement dit h route 

transformation I '  du groupe associd au point B correspond une transformation 

S - 1 T S  du groupe associd au point A; la r6ciproque se ddmontrerait de mgme. 

Les groupes associ~s 5 A et ~i B soJ~t do~c homologues. 

Enfin on peut choisir dans les diff6rents espaces l~'..l les rep~res normaux 

(Ra) de mani~re que les groupes associds aux diffdrents points A soient identi- 

ques. Choisiss0ns en effet, en un point fixe A0, un rep~re normal (RAo); prenons 

dans l'espace EA comme rep~re normal (RA) un rep~re qui vienne coincider avec 

(R~,,), lorsqu'on raccorde E.t avec E~o suivant un ehemin arbitralre, mais ddtermind 

pour chaque point A. I1 r6sulte imm6diatement des consid6rations pr6c6dentes 

qu'on aura, en tous les points A, le m6me groupe g. 

Cela montre encore un r6sultat tr~s important. Joignons deux points A et 

B par un chemin quelconque (C), soit (CA) le chemin par lequel on a joint A0 

A pour ddfinir le repbre (R.i) et soit (CB) le chemin analogue relatif au point B. 

Considdrons enfin le cycle d'origine A, obtenu en d6crivant suecessivement les 

chemins (C), (--55~) et (CA). En d6crivant d'abord (C) on raccorde l'espace EI~ 

avec l'espace Lh, de sorte que, par ce raccord, on passe de (Ra) 's (R . )pa r  une 

certaine transformation S de G; en dderivant ensuite les chemins ( - -C~)et  ((~t), 

on raecorde l'espaee 1'~ o avee /~'ir puis I~:4 avec E.Io, de manibre ~ amener en 

coincidence (R~) avee (R~o) , puis (R:~) avee (//:~o); le r6sultat fnal  est doric 

d'effeetuer darts EA sur R~ le ddplacement S. I1 en rdsulte que S appartient 

au groupe g. Cette conclusion subsistant pour un point B infiniment voisin de 

A, on volt qu'on peut dnoncer le th6or6me suivant: 

Si  l'espace nou holonome @ 5 groupe ./bndame~#al G admet le groupe d'holo- 

.nomie g, on peut choisir en chacu~ de ses poi.~ts un repute normal tel que la co~- 

"t~exion de l'espaee soit analytiquement la n&me que celle d'un e~ace ~t groupe Cbnda- 

mental g. La connexion est la loi de raccord de proche en proche des espaces 

holonomes tangents, loi qui se traduit analytiquement par la connaissance de la 

transformation infinitdsimale du groupe fondamental qui ambne en coincidence 

les reputes attach6s K deux points infiniment voisins. 

A un cycle infiniment petit d'origine A est associ6e une transformation 

infinit6simale du groupe G.  Elle appartient, suivant le choix du rep~re (R~), 

au groupe g ou K un de ses homologues. Si le groupe g est invariant dans (;, 

tous ses homologues sont confondus avec lui et la transformation infinitdsimale 

appartient ~ g. 
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R~eiproquement ,,i toutes les transjbrmations infiMt~.r associ~es aux di.]: 

J~re~tts cycles infinime~t petite" trace;s da~s (2 appartiem~e~d it u~ ~'o~'-groupe in- 

variant g de G,  le groupe d'holonomie de l'e~:pace est g ou un de se,~, sous-groupe,s.. 

Nous verrons plus loin une d~monstration analytique rigoureuse de ce th~or~me. 

Donnons ici un apergu intuitif de cette ddmonstration. Elle repose uu fond 

sur le fair que si on consid~re un cycle A B C D A ,  et qu'on joigne deux points 

B et D du cycle par un chemin continu, de muni~re ?~ former deux nouveuux 

cycles A B D A  et B C D B ,  si la transformation associ~e ?~ chacun de ces deux 

cycles partiels appartient au sous-groupe invariant~ g, il en est de m~me de lu 

transformation associde au cycle total. 

En effet soient (Ra) et (R~) les rep~res attaches aux points A e t  D, soit 

I '  la transformation de g, d~finie analytiquement par rapport s (RA), associ~e 

au cycle A B D A ;  soit T' la transformation de g, d~finie analytiquement par rap- 

port ?~ (Rg), associ4e au cycle D B C D ;  soit eafin S la transformation du groupe 

G qui amine (RA) sur (RD) quand on a fair le raccord de E9 avec 1,~ par le 

chemin A D .  On voit facilement que la transformation ussocide au cycle total 

A B C D A ,  ou encore A B D A D B C D A ,  est, rupportge "~ (ICA), 5gale b. 

S - ~ T ' S T ;  

par suite, le sous-groupe g dta~t i~varia~d, elle appartient h g. En d6composant 

le cycle donn6 en cycles de plus en plus petits, on montrera que si les trans- 

formations infinit6simules associ6es 's t ous l e s  cycles infiniment petits appartien- 

nent "~ g, les transformations finies ussoei6es aux cycles finis apparticnnent 

aussi ~ g. 

3. Recom~a?tre si lc groupe d'holonomie d'm~ e~Tace ~ ~s't un sous-groupe do n,~d 

g du groupe jbndame~tal G. - -  Supposons d'abord que le groupe donn5 g soit un 

sous-groupe invariant de G. Pour que le groupe d'holonomie de ~ soit g (ou 

un des sous-groupes), il faut et il suffit que lu transformation infinit~simale associ~e 

un cycle infinimen~ petit arbitraire appartienne 's g. 

Si g n'est pas invariant duns G, soit g' le plus grand sous-groupe de G 

qui contienne g comme sous-groupe invariant. Soit r l'ordre de G, soient (~ et 

~ ' ~  ~ ceux de g et de g'. I1 existe ~c ~-,~' groupes distincts homologues de g 

dans G. Une premiere condition pour que l'espace (2 admette g pour groupe 

d'holonomie est que la transformation infinit~simale ussoci~e ~ un cycle infini- 

ment petit arbitraire appurtienne "s g ou ~ l'un de ses homologues. Cette condi- 
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tion n~ccssaire n'est pas suffisante quand g n'est pas un sous-groupe invariant 

de G. 

Supposons d'abord que la transformation infinitdsimale associ~e ~ un cycle 

infiniment petit n'appartienne qu's un seul sous-groupe homologue de g. On 

pourra alors changer au besoin les repSres attachds aux diffdrents points de 

l'espace ~ de maniSre que cette transformation infinit~simale appartienne au 

groupe g lui-mSme; on pourrait encore effectuer sur chacun de ces repSres une 

transformation arbitraire de g'. Cela pos~, pour que le groupe d'holonomie soit g, 

il f au t  qu'on puisse choisir les repSres de maniSre que la connexion de l'espace 

soit analytiquement celle d'un espace .s groupe fondamental g. Soit alors S la 

transformation infinit~simale de G qui ambne le repSre (RA)at tachd '~ A en 

coincidence avec le repSre (R~l,) attachd au point infiniment voisin A'. Quand 

on remplacera respectivement (I~.t) et (RA,) par deux rep~res ( /~ , )e t  0 ~  ,) se 

ddduisant des premiers par deux transformations 5A et ~ ,  de g', le passage de 
- - 1  

(][~.4) '~ (/~.~') se fera par la transformation ~.4' S~.4, et cette t~msformation devra 

appartenir ~ g. II  fau t  do.~c q.ue les trades, formations S elles-~zO~ws ctppartien.lw~# 

~ g': ce sont les nouvelles conditions n6cessaires cherch6es. Ces conditions sont 

du reste suffisantes, car si elles sont remplies, l'espace aura la connexion ana- 

lytique d'un espace s groupe fondamental g', et comme la transformation in- 

finit6simale associde '~ un cycle infiniment petit arbitraire appartient au sous- 

groupe g i~*:clria~t dans g', le groupe d'holonomie de ~ est g ou un de ses 

sous-groupes. 

Supposons maintenant que la transformation infinit6simale associ6e '2 un 

cycle infiniment petit appartienne '~ une infinit6 de sous-groupes homologues de g. 

On peut toujours supposer, en changeant au besoin les rcp~rcs, qu'elle appar- 

tienne en particulier au sous-groupe g lui-m6me. Mais il vaut mieux utiliser un 

rep~re d6pendant d 'autant de param~tres arbitraires al, ~ , . . . ,  a~, que la famille 

de sous-groupes homologues de g '2 laquelle appartient la transformation infinit6- 

simale consid6r~e, de mani~re que chacun de ces sous-groupcs homologues soit 

ramen~ s g pour un de ces rep6res et ~t~ se~d. Dans ces conditions, on aura 's 

exprimer, comme dans le premier cas, que la transformation de G qui amine en 

coincidence deux rep~res infiniment voisins (RA) et (RA')appartient ~ g'; cela 

donnera un systSme d'dquations finies et d'~quations diffdrcntielles par rappo~ 

aux inconnues a~, ct~ . . . .  , an. I1 faudra q~te ces e~quatio~s soie~t compatibles, et 

cela sttffira. 
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4. Analytiquement le probl~me se pr6sente de la mani~re suivante. Soient 

X , . f ,  X ~ f ,  . . .: Xr2" 

les transformations infinitdsimales qui engendrent le groupe G 

classiques 
8 ~ r  

, avec les relations 

Chaque repute EA tangent 'k (~ 6rant rapport6 'k un rep~re (B~l), quand on 

fair le raccord de l'espace 1'~'.4, infiniment voisin avec l'espace EA, le point de 

coordonnges ( . r l , . . . ,  x,~) de Ea vient coincider avec le point de coordonn6es 

(x~+dx~)  de Ea,. On a alors des formules 

d x~ + ~ ~,k x ~  (x3 = o 
k 1 

( i z l ,  2 , . . . , n ) ,  

les wk 6rant des expressions de Pfaff lin6aires par rapport aux diff6rentielles des 

n quantit6s u~, . . . ,  u. qui localisent le point A dans le continuum ~. Si l'espace 

(~ 6fair holonome, on aurait les relations 

, y ,  o, ~ =  0 ~~ [~J ~k] ; 
(j, k) 

l'espaee ~ n'6tant pas holonome, on a 

les 9i 6rant des formes quadratiques ext6rieures en du~, duo. . . . .  , dun ~. 

Cela posS, supposons, co qui ne restreint pas la g6n6ralit6, que le groupe 

g soit engendr6 par les 0 premieres transformations infinit6simales X ~ f ,  . . . ,  Xe.  f .  

Pour que g soit le groupe d'holonomie de ~, il faut et il suffit qu'on puisse 

choisir les rep~res (RA) de mani~re s avoir identiquement 

O ) ~ - l z ( 0 o +  ' ~ ,  - . . . . .  . - = ( t ~ r ~ O .  

Pour cela attaehons '~ ehaque point de (2 le rep~re le plus g6n6ral possible, 

d6pendant par suite de r param~tres vl, v ~ , . . . ,  Vr (param6tres secondaires). 

I Cf.  E .  CARTA.n, Ann. Eo. Norm. Sup., 3 ~ s6r ie ,  t .  4 o ,  I 9 2 3 ,  p .  3 8 3 - - 3 9  o.  
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Nous aurons ~ d~terminer ces par~m~tres en fonction de u ~ , . . . ,  u,~ de mani~re 

avoir 

O ) . o + 1 ~ = ~ O o + 2 ~  �9 . . ~ O ) r ~ O .  

Les conditions d'int6grabilit6 donnent  immddiatement 

(2) ~e+~==~o+~ . . . . . .  ~----O. 

Ce sont celles qui sont relatives aux tra~,r i,~finit~sin~ales assocides aux 

cycles i~(fit~imeut petits. Si le groupe g est invariant  dans G,  ces conditions sont 

6videmment ind6pendantes du choix des rep~res, c'est-'~-dire ind@endantes  des 

param~tres vi, v ~ , . . . ,  v~; donc, ou bien elles sont incompatibles, ou bien elles 

sont identiques. Si eUes sont identiques, le syst~me (I) est compl~tement int6- 

grable, le groupe d'holonomie est g ou un de ses sous-groupes. Pour  at t r ibuer  

effectivemen~ ,~ l'espace (2 la connexion d 'un espace "~ groupe fondamental  g, il 

faut  int6gTer le systSme (I) ou, ce qui revient au m~me, un syst~me de Lie 

associ6 au groupe G/g,  isomorphe m6ri6drique de G.  Si g est ~ r - - I  para- 

m~tres, il suffit d 'une quadrature;  si le groupe (;/.q est un groupe simple '~ trois 

param~tres, il faut  int~grer une 6quation de Riccati, etc. 

Si le groupe g n'est  pas invariant,  les conditions d'int6grabilit6 (2), si elles 

sont compatibles, ~e so~# pas ide~tiques, sinon, en effet, la t ransformation infinit~si- 

male associ~e "s un cycle infiniment petit  arbitraire appart iendrai t  's g e t  '~ to,us le.~' 

sous-groupa~ homologues de g, par suite au groupe 7 form~ de leurs t ransformations 

communes, qui est un so~s-groupe invaria~t de G.  Par  suite le groupe d'holo- 

nomie serait non pas g, mais 7 ou un de ses sous-groupes. Les conditions d'in- 

t6grabilitd (2) n '6tant  pas v6rifi6es identiquement,  elles permettent  d 'exprimer un 

certain nombre des param~tres secondaires v ~ , . . . ,  z', en fonction des autres et 

des ui. En portant  dans les ~quations (I), nous aurons un syst~me de r ~qua- 

tions "~ moins de r ineonnues, ce qui donnera des conditions de compatibilit6 

nouvelles, et ainsi de suite. 

5. Espaces sa~s torsio,~. - -  Les espaces les plus importants  dans les applica- 

tions sont les espaces sans torsion, camct6ris6s par la propri6t6 que la trans- 

formation infinit6simale associ6e '2 un cycle infiniment petit  arbitraire d'origine 

A laisse invariant  le point A. On volt que le groupe d'holonomie g d 'un tel 

espace dolt admettre au moins une t ransformation infinit6simale non identique- 

ment  nulle, laissant invariant  un point arbitraire de l'espace. On peut m~me 



Les groupcs d'holonomie des espaces g~n6ralis~s. 

ajouter que ces transformations infinit~simales ne peuvent pas routes appartenir 

un m~me sous-groupe invariant 7 de g, sinon, en effet, le groupe d'holonomie 

serait 7 ou un de ses sous-groupes. 

Certains espaces jouissent de la propri6td que la transformation infinit~si- 

male associde '~ un cycle arbitraire d'origine A non seulement laisse invariant le 

point A, mais encore est du seco~d ordre en ce point; cela signifie que les coeffi- 

cients de cette transformation infinitgsimale s'annulent tous au point A, ai~si 

que leurs d~rivdes partielles du ~'emier ordre. Cette propri~t~ entralne pour le 

groupe d'holonomie des restrictions analogues aux pr~c6dentes et dont l'~noncd 

est dvident. 

II.  

Les groupes d'holonomie des espaees m~triques sans torsion 

deux dimensions. 

Un espace m~trique est un espace non holonome dont le groupe fondamental 

est celui des d~placements et des similitudes. Dans le eas de deux dimensions, 

nous choisirons des axes de coordonn~es cart~siennes isotropes, de sorte que le 

groupe G sera engendr~ par les transformations infinitgsimales 

X. f - -xp+yq,  X,~.f==xp--yq, X l . f -p ,  X,,.f q. 

o.f 4f On a comme d'habitude 4crit p e t  q '~ la place de Oxx et O~y. Les composantes 

de la connexion m~trique sont cinq expressions de Pfaff 

f ~  ~D12~ CO l ,  (0  2 �9 

La premiere indique que, par le raccord des deux plans euclidiens tangents en 

deux points infiniment voisins A et A', le rapport des unitgs de longueur choisies 

en A' et en A est ~gal '~ l + t o .  Quant 's wl,, c'est l'angle dont il faut faire 

tourner (RA) pour l'amener en (RA'); 

to I et (9 2 

sont les composantes sur (R,I) du vecteur infiniment petit A A'. Enfin le carr5 

de la longueur de ee veeteur, mesur~e par rapport ~ (RA), est ds~=wl~,.. 

Supposons d'abord que le groupe d'holonomie de l'espace (~ suppos6 sans 
2- -25389 .  AeZa mathemativa. 48. I m p r i m 6  le 26 novembre  1925. 
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les vecteurs (de composantes x, y) suivant le groupe ~ deux 

x p ,  yq; 

le groupe g est certainement ~ 3 param~tres au moins, sinon il ne contiendrait 

aucune transformation infinit6simale laissant invariant un point arbitraire. D'autre 

part s'il 6fair exactement s trois param~tres, il serait de l'une des formes 

x p ,  yq ,  p ,  ou x p ,  yq ,  q, 

et la m~me conclusion subsisterait. Dans le cas envisag6, on obtient donc le 

groupe g6n~ral 

(I) I xp, yq, ~o, q I 
Supposons maintenant que le groupe d'holonomie g transforme les vecteurs 

suivant un groupe s un par~m6tre, qu'on peut toujours supposer de la forme 

x p  + m y  q. 

Le groupe g admettra une seule transformation infinit6simale laissant invariant 

le point arbitraire (Xo, Yo), ~ savoir 

(x--;to) p + m (Y--Yo) q. 

Si  m a~t d(tt~rent de zdro, le groupe g sera n6cessairement engendr6 par les 

trunsformations 

,I xp + , ,  ?,q, p, q ] (II) 

Si  au contraire m = o ,  la transformation infinit6simale associge 'i un cycle infini- 

ment petit appartient toujours au sous-groupe 

x p ,  p,  

invariant dans le groupe 

x p ,  p ,  q, 

qui peut 8tre par hypothbse regard6 comme le groupe fondamental de respace. 

Par  suite le groupe d'holonomie est 

(III) I xp '  P I" 
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Enfin, il est impossible que le groupe d 'holonomie laisse tous les vecteurs 

invariants,  ear il serait  le groupe des t ranslat ions ou un de ses sous-groupes, et 

il n ' admet t r a i t  aucune t ransformat ion  infinit6simale luissant invar iant  un point  

arbitraire.  

11 est '~ remarquer  que le groupe d 'holonomie est toujours  soit G ,  soit un 

sous-groupe invuriant  de G. 

7- I1 est tr~s facile de reconnai t re  duns quel cas le groupe d 'holonomie est 

le groupe (11) ou le groupe (III). P renons  en ehaque point  A de ~ des axes 

ayant  pour  origine le point  A; nous aurons alors, par  hypoth~se (absence de 

torsion), 
~1---0, / 2 ~ 0 .  

Duns le cas (II) on doit avoir 

/2--/21~-" ,n (~  + S21~), OU (I - - ,1~) /2=(I  + ~tg) -Qio ; 

le rappor t  des deux t o m e s  /2 et /21.o doit done ~tre une consta~te diff6rente de I 

(mais pouvant  6tre nulle ou infinie). Duns le cas (III)  ce rappor t  dolt 8tre 6gal 

'~ t. Ces conditions sont n6cessaires et  suffisantes ('~ condit ion que les formes 

/2 et .o-1~ ne soient pas routes les deux ident iquement  nudes). 

La  d6terminat ion de t o u s l e s  espaees (~ dont  le groupe d 'holonomie est le 

groupe ([I) n 'offre aucune difficult6; on dolt  avoir  

Supposons d 'abord m = - - I  (le groupe d 'holonomie est alors le g;oupe des d6plaee- 

menLv): on aura un e,Tace de I~iemann "s deux dimensions d6fini par  un ds '2 ur- 

bitraire ~ deux variables. 

Si m=V--I ,  on peut  prendre  

1 1 0 l o g H  O l o g H  d 
oh=-:=Hdu , r  , ~ . . . .  d u - -  ~:. 

" m O u  O v  

L'espaee de Weyl  est done d6fini par les deux formes 

I + r a  m + i  O l O g H d u .  m + I O l o g H d v  (II) d s ~ = d u  dv ,  w =  - - - -  v~ . . . . . . . .  
2 2m  Ou 2 Ov 

il d6pend d 'une fonct ion arbi t ra i re  de deux arguments.  
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Si le groupe d'holonomie est le groupe (HI), on uura 

09'1--" [CA) 1 0J], O)P2~-O, O)P=~=O. 

On pourra prendre 

oJL--du, ~%-dv ,  oJ=H du; 

l'espace de Weyl  est ddfini par les deux formes 

(III) ds~=du dv, ~o--H 

il ddpend encore d'une fonction arbitraire de deux urguments. 

SignaloDs le cas particulier du groupe d'holonomie 

x p + y q ,  p,  q, 

qui est le groupe des homothgties; dans les espaces correspondants on peut d~finir 

d'une mani~re absolue le parall~lisme de deux directions. 

I I I .  

Les espaces m6triques sans torsion ~ trois dimensions.  

8. Le groupe fondamental G est le groupe '~ 7 param~tres des d~placements 

et des similitudes de l'espace euciidien. En supposant rdduite l'~quation du c6ne 

isotrope ayant pour sommet l'origine s la forme 

z ~ + 2 x y ~ O ,  

le groupe G esb engendrd par les transformations 

U f : x p  +yq  + zr,  

X2 j==yr - - z  p, X s l f = z q - - x r ,  X l j = x p - - y q ,  

X I J - - p ,  X , , f - q ,  X.~./'-r. 

~Tous allons 1's encore faire une classification des groupes d'holonomie pos- 

sibles suivant la mani~re dont les vecteurs de l'espace sont transformSs. 

9. Supposo~s les vecteurs tra~stbrm~;s par le groupe ~'~ 4 param~tre,~" 

xp+ y q + z r ,  y r - - z p ,  z q - - x r ,  x p - - y q .  
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Si le groupe g cont ient  une translat ion,  il les cont ient  toutes et on obtient  le 

groupe g6n6ral G 

I x p + y q + z r ,  y r - - zp ,  zq- -x , ' ,  xp - - yq ,  p,  q, r I. (I) 

Si le groupe g ne eontien~ aueune translat ion,  il est ~ 4 parambtres,  mais 

alors la seule t ransformat ion  infinit6simale laissant invar iant  un point  arbi t ra i re  

appar t ient  '~ un sous-groupe invariant s trois param~tres, ce qui est impossible. 

1o. Supposons les veeteurs transformgs par un groupe it, 3 param~tres. 

l l  y a deux cas possibles, ce groupe 6rant engendr6 soit par  

soit par  

X~j', x~,y', X~f, 

U f ,  X~f, X,~.f. 

Dans le premier  eas, le groupe d 'holonomie est, soit le groupe des ddplace- 

ments  

z q - x , . ,  p,  q, , . ,  (II) 

soit un  de ses sous-groupes. Or l 'existence darts g d 'une t rans la t ion  entralne 

celle de routes les autres. Le seul sous-groupe possible est celui des rotat ions 

au tour  d 'un  point  fixe 

(iII) I 

(IV) 

Dans le second cas le groupe d 'holonomie est, soit le groupe 

i x p + y q + z r ,  z q - - x r ,  xp - - yq ,  p,  q, r I, 

soit un de ses sous-groupes. Dans t o u s l e s  cas l 'espace (~ peut  6tre regardd comme 

un espace dont  le groupe fondamenta l  est (IV). Si le groupe d 'holonomie con- 

t ient  la t rans la t ion  a p + b q + c r ,  i[ contiendra,  par  composit ion,  les t ranslat ions 

ar--cq  et aq. I i  es t  impossible qu'i l  ne contienne pas une t ranslat ion pour 

laquelle a # o ,  sinon, en effet, g serait, comme il est facile de le voir, un sous- 

groupe du groupe . 

x p + y q + z r ,  z q - - x r ,  x29--#q , q, r; 
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route t ransformat ion infinit~simale laissant invariant  le point arbitraire (x0, Yo, z0) 

appart iendrai t  alors au sous-groupe invariant 

2 y q + z r ,  z q - - x r ,  q, r, 

et le groupe d'holonomie, qui serait ce groupe ou un de ses sous-groupes, ne 

t ransformerai t  pas les vecteurs suivant un groupe s trois param~tres. Pa r  suite, 

dans le second cas 6tudi6, le seul groupe d'holonomie possible est le groupe (IV): 

c'est le plus grand ~crroupe laissant invariante la direction isotrope x = z = o .  

i. Supposons les vecteurs tra~TsJbrmbs par un groupe ~ deux param~4res. 

Ce gToupe est de l 'une des deux formes 

o u  

z q - - x r ,  ( m + ~ ) x p + ( m - - n ) y q + m z r  

x p + y q + z r ,  x p - - y q .  

Dans le premier eas le groupe d'holonomie est le groupe 

(v) p. q. "1 

ou l 'un de ses sous-groupes. Du reste, le groupe d'holonomie ne peut ~tre le 

groupe (V) que si le coefficient m + n  n'est  pas nul, sinon, en effet, les trans- 

formations infinitdsimales qui laisseraient invariant  un point arbitraire (Xo, Yo, Zo) 

appart iendraient  routes au sous-groupe invariant  

z q - - x r ,  2 y q + z r ,  q, r, 

ee qui est impossible. 

Tout  sous-groupe du groupe (V) ne peut contenir que deux translations 

indgpendantes; or la presence d 'une translat ion p + a q + b r  entralne celle de 

r- -bq  et de q. I1 n 'y a done que deux cas possibles: ou bien il existe les 

translations q et r,  ou bien il existe la settle translat ion q. 

Supposons d 'abord qu'on n 'a i t  pas m + n = o ,  et que le groupe g soit '~ 4 

param~tres; il sera r~ductible '~ la forme 

z q - - x r + a p ,  (m+~,)xp+(m-- ,~)yq+mz, ' -~f lp ,  q, r, 

avec la condition 

(m + 2 ~) e = o .  
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Le coefficient a ne peut  6tre nul, sans quoi les seules t ransformat ions  infinit6si- 

males laissant invar iant  un point  arbi t raire  appar t iendra ient  au sous-groupe 

invar iant  
zq - - x r ,  q, r. 

On doit donc avoir m + 2 n = o ,  et on a alors le groupe 

(Vl) z q - - x r + p  x p + 3 y q + 2 z r ,  q, r[. 

Si e n s u r e  le groupe g 6fair ~ trois param~tres, il ne eont iendrai t  que ta transla- 

t ion q, mais alors aucune t ransformat ion  infinit6simale ne laisserait  invar iant  un 

point arbitraire. 
Supposons main tenan t  qu 'on air m + ~ o ;  on a u r a r  les deux groupes pos- 

sibles 

zq - -xr ,  2yq+zr ,  q, i: ,  (vii) 

(VIII)  Izq--xr ,  2yq+zr ,  q]. 

Supposons main tenant  que le groupe d 'holonomie t ransforme les vecteurs 

suivant  le groupe ~ deux param~tres 

x p + y q + z r ,  xp- -yq .  

S'il ne contenai t  pas routes les translations,  il cont iendrai t  seulement une ou 

deux des translat ions 1o, q, r .  S'il ne contenai t  pas la t rans la t ion q, les trans- 

format ions  infinit6simales qui laisseraient invariant  un point  arbi traire  appartien- 

dra ient  toujours  au sous-groupe invar iant  

ce qui est impossible. 

t ions q, r manquait .  

(ix) 

2yq+zr ,  q, r, 

Le m~me raissonnement  se r6p6teruit  si l 'une des transla- 

On a donc le groupe 

x p + y q + z r ,  xp- -yq ,  p, q, r]. 

I2. Supposons les vecteurs transJbrm6.~' par m~ groupe h u~ param~tre. Ce 

groupe est soit de la forme 

m (xp + yq + z , . )+  
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soit de la forme 
m (xp + yq + zr) + n (xp--yq) .  

Nous pouvons ici 61iminer certaines hypotheses en remarquant  que, le rep~re 

attach6 en un point  A 6rant choisi de manibre ~ avoir  son origine en A, on a 

des relat ions de la forme 

O, t l  = [ ( a  I o) 1 -31- b 10) 2 + C 1 0.)~) '~] , 

o,'o_= + + 

,o ' ,=  + + 

On en d6duit que la forme ~ '  s 'annule en m6me temps que chaeune des t rois  

formes lin6aires aioJl+bca~+c~o~ ~. Comme cette forme ~r' ne peut  6tre identique- 

ment  nulle, sans quoi le groupe d 'holonomie se r6duirai t  s la t ransformat ion  

identique, il fau t  que le d6terminant  ]a~bjck] soit nul. Or, ses coefficients sont 

ceux des coefficients de p ,  q, r darts la t ransformat ion  infinit6simale qui trans- 

forme les vecteurs. On a donc 

dans le premier  cas r e = o ;  

dans le second cas m(m2--nz)=-:o. 

Si l 'on est dans le cas du groupe 

le groupe g est un sous-groupe du groupe 

z q - - x r ,  p ,  q, r; 

la t ransformat ion infinit6simale de ce groupe qui laisse invar iant  le point  

(Xo, Yo, Zo) est (z--zo)q--(x--.To)r; le groupe g est donc engendr6 par  les trans- 

formations 

(X) z q - - x r ,  q, r ,  

qui forment  un sous-groupe invar iant  du pr6cddent. 

Si les vecteurs sont t ransform6s par  le groupe 

x p - - y q ,  



Les groupes d'holonomie des espaces gdn6ralis6s. 

on yen'air de mSme que le groupe d'holonomie est 

17 

(XI) I x p - y q '  P' q.l" 

Si enfin les veeteurs sont transform~s par le groupe 

2yq+zr ,  
le groupe d'holonomie est 

(xH) q, 

En r~sumd, nous avons trouv~, en dehors de la transformation identique 

(espace euclidien), douze groupes d'holonomie possibles. 

Les e,sTaces de Riemann sont ceux pour lesquels le groupe d'holonomie est 

le groupe des d4placements ou un de ses sous-groupes. Les groupes d'holonomie 

possibles sont les groupes 

(II), (III), (V) avec m~--o, (X), (XI), 

qui ont respectivement 

par~m~tres. 
6, 3, 5, 3, 3 

IV. 

Classification des espaees de Riemann /~ trois dimensions suivant leur groupe 
d'holonomie. 

~3. Cas du groupe d'holonomie (V): 

zq - - x r ,  xp - -yq ,  p, q, r. 

C'est le groupe des d~placements les plus g~n~raux laissant invariante une 

direction isotrope fixe (direction isotrope stable). Le plus grand sous-groupe g de 

G contenant g comme sous-groupe invariant est le sous-groupe g lui-m~me. 

(Nous supposons respace donn~ 's priori comme un espace de Riemann, le groupe 

G &ant le groupe des d~placements). 

Pour reconnaltre si un espace de Riemann donn~ admet g pour groupe 

d'holonomie, il faut chercher s'il admet une direction isotrope stable. Soient 
3--25389. Acta mathematica.  48. Imprim6 le 26 novembre 1925. 
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(3) ] 0]  2 

~,~O ~:=-= 

les ~quatians de sb'ucture de l'espace, le rep~re attach6 '~ chaque point A ayant 

ce point comme origine, les quantit6s ol ,  w~, c%, ~o~, ~o~, cos1 ddsignant les com- 

posantes de la transformation infinit6simale 

~, X , f  + w~ X , f  + eos X.~f + co,, X, ,  f +  w~ X,  sj'+ eo,~, Xs, f 

qui amine en 

Soient 

coincidence le rep~re (Ra) avec le rep~re infiniment voisin (RA,). 

y Z X 
- - - -  _ _  - -  _ _  - 

I t2 t I 

2 

les 6quations qui d6finissent une direction isotrope (les param~tres directeurs 

6rant - - I  t~ ' I, t). Cette direction reste fixe par le raccord des deux espaces 
2 

tangents en deux points infiniment voisins si on a 

(4) d t + c%s + tw,2 + ~ t r 

La condition d'int6grabilit6 est 

(5) 
I 

~.~ + t ~  + ~ t~9~s=o. 

On a donc, pour d6terminer t, trois 6quations du second degr6. Si elles 

ont une racine commune, cela signifie que la transformation infinitdsimale associ6e 

�9 s un cycle infiniment petit arbitraire appartient au groupe g, ou s l'un de ses 

homologues. On fern un changement de rep~re de mani~re ~ ramener cette 

racine ~ avoir la valeur o, de sorte que la forme ~2~ deviendra identiquement 

nulle. I1 faudra alors que l'6quation (4) devienne v6rifi6e pour t = o ,  c'est-s 

que l'on air w~3=o. L'espace aura alors la connexion d'un espace ~ groupe 

fondamental g. 

II pourrait  arriver que l'~quation (5) ffit vdrifi6e pour deux valeurs distinctes 

de t, qu'on pourrait toujours supposer ramen6es ~ o e t  oo. Si l'une des formes 
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to~-s, toJs, et uue seule, est nulle, le groupe d 'holonomie esg homologue du groupe 

donnd. Si les deux formes to28 et to~s dtaient nulles, le groupe d 'holonomie 

serait  ndcessairement le groupe 
x p ~ y q ,  p, q, r 

ou un de ses sous-groupes. 

Si l 'on a rameng la connexion de l 'espace (~ ~r celle d 'un espace 's groupe 

fondamenta l  g, les formules gdndrales (3) deviennen$ 

~',=-[,o_.~,,]  + [ ~ , ] ,  
to'.~-=-[to, to~,], 

avec 
to ' l~=  ~r'~12, t0 '31::  [fgl~ 0)~1] -~- ~r~31 . 

Les formes ~21~ et ~2si sat isfont  aux identit4s 

[~, ~,,]=o. [~,,.%]-[o~. ~,.]=o, [to, ~.,]=o. 

d'ofi les expressions g~n~rales 

g2,~=-:a[w, to,] + b [tos to,], 

~, ,= b[tolto,] + c[to~to,]. 

Pour  avoir l 'expression g~ndrale d u d s  ~ de l 'espace, on peut  profiter de l'in- 

d6termination du repbre pour  prendre 

wl~-du  , w s = d w ;  to l~=adu,  tosl==fldu, 

oJ~=dv + I- H d u ,  
2 

avec 

( ~ - - -  
I O H  i O H  

2 0v  ' # =- 2 0 w  

On a donc l 'expression g~ndrale 

(v) I ds~=:du, 2 + 2 d u d v  + H ( u , v , w ) d u *  , 

avec une fonction arbi tmire  H de trois arguments.  La  direction isotrope stable 

est d~finie par d u = : d w ~ o .  

Les  e~Taces de Rieman,n ainsi obtenu~s" peuve~t bb'e rdalis~s par  une vari~t~ V s 

d'un espace euclidien 5 cinq dimension,s. 
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Conf~ntons-nous d'indiquer le rgsultat. Soit 

dx] + 2dxldx,  + 2dx, dx~ 

le ds ~ de l'espace euclldien ~ 5 dimensions. Les coordonndes d'un point 

(x~, x 2 , . . . ,  x~) de la vari~t~ V3 sont d~finies par les ~quations 

x~=~/~, x~=l/~, xs=w+b~, 
x~ U's + x~ U'~ + xs U'~ + U4=v, 

pp ~ tv  p I I x~ U 8+x,~J ~+xsU",+ U ,=~tt(,~,v,w)- ~ U'~, 

en d~signan~ par UI, l/~, Us, U4 quatre fonctions arbitraires de la variable u 

assujetties ,~ la seule condition que le d~terminant U'I U"~--U'~ U"I ne soit pas 

identiquemen~ nul. Les lignes de la vari~t6 V~ tangentes en chacun de leurs 

points s la direction istotrope stable sont des droites isotropes parallbles "~ un 

plan iso~rope fixe. 

I4. Cas du groupe d'holonomie (III). C'est le groupe des rotations autour 

d'un point fixe. Si, pour plus de sym~trie, nous adoptons un repSre trirectangle 

ordinaire, le groupe est engendr~ par les transformations 

X ~ J - - y r - z q ,  Xs l f - - zp - -x r  , X 1 J = x q - - y p .  

Pour reconnaltre si un espace de Riemann donn~, 's chaque point duquel on a 

attach~ un triSdre trirectangle ayant ce point pour origine, admet le groupe 

pr~cddent comme groupe d'holonomie, il suffit de chereher si l'on peut trouver, 

dans chacun des espaces euclidiens tangents, un point /), tel que le point P 

correspondant s un point A vienne coincider avec le point P' correspondant 's 

un point infiniment voisin A' quand on fair le raccord des deux espaces eucli- 

diens tangents en A et A'. Partons des formules 

[ ~'~= [~.w,,] + [~,~,~], 

(6) ~',--[o~, ~,,] + [~  ~%,], ( ~ , j -  - ~ j  ,) 

et soient x, y, z les coordonn4es du point /~ rapport~es au rep~re /tA. On 

devra avoir 
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d y  + o~ + x o~o + z ws~ == o ,  

d z + w~ + x w~ ~ + y w~s ~ o . 

21 

Les conditions d'intdgrabilit6 sont 

y Y2~ + z Y23~--o, 

x ~ + z ~s~=o, 

x~2~3 + y ~.os~o, 

O l l  e n c o r e  

(8) ~_~ ~_ ~ •  = ~_A~ 
x y z 

I1 faut donc que les 3 formes ~ s ,  Y2:,1, ~12 ne different entre elles que par 

des facteurs finis. Gdomdtriquement cela exprime que la transformation infinitd- 

simale associ6e s un contour infiniment petit arbitraire laisse fixe le point x, y, z, 

ainsi que rorigine des coordonndes, c'est-'i-dire appartient ,s une infinit6 de 

sous-groupes homologues de g. 

Supposons ces conditions remplies. .Nous pouvons supposer le rep6re choisi 

de mani~re 'i avoir x = y ~ - - - o .  Les 6quaLions (7) deviennent alors 

(9) 
/ (O~ + Z (,031 : - - 0  ~ 

[ ~O.~ -~- 2 0 ) 3 2 ~ O  ~ 

d z  + w~ : o .  

I1 faut que les deux premieres" soient compatibles, et que la valeur fournie 

pour z satJsfasse '~ la derni~re. Ces conditions sont suffisantes. Les deux pre- 

mibres 6quat.ions (9) en z ne pourraient du reste pas ~tre inddtermindes, car alors 

les formes oJ~ et w~ ser~ient identiquement nulles, ce qui est absurde. 

Gdomdtriquement on a, pour chaque point A de (~, choisi l'axe des z du 

rep~re d'origine A dirig6 vers le point stable P de l'espace tangent en A. 

Ecrivons --w s la place de z. On a, d'apr~s les 6quations (9), 

0 )  1" - IC ~31 

0 )  2 - - -  W 0)32 
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puis, en tenant  compte des formules g6ndrales (6), 

2 2 La forme 0)~+0),~ est donc une forme diffdrentielle qnatr~tique d a ~ s  deux 

variables u, v, et on a par suite 

(III) d s ~ = d w  2 + w~ da  ~ . 

Les espaces de Riemann obtenus d~pendent d 'une fonction arbitruire de 

deux arguments.  Ils peuvent ~tre r4alis6s par des vari~t6s ~ trois dimensions 

de l'espace s quatre dimensions, i1 suffit de trouver dans un espace '~ trois 

dimensions 's courbure constante dgale s I une surface dont  l'dl6ment lindaire 

soit ~gal '~ da  ~. Les vari~tds V 8 ainsi obtenues sont des hyperco,es dont le som- 

met  reprgsente le point stable du groupe d'holonomie. 

Les lignes g6od~siques des espaces de Riemann consid~rds se d6duisent 

facilement de celles de la forme da  ~. En effet, si nous n'imposons au tri~dre 

de r~fdrence aucune autre condition que celle d'avoir l 'axe des z passant par le 

point stable, les cosinus directeurs d 'une direction arbitraire pourront  toujours 

~tre ramen~s s ~tre (cos a, o, sin a). Si nous exprimons que cette direction 

reste parall~le ~ elle-m~me quand on se ddplace de mani~re 's avoir 

on obtient 

Or les ~quations 

0)1 : ~02 __ 0)3 
} 

cos a O sin a 

dc~" -~ 0 ) 1 8 = o  } w 1 2 = o .  

O)32=O)12=O 

d6finissent les gogd6siques de la forme da  ~. Une de ces gdod6siques 6rant trouv6e, 

on aura a par une quadrature 

a =  / 0)31=a--%, 

puis on aura w par 
d w  
. . . . .  tga0)s l=  tg(a--ao)d~, 
~t; 

d'o~ 

= C c o s ( a - - % ) ,  
W 
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ds - -  
r w d a  I da 

cos~ cos(a-@ Ccos~(a-%) 

I 
s = d t g ( a -  %) + So. 

23 

Ces rgsultats soar clazsiques duns le cas particulier o6 l 'on a 

da s ~ du s + sin s u d v s; 

clans ce cas l 'espace est euclidien et son groupe d'holonomie se rgduit  naturelle- 

ment  "~ la t ransformat ion identique. 

15. Cas du groupe d'holonomie (X). Le groupe d'holonomie 

z q - - x r ,  q ,  r 

est formg des ddplacements qui laissent invariant  le plan isotrope x = o  ainsi que 

t o u s l e s  plans parall~les. 

Pour  reconnaltre si un espace de Riemann donn~ udmet ce groupe comme 

groupe d'holonomie, il f au t  chercher s'il existe une famille de plan isotropes 

purall~les stables. En conservan$ les notations g~n~rules du n ~ I3, on peut 

mettre  l '~quation d 'un de ces plans sous la forme 

(Io) x +  t z - -  I tSy + 8 = o .  
2 

Or si, par le raccord des espuces tangents  infiniment voisins Ea  et EA,, le point 

(x, y,  z) de Ea  vient en coincidence avec le point ( x + d x ,  y + d y ,  z + d z )  de EA', 

on a 
d x - ~  w I -~ xog12--z  o)23 :=--:o , 

d y + o ~ y w ~ 2  + z % t -  o, 

dz  + ws--xoJs~ + y~%s=o; 

par suite le plan isotrope (io) sera stable si l 'on u 

I 
dt  + ~%~ + ttol~-- 2 t~ w31~-~ 

I 
dO--~176 q- 2 t~('O~ q" O(r 
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Les conditions d'intdgrabilit~ donnent 

~2~a 

si ces relations sont compatibles) elles dgfinissent t sans ambiguitY. Nous pou- 

vons supposer le repSre choisi de mani~re que la valeur de t soit o. On devra 

alors avoir 

r : 0 ,  

dO--~o~ + 0~o~,:-o. 

La premiere dquation dolt se trouver v~rifi~e; c'est la condition suppl& 

mentaire cherch~e. Si clle l'est, la deuxi~me dquation, qui est compl~tement 

intdgrable, donnera par une quadrature la valeur de 0, qui ddpendra naturelle- 

ment d'une constante arbitraire; on aura ainsi les diff~rents plans isotropes 

stables. 

D'apr~s la forme du groupe d'holonomie, on peut toujours choisir le re- 

pute de mani~re 's avoir ~o~==o. L'espace de Riemann seru donc dgfini par les 

~quations 

(.OPl ~ 0  ~ 

On pourra prendre 

avec 

I 
wl=du,  wa=dw, w ~ : d v + - H d u ,  ~%l=adu, 

2 

[dHdu] = 2 a [dw du]; 

i 011 
la fonction H ne d~pend done que de u et w) et a . . . . .  : 

20w 

(x) ]ds'=dw' + :dudv + H(u, 

La recherche des lignes g~od~siques des espaces de Riemann ainsi d~ter- 

min~s revient 's l ' in~gration de l'dquation 

d~w I OH 
- - 0 )  

du ~ 2 0 w  



Les groupes d'holonomie des espaces gdndralisds. 

suivie de la quadrature 

v = - - -  H +  d u  + C u +  
2  du/J 

25 

Enfin, ces espaces sont rdalisables par des hypercylindres isotropes de l'espace 

euclidien ~ quatre dimensions. 

I6. Cas du groupe d'holonqmie (XI). Ce groupe est celui qui laisse invari- 

ant un plan non isotrope fixe. Si nous prenons les hypotheses et les notations 

du N ~ .I4, le plan 

u x + v y + w z + h = o  

sera stable si ron  a 

(I I) du - -wo l2 - -wc o l s  = d v - - u ~ o ~ - - w  oJ~s ____ d_w_--uos :-vo<q~ _ d h - - u % - - w % - - w o J ~  
u v w h 

o n  

Les conditions d'intdgrabilitd sont 

v ~  + w ~1., = u ~  + w ~ s  _ 
U V 

u s L + v Y2ss 
W 

U V W 

Si elles sont compatibles, eUes ddterminent des quantitds proportionnelles 

u, v, w, et on peut toujours supposer le rep~re choisi de manibre ~ avoir 

u~v=o, e~ rien n'empSche alors de prendre w=I, Les gquations (11) devien- 

nent alors 

II faut que les deux premieres de ces dquations soient vdrifides. 

est ainsi, la troisi~me est complbtemeut intdgrable. 

I1 rdsulte de 1s que l'on peut supposer 

r  , 

4 - - 2 5 3 8 9 .  Acta  mathemaJlca .  48. I m p r l m 6  le 26 n o v e m b r e  1925. 

S'il en 
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et, par suite, on a 

(Xf) ds j =  dw  ~ + da'  , 

da ~ ~tant une forme ~ deux variables (~ courbure non nulle). 

Ces espaces sont bien connus. 

V. 

Classification des espaccs de Wcyl /L trois  dimensions suivant leur 

groupe d'holonomie. 

17. l~ous nous bornerons ici '~ des indications plus sommaires, nous con- 

tentant d'indiquer les formules de structure, ainsi que les deux formes ds 2 et o~ 

qui d4finissent l'espace. 

Darts le cas du groupe d'holonomie (IV), on a 

On peut prendre 

1 + 

P 

o~t=du, ~os=dw , eo~=Hdv + I_ K d u ,  
2 

et on en d6duit 

I OlOgHdw 
(IV) d s ~ = d w ~ + 2 H ( u ' v ' w ) d u d v + K ( u ' v ' w ) d u ~ '  w = L ( u ' v ' w ) d u - - 2  Ow " 

L'espaee de Weyl ainsi d~termin6 d~pend de trois fonetions arbitraires de trois 

arguments. 

Darts le cas du groupe d'holonomie (V), d~fini par 

m + i  
z q - - x r ,  x p + m y q + -  zr ,  19, q, r (m+I4=O), 

2 

on a 
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O.jp 1 _ _  2 
I § m [c~ oJ], 

( , j ,  2 m  

27 

Les formules 

d'ofi 

,.q31~o. ~3=o, -q,.=-- [-q. 
2 

, I 

, 3 + 
O) 2 -~-~ 2" 

qui s'en ddduisent montrent alors qu'on a 

11 faut distinguer le cas m----o et le cas m=Vo. 

Si m----o, on peut se ramener ~, la forme canonique 

(VI) ds ~-= dw ~ § 2 du dv + H(u,  w) du  2 , oj-~- K(u ,  v, w) du  ; 

si m:Fo, on peut se ramener & la forme eanonique 

I +mOHdu I 
( V ~ )  ds~-~dw~§ ~, r Ov I" 

Dm~s le cas du groupe d'holonomie (VI), d~fini par 

zq - -x r+p ,  x p + 3 y q + 2 z r ,  q, r, 

on arrive & une impossibilitY. En effet le groupe ~tant transitif, on peut sup- 

poser que dams l'espaee /~A les axes pur rapport auxquels le groupe d'holonomie 

a la forme analytique donn~e ont pour origine le point A. On aura alors 

I 
( O l =  0)31 ~ 0 ~ 2 3 = O  ~ ( ~ 1 2 =  ~ ~ (D~  
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ce qui exige que la forme ~ soit nulle, autrement dit que ]e ddplacement in- 

finitSsimal aaaoci~ s tout cycle infiniment petit soit nul, ce qui eat impossible. 

Dans le cas du groupe d'holo~omie (VII), d~fini par 

zq- -xr ,  2yq+zr,  q, r, 

on peut supposer 

OJPl~O, 

avec 

(VII) [ds ~: , [OK 2on] OH I 
ds*:dw '+  2H(u,v,w)dudv+ K(u,v,w)du ', w :  4H~Ovv - Ouu] du---2HOw dw]. 

L'espace de Wey[ ddpend de deux fonctions arbitraires de ti~ois arguments. 

Dans le cas du groupe d'holonomie (VIII), ddfini par 

zq--xr ,  2yq+zr,  q, 

l'espace de Weyl rentre dana la cat~gorie g~n~rale pr6c~dente. Mais il faut  

qu'on puisse trouver dana chaque espa~e tangent EA un point P(x, y, z) dont le 

d~placement covariant air lieu pamll~lement s l'axe des y, c'est s dire tel que 

dx + (nl~o,  

dz + ws--xcosl-~ zeo~-o. 

On peut du res~e supposer que le point P es~ sur l'axe des x, ~ cause de l'in- 

d~termination qui subsiste dans le choix du rep~re. On obtient donc la condi- 

tion nouvelle 

d'o~ 

~s 
e o l ~ d u  , e o s l - - - - - -  - -  

u 

+ 
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On peut alors se ramener ~. la forme canonique 

I O lOg H dw I (VI I I )  dsS=u~dw~+2H(v,  w)dudv, 0 = - -  2 Ow I" 

Dans le cam du groupe d'holonomie (IX), d6fini par 

x p + y q + z r ,  xp - -yq ,  p,  q, r, 

Oil It, 

On peu~ prendre 

d'ofi la forme canonique 

(ix) 

on a 

o l = d u ,  r c%~dw, 

ds~=dw~ + 2 H(u, v, w)dudv,  
log H ] oJ 2I O _d_( * d w l . 

Dans le cas du groupe d'holonomie (XII), d6fini par 

2 y q + z r ,  q, r, 

OJPl-~-O ~ 

fO'. ~ 2 [{a 2 fO], 

0~',--- [ 0 , 0 ] .  

On se ram~ue ~ la forme canonique 

18. II 

(XlI) I OlOgHdw 

~9 

y aurai~ lieu, pour 8tre complet, de prdciser dans chaque cas s 

queues conditions doivent satisfaire les 616men~s arbitraires pour que le groupe 

d'holonomie soit bien le groupe consid6rG et non pas un de ses sous-groupes. 

C'est ainsi que, dams les cas (VIII) et (XII), la fonction H(v, w) ne doi~ pas 
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6tre le produit  d 'une fonetion de v par une fonetion de w, que dans le cas (IX) 

la fonction H ( u ,  v ,  w )  ne doit 6tre n i l e  produit  d 'une fonetion de u par une 

fonction de v eL w, ni le produit  d 'une fonetion de v par une fonetion de u et w. 

On peut remarquer que le degr6 de g6n6ralit6 des espaees de Wey l  de 

ehaque cat~gorie est li6 d 'une mani~re simple "~ l 'ordre du groupe d'holonomie 

eorrespondant. L'espace de Wey l  d6pend 

Pour  un groupe d'holonomie d 'ordre 5, de 3 f o n c t i o n s  de 3 arguments,  

'> ~ '> '> 5 '> I " '> 3 >> 

" " '> " 4 " 2 >> >> 3 >' 

>> >> ;> ;> 3 >> I >> >> 2 >, 

On remarquera la eurieuse interversion qui se produi~, les espaces de Weyl  

dont  le t roupe  d 'holonomie est "~ 4 pamm~tres &ant  plus g6n6raux que ceux 

dont  le t roupe  est s 5 param&res. 

Rappelons que les espaees de Weyl  les plus g6n6raux d6pendent de einq 

fonetions arbitraires de trois arguments.  

VI. 

Les  groupes d'holonomie des espaces conformes n o r m a u x  /~ trois dimensions. 

19. Les espaees conformes normaux 1 ~t trois dimensions sont des espaees 

dont  le t roupe  fondamental  est le t roupe  conforme et qui sont caract6ris6s par 

la propri6t6 que la t ransformat ion infinit6simale assoei6e g un cycle infiniment 

peti t  d 'origine A est d u  s e c o n d  o r d r e  en ee point. Oette propri&6 permet de 

montrer  assez facilement que si le t roupe  d'holonomie n'est  pas le groupe con- 

forme g6n6ral (hi la t ransformat ion identique) il est ~ 6 parumbs et laisse 

invariante une droite isotrope fixe. 

Rappelons d 'abord que le t roupe  conforme est isomorphe au groupe d 'un 

eomplexe lin6aire. En effet, une sphere est d6finie par 5 coordonn6es homog~nes 

assujetties 's satisfaire, quand eette sphere es~ de rayon nul, ~ une eertaine 

relation quadratique homog~ne 2"-----0. Le groupe conforme est form6 des substitu- 

tions lin6aires les plus g6n6rales qui laissent cette forme invariante. 

t Voir,  ~u su j e t  de ces espaces ,  le m~moi re  eit~ p l u s  h a u t  des Ann. Soc. pol. de Math., t. 2, 
1923, p. I 7 1 - - 2 2 I .  



Les groupes d'holonomie des espaces gdndralisds. 31 

D'autre part, soit un complexe lin4aire fixe ddfini par exemple en coordon- 

ndes pliick~riennes par l'dquation 

p~  = p~_,. 

Le groupe de ce complexe lindaire peut ~tre regardd comme ddfini par les 

substitutions lindaires les p h s  gdndrales qui, effectu~es sur les 5 coordonn~es 

restantes PI~, Pts, P~4, P2~, P~, laissent invariante la forme quadratique 

q)=P~ ~--PlsP~ + P14P2.~ . 

De 1,~ rdsulte l'identit~, au point de vue analytique, des deux groupes considdr~s. 

La correspondance entre les dldments de l'espa~e conforme et de l'espace 

projectif qui rdalise cette identitd est la suivante: 

Espace conforme 

Point, 

Sphere, 

Droite isotrope, 

Cercle 

Espace projectif 

Droite du complexe, 

Droite n'appartenant pas au 

complexe (et sa conjugude), 

Point (et son plan focal), 

Demi-quadrique. 

Cela 

invariant un 

bique gauche. 

Dans le 

au complexe. 

posd, il est bien connu que tout groupe projectif de l'espace laisse 

point, ou une droite, ou un plan, ou une quadrique, ou une cu- 

dernier cas, les tangentes de la cubique gauche appartiendraient 

Une droite arbitraire du complexe rencontre quatre de ces tan- 

genres; les transformations du groupe qui laisseraient cette droite invariante 

laisseraient invariants les quatre points de contact des tangentes avec la  cubique, 

par suite se rdduiraient s la transformation identique. Le groupe conforme cor- 

respondant n 'admettrait  donc aucune transformation infinitdsimale laissant in- 

variant un point arbitraire. 

Si le groupe projectif laisse une quadrique invariante, deux cas sont 

distinguer. Si routes les gdndratrices rectilignes de l'un des syst~mes appartien- 

nent au complexe, il lui correspond dans l'espace conforme un cercle et par suite 

le groupe conforme correspondant laisse un eercle invariant. Darts le cas con- 

traire, il y aurait darts chaque syst~me deux gdndratrices appartenant au com- 

plexe et chacune d'elles serait invariante par le groupe. 
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Les autres cas correspondent g des groupes conformes laissant invariant 

une sphere, ou un point, ou une droite isotrope. 

I1 r~sulte de lg que le groupe d'holonomie cherch~ laisse invar ian t  ou un  19oint, 

ou une sphere, ou un  cercle, ou une droite isotrope. 

Si le groupe laisse invariant un point, qu'on peut supposer rejetd ~ l'infini 

par une inversion, c'est le groupe des similitudes ou un de ses sous-groupes. 

C'est impossible, car il n'y a aucune transformation par similitude laissant un 

point invariant, et du second ordre en ce point. 

Si le groupe laisse invariante une sphere, la conclusion est la m~me, car 

le groupe peut ~tre regardd comme un groupe de d~placements non euclidiens. 

Si le groupe laisse invariant un cercle, il laisse invariantes les deux spheres 

de rayon nul qui contiennent ce cercle, et on es~ ramen6 au premier cas. 

Reste donc le seul cas oft le groupe laisse invariante  u~e droite ~:sotrope. 

20. Supposons que la forme quadratique fondamentale soit 

F ~ - x ]  + z x l x ~  + 2 xox~, 

les coordonn~es cart~siennes d'un point de l'espace 4rant 

x I x 2 x s  
X ~ - - ,  y ~ - - ,  Z ~ - - .  

Nous pouvons supposer la droite isotrope rejet~e s l'infini de mani~re g ~tre 

tangente g l'ombilicale; ses dquations seront par exemple 

X o ~ X l ~ X s - ~ - O .  

Le groupe qui laisse cette droite invaHante est engendr$ par les trans- 

formations infinit6simales 

( I2 )  

X l f  = xopl- -x~p~,  

X . f =  Xop~--xlp4,  

X s f =  Xops--xsp~,  

X f = - -  Xop o + x~p~, 

X l ~ f  - -  x l p  1 - x ~ p ~ ,  

X I s f  = x lp s - - x sP2 ,  

X ~ o f  = xl po--x4p~. 
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En utilisant les eoordonn~es cart~siennes, elles s'~erivent 

X l f - - . p ,  X , j ' ~ -q ,  X 3 f =  r, 

X f =- x p + y q + z r ,  

X l ~ f  ~- x p - - y q ,  

X3~,/ = z q - - x r  , 

I 
X l o f  ~- zZ~ q ~ x 2 p - - x z r .  

33 

2I. Nous pouvons supposer d'ores et d6.~'~ que l'espace conforme normal 

considgr6 est un espace dont le groupe fo~dame~ztal est le groupe ~ 7 param6tres 

pr6c6dent. Ce groupe fondamental admet une seule transformation infinit6simale 

laissant invariant un point arbitraire (x0, Y0, Zo) et du second ordre en ce point; 

c'est la transformation 

X.,oj'+ xo(X f + X , J ) - zo  X, X., f-XoZo X3/'. 

Elle appartien~ h u n  sous-groupe i~variant s 6 param6tres, qu'elle engendre 

compl~tement quand xo, Yo, zo varient, et qui est par suite ndcessaireme~t le groupe 

d'holonomie de l' espace, ~t savoir 

- - x ~ p +  2 z ' q - - x z r ,  2 x p T z r ,  z q - - x r ,  p ,  q, r . 

Le groupe d'holonomie g 4rant transitif, on peut supposer que le penta- 

sphere de r~f~rence attach~ '~ un point A de l'espace est form~ du point A 

(de coordonn~es x - - y - z - o ) ,  de trois spheres orthogonales passant par A (d~- 

finies respectivement par x----o, y = o ,  z=o )  et de leur second point d'intersection 

La connexion de l'espace sera d~finie par 6 expressions 

(J)l ~ O)21 (,0 3 ~ O)  1 O)31 ~ L010 

eomme la transformation infinit~simale associ6e '~ un cycle infiniment petit issu 

de A est du second ordre en A, on aura 

.QL =.Q2- . %  ==.0. = ~ --  o, ~x0=~o 

5- -25389 .  Acta mathemoAiea. 48. I m p r i m 6  Io 20 novembre  1925. 
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D'apr&s cela les 6quations de structure de l'espace seront de la forme t 

(14) 

p 

r 

o,'~ = - [,o, o,~,] + [,o~ o,], 

[ ,~;= -Io,~ O,~o], 
t 

0/10---  :2 [(.0 (al0 ] -~ ~'~10" 

On peut prendre, en tenant eompte de l'ind6termination qui subsiste encore 

pour le rep~re, 

cot=du, oJs=dw, co~=dv+ t-H(u, w)du, 
2 

I O H  I O ~ H  _ 
Ow du, O~o-- co=o, r176 2 2 

~Qlo== I O S H  
-- 2- 07w-~ [dudw]. 

L'espace est d4fini analytiquement par l'6quation ds~=o, et on a ici 

I ds = + 2d. v+  )du' I, 

la fonction H n'6tant pas un polynome du second degr6 en w. 

On voit que la transformation infinit~sima[e associ~e s un cycle infiniment 

petit d'origine A est nulle routes les lois que le cycle est dans un 616ment plan 

contenant la direction isotrope stable. 

22. Les espaces conformes normaux (~ qui viennent d'etre d6termin6s jouis- 

sent de propri6tgs g60m6triques intdressantes. D'abord, ils admettent r162 ~Th~res; 
on appelle ainsi une surface 2~ situ6e dans respace ~, telle que, si l'on fair le 

d6veloppement de ~ sur l'espace conforme a~::l, tangent en un point A de 2", ce 

1 Lcs no ta t ions  sont  en concordances  avec celles qui  on t  6t6 employdes pour  d~signer  lea 
t r a n s f o r m a t i o n s  inf in i tds imales  du groupe  d 'holonomie .  Pour  les me t t r c  d 'accord avec les no ta t ions  
c o v a r i a n ~ s  du calcul  diff6rentiel absolu,  il faudra i t  6crire 

(/)02 ~ 0)01~ ('003~ (f)40 ~ 6014 
all l ieu de 

0)1~ 0 ) 2 ,  0 ) ~  0)~ 0)I0" 
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d6veloppement soit holonome taut  que le chemin consid6r6 reste sur 2, et que 

de plus la surface ~, dans ce d6veloppement, devienne une sphere de ]':A. 

Pour ddmontrer cette propridt6, considdrons, dans l'espace tangent en un 

point quelconque A, une sphSre passant par A et contenant la droite isotrope 

stable. Les coordonndes (Xo, x ~ , . . . ,  x4) de cette sphbre satisfont "~ 

X o = X I = X 4 = O  ; 

on peut donc supposcr (pour rendre la forme invariante F dgale '2 I) 

X2--~t~ X3=I .  

Exprimons qu'en se d6pla~ant de A en un point infiniment voisin A', la 

sphere (o, o, t, I, o) attach6e en A vient, par le raccord de E~ avec E.I,, coincider 

a v e c l a  sphSre (o, o, t + d t ,  I, o) attach6e en A'. On a d'une mani6re g6n6rale, 

d'apr6s les formules (t2), 

dxo--OJ Xo + r , 

dx~ + tOlXo + o~xt=o, 

dx~ 4- O~2Xo--C.,OX2--O)I3X3--W]oX~-O , 

d x  a + wax o + w~sxt--o , 

dx~-- tolxe--wexl- -w~x~ + eox~=o. 

Ici ces formules se rdduisent s 

co3+ t w t - ~ O  , 

d t + w ~ t - - t w = o ,  

ou, avec les variables canoniques, 

d w  
d--u + t = o ,  

d t  t O H  

d--u + -2 0w-~-~ 

I1 en rdsulte que route surface w = f ( u )  d6finie par l'dquation diff~rentielle 

d~w I OH 

du ~ 2 0 w  
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est une sphSre de l'espace (3, et eette sphSre, ddveloppde sur l'espace EA tangent 

en un des ses points (%, Vo, Wo), devient la sphSre de coordonndes 

O, O, -- , I, O, 
0 

contenant la droite isotrope stable 

2 3. La ddtermination des cercles de l'espaee (3, c'est-k-dire des courbes qui 

donnent, par d~veloppement sur l'espace EA tangent en un de leurs points, un 

eercle, admet aussi des simplifications. Signalons seulement ee qui se passe pour 

les cercles situ@s sur une des sphSres qui viennent d'Stre dgtermin~es. Un tel 

eercle est parfaitement d~termind si l'on eonnalt en chacun de ses points A, 

clans l'espace EA, une autre sphSre passant par A et le contenant. On peut sup- 

poser que les coordonn~es de cette sphere sont 

on devru avoir 

t 2 

)" ~' # +  2 '  o, o; 

d~L-- o~L + Wlo-- k). , 

(oi). + co=k, 

d# + tdt + wfl.--co(tt + t~) =ht  + k(# 

o~), + ~o l s - -h  , 

--~o1(,,-~ ;'~) -% -o. 

Ces gquations se rgduisent ,s 

d ) .  I O2H 
du --)2+ 2 . . . .  Ow 2 o, 

d v  i 
d:,,. + i(H+ t + 

Elles s'intSgrent par line dquation de Riecati suivie de quadratures. 

Enfin les lignes qui jouent dans l'espace (3 le r61e des droites isotropes se 

d~terminent ~galement d'une mani~re simple. On obtient en un point A une 
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direction isotrope en prenant 

o)~ = :  ~o s ~ o)~ 

i t i 
- -  _ t 2  

2 

Exprimons que, par la connexion conforme de l'espace, la droite isotrope 

d6finie clans l'espace EA par les 6quations 

x s - - t x t  ~ o  , 

I 
xo + 2 t~ x l = ~  ' 

X 4 = O  

reste fixe. On obtient 

w3-- twv: :o ,  w.,+ I t~o = o ,  dt+w~8_tw___:o ' 
2 

ou encore 

d~w I OH ~t dw~ 
d u  2 0 w  \ = / ' 

d v  I I l d W ~  
d% + 2 H(u, ,,,) + = o .  " ~ d u /  

Les lignes cherchges sont donc obtenues par l'int~gration de l'6quation 

diff6rentielle du second ordre en u, w, qui donne les spheres, suivie d'une 

quadrature. 

VII. 

Les groupes d'holonomie des plans h connexion projective normale. 

2 4. Dans un plan h. connexion projective normale 1, le d@lacement pro- 

jectif associ6 s un cycle infiniment petit partant d'un point A est du second 

ordre en ce point. Par suite si le groupe d'holonomie n'est pas le groupe pro- 

jectif g6n6ral, il jouit de la propri6t6 d'admettre une transformation infinit6si- 

male laissant invariant un point arbitraire et du second ordre en ce point. 

Tout sous-groupe du groupe projectif laisse invariant un point, ou une droite, 

ou une conique. Le groupe projectif d'une conique ne peut convenir, parce que 

t V o i r  le  m d m o i r e  cit6,  Bull. So. Math. de France, t. 52, 1924, p. 2 o 5 - - 2 4 I .  
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la transformation infinit~simale qui laisse invariant un point arbitraire est du 

premier ordre en ce point. Le groupe projectif d'une droite ne peut convenir 

pour la m~me raison. Reste le groupe projectif laissant invariant un point; le 

plus g~n~ral peut ~tre d6fini par les transformations 

xp,  yp, xq, yq, x (xp+yq) ,  y (xp+yq) .  

La transformation du groupe qui laisse invariant un poin~ arbitraire (x0, Yo) et 

est du second ordre en ce point est 

x~ yp--xoYo(xp--y  q)--y'o xq--xoY (x.p + y q) + yox(xp + y q). 

Elle fair partie du sous-groupe invariant 

x p ~ y q ,  yp,  xq,  x (xp+yq) ,  y (xp+yq) ,  

et, quand Xo, Y0 varient, elle l 'engendre compl~tement. Par  suite le groupe 

d'holonomie est n~cessairement le groupe s 5 param~tres 

x p - - y q ,  yp,  xq,  x (xp+yq) ,  y (xp+yq)  �9 

On peut toujours supposer que le triangle de r~f~rence attach6 "s un point 

A du plan ~ a un de ses sommets en A, le troisi~me sommet A~ ~tant le point 

stable. Les transformations du groupe d'holonomie prennent alors, en coordon- 

n~es homog~nes (x, xl, x~), la forme 

X f ~- xp - -x lp l  , 

X l f  = x p ,  , 

X ~ f  =xp2,  

X l ~ f  =x~p,_, 

X l o f  : x l P  , 

et lee formules de structure du plan ~ prennent la forme 

~'~= [ ~ ]  + [~1 ~1~], 

(i 5) ~ ' =  [~L ~,o], 

0/,0-2 [%0~] + ~o. 
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La seule forme ~2 diff~rente de zdro est ~Jo, puisque la seule transformation 

infinit~simale du second ordre en A est X~of .  

On peut prendre, eu profitant de l 'ind4termination du rep~re, 

et on a 

c o ~ - d u ,  w 2 - d v ,  w = o ,  c o 1 2 : - - H d u  , Wlo=~ff-~du,  

O~H 
~2~0: -- ~ [dudv] (O ~ H \ 

-OW +o). 

Les gdod4siques qui, comme on salt, ddterminent compl~tement la con- 

nexion normale du plan, sont donnges par rgquation 

�9 du  ~ = H(u ,  v) 

I1 y a en outre les ggod~siques singuli~res u=const ,  qui, d~velopp~es sur 

le plan projectif tangent en un de leurs points, vont passer par le point stable. 

25. Pour reeonnaltre si un plan ~ connexion projective normale donn~e 

admet le groupe d'holonomie precedent, il suffit de reconnaltre s'il existe un 

point stable. Partons des ~quations g~n~rales de structure 

(16) 

~'~, = [ ~ 0  ~ , ]  + [~, (~,, - ~ ) ] ,  
~',o-[~,1 ~,o] + [~,.. ~,o] + n,o, 

Le point de coordonn~es (x, xl, x~) sera stable si i'on a 

d__x + xl ~Olo + x~ COco = 

x x I 

dx t  + x ah + x~ oJ~ + x2 co~1 _ dx2 + x o~ + xt oJ,2 + x2 co~ 

x~ 
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Les  c o n d i t i o n s  d ' i n t 6 g r a b i l i t 6  d o n n e n t  

x~ ~2~0 + xe Y2.~0- :o .  

Ce t t e  r e l a t i o n  d o n n e  sans  a m b i g u i t 6  lc r a p p o r t  x-~ 
x l  

r e s t r e i n t  pas  la  g6n6ra l i t6 ,  q u ' o n  a i r  -Q~0=o, d 'of i  x ~ = o .  

x ~ = I ,  e~ on do l t  a lo r s  a v o i r  

x~o I ~- o).)1 ==o ~ 

d x ~- cO.2o - -  ,'C o~.) - -  X ~ o~ = O. 

Supposons ,  ce qui  ne 

On p e u t  s u p p o s e r  

I1 f a u d r a  donc  que  la  f o r m e  w.,~ so i t  u n  m u l t i p l e  de  (o,; s ' i l  en  es t  a ins i ,  

x es t  d 6 t e r m i n 6  et  la  de rn i~ re  ~qua t ion  d e v r a  ~tre  v~rifi6e. O n  p o u r r a  d u  r e s t e  

s u p p o s e r  chois i  le r epSre  de m a n i ~ r e  ~ a v o i r  x==o avec  

(17) OJ~l ~= 0)20 ~ O.  

O n  p e u t  r e m a r q u e r  que la  r e c h e r c h e  des  ggod6s iques  a d m e t  une  s impl i f ica-  

t ion ,  m~me sans  l ' i n t r o d u c t i o n  des  v a r i a b l e s  c a n o n i q u e s .  Le  r cp6 re  6 ran t  s o u m i s  

~ux seules  r e s t r i c t i o n s  que le p o i n t  s t ab le  so i t  le 3 ~m~ s o m m e t  A,,, les  6 q u a t i o n s  

d i f f6 ren t i e l l e s  des  g6od6s iques  son t  

O)2 == C012 - - -O.  

C h e r c h o n s  si e l les  a d m e t t e n t  u n  i n v a r i a n t  i n t 6 g r a l  de la  f o r m e  ),[w2w~ ]. 

I1 f a u t  e t  i l  suf f i t  p o u r  cola  que la  d6r iv6e e x t 6 r i e u r e  de ce t t e  f o r m e  soi~ nu l le .  J 

I1 en  s e r a  a i n s i  s i  l ' o u  a 

d~ + ) . ( ~ , - - 2  ~2.,)=:o. 

Or,  l a  f o r i n t  wH--2w. ,  2 a sa  d6r iv~e n u l l e  en v e r t u  des  f o r m u l e s  (I6) e t  (I7).  

On  p e u t  doric  d g t c r m i n e r  ). p a r  u n e  q u a d r a t u r e .  C e t t e  q u a d r a t u r e  es t  d u  r e s t e  

cel le  qui  d o n n e  "s l a  c o n n e x i o n  du  p l a n  la  f o r m e  a n a l y t i q u e  o b t e n u e  en p r e n a n t  

p o u r  g r o u p e  f o n d a m e n t a l  le g r o u p e  d ' h o l o n o m i e .  ~ Ce r 6 s u l t a t  es t  d ' a c c o r d  avec  

i E. C ARTAX, Le~'ons sur les Invarianls inldgraux. Paris, ]~ermann, 1922 , N ~ 80, p. 76. 
On passe en effet des formules gdndrales (I6) aux formules (I 5) en posant w~0=o)21~-o, 

Oi1~2~)22~--2(0. La ndcessit6 d'une quadrature pour donner au plan laconnexion correspondant 
au groupe d'holonomie g tien$ ,~ ce que ce groupe est invariant dans un groupe g' t~ I paramctre 
de plus. 
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ce qui a 6t6 vu plus haut, l'6quation 

d* v =H(., 

admettant en effet le multiplicateur I, c'est-k-dire l 'invariant int6gral f f d u d v .  

VIII.  

Les groupes d'holonomie et l'Analysis situs. 

26. Nous avons suppos6 implieitement duns tout ce qui pr6c~de que le 

gToupe d'holonomie d'un espaee ~ ~ groupe fondamental G est continu. Cela 

suppose que tout cycle true6 duns l'espaee peut par d6formation continue se 

r6duire '~ un point, e'est.k-dire que l'espuce est simplement connexe. S'il n'en 

est pas uinsi, le groupe d'holonomie peut ne pus ~tre eontinu, il peat ~re  

mixte (au sens de S. LI~) ou 8tre form6 d'un nombre fini de transformations. 

Nous avons fair un frdquent usage du th6orbme d'apr~s lequel si la transformation 

infinit6simale associde k un cycle infiniment petit a.rbitraire appartient ~ un sous- 

groupe invariant g de G, le groupe d'holonomie de l'espace est g ou un de ses 

sous-groupes. Ce th6or~me peut tomber en d6faut si l'espace cesse d'Stre simple- 

ment connexe. 

Un exemple classique est fourni par un eylindre de r6volution suppos6 dou6 

de la m6trique que lui confbre l'espace euclidien duns lequel il est plong6; il 

est sans courbure, de sorte que le d6placement euclidien associ6 'k un cycle in- 

finiment petit arbitraire est nul. N6anmoins son groupe d'holonomie ne se rdduit 

pas s la transformation identique, mais aux diff6rentes puissances d'une mSme 

translation dont la longueur est 6gale au p6rimStre de la section droite du 

cylindre. On peut de mSme conf6rer s la surface d'un tore une connexion 

euclidienne sans courbure, de mani6re que le groupe d'holonomie soit le groupe 

des translations qui laissent invariant, dans le plan euclidien tangent, un r6seau 

de parall61ogrammes. 

Un exemple analogue, mais peut-Stre plus int6ressant, s'obtient en donnant 

'k an cylindre de r6volution une connexion mgtrique sans torsion (qui en fair un 

plan de Weyl) dont la courbure soit partout nuile localement, de sm~e que, si 

l'on reste dans une r6gion limit6e du cylindre, on a affaire ~, un v6ritable plan 
6--25389. AeZ, a ma themat i ca .  48. Imprlm6 le 26 novembro 1925. 
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euclidien. Le groupe d'holonomie est alors form6 des diff6rentes puissances 

exposant entier (positif, nul ou n~gatif) d'une m6me transformation p a r  simili- 

rude, ~ savoir celle qui est associ6e s une s~ction droite du cylindre, consid6r~e 

eomme un cycle. On peut m~me s'arranger pour que la connexion m6trique 

soit partout r@uli~re et pour que la transformation g6n~ratrice du groupe 

d'holonomie soit une transformation donn6e ~ l'avance, ~ savoir une translation 

(Cas examin6 ci-dessus) ou une rotation d'un angle donnd (commensurable ou non 

avec ~), ou une homoth6tie de rapport donn6, ou une transformation rdsultant 

d'une rotation d'un angle donn6 suivie d'une homoth~tie de rapport donn6. Si 

l'on d6signe par u et v les coordonn6es cylindriques ordinaires (abscisse curviligne 

de la section droite et ordonn~e), la premiere 6rant ddfinie ~ un multiple pros 

du p6rimbtre 1 de la section droite, on peut par exemple se donner les deux 

formes de Weyl 

[ds~=(dv+,mdu)~+n~du ~, o~-~dv+mdu ; 

le groupe d'holonomie est form6 des puissances de la transformation par simili- 

rude 

x' + iy'--e(~-~')l(x + iy). 

Cet exemple montre tr~s bien qu'un espace m~triqub peut Otre partout de cour- 

b~tre nulle, sa.~s m~n~e qu'il soit possible de le regarder globalement comme un espace 

de Riemann (partout r~gulier). 

On pourrait enfin imaginer un cylindre comme un espace de Weyl partout 

rSgulier s deux dimensions, dont la courbure d'homoth~tie soit purtout nulle 

(de sorte que localement il pourrait 6tre regard6 comme un espuce de Riemann), 

mais de telle fa~on que le groupe "d'holonomie soit un groupe mixte form6 d'une 

infinit6 de familles continues de similitudes, les diffdrents rapports de similitude 

dtant les diffdrentes puissances enti~res de l'un d'entre eux; la f~mille de trans- 

formations du groupe d'holonomie correspondant au rapport de similitude I for- 

merait seule un groupe continu (le groupe des d@laeements). 


