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ZUR THEORIE DER

MEHRWERTHIGEN, MEHRFACH LINEAR VERKNUPFTEN FUNCTIONEN

VON

KARL HEUN

in MUNCHEN.

Durch die tiefsinnigen Forschungen des Herrn Porxcarr: ist die
Theorie der linearen Differentialgleichungen auf ebenso sichere Grund-
lagen gestiitzt worden, wie die Theorie der elliptischen Functionen durch
die Arbeiten von ABer und Jacorr. Wie die Thetafunctionen das Um-
kehrungsproblem fur die elliptischen Integrale losen, so erlauben die
Functionen des Herrn Porvcaré (Acta Mathematica, Bd. 1, p. 193)
das analoge Problem im Gebiete der linedren Differentialgleichungen zu
behandeln. Wir beschéfticen uns jedoch im Folgenden nicht mit den
cindeutigen Functionen mit lineiren Transformationen in sich, sondern mit
den mehrdeutigen Functionen, deren Periodicitat durch lineire homogene
Substitutionen bestimmnt ist. Die nachstehende Untersuchung schliesst
sich insbesondere an die vierte Abhandlung Poixcares (d. Zeitschr.,, Bd.
4, p- 201) an. Andererseits steht sic in cnger Beziehung zu ciner be-
kannten posthumen Abhandlung Riemaxxs (Werke, p. 357) namentlich
in Betreff der methodischen Gesichtspunkte. Die Resultate, zu welchen wir
gelangt sind, werden insbesondere dazu dienen konnen die Theorie der
Poiycart’schen sogen. Zetafunctionen einst weiter auszubilden. (Man
vergl. d. Zeitschr.,, Bd. 5, p. 212.)

1. Wir betrachten im Folgenden eine mehrdeutige Function einer
unabhingigen Veranderlichen z, welche auf einer unendlich-blattrigen
Riemaxy'schen Kugelfliche mit ¢ endlichen Verzweigungspunkten £,6,...,
& und dem Unendlichkeitspunkte &, einc eindeutige Function des Ortes
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ist, derart, dass zwischen je p 4+ 1 Zweigen eine lineire homogene Rela-
tion mit bestimmten constanten Coefficienten besteht. Eine solche Func-
tion soll, insoweit sie durch diese Festsetzungen determinirt ist, eine p-fach
linedr verkwipfte heissen. Ist nun & (i=1,2,...,¢+1) die homogene lineirc
Substitution, welche das Verhalten der zum Punkte & gehorigen, willkiir-
lich angenommenen, Zweiggruppe (#s,, ¥, -+ -, Yp) bei einmaliger positi-
ver Umkreisung des Punktes & ausdriickt, dann ist bekanntlich

(1) By By By B = 1.

Setzt man ferner in iiblicher Weise

w, o ,..., 0O

@
o, uw?,..., 0

Q‘gi:Bi. l
»
O, O ,...,Ww

und
B,=B1'=1

IRy U

dann ist das Verhalten cines bestimmten Zweiges y, ({237,

durch die Gleichung:

.”/}\i == (.'U i EI) ZEy i . ¢N<"E — El)

(& — &) = -

—1 .
R ¢ ran T U SIS (PP R )

) bestimmt

wo ®@,(x — &) eine im Punkte & ecindeutige, stetige und nicht verschwin-
dende Function bedeutet. Die Wurzeln w{® (p = 1,2, ..., p) der zum Punkte
& gehorigen determinirenden Gleichung wollen wir als von einander ver-

schieden betrachten.

Nun ist aber, wenn wir den ftblichen Initialzweig von logz mit

Log x bezeichnen
logw® = Logu{” 4+ 2maz, — 1

folglich
1 (iv>
OBW A+ m

2-:\/: 1
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wemn Ay durch die Gleichung:
(2) Logw == 27y 1. Ay

definirt ist.

Wir bezcichiien nun alle Functionen (y), deren Periodicitit in Bezug
auf dieselben Verzweigungspunkte durch dieselben erzeugenden Substitu-
tionen &, , B,, ..., B, definirt ist als zurselben Art (== vespécey in der
Terminologie des Herrn Polxcarg) gehorige.

Fur zwet Systeme (y), welche von derselben Art sind, unterscheiden
sich demnach die correspondirenden Verzweigungsindices (1) um ganze
Zahlen (m).

Zwischen je p + 1 Functionen derselben Art: %, 4, ..., ¥ be-
steht eine fundamentale Relation, deren Form sich durch Betrachtung der
folgenden identisch verschwindenden Determinante ergiebt

(0> (1) (u> 2480
Yy s ey Yy ey W

(0) (1) £13) D)
Yi. gy By e, Y

Wy A0 ) |,
.’ji: ) l‘lt ? "'7J’¢ e /

(0 L1 (@) 94(2)
J} ) .1/11! LA Jpz b ] '1:(

Nimmt man dic Unterdeterminanten in Bezug auf die erste Horizontal-
reihe, dann erhilt man eine homogene linesre Gleichung von der Form:

/) tH (0] 1 (1 q DR v=1,92, .., 0
(3 U '?j*“ + A“ Yy ) +... 4 A I (I ©. (t:l,:,...,;,i-{-l)

Dic Entwicklung von Al® besteht aus einem Aggregat von Produkten

vou je p Iactoren, von denen jeder in dem Bereich des Punktes & dic
Form hat

(p) - /1(.1?) P . .
!/Pd = (51) - ':'> ¥ . ([)pg(ﬂ; - 5:_:)- (D~0,1,2, 0y i 1y deb T, 00,10
Der erste Term in der expliciten Gestalt der Determinante Al” heisst also:

‘.) (1) + (h-3) , Sld$1) ()
(93 - E‘)A“ o T '(m ¢ Y Aag et )‘Iu

D, (x— &)

Die nichstfolgenden Terme ergeben sich aus diesem crsten, indem der
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Exponent von (v — &) durch die Summe aller tibrigen moglichen Per-
L, o te)

mutationen zu je » der »® Indices AP ersetzt und jede der so entstan-

J w J
denen Potenzen mit einer @-Function multiplicirt wird. Diese Exponen-
tensummen konnen sowohl positive als negative Werthe haben. Diejenige
I 2
Summe, welche von allen tubrigcen um eine positive ganze Zahl tber-
’ ] o) S
troffen wird, soll durch E! ! bezeichnet werden. Es ist also.

) ol .
Al — (@ — &) 09w — &).
Da nun
A"l = Det. B;. Al
go ist auch
‘ 4]
AP = (o — )" ot (o — ).

Folglich ist

A

. 16| Jarl fa]
i . = \—Ik a =\ -k, . - B
Al '.(.l,.——g,) ! .(:L—'.,,) by .--(:L'—'C,-) ;
cine ganze rationale Function von z vom Grade
_ [El[wj + Eélb] + ) + _Elml

welche wir mit 14, bezeichnen wollen. s ist

0]

il

[El" 4+ Ef + ...+ El% ZZA;?) + XL

(@)

wo unter XD die Summe aller auf das System (y®) bezogenen In-
dicesdifferenzen zu verstehen ist. Dic rechte Seite dieser Gleichung darf
also nicht > o werden. Die Gleichung (3) nimmt nach dem Vorstchenden
dic Form an:

Al ] L
y o — ey — ) w— )% F,

[ NE N g
e —£)5 _(5,-,-_C2)L-' ...(x—c;)Li.IH‘l‘---

o] 0] el
gD — E)E (e — &) (v — EVELF, = o.
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Dua die Differenzen der Grossen E!, E!Y' ... El ganze Zallen sind,
so liasst sich die Gleichung auf die Form bringen:

() Hy(5) 49 + Hx) g2 + ... + H(x). 40 = o.

Die Grossen Hy(z), H,(x), ..., H,(z) sind ganze rationale Functionen

von bekannten Graden. Die Gleichung (4) enthalt den Riemaxx’schen Satz:

»Zwischen je p + 1 Elementen ecines Systems p-fach lineir ver-

knipfter Functionen derselben Art bestcht eine lincire liomogene

Relation, deren Cocfficienten ganze rationale Coefficienten der un-
abhéngigen Veranderlichen sind.»

Wir haben diesen bekannten Satz hier reproducirt, weil uns die an-
gewendete Bezeichnung eine kiuirzere Darstellung der folgenden Unter-
suchungen erlaubt.

2. Da alle Derivirten einer p-fach lineiar verkniipften Function
dieselbe Periodicitat besitzen, wie die primitive Function, so sind sie auch
alle mit der letzteren von derselben Art. DBei jeder Differentiation cr-
niedern sich die Verzweigungsindices um eine Kinheit. In der Gleichung
(4) sind demnach eine gewisse Anzahl von Differentialgleichungen mehrerer
abhangiger Veranderlichen enthalten,

Wir wollen nur den Fall untersuchen, in welchem die p + 1 Fune-
tionen derselben Art, zwischen denen eine Gleichung (4) bestehen muss,
die folgenden seien:

o dy A" Ty
y,@,..., dm”_”,
dz "'z

By ey ——
—1
dx dz”™

Alsdann heisst die Riemaxx’sche Fundamentalgleichung:

’ 4 dy 5 d¥ Ty

6 = o-y+1*1-(‘la;+---+l’p_n-%7:,.
. dz , A" e
+(;O'2+GIJ":’, ..+Gﬁ_1.’;l;h__1-

Die Grossen E[® der vorigen Nummer wollen wir jetzt in zwei
Gruppen E[* und E!* theilen, welche beziehungsweise den Functionen



102 Karl Heun.

I und ¢ cntsprechen sollen.  Die Grossen E!™ und El“) ergeben sich
aus der Betrachtung der Determinante:

d 2 —iT @, w1
, Llypi w'ypi dp Upi . ('lzpi d 2Zpi d Zyi
H Y oo —_— PR e — ~ v e - av e e
Yois g0 o0 dw™ 0 gm0 g 0 Tame 0 e
R 3— . Doy —1
d.’/li (lw"‘l/]i (l] W1t dz“ dw'zn d 21
Yy oy 5 e —- e, ———— 2. Ty e - vesy —
Jh ’ d;c b ’ LZ:L"U' 2 ) d:l:p-“ ) It da ’ b d{l’}wz I 9 dw,,_.l
O = .
g -7 Dy =1
I Ay AT A¥ Ty i dzy; A 293 A" z2q
) 1 1 .
5H R e - ’ L '—T__ le' ey o y v ) —IT
Yei s de ’ Tode™ Todat T de da™ da™ !
@ - I T—1
y dy i d” y,i A" Ty dzy d™ gy A7 2
by TI0r e IS BRI —x 0 Fpiy T 7. ce . )T —
7 dw de™ da” ! dx da™ da™!

Bedenkt man nun dass

d/?ﬁ,7 . o A .
= (e — &L 0 (0 — §),
ar
(i=1,2,..,1)
d‘”’:zm ; £2\Api F0ni — (@y)
o (g g — g
L

dann findet man zunichst

Eln :g):)\m — {O—}— 1424 (0, —1)F+ (@ +1)+ ...—{—(1)—-—7‘()}

1
+ @i N 7‘-(7; — 1) (i=1,2,.., 9

2

wiahrend

El) =%).‘,|H_l +io+14+2+...+(@—1)+ (@ +1)+...+(p—7)

I
+ Dy + 577(77_ 1)

N I .
da z — ¢, = - zu nehmen ist.
.

o
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Die Grossen 9, bestimmen sich folgendermassen. Man nimmt aus dem
Schema:

O. I. ... @y ...7—1.
L.l oy o0y ... 0y . Oy

N

N N N )

P Opi Opi vov Dy v oo O

je @ Elemente aus verschiedenen Vertikal- und Horizontalreihen, was auf
1.2.3...p Arten moglich ist und addirt dieselben. Aus der Reihe
der so entstehenden Summen:

(1) 2) (1.2...1)
Si 3 Sl( 9 0+ s ey kq'l r

ist D, diejenige, welche von allen fibrigen um positive Grossen ithertroffen
wird. Ferner findet man fir i = 1, 2,..., ¢ den Ausdruck:

P
B — %)pi —-(p—m)(p—a+ 1)

SRR

+ O —lo+ 1424 ... +@—)+@ +1)+...+F—1)]
und

»
Ez[::l] = %)‘p,i-{-] + (27 —_— 77)(2) — w4+ I)

[SHE

+ 9 +o+1 424+ @ —1D+ (@ + 1)+ ...+ F—1)L

Unm die Grossen D! zu bestimmen lasse man in dem obigen p . =
gliedrigen Schema die mit @, bezcichnete Verticalreihe aus und bilde
dic Summen aus je = — 1 Elementen (4,;), welche verschiedenen Vertikal-
und  Horizontalreihen angehoren.  Alsdann ist dicjenige Summe, welche
von den tibrigen (fiir ein festes i) um positive Grossen iibertroffen wird,
die mit D% bezeichnete Grosse,
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Unsere Differentialgleichung nimmt jetzt die Form an:

(r—&)™". (x-—fe)%---(w—éi>®‘{Fo[’l-D* (p—m)m—1)(i—1)].
+ ¢(@). Fy[h— D — (p—z)(r— 1)(i— 1) — (i— 1)]‘;_1

+[¢ () Fa[h— D— (p— )7 — 1)(i — 1) — 2(i— 1)] %

N
N
+ (@ Byl — D— (p— m)r— 1) — ) — (i — 1)) &
D1+ - e—e™ an—D0— (= 1)i—1)s
=8> o= &)™ =)™ 61— D R )+ ]
+ =8 a5 )LD — D — B —1) 2l 1))
N
N
+a—8 =)™ =)™ L= D R 1)
+ - li- S o,

wo zur Abkiirzung gesetst ist:

Jla) = (r—&)r —&)... (v —&)

i+t p

=Yy = )i — 1) — .
(s) I = 2p(p 1)t — 1) (Zl)f %Apl
i+ i1

Dl = X9l D= X9,

) W)
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Die Grade der ganzen rationalen Functionen F,, F\, ..., F,_; G,, Gy, ...,
G._, sind in den beigefugten Klammern angegeben. . Die Grossen

h—D—(p—mn(lt—1)

h—D® —(p— )z — 1) 4+ p}(t — 1) (p=0,1,2, ..., =—1)
diurfen nicht negativ sein, wodurch den Indicesdifferenzen 4, gewisse Be-
dingungen auferlegt werden.

3. Die Formel (I) ist besonders bemerkenswerth wenn 7= 1 an-
genommen wird, da alsdann die Derivirten von 2z herausfallen. Es
werden ferner die Grossen D! zu Null. 9, wird in der Reihe ¢},
Oy -+, 0, enthalten sein und zwar ist es diejenige Grosse, welche von

den tubrigen um positive Zahlen ubertroffen wird. Man erhalt also die
einfache Gleichung:

D,

) o=(—&>@—28>. . (r— Ef)gi:F"'y + "[)'F"%'*— e

+ ¢, *1;-1 l—1— Go(1].z,

]
F,=F,[h—D—p(—1))]

mit der’ Bedingung:
h—D—(p— i—1) > o.

Setzt man endlich in der Gleichung (I) den Index z der Null gleich,

dann resultirt die Diﬁerentia]gleichung p** Ordnung fur die Function y:

(A) o=Ih+pli—0)]y+¢.Fi[h+ (p— 1) — 1)]‘&/

T I Bt L B A e

denn es ist
D =Pp=...=9,,=0

also auch D = o.

Acta mathematica. 11, Imprimé le 1R Janvier 1888, 14
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Fur 2 = o erhilt man die bekannte Fucus’sche Form der Differen-
tialgleichung:

(A) 0 = F[pli— 1]y + ¢.Fllp— )i — 0. 24 .

p—1 P
P A )
In diesemn Falle ist
i+1 » 1
(a) >3 =1 p(p— 16— 1)

Die Gleichung (A’) lasst sich noch weiter vereinfachen. Es ist nemlich
)‘11 ’ Al? y e ey /11,.' ’ Al,i+1

Aois gy s ov iy /12,4 y /12,1'4-1

.............

’ ’ I 14
)\n y Az sy oo vy /11,“ /11,.'+1

\e . e oA A A A
=(r—&)". (r—&)=...(x — &)y

’ ’ ! ’
)‘pl b Ap‘.‘.’ LR Ap,( 3 Ap,H—l

wenn &;, &, ..., & ganz beliebige Grossen sind und zwischen den Indices
Ay und 4; die Relationen bestehen:

'
Avi == Api — &
(=1,2,..1)

i
I3
T %ei.

Man kann also jede Function y auf eine andere zuriickfithren, fur welche
¢ Indices in i verschiedenen Verticalreihen willkiirliche Werthe erhalten.
Wir konnen daher insbesondere setzen:

(6) A+ A+ .o F A =mn (h=1,2, .., 0)
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wo die Grossen %, %,,...,n, belicbige ganze Zahlen sein sollen. Dann ist
Det. B, = wV. ... w? = " = 1. (i=1,2,..,0
Wegen der Gleichung (a) ist aber
I £
=—p(p— 1) — 1) — 2n.
Z P —1)—1)—&mn

/11,¢+1 + /12,.'+1 + ...+ Ap,x’-}-l

Folglich ist auch Det.&,,, = 1.
Die zur Gleichung (A’) gehoérende determinirende Gleichung heisst

fur den Verzweigungspunkt & G=1.2.,...,9:

Fy+ F,.¢'.A + Fpd/> Ah—1) + ...
+ F A — 1) A= p+ 2) F P AR —1) ... A—p+ 1) =0

wo in F,, F\,...,F,_,, so wie in ¢’=d

d .
i das Argument x = §; zu setzen ist.
F,_, ist in Bezug auf § vom Grade i— 1, wir konnen also setzen:

F;z—l =g +9&+ ...+ gi—-1e:—l-
r
Da der Coefficient von #*~! in der determinirenden Gleichung gleich —%Avi
sein muss, so erhalten wir die folgenden lineiren Gleichungen zur Be-

stimmung der Grossen g,, g1, ..., gi?

g9+ &9+ &9+ ...+ &g = [%P(p - I) - ni] Sb’(él)

(i=1,2,..,0

p—1,
Das Glied F,_,[i — 1](2 p_‘z fallt also aus der Differentialgleichung (A’)
€r

aus, wenn wir setzen:

Ny = Ny = ...=n,-=%p(p——1).

r
Das System, fiir welches %/\m = ;— p(p — 1) ist, wollen wir im Folgenden

ein yreducirtesy nennen,
4. Die Existenz der Functionen y, insofern sie der Gleichung (A’)
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genigen, ist von Herrn Fucas in aller Strenge nachgewiesen. Wenn
wir also ein allgemeinceres System (z), welches der Gleichung:

dz

o= Gk +pli—n1)]e+ ¢.Glk + (p— )G —1)]5-

d'v

+ ¢.6 [/»+t—l] 1+¢”G[/ﬂ]
genugt, wo

i+l p
- z z“]\p ’
) )

durch ein Hauptsystemn analytisch ausdriicken kénnen, dann ist die Exi-
stenz von 2 ebenfalls ausser Zweifel. Der Zusammenhang beider Sy-
steme ist aber gegeben durch die Gleichung:

o e 82 g B

—1
¢p 1 "y
1)-—1 —1

da”

wo P, (p=o,1,....p—1) eine ganze rationale Function vom Grade:
— D —p(i—1) ist. Aus der letsteren Gleichung erkennt man unmit-
telbar, dass die Wurzeln der Gleichung G,[k] = o nicht Unstetigkeits-
punkte der Functionen z sein kénnen. Da die Coefficienten der Function
G,{k] zur Festlegung eines Individuuns dienen konnen, so wollen wir
dieselben die »individuellen» Parameter der Function z nennen.

Bisher sind die Functionen P,, P,,..., P, , in der Reductionsformel
nur dem Grade nach bekannt. Die Coefficienten in denselben bleiben
also zu bestimmen. Die natiirlichste Methode zur Bestimmung derselben
besteht darin, die Thatsache zur analytischen Formulirung zu bringen,
dass zu z dieselben yerzeugenden» Substitutionen gehoren wie zu y. Allein
dieser Weg hat betrichtliche Schwierigkeiten, da diese erzeugenden Sub-
stitutionen von der Wahl der Initialzweige abhingen, wahrend die »defi-
nirenden» Elemente der mehrfach linear verkniipften Functionen die in-
dependenten Invarianten jenmer Substitutionen sind. Um diese Schwierig-
keiten zu vermeiden, machen wir dic Annahme, die Functionen z seien,
ebenso wie die Functionen y, durch ihre Differentialgleichung »determinirty.
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Dass dies der Fall ist, lasst sich auch streng bewecisen, indem man den
Fucms'schen Existenzbeweis, nur ganz unbedeutend modificirt, auf dic
Differentialgleichung der 2 anwendet. Wir werden im Folgenden vor-
aussetzen, dies sei geschehen.

Man kann stets annehmen die Indices des Systems (2) seien so be-
schaffen, dass 9, =9, = ... =9, = o0 sei. Denn ist dies thatsichlich
nicht der Fall, dann konnen wir (nach N° 3), ohne die Allgemeinheit zu
beschrinken, die Function z stets auf eine solche mit verinderten Indices
zurickfithren, fiir welche diese Bedingungen erfallt sind. Alsdann kann
man aber iiber die Grossen &) ,.,, 61, ..., 0, Dicht mehr verfigen.
Jedenfalls muss D = D,,; negativ sein. Wir setzen daher D = — m.
Die Reductionsgleichung nimmt dann die folgende Form an

d
(7) E[m].y + ¢-P[m—(— 0)].g0 +
- : "y
+ ¢ P, \[m— (p— 1) — I)]Ti’:?’:—l
Aus dieser Gleichung entwickele man die Grossen:
dz 2% ,d"z
P P sbl&;;

und ecliminire mit Hulfe der Differentialgleichung, alle Derivirten von y,
welche die (p — 1) ubersteigen. Auf diese Weise erhilt man Ausdricke
von der Form:

dy dp‘—
SJd —-“u./"*“ﬁzib /+ ey, ‘ppﬁ ’
. 4% dy Ay
(8) Sb e Ay - Y + . ‘ﬁ + At ay, pr a1
P42 — dy | p1 d" 'y
¢@)—apl'y-*—ap?'sl}'a';—*-"'+a’pp‘¢ 'F’f’

Bezeichnet man den Grad einer ganzen Function Fr mit I° Fx, dann
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lassen sich die Grade der ganzen Functionen a,,, @y, ..., q,, in folgender
Weise darstellen:

lay=m-+i—1, la,=m, ..., I'e,=m—(p—2)(i—1)
lagy=m+2@G—1), lamy=m+i—1, ..., I'a,=m—(p—3)(i—1),
lay,=m4 3(i—1), lagz=m+20—1), ..., la,=m—(p—4)(E—1)

daoy=m+pli—1), loz=m+(p-—1)(i—1), ..., la,=m+i—1.

d*z
d_a:” )

rentialgleichung von z ein, dann erhilt man:

4
Man fithre nun die Grossen g[l%, ¢? , sbf’g—i und z in die Diffe-
7

Y 7 d
0= (PG4 a,G + ...+ a,,G)y + (P,Gy+ a, G, + ... + a,,G ) + ..

dw
p—1 dl’—ly
+ (Pp—lGO + alpGl + ...+ appGr)?,}

da? ! '

Dieser Ausdruck ist aber eine homogene lineire Differentialgleichung
(p — 1)** Ordnung fiir die Function y. Wirde die Function y dicser
Gleichung geniigen, so miisste zwischen je p Zweigen so wohl als zwischen
je »+ 1 Zweigen derselben eine lineire homogenc Relation mit con-
stanten Cocfficienten bestehen, was offenbar unmoglich ist. Desshalb
muss diese Gleichung identisch Null sein d. h. es miussen fir jeden
Werth von z die Gleichungen bestehen

PGy + a,Gy + ... + a,G, = 0,
PGy + a, G+ ... + 4,6, = o,

N
P_.Gy+ 0,G + ...+ ¢,G, = o.
Diese Gleichungen sind in Bezug auf #, der Reihe nach, von dem Grade:

m—{—k—l—p(i——I),m—l—k—{-(p—-l)(z'——l),...,m—|—k+(i—1).
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Sie liefern also im Ganzen p(m 4+ k + 1) 4 ép(p + 1)(i — 1) Bedingungs-

gleichungen fir die Coefficienten in den ganzen rationalen Functionen

. ¥ b4 -
PO,PI,--.,P,,_“ GO7G1’-°-7Gpa Ay 5 Qg y v ooy @

yp e

Von diesen Gleichungen sind aber nur p(m + &k + ¢ 4+ 1) — 1 von ein-
ander unabhangig, wahrend die tibrigen

FPIpi— 1) — (i + D} +

Gleichungen identisch erfullt sind.’
Als unbekannte Grossen haben wir anzusechen:

erstens p(k + 1) + —;p(p 4+ 1)@ —1)
o @G,

Coefficienten in den Functionen G,, &, .. -
0 12 p—1

zweitens p(m —+ 1) "éP(P‘“‘ i—1)—1

Coefficienten in den Functionen P,, P,,..., P,_,. Diese Unbekannten er-
geben sich selbstverstandlich nicht eindeutig aus den als von einander un-
abhingig bezeichneten Gleichungen, da die letzteren in keinem Falle li-
ne#ir sind.

Die Grossen 7, 1,,..., 7, in dem Ausdruck G,[k]=(2— ,)(& — 75)...(x—7.),
welche wir als »individuelle» Parameter des Systems (2) bezeichnet haben,
sind bei dieser Reduction als »Data» anzusehen und sind der Natur der Auf-
gabe gemiss, keiner Beschrankung unterworfen.

Die Parameter der Differentialgleichung eines Hauptsystems zerfallen
in zwel Gruppen: in solche, welche durch die Bedingungen der Verzwei-
gung bestimmt sind, deren Amnzahl p(¢ 4+ 1) — 1 ist, und die abrigen.

1,
Jene (p— 1){-p(i — 1) — 1| Parameter, welche auch nach Angabe des

Indicessystems unbestimmt bleiben, wollen wir die »characteristischeny» Pa-
rameter der Gleichung nennen. Das allgemeine System (2) besitzt ebenso-
viele characteristische Parameter, die wir aber nicht gerade als »bestimmte
Coefficienten» aufzufassen brauchen.

' In dem besonderen Falle p = 2, ¢ == 2, sind alle auf die obige Art erhaltemen

. .o 1 . .
Gleichungen von einander unabhingig. Denn es ist —Z—-p{p(z = 1) — (¢ + x)} 4+ I =0,
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Wir konnen jetzt das Resultat der vorstehenden Untersuchung in
dem folgenden Satze aussprechen:

»Ein mehrfach linear verknuipftes Functionensystem mit einer
beliebigen Anzahl beliebiger »individueller Parameter» lisst sich stets
auf eine endliche Anzahl von »Hauptsystemen» derselben Art mit vor-
gegebenen »characteristischen» Parametern reduciren. Die »characte-
ristischen» Parameter des zu reducirenden Systems konnen nicht will-
kirlich angenommen werden, sondern miissen einem gewissen Sy-
steme simultaner nicht linearer algebraischer Gleichungen gentigen.»

5. Will man nicht gerade auf ein Hauptsystem mit vorgegebenen
characteristischen Parametern reduciren, dann kann man sich einer ein-
facheren Methode bedienen, welche im Folgenden angedeutet werden soll.
Sind nemlich %, ¥y, ..., Y, einerseits und 2;, 2y, ..., 2, andererseits
von einander unabhingige Zweigsysteme der Functionen y und z dann ist

p—1 p—1
> dzyi ‘_i_ 1 Y (‘l?/«“_ a CAL
1i 2 (l:L’ LA (lmp—l J1s dl’ b ’ dw,,_l
—1 -1
2 dzgi " 2y Y dyy; - d? Woi
2o STy T Jais Ty -1
dx da" = G,[k|. dx de”!
—1 n—1
Lo A Yo, L &y
Ul liﬂ} LA d;l:p—] Jdmoy (l{l! ’ * ) (lwp-l

Infolge der Gleichungen (8) der vorigen Nummer erhilt man also die
einfache Bedingungsgleichung:

r, ,r° ,...,P

p—1
) y (e y ey
(9) Ay 5 Ay y ooy Qgp = Gl’[k]'

(('I’—]J ) a‘n 1,29 + ¢+ + a’p—l,p
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Diese Gleichung, welche in Bezug auf # vom Grade pm ist, muss iden-
tisch fur alle x erfallt sein. Sie liefert also pm + 1 simultane Glei-
chungen. Aus diesen bestimmen sich:

o+ p—p(p—1)i— 1)

Coefficienten in den Functionen P,, P,, ..., P,_,, und

(v —n)|p6— 1) — 1

characteristische Parameter des Systems (y), da dieselben von einander
unabhingig sind.

In dem Falle der hypergeometrischen Functionen (3=3) wird die Zahl
(p— 1) ép(z— 1)— 1 zu Null. Die Differentialgleichung des Haupt-

systems ist dann:

(x“—x)g—;’—z{— [« + 8+ I)x—r]%—}— a.f.y = o.

Die Indices sind also so gewahlt, dass y = F(a, B, r,x) der Differen-
tialgleichung gentigt. Nach der ublichen Bezeichnung ist

il—nr—a—ﬂﬁl
Das zu reducirende System z sei gegeben durch die Characteristik:

0O I o0

2=z o, o, a—n

L—rr—a—f,8—n
so dass also k¥ = 2w. Die Gleichung (9) heisst jetat:

Po[n]7 Pl[n_l]
= G[2n).

w@~1%£%?LﬂwJ“n—ﬂ>,Pwﬂ+é%w@—I)P&hﬂ”—ﬂa+ﬁ+nm~ﬂlun—q;

Acta mathematica. i1. Imprimé le 19 Janvier 1888. 15
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Wir wollen nur den speciellen Fall & = 2 weiter verfolgen. Alsdann sei:
P 1] = a + bz, P,[o] = ¢; Gl2) =p + gv + x*
Die Coefficienten a, b, ¢ bestimmen sich also aus den Gleichungen:
aa + (y — 1)ac = p,
2ab — (a + f — 1)ac 4 ybc — aficc = q,
bo — (a + p)bc + aficc = 1.

(10)

Setzt man

a+2(—1)e =g,
b-—3(a+ fe =,

—(@+ b —G—a—pe=q,

dann nehmen die Gleichungen (10) die folgende symmetrische Form an:
o — (G — )"z, + 2, +2,) = p,
13 — (@ — Bz, + =z, + z,)" = 1,
v —(a+pf—nx, 4+, +2) =p+qg+1.

Die Quadrate der neuen Unbekannten z,,z,,z, bestimmnen sich aus
Gleichungen wvierten Grades. (Man vergl. Riemany, Werke, pag. 306.)
Der Fall k = 1 lasst sich in ganz ahnlicher Weise behandeln.

6. Wir sind jetzt im Stande die Coefficienten der Functionen
Hy,z, Hiz, ..., Hz in der Riemaxy’schen Fundamentalrelation:

(11) Hyz.y® + Hz.y" + ... + Hz.y® =o

zu bestimmen. Wir denken uns zunichst die Indices in den einzelnen
Functionen %@, y® ..., y® derartig transformirt, dass bei der nach-
folgenden Reduction auf ein Hauptsystem (y) die Grossen 9,,9,, ..., 9D,
gleich Null gesetzt werden konnen, wie wir oben angenommen haben.
Dadurch treten an die Stelle von y®,y®,...,4? andere ebenfalls
zur selben Art gehosrige Functionen 7©, ™, ..., ', welche sich von
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den urspriinglichen nur um rationale Factoren unterscheiden. Die Re-
ductionsgleichungen haben also die Form:

dy a7y
¥ = RO%.y + R(f”x-:l; coe Tt I{;‘E_lm.—ﬁ:—l )
¥ = RVg.y + RPx ﬁlf+ + RO »p Q
y= 0 Yy 1 ‘daz R p—1% dzr—-l !
(12)
, Ay 'y
y? = RPz.y + R‘,”’x.?{’; + ...+ Rﬂlm'd_x’:’

In diesen Gleichungen sind die Functionen Rz in mehrdeutiger Weise
vollstandig bestimmt. Sie enthalten in ihren Coefficienten implicite die
willkiirlich angenommenen »characteristischen» Parameter %, k,, ..., %,
der Function (y), wo zur Abkirzung

p=p—1)|3pi—1)—1]

gesetzt ist.
Eliminirt man npun aus den p -+ 1 Gleichungen (12) die Grossen

dy "'y
73’57"-7%},—__1

dann erhalt man eine Relation von der Form der Gleichung (11).

Die »characteristischeny Parameter der Functionen %, @, ..., y®
sind hierbei natiirlich nicht willkiirlich, sondern vielinehr Functionen der
Parameter %, ,k,,...,k,. Die Mannigfaltigkeit der Relationen (11), welche
zu denselben erzeugenden Substitutionen gehoren, ist daher von der Di-
mension ¢.0, wenn p die obige Bedeutung hat und ¢ eine bestimmte
endliche Zahl bezeichnet. ’

Die explicite Darstellung der Coefficienten in den Functionen H,z,
Hax,...,H ist nur in den einfachsten Fallen moglich. Dieser Um-

stand beeintrachtigt jedoch unsere Theorie keineswegs, da die Schwierig-
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keiten im Gebiete der Algebra liegen. Wir konnen also die Aufgabe,
welche wir uns gestellt haben als »im Allgemeinen» erledigt betrachten.
Dass eine eingehende Untersuchung der bei unserem Verfahren auftre-
tenden Systeme algebraischer Gleichungen fiir die Theorie der Functionen-
systeme derselben Art von grosser Wichtigkeit sein wirde, ist selbstver-
standlich.

Y. Zum Schluss will ich noch den Zusammenhang darlegen, welcher
zwischen den independenten Invarianten der erzeugenden Substitutionen
einer mehrfach linear verknuipften Function und ihren »individuellen»
Parametern besteht. Fiir ein yreducirtesy System ' nimmt Herr Poincarg
(Acta Mathematica, Bd. 4, p. 205) (p* — 1)(¢ — 1) independente In-
varianten an, d. h. ebensoviele als die erzeugenden Substitutionen inde-
pendente Coefficienten enthalten. Die Periodicitat der p-fach lineir ver-
kntpften Functionen wird nemlich bestimmt:

erstens durch p* Coefficienten in den Substitutionen
By, &y, "')éBz—l’éBz+17"'7o‘J3i+l
aweitens durch p Coefficienten in der Substitution ,.

Von den ersten p* Coefficienten kénnen jedoch p beliebige gleich Eins
gesetzt werden, da irgend welche p Initialzweige willktirliche Factoren
erhalten konnen. Ferner sind die p* insoweit unbestimmten Coeffici-
enten infolge der Gleichung (1) [N° 1] noch p? — 1 von einander unab-
hangigen Bedingungen unterworfen. Beachtet man endlich noch die Glei-

chungen:
Det. 8, = Det.&B, = ... = Det. B, = 1

dann bleiben (p* — 1)z — 1) Coefficienten unbestimmt.
Denken wir uns nun eine allgemeine p-fach linear verknupfte Func-
tion # durch ein Hauptsystem mit vorgegebenen »characteristischeny Pa-

' Man beachte, dass den Bedingungen Det. & = Det. &, = ... = Det. #; noch
arty
da? ™!
ausfillt, obwohl diese den Substitutionen auferlegte Bedingungen die Zahl der independen-

keineswegs eine Differentialgleichung entsprechen muss, in welcher das Glied Fj_;.

ten Invarianten wesentlich beeinflussen. (Man vergl. Acta Mathematica, Bd. 4, p. 202)
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rametern ausgedriickt und darauf jenes Hauptsystem in ein »reducirtesy
tibergefuhrt, dann ist die Function z wesentlich determinirt

erstens durch (p — I)[—; pli— 1) — 1] scharacteristische» Parameter,

zweitens durch p(i + 1) — (¢ + 1) Parameter, welche durch die Be-
dingungen der Verzweigung bestimmt sind,

drittens durch i endliche Verzweigungspunkte,

viertens durch % »individuelle» Parameter.

Von den i endlichen Verzweigungspunkten kann man zweien die will-
kiirlichen Zahlwerthe o und 1 beilegen, so dass nur i — 2 allgemein
bleiben.

Damit jene

—;p(p—i— He—1)+p+hk—2

allgemeinen Bestimmungssticke den (p®—— 1)(i — 1) independenten In-
varianten entsprechen, muss

k= Bp(z)— 1) — I]i—[—;p(p + 1) — 3]
sein. Eg ist also
fir p = 2 die Zahl k = o fur jeden Werth von i;
fur p = 3 die Zahl k = 2i— 3;
fur p = 4 die Zahl k = 50— 7; etc.

Allgemein gilt der Safz:

»Sollen die Definitionen der mehrfach lineir verkniipften Func-
tionen durch die independenten Invarianten der erzeugenden Sub-
stitutionen einerseits und ihre Differentialgleichung andererseits
aquivalent sein (d. h. gleichviele von einander unabhingige Bestim-
mungsstiicke enthalten), dann muss man den betreffenden Functionen
im Allgemeinen eine gewisse Anzahl »individueller» Parameter zu-
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ertheilen, es sei denn dass die Differentialgleichung von der zweiten
Ordnung wére.»

Einen ganz analogen Satz hat Herr Poixcart (Acta Mathematica,
Bd. 4, p. 219) aufgestellt. Nur treten dort an Stelle der »individuelleny
Parameter »ausserwesentlich singulire Punkte» (points a apparence sin-
guliére). Dieser Unterschied konnte, in gewissem Sinne, irrelevant er-
scheinen, da die individuellen Parameter stets als ausserwesentlich singu-
lare Stellen aufzufassen sind. Man beachte jedoch, dass das Umgekehrte,
im Allgemeinen, keineswegs statthaft ist.

Einbeck 21. Aug. 1887.




