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ZUR THEORIE DER 

MEHRWERTHIGEN, MEHRFACH LINEAR VERKNOPFTEN FUNCTIONEN 

V O N  

:K A I~L HEUN 
in  M i 2 N  C I ~ E  N .  

Durch die tiefsinnigen Forschungen des Herrn POINCARI:; ist die 
Theorie der line~ren Differentialgleiehungen auf ebenso siehere Grund- 
lagen gestatzt worden, wie die Theorie der elliptisehen Funetionen dutch 
die Arbeiten yon ABEL und JAcom. Wie die Thetafunetionen das Um- 
kehrungsproblem fi'~r die elliptischen Integrale l~Ssen, so crlauben die 
Funetionen des Herrn POINCAIII~ (Acta  M a t h e m a t i e a ,  Bd. I, p. 193 ) 
das analoge Problem im Gcbiete der linearen Differentialgleiehungen zu 
behandeln. Wir beschrfftigen uns jedoch im Folgenden nieht mit den 
eindeutiger~ Funetionen mit line~ren Transformationen in sieh, sondern mit 
den mehrdeutigen Funetionen, deren Pcriodieitat dureh liner~re homogene 
Substitutionen bestimmt ist. Die nachstehende Untersuehung sehliesst 
sieh insbesondere an (lie vierte Abhandlung POIXCARis (d. Zeitsehr., Bd. 
4, p. 2oi) an. Andererseits steht sic in cnger Beziehung zu einer be- 
kannten posthumen Abhandlung RIES[axxs (Werke ,  p. 3.57) namentlich 
in Betreff der methodisehen Gesiehtspunkte.. Die Rcsultate, zu welehen wir 
gelangt sind, werden insbesondere dazu dienen k0nnen die Theorie der 
PoI~'CaU~'sehen sogen. Zetafunetionen einst welter auszubilden. (Man 
vergl, d. Zeitschr., Bd. 5, P. 2 I2.) 

1. Wir betraehten im Folgenden eine mehrdeutige Function einer 
unabhangigen Ver'anderliehen x, welehe auf einer unendlieh-blattrigen 
RIEX[AXN'sehen I(ugelfl'aehe mit i endlichen Verzweigungspunkten $~, $2 , " ' ,  
$~ und dem Unendlichkeitspunkte ~,~ eine eindeutige Froration des Ortes 
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ist, derart, dass zwischen je p -4- : Zweigen eine line'are homogene Rela- 
tion mit  best immten constanten Coefficienten besteht. Eine solche Func- 
tion soll, insoweit sie durch diese Festsetzungen determinirt  ist, eine p-fach 

linear verkn@fte heissen. Ist nun ~: (i = I, 2 . . . . .  i + ~) die homogene line~,re 
Substitution, welche das Verhalten der zum Punkte  $~ gehsrigen, willkfir- 
lich angenommenen,  Zweiggruppe (y~,, y ~ , . . . ,  yp:) bei einmaliger positi- 
ver Umkreisung des Punktes $~ ausdrackt, dann ist bekanntlich 

(1) 

Setzt man fcrner in ablieher Weise 

un(1 

]W{ L), 0 ~ . . . ~ 0 ] 
t 

I 0 'W{ "~) 0 
~ i  ==" B i .  ' ' . . . .  B 7 1  

I0,0, ,:,:,1 
B, = B71 = I 

(.i= l,  2, . . . , t - - l~ t+  l, . . .~ i.,k l )  

r • (p=l,2 ...,p dann ist das Verhalten eines best immten Zwmges y~t v~=~,., ..... ~+,) bestimmt 
durch die Gleichung: 

log ~,I; ~) 

?/~.,i = ('£; - -  ~i)2r:'. ,---"i . (j~.,i(,g _ _  ~ i )  

I 
( z  - -  = ,: . ,  

wo ( P ~ ( x -  $~) eine im Punkte  $~ eindeutige, stetige und nicht verschwin- 
dende Function becleutet. Die Wurzeln w{ ~ (v = x, 2 . . . . .  2,) der zum Punkte  
$~ geh0rigen determinirenden Gleichung wollen wir als von einander ver- 

schieden betraehten. 
Nun ist aber, wenn wir den ablichen Initialzweig yon log x mit  

Log x bezeichnen 
o" 4!a) L o c r  ,~£(~0 

folglich 
(~) 

o g w i  - -  ,~i - I -  m 
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"t • O" wenn 2~,i dutch die Glemhun~: 
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definirt ist. 
Wit bezdclmen nun alle Funetionen (y), deren Periodieit~t in Bezug 

auf dieselben Ve,'zweigungspunkte dureh d ieseIben erzeugenden Substitu- 
tionen N~, ~g2 , . . . ,  ~i3, definirt ist als zurselben Art (== ~)espdee)) i~ der 
Terminologie des Herrn Po~xc~.ld:) gehorige. 

Far  zwei Systeme (y), welehe yon derselben Art sind, unterscheiden 
sieh demnach die eorrespondirenden Verzweigungsindiees (,~) um ganze 
Za.hlen (m). 

Zwisehen je p + ~ Funetiolmn derselben Art:  ?/0), ym, . . .  , 9~,) be- 
steht eine fundamentale l{elation, deren Form sieh dureh I~etra.ehtung der 
fblgcmteu identisch versehwindenden Determinante ergiebt, 

v~'.. ' ~ , ~ I ' , . . . ,  . , . . . ,  , 

v".,:' ~l, v~? v~ ~ 

Nimmt man die Unterdeterminanten in Bezug auf die erste Horizontal- 
reihe, dann erh~dt man eine homogene line,ire Gleichung yon der Form: 

(3 )  A ? ~  ,~,,,"~°~ + ~!,~ V~', ~ + + ~!':~ ,,"" = o .  0 '=' ,~ ..... " ,) 

Die Entwicklung von A!,<I besteht aus einem Aggregat  yon Produkten 
? yon je p 1 actoren, yon denen jeder in dem Bereieh des Punktes ~: die 

Form hat 

Der erste Term in der explieiten Gestalt der l)eterminante Al ';'.1 heisst also: 

.(,/i--3) ~(,;.) ÷ ~) )(~,) 

( z  - -  ~1 ;'I? ÷ ~''~ + "  ~ ~ '~  : ~'~+ ~'~ + ' '  + 

Die n~chst.folgenden Terror ergeben sich aus diesem ersten, indern der 
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Exponent  von ( x -  $,) dureh die Summe aller t'lbrigen m~Sg!ichen Per- 
mutat ionen zu je p tier 1) 2 Indices .,,,,~P) ersetzt und jede der so entstan- 
denen Potenzen mit einer (P-Function mult ipl icir t  wird. Diese Exponen- 
tensummen k~snnen sowohl positive als negative Werthe haben. Diejenige 
Summe, welche yon -allen abrigen um eine positive ganze Zahl ober- 
troffen wird, soil dutch E} '~1 bezeichnet werden. Es ist also. 

DH, n u n  

so ist. auch 

Folglich ist 

A ? , ,  = ( x  - -  ~,)~I '''. ¢:"'J(z: - -  $:). 

A I  '~'.' = l ) e t .  B i .  A !  ';'i 

Al  '~'~ = ( , ~ ' -  ~ )  E!'~'' • ~O'i'~'l (~ - -  ~i). 

_ , .  ; , . I , ; , [  ,. EI';'I 

cine ganze rationale Function von x vom Grade 

. . EI,~,, 7 - -  [ E l  d'j -31- E'! 'bJ -Jr- . '  "~- i I-I1, 

welche wir mit  1,',;, bezeielmen wollen. Es ist 

I' i-t- I 

wo unter ED~; ~'1 die Summe aller auf das System (yW))bezogenen In- 
dicesdifferenzen zu verstehen ist. Die rechte Seite dieser Gleichung darf  
also nieht > o werden. Die Gleichung (3) n immt naeh dem Vorstehenden 

die Form an: 

+ ,,~, (.~ _ .  ~ , ) 4  '~ (.~ _ ; ~ ) 4 "  (x - -  ~)  . 1,~ + 

~. \ /~ [ , ' ]  . .1 ,1t ' . ]  ; , . ,  F~II J] 
. . . .  + ~j~':) ( x  - -  ~ , :  . (:c - -  e ~ " ~ ,  . . .  @ - -  ~,) " . / , ' , ,  = o .  
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Da die l)ifferenzen dcr OrOssen El ° I , E I ~ I , . . . , E !  pl ganzc Zahlcn sind, 
so lasst sich die Olcichung auf die Form bringen: 

(4) Ho( ) ,.:,/°) + .,,"' + + S4,(x) y;,:' = o. • • J p ;  • , • , 

Die Grossen H0(x), H~(:r), . . . ,  Hl,(x ) sind ganze rationale Functioncn 
yon bekannten Graden. Die Gleichung (4) cnthalt den IliE.~laxx'schcn Saiz: 

))Zwisehen je p + i Elementen tines Systems p-fach linear vcr- 
kn0pfter Funetionen derselben Art bestcht eine linearc homogene 
Relation, deren Coefficienten ganze rationale Coefficicntcn dcr m,- 
abhangigen Veranderliehen sin&)) 
Wir haben diesen bekannten Satz bier reproducirt, weil uns die an- 

gewendetc Bezeiehnung eine karzere Darstellung der folgcnden Uldcr- 
suehungen erlaubt. 

2. 1)a alle Derivirten einer p-faeh linear verknapften Function 
dicselbc Periodieit~t besitzcn, wie die primitive Function, so sind sie auch 
alle mit der letztcren yon derselben Art. Bei jeder Differentiation er- 
niedern sieh die Verzweigungsindiees um eine Einheit. In der Gleiehung 
(4) sind demnach eine gewisse Anzahl von I)ifferentialgleiehungen mehrerer 
abh'~ngiger Ver~nderlichen enthalten. 

Wir wollen nut  den Fall untersuchen, in welchem die p + i Func- 
tionen derselben Art., zwisehen denen eine Gleichung (4) bestehen muss, 
die folgenden seien: 

dy dP-~y 
Y , ~ , . . . ~ d z ~ - ~  ' 

dz drr-lz 

Alsdann heisst die RiE:~iax~'sche Fundamentalgleichung: 

, d y ~ d p - ~" Y 
o ----/~o.Y + F~ . ~ - I -  . . .  + /~,-~, • d~,_~, 

(~Z d ~ - I  z 
-I- Go. z + G~ . ~  + . . .  + G~_~. d . _  1. 

Die Grsssen E~ ~ der vorigen Nummer wollen wir jetzt in zwei 
Grut)pen E! ';''J und E! '~'] theilcn, welche beziehungsweise den Functionen 
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2' und G cntsprechcn sollen. Die Grssscn El '~,1 und E! ~',1 ergebcn sich 
aus  der  B e t r a c h t u n g  de r  1 ) e t e r m i n a n t e :  

0 = 

d y , t  d,~, y~i d p -  =?t~t dz~i  d'a= z~,i d . . . .  ' z~i 

Y~i , d x  ~ " " ' d x  'h ' " " ~ d x  v - =  ' z~i ~ d x  ~ " " ~ da:,~, ~ . . . 7  d x , ~ _ l  

• d q  (b., 
d! / l i ,  el y l i  ~'~* . . . .  ;ql i  d z l t  d " z l i  d r ' - l z j i  

Y~i , - i l d -  , . . . .  dx ,a,  , . . . ,  d,~V_~. , z , i  , d z  ' " "  dx'~'~ ' " "  d ,  ~'-I  

dy..,t d'"'  y'.,i cl "p ~'y'ai dz..,i d "z2i d ~ ' - '  zo.~ 

Y2i :~ " ' i ~ 2  ' ' ' ' '  d~geb! ' ' ' ' ' ~  d ;g  - v - ~  ' Z2i ' da~ ' " ' "  ' d, l ;  &2 ' . . . .  ( l lg ' - r - l "  

tl y j,i d'"' Y l,i dP- ;ry pi ( lzv i  d"; : zpi d ~ -1  zj, i 

Yj ,  t ,  d x  ' " " ~  d,c. '~, ~ " " '  d,~fl '-~, ' zl'~ ' d *  , " . 7  d x f ,  = , " ' ,  d a ~ _ l  

Bedenkt  man nun dass 

- ( ,  - -  ~,),.~,~ <,,-,;.. # - ( .  _ ~,) 
( i=  1, '2, ..., i) 

dann findet man zuni~chst 

E, ~'~,,~ = X : & - -  { o + ,  + _, + . . .  + (,;,, - -  ,) + (,;,, + , )  + . . .  + ( v - - ~ ) l  
(I') 

+ ~ __  ! ~ ( ~  __ I) 
2 

( i=  1,2, ..., i) 

wl;~hrend 

P 

F,';',~ = x+~,.,+~ + { o  + ,  + ~ + . . .  + (,;,~ - ,)  + (,-o, + ,) + . . .  + ( v -  ~)} i-J 1 (I)1 

~ ( ~ -  ~) 

I 
da x - - ~ , + ,  = -  zu nehmen ist. 
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Die Grsssen D~ best immen sich folgendermassen. 

I ,  

2. 

Schema: 

p. 

0. I . . . .  (TJ~ . . . . .  " T - - I .  

)1 i  O l i  • " " 0 1 i  • • " 01:  

(7oi ()~i ~ " "  °"i 
. ' " " ( ] ' 2 i  " . 

. . . . . . . .  • o , , , 

p i  O l d  " • • O p i  • • • O p i  
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Man n immt  aus dem 

je z Elemente  aus versehiedenen Vertikal- und Horizontalreihen,  was auf  

I .  2 . 3 . . . P  Arten mSglich ist und addir t  dieselben. Aus der Reihe 
der so entstehenden Summen:  

S ~ ' ) ,  S {  ~) , . . . ,  ,~7 '~'~') 

ist Dt diejenige, welehe yon allen flbrigen urn positive GrOssen vlbertroffen 
wird. Ferner  findet man fi'lr i = I , 2 , . . . ,  i den Ausdruek:  

p 

I 

+ e ! , < - -  {o + ~ + ~ + . . .  + ( , ; ,~-  ~) + (co.,. + ~) + . . .  + ( ~ - -  ,)} 

und 
Y 

.L~ i + ' i  ~ 
( p )  o • 

+~r,< + { o + ~  + ~ +  +(&.--~)+(,; ,~+ ~)+ +(=--~)~ 
~ i F 1  . . . . . . .  I "  

Um die Grossen .~[<:,,.,1 Zll bestimmen lasse man in dem obigen p .  ~- 

gliedrigen Schema die mit  ¢;)2 bezeiehnete Verticalreihe aus und bilde 

die Summen aus je ~ i Elementen (o~,i), welehe verschiedenen Vertikal- 
und Horizontalreihen ,qngeh0ren. Alsdann ist dieienige Summe, welche 

yon den fibrigen (fhr ein festes i) um positive GrOs,~en nbertroffen wird, 
die mit ~[,~1 bezeichnete Grssse. 
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Unsere Di f fe ren t ia lg le ichung n i m m t  je tz t  die Fo rm an: 

(.~--~,)~'. (~--~,)~'"... (~,--¢)~'  [~ Fo [h - -  ~ -  0 - - , 0 ( ~ , - -  , ) ( i~- ,)].~, 

,~ d y  + / , ( ~ ) .  ~ ' , [h - -  D - -  (~ - -  ,0( , , - -  ,)(~-- , ) - - ( ,~ - - ,  ) j ~  

+ [¢ (:v)]~./,½ [ h - -  D - -  (p - ~r)(~'--, ) ( i - - , ) - -  2 ( i - -  ,)] 

+ 

+ 

+ [¢(~)],-,-.. ~'~_~. [h - D -  (~ , -  ~, ) (~- ,  ) (~-  , ) -  (~, -  ~ ) (~ - ,  )] ~"-'.~ I 
d;~-.-. I 

• -- ~[Ol ~[ol 
+ (.~-~,)D~°~. ( ~ -  ~)  - ... 0 : -  ~,) ~' . Go [h -  D~°~-- 0 - =)(=-, ) (~ - , ) ]~  

~ll] ~ f l l  _ _  ,~] dz  
+ (~_~,)e?~.(~_~.,)_~ ...(..,._~,).., .c,~,[h- D r , ~ - I 0 -  ~)(~ .... ,) + , i( i  , , ~  

c~l'-' I ~1'2l ,~1-'~] 
+ ( x - - " ' "  '~ "~'- ' (:,- " ' ~[Z,--D~ ~" <z"~ ~,J -v , - -  ~J ... - ~,) • - l ( l , - , O ( ~ - , )  + ~}(i-,)],t,.~:,, 

. . . . . . . 

+ 

+(~_~,)~?- 'J.(~_~., , )  - ...(:~,._~,) , . ~ . _ , [ h _ D ~ . - , ~ _ l ( ~ _ ~ ) ( ~ _  ,) 

+ ( ~ - - , ) l ( i - - , ) ]  ~. ~._,--o, 

wo zur  Abkt ' t rzung gesetzt ist: 

(s) 

] ¢(:~:) = (,~. - -  ~,)0 - -  ~) .. • O ' - -  ~,) 
i-kl p 

= ' p O - -  , ) ( i - -  ~ ) - - : C  Z~,~, h 

i + l  #+1 

D r , v  = ] C O ! , v  ; D = Z : @ ~ .  
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Die Grade der ganzen rationalen Functionen To ,  F1 , . . . ,  Fp_,; Go, G~ , . . . ,  

G~_~ sind in den beigeftigten Klammern angegeben..  Die GrSssen 

h -  D -  ( p -  7 r ) ~ r ( i -  I )  

h - - D  w ) -  { (p - -  ~ ) ( z - -  ,)  + p}(,i - -  ,)  (p=O~ 1,2, ..., ~'.--1) 

dtirfen nicht negativ sein, wodurch den Indicesdifferenzen 3~i gewisse Be- 
dingungen auferlegt werden. 

3. Die Formel (I) ist besonders bemerkenswerth wenn r - - - - I  an- 
genommen wird, da alsdann die Derivirten yon z herausfallen. Es 
werden ferner die Grossen ~!,~l zu Null. ~i wird in der Reihe ~1i, 
~ 2 i , - . . ,  d~i enthalten sein und zwar ist es diejenige Grssse, welche yon 
den i]brigen um positive Zahlen t~bertroffen wird. Man erh'~lt also die 
einfache Gleichung: 

(il) o = (x - -  $, )~) ' . (z  - -  $ : ) * "  . .  (z - -  $,)~)' F 0 . y  + ¢ . F , . ~  + . . ,  

~'-'____yv ] .  (;o[h].~, "l L" ~P--I, IJ~I,_I, d , p _  1 

F ~  - -  F ~ [ h  - -  I )  - -  p ( i -  , ) ]  

mit der' Bedingung: 

h, - -  D - -  (p  - - -  , ) ( i  - -  ", ) > o .  

Setzt man endlich in der Gleichung (I) den Index ~r der Null gleich, 
dann resultirt die Differentialgleichung pter Ordnung fiir die Function y: 

(A) 

denn es ist 

p- - I  d y d p q 
+ ~)P-I.Fp 1[]~ -3 I- i - -  I ] d x , _ ~ -  ~- ~)P.A',~p[h] " 

- -  d , ~ p  

also auch D = o. 
A c t a  m a t h e t n a t i c a ,  11. Impr lm~ le 1~ J anv i e r  1888. 

----=-O 

14 
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F a r  h = o erh'alt  m a n  die b e k a n n t e  FucHs 'sche F o r m  der  Differen- 
f i a l g l e i c h u n g :  

dy 
(A') o = Fo[p(i-- ~)].y 4- ¢.F,[(p--  ~)(i-- !)].7~,~ q - . . .  

+ # - '  . ~5-,  [i - -  ' ]  a~-': '  # . < ~  • d , p _ ,  4 -  d~ ~ 

In d iesem Fal le  ist 

(~) 

Die G l e i c h u n g  ( A ' ) l a s s t  

Y 

~ + 1  T 

E 22 ~i ' ,,, (~, = ~ v(v - -  , ) (~-  ,). 

sich 

2n , 2,2 , . . .  , 21,i, 2,,,+1 

2~1 , 22~ , . . . ,  22,~, 22,i+1 

• , • ° ° • , ° . . • , • 

2~: , 2p: , . . .  , 2p,,, ,~p.~+: 

noch  wei ter  vere infachen.  Es ist neml ich  

= (. --  .~,)~,. (:~ --  ,Sy,... (,~. -- $,y,..v I 
] p p ,t'2~ ,t' 

• " " " " ° " ° ° ° " ° ° I 

i 

I 
w e n n  e l ,  ¢2, • • . ,  e~ ganz be l ieb igc  Gr0ssen sind und  zwischen den Indices  
~t und  2~i die Re l a t i onen  bes tehen:  

! 

O = 1 ,  ~ ,  , . . , t )  

i 

Man kann  also jede  F u n c t i o n  y a u f  eine andere  zurt ickff ihren,  ftir welche 

i Indices  in i ve rsch iedenen  Ver t i ca l r e ihen  willktb'liche W e r t h e  erhal ten .  
Wi r  k0nnen  dahe r  insbesondere  setzen: 

(6) Jl1~ + *t2i 4 -  . . .  + *tpi = n i  (l=l,~ ..... ,) 
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wo die Grt~ssen n~, n 2 , . . . ,  n, beliebige ganze Zahlen sein sollen. Dann ist 

Det. ~i = w~l).w~ 2)'' • w~ p) = e:"i~ = I. (i=,,~ . . . . .  O 

Wegen der Gleichung (a) ist abet  

t 
I ~,.,+, + ~,,+, + . . .  + ~,,+, = ~ p ( p - i ) ( ~ -  , ) - ~ n , .  

Folglich ist auch Det.~+,----- i. 
Die zur Gleichung (A') gehSrende determinirende Gleichung heisst 

ftir den Verzweigungspunkt  $~ (i = ~. z . . . . .  0 :  

F0 + F,.¢,.~ + ~'~.¢,~.~(~-- ~) + . . .  

"31- ~p--I ]~' "~K'J"P--1 . . . . . .  ~ ( ~ - -  I )  . ( ~ - - P ' J I -  2) "JI- ¢ ' P ' ) ' ( ~ - ' I )  ( J - - - l ] ' J I -  I )  = 0 

wo in Fo, F, F, ,, so wie in ~b' de , . . . ,  _ =~-;~ das Argument  x----$~ zu setzen ist. 

Fp_l ist in Bezug auf ~:~ vom Grade i - - I ,  wir kSnnen also setzen: 

F , _ I  = go + ,q,~, + . . .  + g,_~$1-'. 
P 

Da der Coefficient von 2P-~ in der determinirenden Gleichung gleich - - ~ 2 ~ i  (p) 

sein muss, so erhalten wit  die folgenden line'~ren Gleichungen zur Be- 

s t immung der Grt~ssen go, g~, . . . ,  g~-~: 

~.g~ ,-~ g,, + ~.g~ + + . .  + = - -  n~ 

Das Glied F ~ _ ~ [ i -  I] ctP-a------~Y fgllt also aus der Differentialgleichung (A') 

aus, wenn wir setzen: 

' ) 
n~ - =  n~ . . . . .  n ,  - - - - ~ - p ( p -  I . 

P 
I 

Das System, ftlr welches ~Jl~i = ~ p ( P -  ~) ist, wollen wir im Folgenden 
(P) 

ein ))reducirtes)) nennen. 
4. Die Existenz der Funetionen y, insofern sie der Gleichung (A') 
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gent~gen, ist von Herrn FucHs in aller Strenge nachgewiesen. Wenn 
wit also ein allgemeineres System (z), welches der Gleichung: 

dz 0 = GoE]f, -]- ~3(i--  I)]Z -3 L ¢.Gl[k  Ji- ( ~ - -  I ) ( i -  I)]  ¢-~,~ + . . . .  

geni~gt, wo 

dP-lz dpz + ¢~-~. G,_, [k + i - -  ~j d-j~ + ¢'.G,[k],~.--, 

i+1 p 

k = - -  . 2 E o ~ i ,  
(P) 

durch ein Hauptsystem analytisch ausdrt'lcken kisnnen, dann ist die Exi- 
stenz yon z ebenfalls ausser Zweifel. Der Zusammenhang beider Sy- 
sterne ist aber gegeben durch die Gleichung: 

I dy 
= ( ~ - -  $,)e'. (.* - -  ~ ) ~ . . .  ( x - -  ~,) D' Po.v + ¢ . P , . ~ +  . . .  

• d~-ll  

wo /'p (p = o, ,  . . . . .  v -  i) sine g~nze rationale Function vom Grade: 
D - - p ( / - - i )  ist. Aus der letzteren Gleichung erkennt man unmit- 

telbar, dass die Wurzeln der Gleichung Gj,[k] = o nicht Unstetigkeits- 
punkte der Functionen z sein ksnnen. Da die Coefficienten der Function 
Gp[k] zur Fcstlegung ei~nes Individuums dienen kSnnen, so wollen wir 
dieselben die )>individuellen~ Parameter der Function z nennen. 

Bisher sind die Functionen P0, P~, . . . ,  Pp-1 in der Reductionsformel 
nur deln Grade nach bekannt. Die Coefficienten in denselben bleiben 
also zu bestimmen. Die natt~rlichste Methode zur Bestimmung derselben 
besteht darin, die Thatsache zur analytischen Formulirung zu bringen, 
dass zu z dieselben ))erzeugenden~ Substitutionen gehsren wie zu y. Allein 
,dieser Weg hat betri~chtliche Schwierigkeiten, da diese erzeugenden Sub- 
stitutionen von der Wahl der Initialzweige abh~ngen, wahrend die ))defi- 
nirendem) Elemente der mehrfach linear verkntipften Functionen die in- 
dependenten Invarianten jener Substitutionen sind. Um diese Schwierig- 
keiten zu vermeiden, machen wir die Annahme, die Functionen z seien, 
ebenso wie die Functionen y, durch ihre Differenfialgleichung ))determinirt)). 
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Dass dies der Fall ist, lasst sich auch streng beweisen, indem man den 
FucRs'schen Existenzbeweis, nur ganz unbedeutend modificirt, auf die 
Differentialgleichung der z anwendet. Wir werden im Folgenden vor- 
aussetzen, dies sei geschehen. 

Man kann stets annehmen die Indices des Systems (z) seien so be- 
schaffen, dass ~ ---- ~2 = . - .  ~ ~ ~ o sei. Denn ist dies thatsachlich 
nicht der Fall, dann k0nnen wir (nach N ° 3), ohne die Allgemeinheit zu 
beschri~nken, die Function z stets auf eine solche mit ver~nderten Indices 
zurtickftfllren, ftir welche diese Bedingungen erftlllt sind. Alsdann kann 
man aber tiber die GrOssen $~,~+~, 5~,,+~, . . . ,  3p,,+~ nicht mehr verftigen. 
Jedenfalls muss D ~ ~,+t negativ sein. Wir sctzen daher D - - - - -  m. 
Die Reductionsgleichung nimmt dann die folgende Form an 

(7)  
dy 

z = ~ : [ , , , ] . v  + ¢ . v ,  [ ,~ - -  (i  - -  ~)].~ + . . .  

d p - 1  y 

+ ¢~-'.2,_,[m-- (p-- ~)(i-- ~)] . -~ .  

Aus dieser Gleichung entwickele man die Grsssen: 

dz ~ d'z z, £ ' z  ¢~,  ¢ ~ ,  . . . ,  CT.~, 

und eliminire mit Hiilfe der Diffcrentialgleichung, alle Derivirten yon y, 
welche die (p - -  I)t~ tlbersteigen. Auf diese Weise erhMt man Ausdrticke 
yon der Form: 

(8) 

t dz dy ~ ~ z  -~ a'L " Y "q- ar) " ~ ) ' - ~  "31- "'" it" a'p" ¢~'-I" dp- lY  
d 2 ~ P -  I 

~)2 d~z ely = a.~l.y + a:2 .~ , . - f~  " F . . .  "t- a : ~ . ¢ ' - ~ ,  d p - l y  
d g ~ P - 1  

• ° . , ° o , 

¢p d~ z ely ~fl,-1 d~- lY  
dx- % --- apl . y -}- a~  . ~,. ~ + . . .  -{.- apt , . dx "-~ 

Bezeichnet man den Grad einer ganzen Function F x  mit f ' I , • ,  dann 
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lassen sieh die Grade der ganzen Functionen a~, a~,..., a~ in folgender 
Weise darstellen: 

l ' a , t = m + i - - I  , l ' ap~=m,  . . . ,  ] ' a ~ ] , - - = , n - - ( p - - 2 ) ( i - - i )  

l ' a , , , = m - / - i - - I ,  . . . ,  l ' % , = m - - ( p - - 3 ) ( i - - I ) ,  

l~e3~--m+ ~( i - -  I), . . . ,  l ' a , , , = m - - ( p - - 4 ) ( i - - x )  

• . • • • • • 

• • • . . • , • • 

= ,,~ + p ( i - -  ~), /~p~ =, ,~  + ( p - -  i ) ( i - -  i), . . . ,  I ~ ,  =,,,~ + i - -  i. 

1 'a~, = .,t + 2 ( i - -  L), 

l~l~ = .m + 3( i - -  I), 

dz ~2 d2z dPz 
Man fiihre nun die Grossen ~b~-~, dz-z" " " '  CPd-,C und z in die Diffe- 

rentialgleichung yon z ein, dann erhMt man: 

. . . . . .  d~ dy o -= (loGo + altG~ + + a~,~G~,)y + (P~Go+al~G,  + +aj)2G~)rd  x + . . .  

d p-1 y 
+ (Pp_~Go + %,G,  + . . .  + a~,~Gp)~ b~'-' dxP_," 

Dieser Ausdruck ist aber eine homogene line,re Differentialgleichung 
( p - -  I) t~r Ordnung fiir die Function y. Wfirde dis Function y dieser 
Gleichung gent'lgen, so mfisste zwischen je p Zweigen so wohl als zwischen 
je p + I Zweigen derselben eine lineare homogenc Relation mit con- 
stanten Coefficienten bestehen, was offenbar unmsglich ist. Desshalb 
muss diese Gleichung identisch Null sein d. h. es mi~ssen ftir jeden 
Werth von x die Gleichungen bestehen 

PoGo + a,~ G~ + . . .  + a~, G~, = o, 

P~ Go + a,~ G~ + . . . + a~ G~ ---- o, 

• • ° • • , • 

Pl,-1Go + a~pGl + . . .  + arpG ~ ---- o. 

Diese Gleichungen sind in Bezug auf x, der Reihe nach, von dem Grade: 

,t  + k + p I i -  i ) ,  .,,~ + l: + ( p -  i ) ( i -  i ) , . . . ,  ~,t + k + ( i - -  ~). 
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I 
Sie liefern also im Ganzen p(m + k + ~) + .~p(p + ~)(i--  ~) Bedingungs- 

gleichungen ft'w die Coefficienten in den ganzen rationalen Functionen 

P o , P , , . . . , P p _ , ;  O o , G , , . . . , G , , ;  a , , , a ,~ , . . . , a~ , , .  

Von diesen Gleichungen sind abet nur 2~(m + k + i + i ) - -  t yon ein- 
ander unabhangig, wahvend die t~brigen 

Gleichungen identisch erfiillt sind.: 
Als unbekannte Grsssen haben wit anzusehen: 

I 
erstens p(k + i) + 2p(p + i)(i - -  I) 

Coefficienten in den ]~hmctionen Go, G 1 , . . . ,  Gp_~, 

zweitens p (m + i) ~ ~ 

Coefficienten in den Functionen P0, P~, . . . ,  P~-t. Diese Unbekannten er- 
geben sich selbstverst~ndlich nicht eindeutig aus den als yon einander un- 
abh~ngig bezeichneten Gleichungen, da die letzteren in keinem Falle li- 
near sind. 

Die Grsssen r~, r~,..., r~ in dem Ausdruck G~[k] = (x -- r~)(x-- r~)...(x-- r~), 
welche wir als ))individuelle)) Parameter des Systems (z) bezeichnet haben, 
sind bei dieser Reduction als ))Data)) anzusehen und sind der Natur der Auf- 
gabe gemass, keiner Beschr~nkung unterworfen. 

Die Parameter der Differentialgleichung eines Hauptsystems zerfallen 
in zwei Gruppen: in solche, welehe dutch die Bedingungen der Verzwei- 
gung bestimmt sind, deren Anzahl p(i + I ) ~  i ist, und die ~brigen. 

I '  1 Jene ( I ) ~  i) ~/)(~ ~ I ) -  i Parameter, welehe aueh naeh Angabe aes 

Indieessystems unbestimmt bleiben, wollen wir die )~eharaeteristischem~ Pa- 
rameter der Gleichung nennen. Das allgemeine System (z) besitzt ebenso- 
viele eharacteristisehe Parameter, die wir aber nicht gerade als ))bestimmte 
CoeNcientem~ aufzufassen brauehen. 

In  dem besonderen Falle 20 = 2~ i --= 2~ sind aUe auf die obige Art  erhaltenen 

Gleichungen yon einander unabhangig. Denn es ist ~ p { y ( i - - -  l) - -  (i + , ) } +  I = o .  
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Wir kSnnen jetzt das Resultat der vorstehenden Untersuchung in 
dem folgenden Satze aussprechen: 

))Ein mehrfach line'Ar verknt~pftes Functionensystem mit einer 
beliebigen Anzahl beliebiger ))individueller Parameter)) l'hsst sich stets 
auf eine endliche Anzahl yon ~Hauptsystemen)) derselben Art mit vor- 
gegebenen ))characteristischen)) Parametern reduciren. Die ))characte- 
ristischen)) Parameter des zu reducirenden Systems konnen nicht will- 
kiirlich angenommen werden, sondern miissen einem gewissen Sy- 
sterne simultaner nicht line~rer algebraischer Gleichungen genfigen.)) 

5. Will man nicht gerade auf ein Hauptsystem mit vorgegebenen 
characteristischen Parametern reduciren, dann kann Inan sich einer ein- 
facheren Methode bedienen, welche im Folgenden angedeutet werden soll. 
Sind nemlich yt~, Y2~, • . •, Y~ einerseits und z~, z~, . . . ,  zp~ andererseits 
yon einander unabh'Angige Zweigsysteme der Functionen y und z dann ist 

d z t i  d p - 1  z n  

z l i  ' d x  ~ " " " ~ d.v  p - 1  

dz2i  (1 p - 1  z2i 

dZpi d .p-1 Zvi 
Z~,i ~ d x  ' ' ' ' '  d x  ~ ' - I  

= I .  

d y l i  d P - l y l i  

Y l i  , - d x -  ' " ' "  ~ d x  p - I  

d y 2 i  " d p - 1  Y~i 
Y ~ i ,  d x  ' ' ' ' ~  d z  v - 1  

d !lvi dJ ' -~  Yri  

Yv i  , d x  ' " " " ~ d x  v - 1  

Infolge der Gleiehungell (8) der vorigen Nummer erhMt man a,l~o die 
einfache Bedingungsgleichung: 

(9) 

/'o , 1 ' ,  , . . . ,  P , _ ,  

a l l  ~ ( t l ~  ~ • • • ~ ~ . l p  

a21 ~ a~2 ~ • . . ~ asp  

• ° . ° . o o ° • o ° ° ° 

( ~ p - - | , l  ~ (~1 ~ 1,'.'2 9 ' ' ' ~ (~'$;--l,p 

= a , , [ k ]  
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Diese Gleichung, welche in Bezug auf x vom Grade iom ist, muss iden- 
tisch for alle x erftillt sein. Sie liefert also p m - I - I  simultane Glei- 
chungen. Aus diesen bestimmen sich: 

I 

Coefficienten in den Functionen P0, P 1 , . - . ,  Pp-1, und 

I } (~5)-- I) 2p(?, - -  I ) -  I 

charaeteristische Parameter des Systems (y), da dieselben yon einander 
unabhangig sind. 

fn dem Falle der hypergeometrischen Functionen (~-~) wird die Zahl 

~ p ( i - -  I ) ~  x zu Null. Die Differentialgleiehung des Haupt- 

systems ist dann: 

d2.q dy  
(~ - -  ~ ) ~  + [(~ + fl + ~)~- - r ]~  + ~ . f l . u  = o .  

Die Indices sind also so gewMllt, dass y ---- F(a,  fl, F, z) der Differen- 
tialgleichung gent~gt. Nach der tiblichen Bezeichnung ist 

I o I C~ ! 
y -~ y O~ O, ~ . 

Das zu reducirende System z sei gegeben dureh die Characteristik: 

O I cxO ] 

z ~ Z O~ o~ ~ 

i r , r - - ~ - - f l , f l  n 

so dass also k = 2~. Die Gleichung (9) heisst jetzt: 

• ( ~ -  Po[-], P,[~- ~] 

Acta mathematica.  H. Impr imfi  le 19 Janv ie r  1888. 15 
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Wir  wollen nur  den speciellen Fall k ---- 2 welter verfolgen. Alsdann sei: 

P0[I'] --- a + bx; /),[0] ---- c; G[2] -~ 1o + qx + x ' .  

Die Coefficienten a ,  b,  c best immen sich also aus den Gleichungen: 

aa+(F-- I ) a c - - - - p ,  

( I o )  2ab - -  (a + f l - -  l )ac  + r b c - -  aflcc = q, 

$~.zt man 
I 

a + i ( r - -  ~)c = x.~, 

b - - i ( ~  + ~)c  = x , ,  
2 

I 
- -  (~ + b) - - ~  (r - -  ~ - -  ~)c = , 3 ,  

dann nehmen die Gleichungen (Io) die folgende symmetrische Form an: 

• ~ -  ( r - - i ) ~ ( x ,  + x~ + x~) ~ = p ,  

x l -  ( ~ -  fl)~(~, + ~ + ~ 3 ) ~ =  i ,  

x i - - ( ~  + f l - - r ) ~ ( , ,  + x2 + x3) ~ = p + q + z. 

Die Quadrate der neuen Unbekannten x l ,  x 2, x 3 bestimmen sich aus 
Gleichungen vierten Grades. (Man vergl. RIEMA~N, W e r k e ,  pag. 306.) 
Der Fall k---- I lasst sich in ganz i~hnlicher Weise behandeln. 

6.  Wit  sind jetzt im Stande die Coefficienten der Funetionen 
H o x  , H l x  , . .  • , H p x  in der RIEMAl~S'schen Fundamentalrelat ion:  

(~ i) H0x.V (°, + H,x.V (') + . . .  + Hpx.V (~, = o 

zu bestimmen. Wir  denken uns zun'~chst die Indices in den einzelnen 
Functionen y(O), y ( , ,  . . . ,  y(p) derartig transformirt, dass bei der nach- 
folgenden Reduction auf ein Hauptsystem (y) die Grsssen ~ ,  ~2,  . . . ,  ~ 
gleich Null  gesetzt werden ksnnen, wie wit oben angenommen haben. 
Dadurch treten an die Stelle von y(0),y(~), . . . ,  y(p) andere ebenfalls 
zur selben Art  gehsrige Functionen r] (°) , ~/(~), . . . ,  ~/(P), welche sich yon 



Zur Theorie der mehrwerthigen~ mehrfach linear verknttpften Functiouen. 115 

den ursprtinglichen nut um rationale Factoren unterscheiden. Die Re- 
duetionsgleichungen haben also die Form: 

y(0)____ /~0~)X.y jr_ R~o)03 d,y dP_1Y • + . . .  + a -  , 

dp- ly  y(l) R~t)x.y  ..{_ t ~ ) x  dy R (I) x - - ,  
- - - -  . ~ - I -  . . . - I -  ~ - ~  " d z " - '  

• • . • . • , • , 

• • • , • • • • , • • • • • • 

y(+,) R~p)x.y 2t - R~v) x d y  R (p) X .  d+'-lY 
---- , . ~ - t ' -  . . . - t -  ~ - 1  dx~_-----'i " 

In diesen Gleichungen sind die Functionen /~x in mehrdeutiger Weise 
vollst~ndig bestimmt. Sie enthalten in ihren Coefficienten implicite die 
willktlrlich angenommenen ))characteristischen)) Parameter kl, k s , . . . ,  kp 
der Function (y), wo zur Abktirzung 

gesetzt ist. 
Eliminirt man nun aus den p-{- I Gleichungen (I2) die Grossen 

dy d r - l y  
Y , ~ , " . ,  dz~-I 

dann erhi~lt man eine Relation yon der Form der Gleichung (i I). 
Die ))characteristischen)) Parameter der Functionen y(0), y (1 ) , . . . ,  y(p) 

sind hierbei nattirlich nicht willkiirlich, sondern vielmehr Functionen der 
Parameter kl,  k~ , . . . ,  kp. Die Mannigfaltigkeit der Relationen (i i), welche 
zu denselben erzeugenden Substitutionen gehoren, ist daher yon der Di- 
mension q.p, wenn p die obige Bedeutung hat und q eine bestimmte 
endliche Zahl bezeichnet. 

Die explicite Darstellung tier Coeffieienten in den Functionen HoX , 
H ~ x , . . . ,  Hpx  ist nur in den einfachsten Fallen m0glich. Dieser Urn- 
stand beeintrachtigt jedoch unsere Theorie keineswegs, da die Schwierig- 
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keiten im Gebiete der Algebra liegen. Wir kOnnen also die Aufgabe, 
welche wir uns gestellt haben als ))im Allgemeinen)) erledigt betrachten. 
Dass eine eingehende Untersuchung der bei unserem Verfahren auftre- 
tenden Systeme a.lgebraischer Gleiehungen far die Theorie der Functionen- 
systeme derselben Art yon grosser Wichtigkeit sein Wtirde, ist selbstver- 
standlich. 

7. Zum Schluss will ich noch den Zusammenhang darlegen, welcher 
zwischen den independenten Invarianten der erzeugenden Substitutionen 
einer mehrfach linear verkniipften Function und ihren ))individuellen)) 
Parametern besteht. Ft'~r ein ))reducirtes)) System1 nimmt Herr Poi~cAn~ 
(Ac ta  M a t h e m a t i c a ,  Bd. 4, P. 2o5) ( p 2  i ) ( i - - i )  independente In- 
varianten an, d. h. ebensoviele als die erzeugenden Substitutionen inde. 
pendente Coefficienten enthalten. Die Periodicit~t der p-fach line',lr ver- 
knapften Functionen wird nemlich bestimmt: 

erstens durch p2i Coefficienten in den Substitutionen 

~1,  ~.2, . . . ,  ~,-~ , ~,+1, . . .  , ~3~+, 

zweitens durch p Coefficienten in der Substitution ~ .  

Von den ersten p2i Coefficienten ksnnen jedoch p beliebige gleich Eins 
gesetzt werden, da irgend welche p Initialzweige willktirliche Factoren 
erhalten kSnnen. Ferner sind die p2i insoweit unbestimmten Coeffici- 
enten infolge der Gleichung (I) IN ° l] noch p 2 - - I  yon einander unab- 
h:~ngigen Bedingungen unterworfen. Beachtct man endlich noch die Glei- 
chungen: 

Det. ~ I)et. ~2 . . . . .  Det. o~ I 

dann bleiben ( p . 2  I ) ( i -  i) Coefficienten unbestimmt. 
Denken wir uns nun eine allgemeine p-fach linear verknt'~i)fte Func- 

tion z durch ein Hauptsystem mit vorgegebenen ))characteristischcn)) Pa- 

' Man beachte~ dass den Bedingungen Det. g3, = Def. g3 . . . . .  De t .~  noch 
dP-ly keineswegs eine Differentialg]eichung entsprechen muss~ in weleher das Glied Fp_l. d~3,_1 

ausflillt~ obwohl diese den Substitutionen auferlegte Bedingungen die Zahl der independen- 
ten Iuvarianten wesentlich beeinflussen. (Man verg]. Acta Mathematica, Bd. 4~ P. 202.) 
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rametern ausgedriackt und darauf jenes hauptsystem in ein rreducirtes~ 
t~bergefi~hrt, dann ist die Function z wesentlich determinirt 

durch (p -- , )[-~ p(i - - I )  - - I  ] )~characteristische)) Parameter, ersten8 

zweitens durch p(i A- i ) -  (i-4- ') Parameter, welche durch die Be- 
dingungen der Verzweigung bestimmt sind, 

drittens dutch i endliche Verzweigungspunkte, 

viertens durch k ))individuelle)) Parameter. 

Von den i endlichen Verzweigungspunkten kann man zweien die will- 
ktlrliehen Zahlwerthe o und I beilegen, so dass nur i ~  2 allgemein 
bleiben. 

Damit jene 

 p(p + i )( i - -  i) + p + k - -  

allgemeinen Bestimmungsstficke den ( p : - -  I ) ( i - -  ,) independenten In- 
varianten entsprechen, muss 

-I I k = [ ~ p ( ' p - - , ) - - , ] i - - [ ~ p ( p  q - - ' ) - -3 ]  

sein. Es ist also 

fiir p =  : die Zahl k = o  ftir jeden Werth yon i; 

fiir p = 3 die Zahl k = 2 i - -  3; 

ftir p ----- 4 die Zahl k = 5 i - -  7; etc. 

Allgemein gilt der Satz: 

))Sollen die Definitionen der mehrfach linear verkniapften Func- 
tionen durch die independenten Invarianten der erzeugenden Sub- 
stitutionen einerseits und ihre Differentialgleichung andererseits 
aquivalent sein (d. h. gleichviele yon einander unabhangige Bestim- 
mtmgsstt'mke enthalten), dann muss man den betreffenden Funetionen 
im Allgemeinen eine gewisse Anzahl ))individueller)) Parameter zu- 
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ertheilen, es sei denn dass die Differentialgleichung von der zweiten 

Ordnung wi~re.)) 

Einen ganz analogen Satz hat Herr POINCAR~ (Acta M a t h e m a t i c a ,  
Bd. 4, P. 219) auf~estellt. Nur treten dort an Stelle der :0individuellen)) 
Parameter ))ausserwesentlich singulare Punkte)) (points ~ apparence sin- 
guli6re). Dieser Untersehied ksnnte, in gewissem Sinne, irrelevant er- 
scheinen, da die individuellen Parameter stets als ausserwesentlich singu- 
l~re Stellen aufzufassen sind. Man beachte jedoch, dass das Umgekehrte, 
im Allgemeinen, keineswegs statthaft ist. 

Einbeck 2i.  Aug. I887 . 


