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Introduction. 

Les fonctions absolument  monotones  jouent  le m~me rble fondamenta l  duns 

la th6orie des f o n c t i o n s  analytiques d 'une variable r6elle que les fonctions (sim- 

plement) monotones pour  la classe g6n6rale des fonctions £ variat ion born6e. ~ I1 

semble doric qu 'une dtude syst6matique des propri6t6s des fonct ions absolument 

monotones  est indispensable pour  bien p6n6trer t~ nature  des fonctions ~nalytiques 

r6eiles. Le pr6sent M6moire a pour  but  de contr ibuer  £ cette 6rude. 

En  ~tablissant des in~gMit~s g6n6rMes auxquelles satisfont les fonctions ab- 

solument monotones sur un  segment  limit6 ou infini, i 'M 6tudi6 surtout,  quel est 

le segment  maximum, off une fonction,  prenant  avec un nombre fini ou infini de 

ses d6riv6es successives des valeurs donn6es en un point, peut  rester absolument 

monotone,  et d 'autre  part, dans quels cas ces donn6es suffisent pour  la d6terminer 

compl~tement.  

Cette 6rude est naturel lement  li6e £ la th6orie des s6ries divergentes, et, 

comme consequence partieuli~re, nous en d6duisons une nouvelle mdthode, ind6- 

pendante  des fractions continues, pour  r6soudre le probl~me g6ndral des moments. ~ 

1 S. BERNSTEIN, ,Le~,ons su~" les propridtgs extrdmales etc., (Collection de Monographies 
publide sons la direction de M. E. Borel), Premiere Note (pp. I93--I97). 

Je rappel!erai que la thdorie classiquc des moments de Stieltjes a dt5 compl~tde recemnlent 
par M. H. HAMBURGER, ,Stieltjessches Momentenproblem,,Math. Ann. Bd. 8~ (235--315) , Bd. 82 
(I 2o-- I64) et M. T. CARLEM)~, "Sur les dquations int~qrales singuli~res it noyaux rdel et symdtrique; 
je signalerai aussi lcs M~moires de M. HAUSDORFF ,Summalionsmethoden und Momentfolgen,; Math. 
Zeitschrift Bd. 9 et ,Momentproblem fi~r endlicl~es Intervall, (dont j'ai pris connaissance pendant 
la r6daction de ce travail) qui aborde le probleme des monlents par des m6thodes prg, sentant 
certaines analogies avec les miennes. 

1 -  ~822. Acta  math*matica. 52. I m p r l m 6  le  27 f6vrier 1928. 
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S u r  l e s  f o n c t i o n s  a b s o l u m e n t  m o n o t o n e s .  

P R E M I E R  CHAPITRE.  

l )6termination des fonetions absolument  monotones sur le demiaxe n6gatif.  

§ 1. Conditions ndcessaires pour qu'une fonetion soit absolument monotone sur 
un segment fini. Si la fonction f(x) est absolument monotone pour x --> o, on 

f ( x ) = A o  + A l X  -~ . . . .  ~ A n x  n 2v . . . ,  (I) 

t o u s l e s  coefficients A~ de ce ddveloppement 6tant ~wnn@atifs. Lorsque x crol t ,  

la fonetion f(x)  ne peut cesser d'Stre absolument monotone, et le rayon R de 

convergence de la s6rie limite du cord droit l 'intervalle off la fonetion f(x) est 

absolument monotone, £ l 'extdrieur duquel elle devient infinie x (il n'est pus exclu 

que f (R)  ou ses d~riv6es ~ partir  d'un certain ordre soient 6galement infinies). 

L'extrdmit6 gauche  de cet intervalle sera ndeessairement o, si Fun des coefficients 

est nut; mais la r~ciproque n'est pus vraie, comme le montre l'exemple de la 

fonction 

x2n ~y2 ~1+1 
9 o ( x ) - - e Z - 4 - e - - X ( I  + x ) ~ - - - I  z - x +  . ."  + A- A- "-" (2) 

dont les d@iv~es d'ordres 2~ assez ~levCs deviennent ndgatives pour des vaieurs 

de x < o aussi voisines de o qu'on veut, puisque 

e x -4- (~--'~: 
(i 

Nous allons rechercher d'abord des conditions J~dcessaires pour que la monotonic 

absohle de f(x) puisse se prolonger pour x < o jusqu'~ une certaine valeur n@ga- 

t i re  --c.  Ce probl~me peut @tre pos6 m@m duns le cas, off le rayon R de con- 

vergence de la sdrie (I) est nul, auquel cas o sera l'extrdmit6 droite de l'intervalle 

de monotonic. 

Avant de formuler les thdorbmes, il sera commode, pour abrdger l'6criture, 

d 'adopter les notations symboliques 

1 N o u s  nous  p lagons  ici au  p o i n t  de vue  p u r e m e n t  reel ;  peu  n o u s  i m p o r t e  pa r  c o n s d q u e n t  

la on les va lcur s  q u ' o n  fera i t  p r endre  h la fonc t ion  f (x) pou r  x > R ,  en la p r o l o n g e a n t  ,~t t r ave r s  le 

p lan  de la var iable  complexe .  Duns  le dern ie r  ehap i t re  s c u l e m e n t  n o u s  se rons  amends  h env i sage r  
d g a l e m e n t  nos  fone t ions  pou r  des  va l eu r s  comp lexes  de la va r iab le  z ~ x + iy ,  en s u p p o s a n t  t on jou r s  

e e p e n d a n t  la  par t ie  rdeile de x --< R .  
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( a p ,  a p + 2 ,  . . . ,  a p +  U h) 

Ctp ( t p +  1 " " " g ~ p + h  

C t p + l  . . . . . .  g [ p + h + l  

C l p + h  . . . .  ~ / p + 2  h 

(3) 

ehaque lois qu'on aura des d&erminants  symlndtriques darts lesquels tous l e s  dld- 

ments situds sur une m~me parMl~lle "£ la diagonMe non principMe sont 6gaux 

entre eux. D'autre  part, nous aurons '2 eonsid6rer les ddrivdes successives d e f ( x )  

par rapport  g log (x + c) et nous dcrirons 

d f ( x )  
el log (x + c) - -  (x + c) f '  (x) , 

df f ( x )  _ = (x + c) [(x + c) f ,  (x)], = (x + e) f ,  (x) + (x + c)~ f ' ' (x) 
dlog(x + c)' (4) 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ° . . . . . . . .  

d" f (x)  (x + c ) f ' ( x )  + B~ (x + c)~f  ''(x) + ... 
dlog (x + c)" 

0'~ :x c),-* f{,,-1) (x + + + (x) + f ( < ( . )  , 

off les constantes positives B~ ont  pour vMeurs 

n I [xn--1 ¢1 # B a - -  ( x - - I ) !  - - C x - I ( X ' -  I) n-1 + Cu--I(X-- 2) n- i  . . . .  ],  (5) 

eomme on s'en assure, en remarquant  que 

d n X p 

d log x '~ -- pn ~V. 

Ceci pos6, nous uvons la proposition suivante: 
P 

Thdor~mo I. Si  f ( o ) , f  (o) , . . . , f (~) (o)  sont les d&iv&s  d'une fonctlon abso- 

lument monotone sur le segment ( - -c ,  o), on a 

f (o ) ,  d l o g  c~, . .: [.i-io~c2-h] >-- o, dlogg c ' ' ' "  el log 6 2 h + l  - -  

quel que soit h. 



Sur les fonctions absolument monotones. 

E n  effet, par  hypo~h~se, on a un  ddveloppement g coefficients non ndgatifs 

f ( x ) = a  o + a a ( x + c ) + .  + a ~ ( x + c )  ~ + . . .  (7) 

! 

convergera  pour  x~--~ o avec ses ddrivges vers f ( o ) , f  (o ) , . .  ,, f /"!(o) respec- qui 

t ivement .  

Chaque d&erminan t  tel  que 

dr d ~ f ( x )  d " ~ f ( x )  o I 
"(~)' d tog ( .  + ~,)"' ' d log ( .  + c)o,q = ~  b~ ( .  + ~)~ (8) 

pour ra  done ~galement &re d~velopp~ en s~rie suivan~ les puissances de x + c ,  

absolument  convergente  pour  - -  2 e < x --~ o. Nous allons voi r  que l 'on a de plus 

b~ ~ o. A cet effeL remarquons  que 

d " f ( x )  . a l ( x + e ) + . . . + z ' * a , ( x + c ) ~ +  . . ,  
d log (x  q- c) '~ - -  " " (9) 

done, ~o, ~ , . . . , Z h  4~ant des entiers quelconques diff&ents entre  enx positifs satis- 

fa i san t  g l%quation 

Zo + ~ + ""  + ~h = z 

e t  t q ,  t e , . , . . . , t e h  des entiers  positifs quelconques diff&ents ent re  eux satisfaisant  

g l 'gquat ion 

tel + te~. + " " " + teh = ×, 

on obt ient  le t e r m e  b ~ ( x + c )  ~, si dans le ddterminant  considdrd on prend dans 

chaque colonne les termes g la puissance ~0, ~i, . . .  ~h respect ivement ,  ou bien en 

p renan t  le terme libre darts la premiere  colonne et les puissances tel, tee . . . .  teh aux 

autres  colonnes. Pa r  consdquent,  b~ se compose de termes de la forme 

aZo (tz~ . . .  a2  h 

I'J- I -~- " ' "  -J¢- I ~0 "j-~l -~- " '"  "~ ~h ~0 h-I -  " ' "  ~ - ~ h  h 

, ~ o + ~ +  "'" + ~ h  . . . . . . . . . . . . . . . . .  

~o '~ ÷ . . .  + ~h ~ . . . . . . . . . . . . . . . . .  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

• * . . . . . . . . . .  . . . . . . .  . , • • 

Zo h + . .  + ~h, h . . . . . . . . . . .  ~o '~h + . . .  + ~h 2h 

(io) 

i , j  



[~:+~a ~o Ip.,. ,~° Zo I p~ 
o -~ ~ (o)j~,~+~,p "" (o)f~p ] 

'o < ~ ~a 7 ~ x ~ua?o~ an5 glans ',~n~ ~ uo 

'o = [w~-aa ~oI P .... ao ~Ol p~ 

~ uo 3 .~s 'au~ut ap 

'.o ~+~a z°I p .., ~ ~°Ip~ 
= I, (O~+~p '" (o)f~p ] 

'o < b la 7 ~ × ~ua?os anb slanb '~uautalz~fi ? n uo 

'o =/,e ~ot_p,... '(o)k 
(o)j'~ ~p W 

uo auoluota luatanlogq# uo.alouof aun ,rood .*q~ "III emgaogq.I. 

o I aoouou 9 o~iop suoanod 

snox "somao~ (I + 7) onb su!om ~u~uo~uoo omgu£Iod un ~ ~.mpoa os (x)f or~o~ 

-ouom quomniosq~ oosoddns uo.r~ouoj ~I no '~uOmOlnO s s~o o I su~p ~o s~o o I su~p 

inu ~aos (8) ~tr~u!tuaoLop o I onb suonlouoo srtotr (~rqoI) ~o (o~) op sanolI!%(I 

[~+d(a + x) zot p , ~(a + x) Zot p) 
(zI) "o = ~ ~+~7~ .... (X)fdp 

~ua,aanb.~uap*., ~ uo 

(I I) '0 = ~ (O)f;,~#+## ..... (o)J'dp I 

uo (o 'o--) .tns auo~ou, otu ~uaumlosqo uo.,,~ouof oun ,rood .z~ "II omgaogq& 

o I !su!u 

u 0 "c~uomortb.tc~uop.t inu ~so It 'o--< x zuoI~a oun anod olntm~,s xrto,p un,I is 

'(o 'o--) ;ms souoc~ouom ~uomniosq~ c~tt~9 (8) onb SlOC ~ sc~u~u.tmaoc~gp so I snld o(I 

• (x),f ~, .tssn~ 
onbtldd%s ~llomouuos!~a omom o I a~o 'oouou 9 omoaooq~ o I paoq%p o~Insoa ~I °(I 

.g'.~ 

(~,.o~) "o ~ .(r._ ,.~)II % .'". % 

• u.~o~suaofl o~ao S 

amaoj ~I op ~o 

9 



Sur les fonctions absolument monotones. 

e t d e  plus 

(o)  . . . .  ' d l o g  c 2 ~+~1 
~ O .  

§ 2. Conditions n@essaires _pour qu'une fonetion soit absolument monotone jus- 

qu'& - -  ¢¢. Supposons g pr6sent  que c crolt  ind6finiment. Alors il r6sul~e de (4) 

que, x et n &an t  fixes, 

1 d n f ( x )  - -  f (n ) (X) .  (I 3) 
lira e '~ d log (x + e)" 

Done  par  un  passage imm6diat  g la limite le th6orSme I condui t  au 

Th~orbme  I his. Si une fonction, est absolument monotone sur le demiaxe ndga- 

tif~ o~, a 

( f ( o ) , . . . ,  f(2h) (o)) --> o, (fIp)(o), . . . , fp+~h)(o)>---  o (14) 

quels que soient p e t  h. 

P o u r  obtenir  une proposi t ion analogue au th6or6me II, iI fau t  remarquer  

que, n 6rant un  hombre  fixe ainsi que x et h, on a 

d'* ( f  d~ f ( x )  d2~ f ( x )  ) d'* l im ~ (x), , . . . ,  :-- ~ ( f (x) ,  ., f(2 h) (X)), 
c=  ~ d x c ~ d l o g  ( x  + c) ~ c 2 h d l o g  ( x  + c) '21, • • 

(i5) 

on  a identiquement 

( i6  his) 

d'ofi il r&ul te  que les d6terminants  

( f (x) ,  . . ., f(2 h)(x)), 

sont absolument  monotones  sur le demiaxe n6gatif ,  et  on a 

T h @ o r b m e  I I  bis. Si  

( f /~ ) (o ) , . . . ,  f(p+2h)(o)) = o, 

(f(P) ( x ) , . . . ,  f(p+~h)(x)) = o, 

pourvu que la fonetion f ( x )  soit absolument monotone sur le demiaxe nFgatif. 

Or, l ' int6grale g6n6rale de l '6quat ion diff6rentielle 

( f ( x ) , . . . ,  f/~,,/(~)) = o ( i6)  
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est 6gale 

f ( x )  ~ A1 e ~''~ + ' "  + Ah e% "~ (17) 

qui eont ient  les 2 h constantes arbitraires:  A~ et ai. I1 est 6vident que cette fonc- 

t ion sera absolument  monotone,  si tous les param~tres sont r6els et  non n6gatifs. 

R6ciproquement ,  pour que f (x) soit absolument monotone il est ndcessaire que tous 

les param~tres Ai et ai soient r~cls et ~on n~gat~.  

En effet, admet tons  comme nous en avons le droit,  que f ( x ) n e  satisfait  

pas ~ une 6quation diff6rentielle du m6me type d 'ordre  inf6rieur;  cela signifie 

d 'une part ,  qu 'aucun des coefficients Ai n'est  nul, et d 'aut re  part ,  que tous les 

d6terminants  

( f (o )  , . . .  y'I, ,> (o)) > o, > o, 

quels que soient z, p, l, pourvu que z < h, p + 2 1 < 2 h. Donc  la forme quadrat ique 

h--1 

de h variables r6elles Y o , . . . ,  ~h-1 ou bien de h variables Zi---- ~ ai ~ }~ dolt 6tre 
/-=0 

d6finie. I1 n 'es t  donc pas possible que certains des exposants  ai soient complexes, 

car alors, t o u s l e s  Y~ 6rant r6els, deux des formes lin6aires Zi seraient  conjugu6es 

x +_ i y  ainsi que les coefficients correspondants  Ai ~ a _+_ ib,  de sorte que, en 

in t roduisan t  les deux formes  l in6aires r6elles x et y au lieu de Zi et de sa con 

.~ugu6e, on aurai t  les deux termes 

a ( x " - -  y~) + 2 b x y  

qui ne peuvent  appar teni r  "h une forme quadrat ique d6finie. P a r  cons6quent,  tous 

les ~ sont r6els et t o u s l e s  Ai > o. Mais, puisque le m6me r a i s o n n e m e n t  est 

applicable "£ 

. f '  (,~r,) = A~ ~ e ~,'~' + . . .  + A h  c~/, e% "~, 

nous devons en conclure que t o u s l e s  a~ > o. 

Dans le cas, off f (x )  satisfai t  ~ l '6quation (I6 bi'~) au lieu de (I6), on a 

h 

(i7 



Sur les fonetions absolument monotones. 

car les puissances de x qui pour ra ien t  provenir  de l ' in t4grat ion de (I7) , doivent  

disparaitre,  quand la fonct ion est absolument  monotone  j u s q u ' g - - m .  Nous  

pouvons ainsi formuler  le 

T h e o r e m s  III  his. Si, f ( x )  ~tant absolument monotone sur le demiaxe n~gatif, 

o n  a 

(f(o), . . . ,  f(2h)(o)) = o, 

on a aussi, quels que soient z >_h et q, 

( f ( ~  (o) . . . .  , f ( ~ + ~ ) ( o ) )  = o ;  

de m&ne, si l'on a 
(f(~) (o),..., . f(~,")(o))= o, 

on a ~galenwnt, pour x >--h el q > o q~teleonques, 

(f(q) (o), . . . ,  f(q+2 ~)(o) = o, (f(o),  . . . ,  f(2,+2)(o)) = o. 

I1 est clair que, si par  un proc6d6 quelconqne on dSmontrai t  d i ree tement  les 

th4or~mes I bi~, I I  hi', I I I  bi~, on en t i rera i t  imm4diatement  les th4or~mes I, I I  et I I I  

par  le simple changement  de v~riables x =  log (y ÷  c). Mais on rem~rque alors 

que, tandis  qu 'une fonct ion abs01ument monotone  de y pour  y - ->- -c  se r4duit  

par  ce changement  g une fonct ion de x absolument  monotone  pour  x > - - m ,  la 

r4ciproque n'est £as vraie. En particulier,  nous pouvons d 'apr~s ce qui pr4c~de 

fo rmuler  le 

Theorems A. Quelles que Soient les wdeurs f ( o ) , f ' ( o ) , . . . , f ( < ( o ) s a t i s f a i s a ~ t  

aux (n + I) in~galitds 

(Ao) ,  • • .. f ( ~ l ( o ) ) > o ,  ( / ' ( o ) , . . . ,  p ~ ' + ~ ) ( o ) ) > o ,  (is) 

o#t 2k<--n, 2k' + I ~-- n, il  existe des fonetions absolument monotones jusquY~--- ~ qui 

pour x = 0 prennent avee leurs d6rivde~" des n premiers ordres les valeurs respectives 

f ( o ) , . . . ,  f ( " ) (o ) .  

,Une telle fonet ion f ( x )  sera donn6e , .pa r  exemple, en supposant  n ir,,pair, 

pour  fixer les idles,  par  la solution eorrespondante  de l '6quat ion diff6rentielle 

( f ( , ) , . . . ,  7("+~)(x))  = o, ( i6)  

ou bien par  la solution de l '~quation diifSrentielle 

( f '  (x) . . . .  , f('~+2)(x)) = o, 
• 2 -  2822. Acta mathematica. 52. I m p r i m ~  le  27 f6vr ier  1928. 
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off on ajoute une valeur initiale quelconque suppldmentaire f('~+~)(o) assujettie 

la condition 

(Ao), o. 

Or, il est 6vident, au contraire, que les in~galit6s (6) (le signe d'6galit6 exclu) 

ne seraient plus suffisantes, pour affirmer l'existence d'une fonction absohment  

monotone  sur le segment (--c,  o), car la somme finie d'exponentielles qui r&out  

la question dans le cas du demiaxe se transforme actuellement en une somme de 

puissances ,Jwn enti&e,% en g6n6ral, qui n'est pas, par cons6quent, une fonction 

absolument monotone. C'est pour cela que le probl~me de la d6termination des 

fonctions absotument monotones sur un segment fini pr4sente des particularit6s 

sp6ciales de .~ature arithmdtique, et iI convient d'examiner d'abord celui des fonc- 

tions dont la monotonie absolue s'6tend j u s q u ' g - - ~ .  

§ 3. Conditions n&essaires et suftisantes 19our qu'une fonction absolument 

monotone sur le demiaxe n~gatif existe et soit complgteme,~t ddtermin& par ,u.~ nombre 

tim; de valeurs f(o),  f ' ( o ) , . . . ,  f(n)(o). Des th6or6mes I hi", I P  i'~, I I I  ~,i'~ et A r&ulte 

imm~diatement cette cons6quence importante: 

Th~or~me B. Pour q t~'il existe une seule .forget~on f(x) ab,~vlument mo~wtone 

,~'ur le demiaxe n~gat~f pre~aut avec ses d&iv&s des ,~ prenders ordres le,~' va&uru 

f ( o ) , . . . ,  f( ')(o) t'e l'origi,e, il est ~&essaire et .,~)fi,s,~nt que l'on air 

( f ( o ) , . . . ,  f("")(o))>o, ( f ' ( o ) , . . . ,  y'(2h'+l)(o))>O (2h<.Jg '~.)) ,  2h t~  - I<'$*') 

( f (o ) , . . . ,  f (~)(o))=o,  ( f ' ( o ) , . . . ,  j'(2~'+1)(0))=0; (#'--~2z ~, , ,  ,,.'--~2~' q- I--~,) 

la fonction f ( x )  .~'era alors une somme d'exponeutielles 

ddpendant de n ' <  -- n param~tres. 

En effet, en vertu du thdor~me AI les conditions (I9) sont suffisantes pour qu'il 

existe au moins une fonctionf(x) absolument monotone prenant avec ses ddrivdes des 

n ' - -  I premiers ordres les valeurs respectives f(o), f '(o), . . ,  f('~'-l)(o) g l'origine ; 

mais, g cause de I I  his et I I I  hiS, cette fonction est unique, et existe effectivement, si 

on  ajoute les valeurs des ddrivdes f~ ' (o ) , . . . ,  fIn)(o) satisfaisant ~galement '£ (I9). 

Au contraire, si les conditions (I9) n'&aient pas remplies, il n'existerait pas de 
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fonct ion absolument  monotone  rgpondant  aux conditions initiales donn~es, d'apr8s 

le th~or~me p i ~  si Fun au moins des d&erminants  consid&ds dtait  n4gatif ;  

il f audra i t  donc, en ver~u de I I D  i~, qu 'aucun de ces ddterminants  ne soi~ 

nul, mais alors il r&u l t emi t  du th~orSme A que la fonct ion f ( x )  n 'es t  pus 

unique.  

Ainsi, par  exemple, on peut  d~finir la fonction, e x comme la seule fonction 

absolument monotone sur tout le demiaxe n~gatif qui ~rend ~ l'origine, a ind  que sa 

d&'iv& 29remi&e, la valeur un. 

§ 4. Conditions suffisantes pour l'existence d'une fonction f ( x )  absolument 

monotone sur le demiaxe ndgat~f et prenant d~ l'origine avec ses d&iv&s de tousles ordres 

les valeurs donn&s f(o),  f ' ( o ) , . . . ,  f ( ' ) ( o ) , . . . .  I1 n 'y  a pus de difficult& de recon- 

na~tre ~ present  que la r~ciproque du thgorSme [bi~ es~ 4xacte; d 'une fagon plus 

precise, le thgor~me B se t rouve compl&4 p~r le 

Thdor~me  C. I1 existe toa3ours au moins une fonction f ( x )  absolument mono- 

tone s~r le demhtxe ndgatif qu[ prend de l'origine avec ses d&'iv&s de tousles ordres 

les valeurs respectives f (o ) ,  f ' ( o )  . . . .  , f (<(o) ,  . . . ,  pourvu que eelles-ci v&ifient l'in- 

finitd d' indgalit& 

( f ( o ) , . . . ,  f ( ~ ) ( o ) ) > o ,  ( . f ' ( o ) , . . . ,  f ( ~ " + ~ ) ( o ) ) > o  ( ~ s )  

pour routes les valeurs enti&es de h. 

L'exis tence se dgmontre par  la const ruct ion effective de 1~ fonct ion en 

quest ion que l 'on obt ient  de la fagon suivante.  Soient  

. ,~/h) _,d'/~ (20)  A ( x )  = A I '  e~:X,  • • . ,  f 2 ~ ( x ) = : q / , , / e d h / . ~  • 4 ..  ~ - ~ h  ~ ,~ , 

les sonnnes exponentiel les suecessives d4termin4es par  les valeurs initiales f (o ) ,  . . . ,  

f(2~-1)(o). Je  dis que, h croissant  ind~finiment, ees fonet ions absolument  mono- 

tones tendent  pour  x ~ o  vers une fonct ion f ( x )  qui est absolument  monotone  et 

satisfM~ ~ routes les eonditions initiales exio.~es. 

A cet effet, remarquons  .q,~t',~o~e dquation 

t t  1 ~,).~x _~_ Et 2 e&,X q_ . . . _]_ ( In  e ) r e x ' - -  0 

oh Zj < 2~ < . . . < ~,~ admet art plus autant de racines r&lles (eompt~es avec leur 

ordre de multiplicitS) que les coefficients a > . . . ,  a,~ pr&entent de variations de 

signe. " l~ous en concluons que, si la fonction absolument mo~wtone 

& ( ~ ) =  c~ ?.,~ + . .  + C~ e~,, x (2~) 
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satisfait  aux ,mOmes conditions initiales que fo.h(x), on a n~cessaireme~t 

Sn(X) ~-- f2h(X), (22) 

lYgalitd pour u.,e valeur de x X o  entrainant, en outre, l'identitd S,~(x)~f+.h(x). 

En effet, les coefficients de la diff6rence 

P(x) = S,(~)--Ah(x) 

pr6senteront  au plus 2h variat ions de signe, de sorte que, sauf la racine 0 d 'ordre  

2h, la fonct ion P(x) ne peut  s 'annuler  pour  aucune autre  valeur  r6elle sans 6tre 

ident iquement  nulle. D'Mlleurs, pour  que les variat ions de signe des coefficients 

puissent a t te indre  2h, il est manifes tement  n6cessaire que l 'exposant  maximum 

duns P(x) soit celui de S,~(x), ce qui entraine que P ( x ) > o  pour  x posit if  et tr~s 

grand;  donc on a bien (22) pour  route w l e u r  de x<>o, car  P(x) ne change pas 

de signe m6me au passage '~ l 'origine. 

Pa r  cons6quent,  on a pour  route valeur x ~ o  

A (A < A(x) < . . .  < A , , , ( x ) ,  

et pour  x < o ,  on peut  a jou te r  encore que f 2 ~ ( x ) < f ( o ) .  

Donc pour  chaque valeur  de x < o ,  f,,h(x) tend  vers une limite d6termin6e f (x ) .  

D'ail leurs routes les diff6rences finies 6rant non n6gatives 

f ( x  + ~) - f ( x )  >- o, .f(~ + 2 ~ ) -  2 f ( x  + ~) + f(:~) >_0, . . . ,  

la fonct ion f ( x )  est absolume~t monoto,ne; et puisque, 6 6rant fixe, 

f '  (x) < 
f (x + 8) - f  (x) < A h (x + ~ ) - A  h (~) 

6 6 
82" h f t  62 h + y < (o) + y ,  

,~2 h 
nous en coneluons que f '  (x) ~ f ' (o ) ,  car h croissant ind6finiment lira ~ -  = o. On 

v6rifie de m6me que f(") (x) <-- f('~) (o). I1 en r6sulte que lim f2(] ) (x) ~- f(") (x). I1 

suffira de supposer n ~ I, car le ra isonnement  se rgp6tera de proche en proche. 

A cet effet, remarquons  que, ind6pendamment  de h, on peut  fixer un hombre  

assez pet i t  pour  que 

I I f (x+,~)- f (x)a  - f '  (x) < 3 et ~ - £ h ( ~ )  < -'3, 
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or h &an t  assez grand,  on peut  a t te indre  l ' inggalit6 

I f (x + ~) - - f  (x) __ A h (x + ~)--:f2 h (x) ] 

I 
par  consgquent,  pour  eet te  w l e u r  de h, 

] f '  (x) - -  f2'~ (x)] < *. 

3 '  

Donc,  en particulier,  les d&iv6es successives de f (x) p rendron t  bien g l 'origine 

les valeurs voulues f ' ( o )  . . . .  , f(h) (o) , . .  .. C. q. f. d. 

Remarquons  d~s g pr6sent  qu 'une  ~utre fonct ion ~ ( x ) ( q u i  sera peut-~tre 

ident ique g f ( x ) )  satisfMsant aux m~mes conditions, pourra  ~tre construi te  en 

cons id&ant  la limite de la suite des fonct ions 

! ! ~r,, 
f l ( x ) -~ - f (o ) , f s (x )=B o + B~ e~ "~,...,f2h+l(x)=B~l~) + B~h) e, 3~(~)~ + ... + B(hh) e/a h)~ (20 b'~) 

que l 'on obtient,  en d&erminan t  J~h+l (X) par  l '6qu~tion diff~rentielle 

I f '  (x), . . . ,  f(.oh+l)(x)) = o 

et par  les conditions initi~les f ( o ) ,  f ' ( o ) , . . . ,  f(2h)(o). 
On v6rifie, en effet, par  le m~me ra isonnement  que pour  x > o, 

& (~) -> f.~+l (~) 

et pour  x < o 

(23) 

~n (X) ~-- f2h+l (X), (23 bis) 

&~ (X) - -  Sh+I (X ) change de signe en passant par 

(24) 

au contra i re  pour  x < o, on a l e s  in6galit6s 

f l  (X) ~ ' f 3 ( x ) > ' ' '  > f2h+ l (X)  > ' ' '  >f2h(X)>' '" > f2(X)" (25) 

P a r  cons6quent, les fonct ions d ' indice impair  tendent ,  en diminuant ,  vers une 

fonct ion absolument  monotone  99 (x) pour  x < o qui satisfait  aux m4mes conditions 

/1 (x) < f~ (x) < .  < A h  (x) < Ah+l (~) < A'h+2 ( ~ ) <  ; 

(car cet te  fois 1s diff6rence 

l 'origine), l'6gMit6 en un point  x ~ o  en t ra inan t  toujours  l ' identit6.  Donc, pour  

x > o,  les fonctions ./~h+l (x) v iennent  s ' intercaler  entre les fonct ions d 'ordre pair  
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initiules que la. fonction f ( x )  trouv6e pr6c6demment. De plus sur tout  le demia.xe 

~6gat~f on 

f ( x )  ~ ~ (x). (26) 

Pour  x > o ,  on a n6cessa.irement, g ca.use de (25), f ( x ) = ~  (x), g moins que 

les deux fonctions ne croissen~ ind6finiment, c'est-g-dire ne cessent d'exister. 

D'a.illeurs, il 6ta.it "2 pr6voir que, si la. fonction absolument monotone f ( x )  existe 

pour x > o, ee qu i  a.ura, lieu da.ns le ca.s et da.ns ce ca.s seulement, off le ra.yon R 

de convergence de la s6rie 

f (o)+  *7" (o)+... + " z '"  + . . .  ']g ! 

~t 

est diff6rent de o, c'est-g-dire, lorsque lim I Vf in) (~)  } = I ,1~ ~ n'est pa.s infinie, 1~ 

fonction a.bsolument monotone est enti6rement d6termin6e pa.r l 'ensemble de va.- 

leurs qu'elle prend '2 l 'origine a.vec routes ses d6riv6es. 

Done dans le cas, oi~ lira I 1/f(,)(o ) est finie, o~ a &idemment 
9~ 

f (x) = 9 (x) (27) 

pour x < o (~qalement, et c'est la seule foJ~ction absolttment mouotone prenaut avec ses 

d&'ivdes successives los valcurs initiales indiqu&s. 

§ 5. Propridt& extr6mah's des l)olym3mes exponentiels. Nous venons de fa.ire 

usa.ge d'in6gMit6s telles que (22), (23) , (23 b~) qui ca.ra.ct&isent les polynSmes 

exponentiels d'ordre minimum entre tous ceux qui sa.tifont a.ux m~mes conditions 

initia.les. Nous a.llons montrer  plus loins que ces propri4tds extr6ma.les des poly- 

nbmes exponentiels se conservent, si on les compa.re a.vec routes les fonctions 

a.bsolument monotones. I1 sera.it int&essant  d'y pa.rvenir pa.r une compa.ra.ison 

directe des 6qua.tions diff6rentielles (I 6) et (I6b~), a.uxquelles sa.tisfont les polynbmes 

exponent iels ,  a.vec les in6gMit& corresponda.ntes. Voici, en effet, le ra.isonnement 

simple pa.r lequel on peut 6ta.blir que Yon 

e*, (x o) 

si ~ (x) est une fonctio~ quelco~que absolume~t monotone jusquY~ --  ~ ,  telle que 

99 (o) = q~'(o)-~-I, en p~rta.nt de l'in6ga.lit6 ~"  ~ - - ~ ' ~ >  o. Ca.r eette derni~re in6ga.lit6 
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signifie que la eourbe y = log el(X) est convexe; done, puisqu'on a y = o ,  y'~--~I, 

pour  x ~ o ,  cette eourbe est situ6e au-dessus de la droite y = x ,  d'ofi ~0 (x )>  e ~,. 

Pour  la m&ne raison, si on avai~ qg(o)= i ,  9 ( i ) =  C, on aurait  manifes tement  

9(x)  < C ~ duns l ' intervalle (o, I), et 9 ( x ) >  C ~ g l 'extdrieur de cet intervalle. 

Corollaire.  Une fonction absolument monotone s,ur tout l'axe r&l ne peut ~tre 

de degrd zdro ( e t a  fortiori de genre zdro). 

Eu effet, a &ant  un  hombre  positif  arbi t ra i rement  petit, une fonet ion ~v (z) 

de degr6 o est d6finie par  1~ propri&6 que 

I (.') I < 

lorsque le] est assez grand. 

Nous  pourrons 6tendre les in6gMit6s (22) et (23) par  un ra isonnement  de la 

mSme na tu re ,  rams l 'extension de (23 his) exigera quelques d6veloppements analyti- 

ques qui seront expos6s duns le § suivant. Pour  le moment  nous d6montrerons le 

Thdorgme D. Soient 

deux fo~ctions distinctes absolument monotones jusqu'h,-- ~z, telles que 

on a alors 

quel que soit n ~--o. 

f (o) --  qD ( o ) , . . . ,  f(~h-1)(0) = f ( 2 h - - 1 ) ( 0 ) ;  

f(-"+") (o) < (o), 

Pour  n : o ,  eeei est 6vident, ear 9 (2I')(o) et f(2h)(o) sat isfont  respeet ivement  

l 'indgalit6 

9¢'2h)(o) • ( f ( o ) , f " ( o ) ,  . . . ,  f(2h'--2)(O))+ (f(o),  f " ( O ) , . . . ,  f(2h-2)(0), O) > 0 

et g l'6gMit6 

f(2 ,,)(o)" ( f  (o), f "  ( o ) , . . . ,  f (2 h-.o)(o)) + ( f  (o), f "  ( o ) , . . . ,  f (2 h-~)(o), o) = o. 

Pour  passer g n quelconque, remarquons que si, routes les au~res denudes 

restant  invariables, f(2h-1)(o) erolt, Mors f(~h+')(o) eroi~ aussi, quel que soit n_>o.  

En effet, on a l e  systgme d'6quations de la forme 
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f (o )  = Aa + A + . -  + A~ =21/o 

• , . . . .  ° . . . . . . . . .  o 

j ' ( 2 h - - 1 )  ( O ) - - -  { ~ h - - 1  A1 + . . .  + ce~,,-1 Ah = M'2I,-a 

~ . 2 h + n  ~ t  _ _  71At) f ( ~ + " ) ( o ) = ~ h + ' ~ & +  . + % ,  ~ h - ~ - ~ , + n ,  

(28) 

donL les 2 h premieres serven~ '£ d6ferminer les param~tres ai eL Ai qui d6terminen~ 

ensuiLe f(2h+n)(o) au moyen de la derni~re 6quaLion. Done, pour cMculer la d@iv6e 

dM2h+n 
. . . . . .  , o n  a le systgme diff~rentiel 
dM2~, 1 

d./l~ + dA~ + . . . d A h = o  

a l d A  l q- A i d e  Q + . . . .  o 

a~h-l d A l  +(Zh__  I) ,h . . . .  cq "~ laa ,  + . . . .  dM2h-1 

a2h 4-n dAa + (2 h + n) a ~ t ' + " - !  Aadcq + . . . .  dM,2h+. , 1 

duquel on tire 

o f f  

d M 2 h + n  D ~  

d M 2  h - 1 I)--1' 

D ~  

I o 

£t I I 

1 

I • O 

. . . . .  h 

(29) 

quel que soil z - - > -  i. 

II esL clair que D~ ne peut pas s'annuler, car Cela entrMnerML la possibilit6 

de former une 6quation 

B o + B t z  + . . . - ~  ~h--O t ~ 2 h - - 2  ~"  " 4 - B 2 h + ~  2h+z ~ 0 
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(contenant 2 h termes) qui possdderait  h raeines doubles at, ~ , . . . ,  ah, par consdquent,  

dM2h----~ > o (puisque M ~ + ~ - - * ~ ,  lorsque M:h--1--*~). 

Cela &ant,  formons successivement les polyn6mes exponentiels  contenant  h 

termes fi(x), d&ermin& par  les .2h conditions 

j~(/) (0) = 99 (l) (0), j~(l-kl)(0) ---- 99(/q-1)(0), . . . ,  j~(l+2h--1)(0) = 99(1+2h--1)(0), 

f (~+ ~ h) (r)N ~-~ de sorte que f o ( x ) = f ( x ) ,  et d'autre  part, la fonetion fi~+i(x)qui aura ¢~+1 ,-, 

99(~+2h) (o) sera la derni~re somme exponentielle que nous envisagerons. 

Alors, en ver tu de la remarque faite au debut  de la d~monstration, on a 

A( l+ l )  ( 0 ) =  f(lq-l),jl+l ',~/,(Cl~ f / ( l+2) (0)  = 'Jl+le(/+2) \~]'(('1~ . • ", A (/-k2h-1) (0) = f(l+2h--1)d 1+1 (0),  

f(~+2 h)(o) <.~+1~(I+ 2t~)~,,(~" 

done, d'apr~s ee qui pr6cgde, on a n&essa i rement  pour  route valeur de n--> 1, 

- - a / + l  

Par  consdquent, f0 ('~+2 h) (o)< f~}~+2 h) (o), e'es~-g-dire 

(o) < (30) 

Le th6or6me d6montr4 s'dtend 4videmment par intdgration au cas, oft le poly- 

n6me exponentiel contiendrait un terme libre, le hombre de d&iv&s donndes & l'origine 

~tant alors pair. 

Corol la i re  I. Si f (x) est un polyn~me exponentiel contenant n +  I param~tres 

non nuls et 99(x) une fonction d (~ren te  quelconque absolument monotone j u s q u ' 5 - - ~ ,  

telle que f ( o )  -= 99 (o), . . . ,  f(~*)(o) = 99(n) (0) ,  on a alors, pour X > O, 

99 (a) > f (x) .  (3 I) 

Car routes les d6riv6es d 'ordre sup6rieur g n de f ( x )  sont  inf6rieures g eelles de 

99 (x) pour  x ~ o. 

L'in6galit6 (3 I) comprend comme cas particuliers les in6galit6s (22) et (23). 

Corol la i re  2. Darts les mOmes conditions tous les exposants at satisfont 

l'indgalitd 

P 

c~i < lim V-~(p)(o). (3 2) 

3 - - 2 8 2 2 .  Acta  mathematica.  52.  I m p r i m ~  le  27 f 6 v r i e r  1928 .  
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E n  effet, d'apr~s le thgorbme D, on a, quel que soit p > n ,  

< (o); 

d'ofi il suit que 

p 

at --< lira ]/-q~(P)(o), 

mais le signe d'~galit6 doit gtre rejet~, ear n augmentant ,  l 'exposant sup6rieur ah 

du polynbme exponentiel dolt augmenter .  

D'ailleurs, en remarquant  que pour un polynbme exponentiel  d 'ordre assez 

6lev6 on a 

on en eonclut ~ que 

(A~ + A~ + - - .  + Ah) ah v =  q~ (o) a[ > 9 (p) (o), 

p 

l im a h =  lim V-qg(p/(o). (3 2bi~) 
h=zv  

§ 6. Interpolation et extrapolation desfonctions absolumentmonotones. So i t F ( x )  

une fonct ion absolument monotone pour routes les valeurs de x ~< o. (Les con- 

clusions qui suivent subsistent dgalement avec des modifications 6videntes, lors- 

que F ( o ) ~ - - ~ ,  mais pour fixer les id6es nous supposerons F(o)  fini.) Proposons 
h 

nous de construire un polyn6me exponentiel f2 h (x) ~- ~ Ai e~l ~ ou  f2h+l (x) = 
1 

h 

= A 0 +  ~ A~e~i "~ qui se confond avec F(x) aux points: o, - - ~ , . . . ,  --n~, la premiere 
1 

forme correspondant au cas, off n--=2h--I est impair, la seconde au cas de 

n = 2 h  pair, d 6tant une grandeur  positive quelconque. Remarquons d 'abord 

que l 'on a n~cessairement 

. . . .  (33)  

quel que soit ~. 

Ces indgalitds s'6tablissent, comme (I4), par un passage £ la limite des in- 

1 Le p lus  p e t i t  e x p o s a n t  ¢q qu i  va  en d i m i n u a n t ,  lo r sque  l ' o rdre  2h  du  p o l y n 6 m e  croit ,  t end  

vers  une  l i m i t e  a --> o, t e l le  que l i ra  f ( x )  e - ( a - - d  x =- o et  l i ra  f (x) e--Ia+e)z  = ~¢, que l  que  so i t  ~ > o. 
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dgalil;ds eorrespondantes ~ une fonel;ion absolumenl; monotone sur le segmenl; fini 

(--c,o).  E n  effet, soil; 

F(x)  = ao + a~ (x + c) + . . .  + a,, (x + c) '~ + ..- ; 

remplagons sueeessivemenl; x + c  par  e, c ( I - - ~ ) , e  

d 
ais6 alors, en posant~, pour abr6ger, I - - - - = q  < I, 

C 

alogue ~ eelui du § 1 que l 'on a 

i ,  esl; 

de v~rifier par un  ealcul an- 

(F(O)i F(eQZ--e),...,-tW(eq 2~ --e)) >-- o, ( F ( e q , c ) , . . . ,  F(eQ2~+I--c))>-- o.  (33 his) 

Or, si d el; x Nsanl; fixes, on fail; eroltsre c, on a pour i--< 2 x, 

lira (e q"-- c) = --  i d, 
C~oO 

et les indgalit~s (33 bi~) out  ainsi pour limites les indgalitds (33). Cela gt;ant, en 

supposanl;, par exemple, n~--~ ~ h - - I  impair, on a pour ddl;erminer la somme ex- 

ponenl;ielle f2h(x), le sysl;gme de 2h 6qual;ions 

AI + As + "" + A h =  F(o) 

11  )~i -~- "' "~- Ah ,~h = / ~ ( - -  (~) (34) 

2 h--1 

O1~l nous avons pos~ e--a~cr=,~t,..., e--"h~=]~h. 
x On s'aper~oR alors que le systeme (34) esl; le m~me que eelui que nous avons 

r6solu plus haul; (mdeaniquemenl;, pour ainsi dire), quand nous avons remarqud que 

l'inl;dgrale g~ndrale de l'dquat~ion diff6rent'ielle (16)esl; un polynbme exponentiel (§ 2), 

eela prgs, que l 'on a aux seconds membres F ( - - z d )  au lieu de F (~) (o)qui sal;is- 

font  eependant5 aus m~mes in6galil;6s. 

Pa r  consequent, puisque les seconds membres des dquations (34) v~rifienl; les 

in~gMil;ds (33), nous savons que les paramN~res Ai el; Zi du polynSme exponenl;iel 

$2 h (x) --~ 2f Ai eh ~ 

qui avec ses d~riv~es des ~ h - - i  premiers ordres prendrai t  £ . l 'or igine les valeurs 
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F(o),  F ( , ~ ) , . . . ,  F ( - - (2  h--  I) 8) respectivement, sont tous positifs. 1 De plus, pour 

x < o ,  on a _F (x) < F (o), donc, en ver~u du corollaire 2 (§ 5), on a Z i<  I, e~par  

consequent ai > o. 

I 
Supposons, en particulier, ~ =  5 '  Alors, ~ cause de la continuit6 de F(x)  et 

de la monotonie de f2h (x), le polyn6me f2h (x) tendra uniformdment  vers F(x) pour 

o ~ x ~ - -  I, lorsque h croltra ind~finiment. Pour  la mSme raison le polyn6me 

exponentiel  f2h-~ (x) qui aura  en commun avec F ( x ) l e s  mSmes points except6 

I - - h  
- ~ - - ,  tendra  dgalement vers F(x)  sur le segment ( - - I ,o) .  D 'aut re  part, en vertu 

d 'une propri6t6 fondamentale  des polyn6mes exponentiels qu'on a d6j~ eu l 'occasion 

d 'ut i l iser  (§ 3), on aura f2 h (x )>f2h- i  (x) pour x > o etf2h (x)<f2J~-i (x) pour x < - - I .  

Pa r  cons6quent, en prenant  une succession convenable des entiers hi, h.~,.. . ,  h~ (on 

pourra, par exemple, poser h~,+l=2h~, pour 6tre certain que f2h,(x)<f2h**+~(x) 

l 'extdrieur du segmen~ (o;--I))  on voit que f2~(x)  tend pour route valeur x < - - I  

vers une fonction limite To(X ) qui est absolument monotone jusqu' ~ -  ~ (§ 3). 

En mSme temps (pour h~+i-~ 2 h,) les polynbmes d'indice impair  iron~ en d~croissant 

(pour x < -  I) et tendront  vers une certaine fonction absolument monotone F i (x). 

Or, ces deux fonctions ne peuvent 6videmment 8tre distinctes de F(x) avec la- 

quelle elles se confonden~ sur ( - - I ,  o), car deux fonctions absolmnent  monotones 

diff~rentes ne peuvent devenire identiques sur tout  un  segment  fini (puisqu'elles 

sont analytiques). 

l~ous pouvons donc formuler  la proposition suivante: 

Theo rems  E. Toute fonction F(x) absolument monotone sur le demiaxe nd- 

gat~f est la limite de polynSmes exlgonentiels qui convergent unlformgment vers la fonc- 

tion consid~r~e pour toutes les valeurs x <--o (un intervalle contenant  Forigine de- 

vrait  8tre exclu, si /~(o) dtait  infini). 

Grace k ce th6orSme nous sommes en 6ta~ d'affirmer que route propri~t~ 

extr~male dont jouit un polyn~me exponentiel donnd parmi tous les polynSmes exponentiels 

(comme l'in6galit6 (23 w~) par exemple) se conserve, lorsqu'on consid~re la classe g~ndrale 

des fonctions absolument monotones jusqu'5 -- ~ .  

En effet, soit f ~  (x) un  polynome exponentiel  ~ m paramStres positifs qui 

se confond avec F (x) a u x m  points: a~ < a~- i  < ' "  < a i  ~ o. l~ous pouvons alors, 

1 T o u s l e s  p a r a m e t r e s  s e ron t  diff6rents de o, s l  on adme$, ce que  n o u s  p o u v o n s  faire, que  le 

s igne  d '6gal i t6 n ' a p p a r a i t  pas  dans  (33), car  a u t r e m e n t  la  fonct ion F ( x )  se rddui ra i t  elle m d m e  h u n  
p o l y n 6 m e  exponen t i eL  
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pourvu que les hombres  al . . . .  , am soient  commensurables, consid6rer F(x) comme 

limite de polyn6mes exponentiels  S,  (x) passant  tous par  c e s m  points.  Dans ces 

condit ions on aura:  S,  (x) >f ro  (x), pour  x > al; S~ (x) <fro (x), pour  a 1 >x>a~, etc. 

e% enfin, (--I) m [Sn (x) --arm (x)] > o ,  pour  x<a~.  Doric, en passant  ~ la limite F ( x ) =  

lim Sn (x), on a 

s ( x )  - f . ,  (x) > o, pour > al 

'(--I)'[--~(x)--fm(X)]~'O, pour ai>x>ai+l  (35) 

( - -  I)" IF  (x) --f .~ (x)] > o, pour  x < a,., 

off la possibilit6 du signe d'dgalit6 est exclue, car, pour  x > al on a toujours  

S(x)  > S,(x), pour  x < am on a ( - - , ) ~ ( F ( x ) -  S , ( x ) )>o ,  e% pour  ehaque valeur  

de x £ l ' in tgr ieur  des intervalles il y a une infinitd de S,~(x)qui approche F (x )  

par  exc~s Comme par  d6faut.  Le cas, off les ai deviendraient  incommensurables  

se t ra i te  aussi imm6dia tement  par  le passage £ la l imite; cet te  fois c 'est  9re(x) 

qui tend vers l a  l imite qui correspond aux valeurs l imites a;, et on est amen6 

envisager  d 'abord la possibilit6 que les inggalit6s limites de (35) pourra ient  se 

r6duire pour  cel~aines valeurs ~ £ des 6galit6s; mais alors, si on avait  l telles 

valeurs qui seraient  des racines d 'ordre  pair  de l '6quation iF(x) --  9~ ( x ) =  oi l'dqua- 

t i o n ' i F '  ( x ) - - 9 ' ~  ( x ) ~  o aurai t  ces valeurs comme racines d 'ordre  impair  et en- 

core au moins m + l - - I  racines simples; cette derni~re diff6renCe aurai t  donc au 

moins m + 2 l - -  I >-- m + I variat ions de signe, ce qui n 'es t  pas possible. 

Le cas, off cer taines des valeurs ai v iennent  £ coincider  se t ra i te  d 'une fagon 

semblable. I1 nous suffira d 'examiner  le cas le plus intdressant  o f  toutes les valeurs 

ai tendent z;ers o. Nous pouvons supposer, p a r  exemple, ai = - -  (i - -  I) 6 et faire  

tendre  6 vers o. D'aprSs ce qui pr6cSde, les f o n c t i o n s f ~  (x)ex is te ron t  pour  route 

fonct ion F ( x ) ,  quel que soi~ 62 Mais 6 t endan t  vers o, elles tendront ,  lorsque 

iF' (o), iF" (o), . . . ,  iF(m-~) (o) sont finies, vers le polyn6me exponent ie l  qui £ l 'or igine 

se confond avec iF(o) et  dont  les ddrivdes jusqu'£ l 'ordre  m --  I p rennen t  les valeurs 

i F ' ( o ) , . . . , F  ('~-l)(o), respecHvement.  Ce passage £ la limite fera  disparal t re  les 

in6galitSs (35) correspondant  aux points intdrieurs;  les indgalitds ext~rieures se 

conserveront ,  en pouvant  toutefois  a priori  se r~duire £ des ~galitds en des points 

isolds ~; cependant  cette derni~re SUpl~osition dolt ~tre gcartde, car elle ent ra inera i t  

que la diffdrence i F ' ( x ) - - ~ ' m  (x), saul  la racine d 'ordre  m -  I ?~ l 'origine et une 

racine simple inf~rieure '~ ]~], aura i t  encore au moins une racine d 'ordre  impaire 

(off elle changera i t  de signe encore une lois), ee qui est impossible. 
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R e m a r q u e .  En revenant  au problgme gen6ral d ' interpolat ion entre ordonn6es 

~quidistantes dans le cas, off 6 est  fixe (de sorte que h croissant ind6finimentl les 

valeurs (2 h -~ I) 6 croissent infiniment) nous voyons que les polynSmes exponen~iels 

f2h(x ) varient  dans un m~me sens dans chaque intervalle ( - - i6 , - - ( i - - I )6) ,  
lorsque h crolt. Donc 

l i m / 2 h ( x ) = f ( x ) ,  pour  x < o ;  

seulement la fonction f(x) qui est absolument  monotone pourra,  en gen6ral, devenir 

discontinue ~ l 'origine (car la d6riv6e de f.2h(x) ne peut  6tre a priori limit6e 

sup6rieurement  par F(o)  --  F ( - -  6) que pour x < - -  a < o, en supposant  a --~ 6). 

Ainsi, en g6n6ral, lira f ( - -  a) ~ A < F (o), et la fonction absolument  monotone  f(x) 
C ~ 0  

sur tout  le demiaxe n6gatif  (z6ro compris) qui prendra les valeurs F (  - -  6), F (  - -  2 6) 

etc. prendra  £ l 'origine la valeur A au lieu de F (o ) .  Ce sera d'ailleurs la seule 

fonction prenant  les valeurs ~ ' ( - -  6), F ( - -  2 6) etc. 

En effet, les polyn6mes exponent ie ls  9~h-~(x) d6finis par  les valeurs 

~ ' ( -  6) . . . .  , F ( - -  ( 2 h -  I)6) d6pendant  de (2 h --  I) param~tres positifs varient 

dans chaque intervalle en sens oppos6 ~ celui de f2h(x), lorsque h crolt; en 

particulier, dans l ' intervalle ( - - 6 ,  o) la diff6rence 

(x)  (x)  - > o 

qui d6crolt avec h est une fonet ion croissante  de x, car P ' h ( x ) > 0  darts cet 

intervalle, puisque f '2~(x)- q~'2h-lIx), d o n t  les coefficients ont au plus 2 h - - 2  

variations de signe, poss~de une racine dans chaque intervalle ( - - 6 , -  2 6), 

( - -  2 6 ,  - -  3 6) ,  . . . ,  ( - - -  (2 h - -  2) 6 ,  "-- (2 h - -  I )  6). Done 

lim 9 2 n - ~ ( x ) = 9 ( x ) ,  pour x - - < o ,  

si nous convenons de poser ~ ( o ) ~  lira q~ (x), et .~ (x) sera ainsi une fonction ab- 
X ~ 0  

solument monotone sur tou t  le demi axe n6gatif  prenant  les valeurs E ( - -  6), F (  --  26) . . . .  ; 

de plus, route fonction • (x) qui prendrai t  les m~mes valeurs doit  satisfaire quel 

que soit h, aux in6galit~s 

92 h-1 (x) < @ (x) < ] ' i ,  (x), dans l ' intervalle (-- 6, o) 

• ~ ^ ° t ° p 

sl j2 h est le polynome exponentml determine par les valeurs ~ (o), F ( 6), F ( - -  2 6 ) , . . . ,  
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F ( - -  (2 h - -  I) 6). Or, actuel lement  f,~*h (x) --  ~2h-1 (x ) t end  vers zdro, lorsque h -~ 

et x--* o; done s u r  (--  6, o) 

!P (x) = lim 92 h-1 (x) = lira f*h (x) = q) (x), 
h ~  h ~  

et, ~ cause de i '~n~lytieit6 de ~ (x) e t @  (x), on a ident iquement  ~0 ( x ) =  O (x). 

Une fonet ion ~bsolument monotone  est donc entigrement d~termin~e par les w l e u r s  

qu'elle prend en une infinit6 de points x~ < o 6quidistunts, et on ~ 1~ proposition 

suiv~nte: 

Soient F(o) ,  F ( - -  ~), F ( - -  2 6 ) , . . .  une infinit~ de valeurs born~es satisfaisant 

aux in~galitds 

( F ( - - $ ) , F ( - - 3 ~ ) , . . . , F ( - - ( e z + I ) 6 ) ) > o , ( F ( o ) , F ( - - 2 ~ ) , . . . , / 7 ' ( - - 2 : ~ 6 ) ) > o  (36) 

quel que soit l'entier ~ >--o; si F(o) ne peut Otre diminud sans que l'une au moins 

des indgalitds (36) cesse d'etre vdrifide, il existe une et une seule fonction absolument 

monotone F(x)  sur le demiaxe ndgatif lorenant les valeurs consid~r~es. Ainsi, la valeur 

F(o) que prend ~ l'origine une fonetion abs. monotone F(x)  ddterminde par ses 

valeurs F ( - - ~ ) ,  F ( - - 2  6) etc. est dgale de la plus petite valeur A qui v&'ifie routes 

les in~galitds (A, F ( - -  2 ~), . . . ,  F ( - -  2 z 6)) > o. S i c e s  indgalit~s ne peuvent ~tre 

satisfaites la fonction F(x)  ne peut ~tre prolongde jusqu'de l'origine. 

§ 7. Conditions ndcessaS"es et suffisantes pour l'unicitd de la fonetion absolument 

monotone. I1 rdsult6, en purticulier, du § pr6c6dent ls proposit ion suiv~nte: 

Th~or~me F. Si F (x) est une fonction absolument monotone jusqu'de - - ~  et 

f,~ (x) un polyn~me exponentiel h m param~tres positifs, si de plus l'~quation F(x)  -~fm (x) 

admet plus de m racines eomptdes avec leur ordre de multiplicitd, on a iden- 

tiquement F (x )~ - fm(x ) ;  dans le eas, oit le hombre de racines est m, on a l e s  in- 

~galitds (35), pourvu qu'on ne conserve que les in~galitds correslgondant aux intervalles 

non nuls (entre racines distinctes) en tenant compte cependant dans la numeration 

des intervalles successifs des z -  I intervalles nuls qui sont confondus darts une 

racine multiple d'ordre z. 

Ainsi, puisqu'on uf2~ (x) < F(x)  <f~  ~+1 (x), pour x < o, lorsque f~ ~ (o) = f ~  ~+, (o) -~ 

= F(o) ,  f~(~ (o) ._  f(i)~a+~ (o) =/7'(~') (o) rant  que i < 2 h e t  de plus f ~ ( ~  (o) : F (~) (o), 

on aura (§ 3) en posant 

f ( x )  = limf~ ~ (x), q~ (x) = lim2~ ~+~ (x), (37) 
h ~  h = ~  

l'indgalitd fondamentale 

f(x) -< - -  
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Remarquons  de plus qu 'on a f 2 h + l ( X ) < F ' ( x ) ;  done (pour x < o) 

_< F' (x), (3s 

ce qui signifie que 1~ diffdrence q ~ ( x ) -  F(x )  (dans le  cas ,  off elle n 'es t  pas iden- 

t iquement  nulle) va en ddcroissant, e t  puisqu'elle est nulle pour  x = o ,  elle est 

toujours  positive. 

D'ofi cette conclusion: 

Thdor~me G. L a  condition n&essaire et suffisante pour que la fonction abso- 

luraent monotone sur le demiaxe ndgati f  , donn& par  l' infinitd de ~aleurs F ( o ) , F '  ( o ) , . . . ,  

F( '0(o) . . . .  , soit unique, est qu'il existe au moins une valeur x < o (~a peut ~b'e 

- -  oo), oit les fonctions f ( x )  et q~ (x) dgfinies par (37) sont dgales. 

Nous dirons que les donn6es F(o),  F ' ( o ) , . . . , F I n ) ( o ) ,  sont comlol~tement rdgu- 

li&es ~, dans le cas, off, quel que soit n, il n 'existe qu 'une  seule fonct ion absolu- 

ment  monotone  Fn (m) sat isfaisant  aux conditions init iales 

~n(O) : F (n) (O), li;, ¢(O) = F ( n + ' ) ( o ) , . . . ,  1,'I~ ') (o)  ---~ ~ ' ( n + h ) ( O ) ,  . . . ( 3 9 )  

I1 est clair que, si la fonet ion /';~ (x) est unique pour  une certaine valeur de n, 

a f o r t i o r i ,  la fonct ion Fn-1 (x) sat isfaisant  aux condit ions correspondantes  sera 

4galement  unique, ear si on a w i t  deux telles fonctlons F,,-1 (x) et q),_~ (x), on pourra.it 

prendre  pour  F~  (x) soit F'n-1 (x), soit q)'n-1 (x). Done,  dans le cas, off les donndes 

F ( o ) , . . . ,  F(")(o), . . .  ddfinissent une seule fonet ion absolument  monotone,  ses don- 

n~es seront  ou bien complStement  reguli6res, ou bien r~guli&es d'ordre p ~ o, c'est- 

g-dire que la fonct ion F~ (x) sat isfaisant  aux condit ions (39) ne sera eomplStement 

d~terminde que pour  n ~--p; dans cette derni~re hypothSse ce n 'es t  que pour  ces 

valeurs de n seulement,  qu 'on a ngcessairement 

F.( . )=F(")( . ) .  

Nous pouvons dgmontrer  g present  le thdor~me: 

Th~or~me H. Si  les donn&s F ( o ) , F ' ( o ) , . . . , F ( < ( o ) , . . .  sont compl~teme~t 

reguli&es, l'infinitd de valeurs: F(n+I)(o),F(n+2}(o), . . .  ddtermine compl~teme.nt les 

valeurs de routes les d&'iv&s d'ordre non sup&ieur ~ n, quelque grand que soit n. 

I1 est g peine ndcessaire de signaler qu'il suffirait, par exemple, que les ddriv~es F(n) (o) 

Z i satisfassent g la condition de quaisianalyticitd de Carleman que la sdr ie  ~ - -  soit diver- 
V ~ ( o )  

genre, car le maximum de F(n)(x) est F(n)(o). 
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A eet effet, remarquons que, par hypoth~se, si F 1 (X) est ddterminde par les 

conditions (39), off n----I, la seule fonction qu i  satisfera aux m~mes conditions 

avec cette diffdrence qu'elle prend elle m~me la Valeur F'(o) + C sera @ale g 

F ,  (x) + G, 

ear sa d~rivde dolt &re identique g F " ( x ) = / 7 1 '  (x). 

Or, pour que la valeur F'(o) + C soit acceptable il faudra  que 

~ i ( - ~ ) +  C=o, 

sans quoi on aurMt F ( o ) =  o~. Done, avee les donn~es F"(o), F '" (o ) ,  il ne pent 

y avoir plus d 'une vMeur acceptable pour F '  (o). L e  m~me rMsonnement s'ap- 

plique ~videmment g routes les ddriv~es. 

II est d'ailleurs Msd d ' indiquer  u n  moyen th~orique pour d&erminer la 

valenr de F('~)(o) en fonct ion des donn~es F(n+l) (o) , . . .  (que nous supposons 

r~guli~res). 

En effet, formons les d&erminants  

~h,,~(x) = (x ,  2y(,,+~)(o),..., F('~+~') ( o ) ) -  x (2v(.~+~)(o),..., F(,,+~")(o)) + 

-{- (O, F (n+2) (O), . . .  F (n+2h) (O)); 

les seules vMeurs acceptubles F(")(o)= X sont celles qui rendent  

a,,,,,, (x )  >- o 

quel que soit h. En remarquant  encore, que de Jh,~(Xh)=O il rgsulte que 

Jh, ,,~(X) ~ o, suivant que X ~ Xh, et que, d 'autre  part, si Jh,,,(Xh) = O, Mors 

Jh+l,~(Xh) < O, nous en concluons que 

Xh+~ > Xh. 

Par  eonsdquent, la suite croissante des nombres 

z h  = - (o, F(,,+~l(o) . . . . .  F(,,+~h) (o)) 
( F ~ + ~ ) ( o ) , . . . ,  F ("+~)(o) )  

tendra vers une limite M(,,) qm sera pr&isdment F(")(o), car T '(< (o) ne saurait  ~tre 

infdrieure g M(,,) sans que _F(~,)(x) cesse d'etre abs. monotone et d 'autre  part ,  si on avait 
4 -  2822. Acta mathematica. 52. Imprim~ le 27 f~vrier 1928. 
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F('~)(o)--M(,~) + a ,  off a >  o, on pourrai t  uussi construire la fonction absolument 

monotone F (n) (x) --  ce qui signifierait que F (~)(- ~ ) > o, ce qui est inadmissible. 
2 ~ 

P l a g o n s  nous £ prgsent dans le eas, off les donndes initiales F(o) ,  F ' ( o ) , . . .  

correspondent £ une infinit~ de fonctions absolument monotones diffdrentes, cas qui, 

d'apr~s ce qui prdc~de, est caractdrisg par le fair que 

9 ( - -  ~ ) - - f ( - -  ~ )  > o ,  

off ¢ (x) et f (x )  sont respectivement, la plus grande et la plus petite fonction 

qui satisfait  aux m~mes conditions initiales. 

Je  dis que, si on remplace la premiere donn~e F(o) par 

Mo = F ( o )  - -  ~ ( - -  ~ )  

en conservant les mOmes valeurs F(n)(o) des ddrivdes de tous les or&'es, il n'existera 

qu'une seule fonction absolument monotone ju squ '~ - -oo  d~finie par ces conditions 

initiales, et ce sera la fonction q~ (x)--qD ( - - ~ ) .  

En effet, ~0 (x) --  ~0 (-- ~ ) sera abso!ument monotone et satisfera £ routes 

les conditions initiales; d 'autre  par~, si F~(x) est une fonction distincte de q~'(x), 

satisfaisant aux conditions F1 ( o ) = F '  (o) , . . . ,  F1 (n) (o)-~F(" + 1)(o),..., on a F1 (x) > ~0'(x); 

il est donc impossible qu'il ~xiste une autre fonction 

off C - - o ,  

0 

telle que q) (o) -~ M o -~ I q~' (x) dx.  
a /  

Par  contre, pour aucune autre valeur M > M 0, prise au lieu de M o pour 

q)(o)-~M, la fonction @ (x) ne sera unique (si, par hypothSse, elle ne l 'dtai t  pas, 

quand M =  F(o)). 

En appliquant  le ra isonnement  fair plus haut ,  on reconnait  faci lement  que M o 

est la limite vers laquelle tend  la suite de nombres croissants 

x o = ( o , F " ( o ) , . . .  F /~l(o))  
(F"  ( o ) , . . . ,  F ( ~  (o)) 
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En  effet, M o sera alors 1~ plus pet i te  va leur  de X pour  laquelle t0us les 

d~ te rminan ts  Jh,  0 (X) ~ (X, F "  (o) . . . .  , F(2 h)(o)) sont positifs.  

P a r  consgquent,  s'il existe au moins  une valeur  M >  M o, telle que les 

valeurs  M, F ' ( o ) , . . . , F ( ~ ) ( o ) , . . .  cor respondent  dgalement  £ une fonet ion  abs. 

mono tone  unique,  il en sera de m~me quel que soil  F ( o ) >  Mo, et  la fo rme  

gdndrale  des fonct ions  a b s o h m e n t  monotones  ddfinies pa r  les donnges X--> 21f o, 

F ' ( o ) , . . . ,  F (n)(o) , . . .  sera F ( x )  + C. 

Donc,  la condition ndcessaire et suffisaute pour que les donndes F (o) , . . . ,  F (~) (o),... 

soient rdgulidres 1 au moins du 19remier ordre est que F '  (o)= M', oi~ M' est la limite 

infdrieure des valeurs X pour lesquelles 

dh,~ ( X ) >  o. 

En  effet, si F ' (o )  = iF/', la suite F ' ( o ) , . . . ,  F(n)(o), . . .  d~termine sans ambi- 

guit~ une fonet ion  F'(x), Au eontraire ,  si F ' ( o ) >  3 / ' ,  ee~te suite ne correspond 

pas ~ une fonet ion  unique, ou bien si elle ddfinit une fonet ion  unique,  celle ei 

dolt  8tre de la  fo rme  F ' ( x )  + C, off C >  o, mais  alors son in tggrale  prise depuis 

- - o v  ~ o sera i t  infinie. 

D'ofi  eet te  eonsdquence:  

Coro l l a i r e  1 .  Si le syst~.me de valeurs initiales F(o ) ,F ' (o ) , . .  , , F ( ~ ) ( o ) , . . .  

satisfait aux in~galit~s 

(~TV(O), £~"(O),. . . ,-F(2h)(o)) > O, (F'(o),...,/7~{2h+1)(O)) > 0 (I8) 

il existe toujours u~ nornbre unique 0 <-- I, tel que lcs donn~es : F(o), 0 F '  (o) . . .  ,F ('~) ( o ) , . . .  

sont rdguli~res au moins du I ~r ordre2 

En app l iquan t  le m6me ra i sonnemen t  aux dgriv6es successives on ~ la pro- 

posi t ion suivunte qui cont ient  le th6orgme I t ,  comme cas par t icul ier :  

T h d o r ~ m e  H' .  La condition ndeessaire et suffisante pour que les donndes 

initiales F(o) ,F ' (o ) : , . . . ,  F ( ~ ) ( o ) , . .  soient rdguli~res au robins de l'ordre p > o est 

que F ( ~ ) ( o ) = M  (p) oh M(~) est la limite infdrieure (qui est finie, puisque les 

condit ions (18) sont remplies) des hombres X pour lesquels 

1 Nous supposons toujours, bien entendu, remplies les conditions (I8) pour qu'il existe au 
moins une fonction absolument monotone. 

Ainsi lea conditions (I8) (ou l'hypoth6se de monotonic absolue) reprdsentent des conditions 
de qnasianalyticitd (au sens gdndral de ce mot) d'une nature toute diffdrente de celles de ,N[. Car- 
leman, puisque la croissance des ddrivdes successives n'est pas limitde par ces conditions, du 
moment qu'une modification convenable de F '  (o) (ou F(o))rend la fonetion F(x) parfaitement dd- 
terminde par ses valeurs initiales. 
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~h, ~ ( x )  = ( x ,  ~,c,+~) ( o ) , . . . ,  _F(~+~ ~) (o)) > o .  (40) 

En d'autres termes, quelque pe t i t  que soit e > o, on dolt avoir pour h 

assez grand 

(F(,> (o) --  ~, ~'("+~) (o), : . . ,  F(,'+~ ~) (o)) < o. (40 ~ )  

D'ofi le 

Corollaire 2. Pour que les donn&s F(o),  F '  ( o ) , . . . ,  T '(~) (o),..., soient r~guli&es de 

l'ordre p > o au moins, il f au t  et il  suffit que le rapport (qui es~ toujours d~croissant) 

(F(,) (o), F(,+~)(o),.. . ,  F( :0+~ ~' (o)) 
(F(~ *'~) (o ) , . . . ,  F~+~ ~)(o)) 

I 
tende vers o avec ~ .  

On peut donc toujours, lorsque les conditions (I8) sont v4rifi4es, modifier 

d'une fagon d~terminde les d4riv4es des p premiers ordres pour rendre les donn4es 

initiales r4guliSres d'ordre p > o au moins. 

SECOND CHAPITRE.  

D6termination des fonctions absolument monotones sur un segment flni. 

§ 8. PolynOmes principaux. Pour simplifier l'6criture nous r6duirons, sauf 

avis contraire, le segment fini consid&d g l'intervalle (o, I), la modification dans 

les dnoncgs des th4orgmes pour passer g u n  intervalle quelconque pouvant toujours 

8tre faite sans aucune difficult6. 

Soit 

f 2 , ~ ( x ) = ( A ~ + B ~ x ) x V , + ( A ~ + B ~ x ) x V . ~ +  ... +(A,~+B,~x)xV,~ (4 I) 

un polyn6me g coefficients non ndgatifs, dans lequel les exposants entiers non 

n6gatifs satisfont aux indgalitgs pi+l ~ p i  > I, et aucun des bin6mes entre pa- 

rentheses n'est identiquement nul. Tout polyn6me ordinaire g coefficients posi- 

tifs peut 8tre mis sous la forme (4I) ou sous la forme 

93 

/ f 2 , ~ + ~ ( x ) = A o + ( A l ' + B l ' x ) x V , ' ~ :  ... + ( A n ' + B , / x ) x P J = A o  + f~,~(x) dx, (4 Pi~) 

0 
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o~1 P l '  > O,p'i+l - -p i '  > I, A o > o et aucun des bin6mes n'est identiquement 

nl l l .  

De tels polyn6mes, mis sous la forme indiqude, joueront un r61e important 

dans la suite, et il convient de leurs rdserver le nora de polyn6mes principaux 

d'ordre pair  2 n oit d'ordre impair (2 n + I), suivant qu'ils sont susceptibles d'otre prd- 

sentes sous for e o .  (4I % 

Pour d6terminer l'ordre d'un polyn6me il f au t  grouper ses termes deux ~t deux, 

s'il y a lieu, en partant du terme du plus haut degr6. Ainsi, I + x est du second 

ordre, et I + x ~ est du troisi~me ordre. 

Dans le cas, off un des binbmes (ou le terme libre dans f2 ~+1 (x))disparalt, 

nous dirons que le polynbme principal correspondant (dont l'ordre s'abaisse ainsi) 

ddgdn~re. 

Faisons encore quelques remarques ~videntes: 

I. Un polyn6me £ coefficients non n6gatifs sans terme libre est toujours 

d'ordre pair. 

2. Si un polynbme ~ coefficients positifs n'a pas de lacunes (l'absence de 

terme libre est consid6r6e comme une lacune), il reste absolument monotone dans 

un certain intervalle k gauche de l'origine; c'est le seul polyn6me qui jouit de 

cette propri6td. 

3. L'ordre d'un polynSme est supdrieur d'une unit6 £ son degr6 t0utes les 

fois qu'il n 'a pas de lacunes; doric, l'ordre d'un polynSme dolt n6cessairement ~tre 

sup6rieur £ son degr6 pour qu'il puisse rester absolument monotone ~ gauche 

de l'origine. 

4. Le nombre des termes non nuls d'un polynSme principal est au plus 

6gal £ son ordre et au moins 6gal ~ la moitid de son ordre. 

Les polynSmes principaux jouissent de la propridt~ suivante. 

Th6or~me F'. Soit F(x)  uue fonction absolument mouotone pour b > x >  o et 

fro(X) un polyndme principal d'ordre m; si l'6quation 

- -  / m  (X) = O (42) 

admet plus de m raeines positives, on a identiquement F(x)=--fm(x). Dans le eas, 

oit le hombre de racines a 1 > a2 > . " a k  > o, compt6es avec leur degr6 de multiplicit6 

est 6gal ~ m, on a 

1 L'ordre des polynSmes qui admet ten t  les deux representat ions est  ~gal au plus pe t i t  des 
deux nombres correspondantso 
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p o u r  X >  a] 

a i > x > a i + l .  ( - - I ) ~ i ( F ( x ) - - f m ( x ) ) > o  (43) 

( -  > o 

oit ~i est la somme des ordres de multiplicitd des racines ~on infdrieures it ai. 

:Par hypoth~se, 

-~'(x)= Co + C,X + " " +,~ cn x"  + " " 

est un dgveloppement convergent pour x > o  assez petit ~ coefficients non ndgatifs. 

Je  dis que les coefficients du ddveloppement 

P(x) = F(x) (x) 

poss~dent au plus m variations de signes. En effet, les seuls coefficients qui pour- 

ront ~tre n~gatifs sont ceux qui proviennent de termes contenus duns fro(x). I1 

est clair que le hombre de variations ne pourra pus diminuer, si nous admettons 

que chaque paire de t emes ,  comme 

ai x~i + btx~ + ~ , 

est effectivement sdpar~e, par des termes positifs, de la paire prdc~dente et de la 

paire suivante. Ainsi, quels que soient les signes des coefficients a~ et bi, chaque 

paire ne pourrait donner naissance ~ plus de deux variations de signe; de plus 

le terme libre (lorsque m est impair) ~ lui seul ne pourra fournir qu'une seule 

variation, puisqu'il n'est prdc~dd par aucun terme. 

Ainsi dans tous les cas le hombre de variations ne peut d~passer l'ordre m e t  

d'ailleurs pour que cette valeur soit atteinte' il est n~cessaire que F ( x )  soit au 

moins du degr6 de fin(X) e t  darts le cas, off leurs degr~s sont ~gaux que le 

coefficient d u  terme du plus haut degrg duns F ( x ) s o i t  sup~rieur g celui du terme 

correspondant duns f ( x ) .  

Par  consequent, en vertu du th~or~me de Descartes, P ( x ) = F ( x ) - - f i n ( X ) = O  

ne peut poss~der plus de m racines positives sans se rdduire £ une identit& De 

plus, si ce nombre de racines est exactement ~gal ~ m, P ( x )  conserve un signe 

invariable pour x > a l ,  et, d'apr~s la remarque qu'on vient de faire, ce signe est 

posi t i f  pour x assez grand. Donc routes les in~galit~s (43) sont ~tablies. 
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Corollaire 1. Si  F(x)  est ~galement un polyn~te  principal d'or&'e non sup& 

rieur ~ m, l'dquation (42) a au plus m - - I  raeines positives. 

Dans la suite nous Mlons 6tudier uniquement le cas le plus important, off les 

points tit sont5 tous confondus, mais il va de soit que  lu m6me m6thode peut 6tre 

appliqude dans tous les autres cas, et, en particulier, le thdor~me fondamentM 

&existence des polynbmes principaux du ~ suivant reste encore vrai et se d6- 

montre pareillement. 

Ainsi, il importe de formuler, pour plus de clar~6, comme cons6quences imm6- 

diates du th6or~me d6montr6 dans l'hypoth~se indiqu6e, le 

Corollaire 2. Soit F (x )  une fonetion absolument monotone sur (o, I). Si  le 

polyn6me principal fro(x) d'ordre non supdrieur ~ m prend avee ses d&-ivdes des m 

premiers ordres les mOmes valeurs F(I),  . . . .  , F(~- l ) ( I )  que F(x)  avec ses d&'iv~es 

corrrespondantes pour x - -  I, on a 

pou~" X ~ I 

et pour o < x < i 

<_ <_ F(x),  (44) 

(44 bi~) 

quel que soit m ou h. Toutes les indgalit~s deviennent des identitds, si le signe 

d'dgalit~ a lieu au moins pour une valeur de x. 

Nous appellerons les polyn6mes principaux fro(x) qui interviennent dans 

l'6nonc~ du dernier corollaire polynOmes principaux attachgs ~ la fonetion F(x).  

§ 9. .Existence de polynOmes pr incipaux attaches ~ une fonction F(x)abso lu-  

ment monotone sur (o, I). Si nous avons un polynbme ?~ coefficients positifs, nous 

n'aurons qu'~ d6terminer son ordre pour indiquer une infinit6 de problSmes d'extre- 

mum dont il donne la solution. Ainsi entre routes les fonctions absohment  mono- 

tones pour x > o ,  la fonction f 2 ( x ) ~ x + x  2 est pour routes les valeurs de x > o  1~ 

plus petite qui prend avec sa d6riv6e premiere les valeurs respectives: 2 et 3; 

@alement, cette fonction est la plus grande dans l'intervalle ( I , I ) e t ~  la plus 

( i )  
petite ~ l'ext6rieur de cet intervalle, entre routes celles qui ~ ses extr6mit6s et I 

prennent les valeurs _3 et 2. C'est d'ailleurs 1s seule fonction absolument mono- 
4 

tone (pour x > o )  qui satisfait £ la fois £ routes les trois conditions, car nous 

tirons 6videmment du" th6or~me F '  que tout polynOme prineipul d'ordre m peut  



32 Serge Bernstein. 

~tre d6termin6 comme la seule fonction absolument monotone satisfaisa~# ~ m +  I con- 

ditions auxquelles ce polyn6me satisfait effectivement. 

Le fair g6ndral que nous affirmons est que routes les fois, o~'t une fonctio~ 

absolument monotone existe qui satisfait aux conditions indiqudes, il  y a aussi un 

polyn6me principal satisfaisant gt ces conditions dont l'ordre ne ddpasse pas le hombre 

des conditions; si cet ordre est inf6rieur, le polyn6me princz~al corre,Tondant est la 

seule fonction absolument monotone d6termin6e par les conditions donndes. 

Pour fixer les iddes, nous nous bornons £ d6montrer la proposition suivante: 

Th6orbme fondamental .  Si F(x) est une fonction absolument monotone sur 

(o, I), qui admet des ddrivdes finies des (m--I )  premiers ordres pour x = I ,  il existe 

toujours un seul polyn6me fro(x) d'ordre au plus 6gal 5 m attach6 gt F(x). 

Commengons par indiquer, comment on peut toujours construire un polynbme 

(1) (x) -- b~ xq, + ... +bm xq,~ 

coefficients non nggatifs contenant au plus m termes tel que 

• ( I ) = F ( I ) , . . . ,  @("-l)(I)-~F(m-1)(I). (45) 

Si la fonction F(x) n'avait pas plus de m termes la construction exig4e 

serait r4~lis4e d'elle-m~me. Nous supposons donc que 

F(x)=Co+CtX+ ... + ck x k+ ... 

contient plus de m termes. Nous pouvons donc former avec les m premiers 

termes non nuls un polynbme q)l(x), de sorte qu'on pourra dcrire 

F(x )  = + n 

Remarquons que R(x) et ses d~riv~es des (m~x) premiers ordres sont finies 

pour x =  ~. On peut donc obtenir les m coefficients positifs de q)~(x) moyennant 

les m dquations lin~aires 

(iDI(I)~-F(I)--/~(I), O;( I )=F ' ( I ) - - /~ ' ( I ) , . . . ,  (I)l(m-1)(I)~---F(m-1)(I)--l?(m-1)(I). (46) 

Si nous remplagons ensuite ig(x) par R(~x), pour ~ < I ,  R(~X)aura non 

seulement ses (m--I) d6riv~es bornges, mais m~me celles de t ous l e s  ordres. Par 

cons6quent, pour £ assez voisin de I, le syst~me 

~);(I)=~(I)--~(~), Q0~(I)=~"(I)--~/~'(~),..., (~)Im--1)(I)=F(m--1)(I)--~ m-1 /~(m--1)(~), 
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donnera 6galement m valeurs positives d6termin6es pour les coefficients de O~.(x). 

Le probl6me pos6 serMt r6solu, si Z d iminuant  jusqu'g z6ro, on n'obtenMt j~mMs 

de coefficients nuls. Supposons, au contrMre, que pour Z=)ot<I certains des 

coefficients se soient anull6s. Nous transporterons alors dans q);. (x) au tant  de 

termes de R(Zx)qu ' i l  est n6cessMre pour retrouver m :terales non nuls; dans le 

cas, off la d6riv6e F('~)(I) d 'ordre m ser~it infinie, nous ajouterons m4me un terme 

de plus dans le premier membre.  Aprgs avoir modifi6 a ~ s i  @~.(X) et R(Zx), nous 

pouvons 6crire sans introduire de nouvelles notations,  les m 6quations 

q)~.~(I)=F(I)--R(Zt) , . . . ,  (/)~-l)(i)---~fi'(m-1)(i)--Z, ..... 1 ~(,/t-1)(Zl) 

--tin) ( I ) =  ~.ir,~, < l~'(m) (Zl) ~uxquelles n0us ajouterons, S'il y a lieu, l '6quation wa, 

Les m (ou m +  I) coefficients positifs peuvent done 8tre consid6r6s eomme 

les solutions d&ermin6es de ee nouveau syst8me de at (ou m +  I) 6quations lin& 

aires. Ensui te  nous ferons encore diminner Z; soit jusqu'g z6ro, si e'est possible, 

soit jusqu'g la valeur Z~ qui eonduirai t  g la valeur z6ro pour eertains des coef- 

ficients de q)a(x); dans le premier  cas, l 'op&ation serMt termin6e, dans le second 

eas, on continuera de la mSme fagon. Ainsi, on finira ou bien par arriver g un 

polyn6me contenant  m (ou n~+I)  termes qui satisfera aux 6quations (45), ou 

bien l 'op6ration va se prolonger ind6finiment. (Dans le eas, oh l 'on obtiendra 

un polyn6me g m +  I termes, on pourra lui appliquer le t ra i tement  qui correspond 

aux fonctions dont  la ddriv6e d 'ordre m est finie et on se d6barrassera ainsi du terlne 

superflu aprSs une seule t ransformation.  ) Or, si l 'op&ation ne se terminMt pas 

apr~s un nombre fini de t ransformat ions  correspondant g la suite d6eroissante de 

valeurs Z~, Z._,,..., on aura pour des valeurs Z, d'indice assez 61ev6 

I ( ~ l i ( I ) - - F ( I ) [  <~, [@~)(I)--F(~)(I)l<e pour X ~ m - - I ,  

@(.m)r i~ quelque petit  que soit le nombre donn6 ~, et de plus z. t j<31r, o h M e s ~ d a n s  

t o u s l e s  cas u n  nombre fini ind6pendant  de Z. 

Les fonctions @z~(x)absolument monotones ayant  routes leurs d6riv6es bor- 

n6es des m premiers ordres sur (o, I), on peut en extrMre une suite infinie qui 

tendra  uniform6ment  Mnsi que ses d6riv6es des m - - I  premiers ordres vers une 

fonct ion absolument monotone @(x) et ses d&'iv6es respectives, de sorte qu'on aura 

~ ( I ) = ~ ' ( I ) ,  . . . ,  (1) ( m - 1 ) ( I ) = F  im-1}(I). (45) 

5 - -  2822. Acta mathematlca.  52. Imprim6 le 28 f6vrier 1928. 
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I I  reste  £ cons ta ter  que O(x) ne pour ra i t  conten i r  plus de t e rme  que Ox~(x), 

c 'est-£-dire m (ou m +  I). 

A cet effet, r emarquons  que la diff6rence 

(P(x )  - -  q),~,(x) = a o + . . .  + a ,  x ~-4- . . . 

est  une s6rie de Taylor  convergen te  pour  x ~ I qui possbde au plus 2 m (ou 2 m + 2) 

var ia t ions.  On peut  donc indiquer  un hombre  fixe ~ tt~, tel  qu ' i l  existe des valeurs 

x s u r  (o ,  

I (x)  - -  > 

P a r  cons6quent,  s'il y a une infinit6 d ' indices  )~i pour  lesquels q)~ (x) ne con- 

t i en t  pas de t e rme  en x ~, on aura,  quel que soit  

off as est  le coeff ic ient  de x ~ dans  q)(x) qui dans ces condi t ions  dol t  6~re nul. 

Ainsi  q)(x) ne cont iendra  e i fec t ivement  que celles des puissances  x ~ qui pour  i 

assez g rand  se r e t rouven t  dans  routes  les fonct ions  ~ ( x ) ;  leur  nombre  ne p e u t  

donc d~passer m (ou m + x). 

Ainsi  le problbme g6n6ral  de construct ion du polynSme pr incipal  d 'ordre  m 

a t tach6 £ une fonct ion abso lumen t  monotone  quelconque est  ramen6 au cas, oh 

cet te  dernibre repr6sente un po lynbme F (x )  c o n t e n a n t  a u  p l u s  m t e r m e s  p o s i t i f s .  

Nous allons supposer  £ pr6sent  m p a i r ,  m = 2 ~. Soit  

F ( x )  = fl~ xq~ + . . .  + f l~ ,  xq2, , ,  avec o --< ql < q~ < " "  < q2 

off fll --> o pour  i < 2 n, fl2n > o, le nombre  de coefficients non  nuls 4rant  sup6rieur  

n, et  de plus, puisque F ( x )  est, pa r  hypoth~se,  d 'o rd re  sup6rieur  £ m, on a 

q2 ~ > 2 n. 

Cela 6rant, les condit ions pour  x = I conduisent  aux 2 n 4quations 

1 On consul tera  '~ ce suje t  mon  livre, ~Sur les propridtds  ex t r6males  etc.% page 35; d 'apres  
7g 

tg  8 m + 8  
le thdor~me qui s 'y  t rouve ddmontr6,  /~1= 4~n + ~ '  et  les m~mes considdrat ions  p e r m e t t e n t  d ' in- 

I 
d iquer  une  l imi te  infdrieure pour  /~u, quel  q u e  soit  x, qui  es t  de l 'ordre  de m2-- ~ • 
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q~fl, + . . . . . . . . .  + q2,~fl2n = F ' ( I )  
• • • ° ° , , , ° ° ° ° , • 

(47) 

q l  ( q l -  I ) . . .  ( q l  - -  2 n + 2 )  f l l +  ' ' "  +q2.(q2+~- I ) . . .  (q2,~--2n + 2)f12,~ = F < 2 n ' 1 )  ( I ) .  

En posant ,  

d~ F ( I )  
Nom-~F(I), NI= F'(I), -BS~-F'(I)+F"(1)--d(Iog 

i ) 2 , ' ' ' ,  

~ 7 " 2 n _  1 = &]~'  ( I ) - -{ - -  ( 2  2 n - 2  - -  I )  F " t  ( I ) - ] -  . - -  

F(I) 
d (log I) 2n-1' 

confo rm6men t  aux formules  (4), on a u r a  le syst6me 6quivalent  d '6quat ions  lin6aires 

fll + . . . . . .  + fi'2,~ = -No 
• . , • • , . . . . . . . . . .  

• • • , ° . . . . . .  , . . . .  

2 n - - 1  2 n - - 1 ~  
ql i l l+  . . . . . .  +q2"  ~2~ : N2n--1, 

(48) 

qui admet  pour  les valeurs  donn6es de qi un syst6me uniqu e de solutions f l l - - o ,  

off fl2n > o et encore n -  I au  moins  des fli d' indices  inf6rieurs song auss i  diff6- 

rents  de z6ro. 

En  la issant  invar iables  les seconds membres  et tons les exposants  qi sauf  

q2,~, nous  ferons d iminuer  con t inument  ce dernier.  Les var iables  fl/ vont  var ie r  

0f i i  con t inumen t  en m6me temps,  et pour  d6terminer  les d6riv6es 0 q2,~ nous avons le 

nouveau  syst6me lin6aire: 

0 i l l  . ~  . . . . . . . . .  -].- 0 f l 2 n =  

0 q2 ~ 0 q2,, 
0 

0 ~1 0 fl~. 

. . . . .  , , , . , , . . i . .  . . 

• , . . . . . . . . . . . . . . .  

2,-~ 0 fit + . . .  + q~;~-t 0 f12 ,, _ 
ql O q2 n O q2 

2 n - - 2  
( 2 n - - u q 2 ~  Y2n. 
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I1 s ' a g i t  de  m o n t r e r  q u e  

0 q2 ~ 0 q~,~ ' "' 0 q~ ~ 

taniG q u e  f12~ > o, c o m m e  n o u s  le s u p p o s o n s .  

E n  effet ,  p o s o n s  

J =  

I I " ' "  I 

qL q~ "'" q2,~ 

• , . . . .  

2 n - - 1  2 n - - 1  
ql ' " " q'2n 

> o ,  ~/ , .  (q) = 

I . . . . . .  I I I . . . . . .  I 

qt . . . . . .  q~- i  q q /+ l  " q 2 u  

qx . . . . . .  

de  so r t e  q u e  Jqi  (q~)= J e~ ~¢q~ ( q , ) =  o p o u r  i X z. 

D e  p l u s ,  

dq 

I . . . . . . . . . . . .  O I . . . . . .  I 

q~ . . . . . . . . . . . .  I q i + x "  q~,~ 

. . . . . .  , . . . . . . .  

2 / t - - 1  ' ' ql "'" ( 2 n - -  I)q'2~--~q~;Vi 2n--1 • " ' q2n 

A v e c  ces n o t a t i o n s ,  o n  a a n a n i f e s t e m e n t  

_O_fl~. = _ ~2,~ . d Jq~ (q2,,) , (49) 
O q2,~ J dq  

Or,  p o u r  i < 2 n,  1~ p l u s  g r a n d e  r a c i n e  de Jq,: (q) -= o es t  q2,~; p a r  c o n s d q u e n t ,  

d Aq i (q.,,~) 
le  s i g n e  de  dq es t  le  m ~ m e  q u e  ce lu i  de  Jqi(q) ,  l o r s q u e  q > q2~; d o n c  ce 

s i g n e  es t  p o s i t i f  p o u r  i p a i r ,  e t  n 6 g a t i f  p o u r  i i m p a i r ,  e t  o n  a a in s i ,  c o m m e  n o u s  

l ' a f f i r m l o n s  1 

( - - I ) i ~  < ' O .  ( 5  ° ) 

1 on  a des in6galit~s analogues pour les d~riv~es partielles O[~i 
0 q~ 

contraire O~i (__I)n+i> o, si g < i. 
Oq~ 

o~i  
( - - I )  ~ ÷ / -  - < o ,  si z > i, e t a u  

0 
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P a r  cons6quent,  si q~. croit, fl2~-1 ainsi que t o u s l e s  coefficients i~npairs vont  

cro~tre 6galement,  tandisque les coefficients d ' indice pair (inf6rieur £ 2 n) vont  

decro~tre; c e s t  le conh'aire qui arrivera,  lorsque q2,~ va diminuer. Voalan t  6viter 

des coefficients n6gatifs,  nous serons done arr~t6s da,ns le mouvement ascendant de 

q2 ~, si un des coefficients l~airs devient  nul, et le mouvement d6scevdant dew'a Otre 

arr~t6, lorsqu'un des coefficients impairs est nUl. Mais les termes, en r6alit6,  absents 

qui cor respondent  aux coefficients nuls peuvent  ~tre d6placds ~ volont& Ainsi, 

la d iminut ion  de q~,~ serait  r6el lement  impossible, seulement  dans les condit ions 

suivantes:  s ' i l  n 'y  a qu 'un  terme qui manque,  les exposants  cor respondant  £ des 

coefficients non nuls se g roupant  par  paires : (Pi, Pl + I), (p~, p.~ + I) . . . .  (P,-a ,  pn- i  + I ) ; 

ou bien, s'il y a deux termes qui manquent ,  alors une des paires consid6r6es serait  

remplac6e par  un terme isol~,, etc.. P a r  cons6quent la fonct ion f ( x )  serait  elle 

m~me un polyn6me p r i n c i p a l  d 'ordre  2 n. Supposons donc que la circonstance 

signal6e ne soit pas r6alis6e, e~ diminuons  q.o~ .iusqu'au moment ,  off un  des coeffi- 

cients impairs  s 'annule,  ce qui ar r ivera  cer ta inement  avant  que f12~ s 'annule,  car  

si f l 2 n ~ o  pour  une valeur  de q2~,, il aura  dfi, en ver tu  des 6qnations (48), ~tre 

h" nul  au d~but, con t ra i rement  ~ not re  hypo t  ese (il r6sulte d 'ai l leurs du systeme" 

(4S), que q.~,~ s 'approchant  ind6finiment de q2~-a, 1~2n-~] crolt  ind6finiment). En 

ce momen t  nous remplagerons cet exposant,  correspondant  ?~ un t e rme  fictif, par  

un hombre  ent ier  p aussi grand (p < q.~.) que poss ible  qui soit s6par6 de q2~ par 

un hombre impair d'exposants,  pour  qu 'une diminut ion nouvelle de q2~ rende posi- 

t i f  son coefficient. En  supposan t  le d6placement  indiqu6 possible nous continue- 

rons no t re  op6rat ion qui apr~s un nombre  fini d'arr~t~s analogues devra  nous ame- 

her,  enfin,  ?~ une valeur d6~ermin6e a de q:n, off le d6placement  indiqu6 sera im- 

possible: ce sera pr6cis6ment, lorsque nos exposants fo rmeront  n - - I  groupes 

consid6r~s plus haut.  Si en ce momen t  a 6fair entier,  le polyn6me principal  

d 'ordre  2n serait  construi t .  

Duns le cas contra i re  (off on a 6videmment  a > 2 n - - I )  d6signons par  (~ le 

hombre  ent ier  imm6dia tement  inf6r ieur  £ a, et comIne il manque  au moins un 

terme, posons q~,~-x ~ 0  et q.,,~ ~ ~. Alors tous nos exposants son~ dispos6s en 

n paires: (p:,p,+ I) , . . . ,  (p,~-i,p,,--~+ I), (e, a), off les coefficients Correspondant '£ 

pi-}-I sont  toujours  diff6rents de o. P a r  cons~,quent, si £ pr6sent  au lieu de di- 

minuer  q~,~ ---- a, ce qui n 'es t  pas  possible (car le coefficient de x, ° ou d 'un  des ter- 

mes x ~ au moins est nul), nous le ferons croCtre, t o u s l e s  coefficients redevien- 

dron~ positifs, jusqu'£ ce que q~, n ' a t t e igne  la valeur ~ + I, et le probl~me serait  

alors r~solu, ou bien que, avant  que cela arrive, un des termes en xp~+~ dis- 
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paraisse.  Dans  ce cas il f aud ra  r emplace r  Pi + I pa r  avi - -  I, mais  si~oi-- I ~-/el--1 + I, 

il f aud ra  le r emplacer  pa r  p i - 2 - - I  etc.; le seul eas, off cet  aba i ssement  de l 'expo- 

sant  sera i t  impossible,  aura i t  lieu, lorsque p~ = 2 z - -  2, quel que soit z --< i. I1 

reste £ mon t r e r  qu 'une  fonct ion  9 (x) de cet te derni~re nature ,  c 'es t  ~ dire 

qv (x) -~ A 1 + A 2 x. ~- . + A2i -1  X 2i-2 + A2i X pi+l 27 A21+1 X pi+1+1 + "'" + A2,,--~ x~n -1  + 

+ A2, , -3 x pn-l+l + A2,,-2 x ,° + A2,~-~ x", 

ne pour ra  se rencontrer .  

E n  effet, fo rmons  la diff6rence F ( x ) - - ~ ( x )  e t  ealculons le nombre  m a x i m u m  

de var ia t ions  de signe don~ ses coefficients seraien~ susceptibles.  Ce nombre  ne 

serai t  pas  diminu6 par  le fair  que nous intercal ions dans  cet te diff6rence des 

t e rmes  positifs entre  les puissance 2 i - - 2  et p ,+l ,  en t re  p , + l + I  et p~+2 et ainsi  

de suite jusqu 'g  un t e rme  entre  p n - l +  I e t  Q et un dernier  sup6rieur  £ a 1. Alors 

le nombre  de var ia t ions  jusqu ' au  p remier  des t e rmes  in t rodui ts  ne d6passe pas  

2 i - - I ,  et  le hombre  de var ia t ions  ent re  deux quelconques de ces t e rmes  succes- 

sifs ne d6passe pas 2. Or, le hombre  de ces t e rmes  ajout6s est n - - i +  I, donc le 

hombre  d ' in terval les  est  n - - i ,  et  le n o m b r e  to ta l  de var ia t ions  possibles est 

2 i - -  I + 2 ( n - - i ) = 2 n - -  I ,  

ce qui est en cont rad ic t ion  avec l 'hypoth~se  que F ( x ) - - q ~ ( x ) = o  a une racine,  

x----I,  d 'o rdre  2n. Donc,  apr~s un hombre  fini de t ranspor t s ,  a a r r ive ra  £ (~+ I, 

et  le po lyn6me pr incipal  sera construit .  

Ainsi, le th60r~me est  d6montrg pour  le cas, off m ~  2n est pair .  Dans  le 

cas, off m - ~  2 n + I, on cons t ru i ra  pa r  le proc6d6 qui v ient  d 'e t re  expos6 un  poly- 

n6me pr incipal  92 ,  (x) d ' o r d r e  2n a t tach6 £ la fonc t ion  F '  (x). Alors 

j 9~n (x) dx 
0 

aura  ses d6riv6es des 2n  premiers  ordres respec t ivement  6gales £ celles de F ( x )  

pour  x =  I, et  de plus sa valeur  

1 

/ ~2,, (x) dx = A 
0 
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1 

est inf6rieure £ f F '  (x) d x ---- F (I) - -  F (o), £ cause de la propri6t6 que q~., n (X) < F '  ( X ) .  

0 

Donc le polyn6me principal d 'ordre 2 n +  I sera 

x 
fa 

f 2n+l (X)= Ao+ 1 92n(x) dx, 
0 

off A o = F ( I ) - - A > F ( o ) > - o .  C. q. f. d. 
§ 10. Application aux fonctions absolument monotones jusqu' 0, - - ~ .  Soit F(x)  

une fonct ion absolument  monotone sur (--e,o), et F(o), F '  (o ) , . . . ,  F( ' )  (o), . . . ,  sa 

valeur ~insi que celles de routes ses d6riv6es ~ l 'origine. En vel4u du th6orgme 

d'existence qui vient d'gtre d6montr6, on pourra lui a t tacher  sur le segment  

(--e,o) des polynbmes principaux de tous les ordres 

:/~1 [Ai (I+~)] ( I+x-t~i f~h,c (x) + B~ e/  ' 

hi (:)1( f2h+m,~(x)=Ao+~_ ~ .  A i ' + B ;  I +  I +  • (~I) 
i = l  

Si nous admettons que F(x) n'est  pas un polyn6me (c'est-'£-dire que F(") (o)>o,  

quel que soit n), ces polynSmes seront diff6rents de F(x),  et on aura sur le seg- 

ment  consid6r6 

A~-~,~(x) < f ~ .  c (x) < ~ ' (x)  < f..,÷~, ~ (~) < f.~ h-~, ~(~). (5~) 

Par  cons6quent, lorsque h crolt ind6finiment, f2h, c(x) tend en croissant vers une 

fonction absolument monotone fc (x) err)h+1, c(x) tiend en d6croissant vers une fonc- 

t ion 9c(x) 6galement absolument monotone sur (--c,o). Ces deux fonct ionsfc(x)  

et 9c(x) prennent  £ l 'origine avec routes leurs d6riv6es les m6mes valeurs initiales 

que F(x) ,  et on a 

fc (x) <-- F (x) <-- qg, (x) (53) 

sur le segment (--e, o). De plus en tenant  eomp~e du proc6d6 de format ion des 

polyn6mes prineipaux d'ordre impair, on a 

• " (x) __ ~c'  (~); ( 5 #  ~) 

d'ofi nous tirons le 
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Th6or6me G'. La condition n&essaire et suffisante pour que lajbnction F(x) 

soit la seule fonction absolument monotone sur le segment finl (--c,  o) prenant avec 

toutes ses d&'iv&s ~ l'origi~e les valeurs F(o), F ' (o ) , . . . i  F(n)(o),... est que 

fc ( - - c ) =  ~oe (--c). (54) 

La n6cessit6 de cette condit ion n 'a  pus besoin de d6monstration,  et sa suffisanee 

r6sulte de la remarque que fe '  (x) --> 9~e' (x), de sorte qu 'on tire de (54) fe (x) --> 9~e (x); 

donc, d'aprgs (53), on a f~,(x)=9~(x)--F(x) .  

En faisant  c cro~tre i,nd~finiment nous retrouverons par use nouvelle voie le 

th&r~me G ainsi que tous les principaux r6sultats du premier Chapitre. 

En effet, admet tons  que la fonction F(x) soit absolmnent  monotone sur tout  

le demiaxe n6gatif,  donc sur tout  segment fini (--c, o). Soit  h u n  nombrefixe, et 

supposons q > c; on aura 6videmment 

f o h,~ (*) -< A, ,~, ~, (*) -< A, h + 1, ,, (*) -< ja,,, + 1, ~ Ix) (55) 

sur le segment  (--c,o).  

Par  eonsdquent, lorsque c--*~, f2~,c(x) tendra  en croissant vers une fonc- 

tion bien d6termin6e sur tou t  s e gme n t  f in i  du demiaxe ndgatif. I1 faudra  donc 

que pt ainsi que Ai+Bi  tendent  vers des limites finies, et on aura 
C 

h 

lira j~,,, c (x )=f2h  ( x ) =  ~ a, e~, "~, 
C~¢o i~1 

de m S m e  (56) 

h 

lim f2h,+l,, (x)=j~h+l  ( x ) =  a o + ~,  a/e'~', ~ 

De (52) et (55) nous concluons ainsi, en passant  £ la limite, 

f , h - ,  (x) -< f , h  (x) _< F ( , ) - < A , - ,  (*) -< f , , + l  (x). (57) 

En faisant  croitre h ind6finiment nous retrouvons ainsi les deux fonctions limites 

f ( x )  e t  ~o (92) d u  Ier Chapitre (37) et l 'in6galit6 

f ( x )  <-- F(x)  --< 99 (x). (3 8) 

D'ailleurs, il r6sulte de (55) que 
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2 ;  ( . )  -< 2~, (x) -< ~ ,  (x) -< ~ (~),  

et par cons6quent fc (x) (en croissant) et ~c(X) (en d6eroissant) tendent  vers des 

fonctions limites qui ne peuven~ ~tre autres que f (x)  et 9~ (x) respectivement: 

f (x)  = l i m  fi, (x), ~ ( x ) : l i m  ~c (x). (58) 

Comme nous l'avons ddjg remarqu& (~ 3) routes ces 6galit6s limites s'dtenden~ aux 

d6riv6es de tous les ordres; donc, en purticulier, l'in6galit6 (53 bi~) conduit g l'in- 

6gMit6 (38 b~) qui jointe g (38) a pour cons6quence le th6or~me G. 

§ 11. Conditions n&essaires et suffisantes pour qu'il existe au ,wins  une 

fonctio~, absolument ,monotone F (x) sur le segment (--c, o) prenant avec ses d&iv&s des m 

premiers ordres les valeurs F(o), F '  (o) , . . . ,  F m (o). I1 r6sulte des § 8 et § 9 la proposi- 

t ion suivante : 

Thdor~mo K. Pour qu'il existe au moins une fonction F(x )  absolument mo- 

~wtone sur (--c, o) prenant avec ses d&'iv&s des (m--I)  premiers ordres les valeurs 

F(o), F '  (o) , . . . ,  F (m-al (o) ¢* l'origine, il  f au t  et il s'~fit." lorsque m = 2 h +  Ies t  impair, 

que le systbme de m ¢quatio~s de 3 h + I inconnues 

Ao + AI + BL + " " + Ah + B~ = F ( o )  

p~A~+ ( p j + I ) B t + . . + p h A h +  (ph.+I)Bh=e-F'(O) 

. . . . . . . .  . . . . . .  : . . . . . .  (59) 

era (Pl) a l " J -  em (~)t -~ I) B,  + . . . . . . . . . .  + e.~ (ph + I) Bh = C n -1  ]j(m---l) (o),  

et dam' le eas, oh m - - 2 h  est 1)air, qne le syst~me de m ~quation.~ ~ 3h i~wonnues 

& + B~ + . . . + & + B~ = F ( o )  

p ~ & +  . . . . . . . . . . . .  + (p,, + I )B~  = ~1,"(o)  
. . . . .  . . . . . . . . . . . .  (60) 

q,,. (Pl)A1 + . . . . . . . . . . . .  + e m  (ph 27 I) Bh = e m-1 ]¢7(rn--1)(0), 

oh e n ( p ) - - p ( p - - I ) . . . ( p - - n + 2 ) ,  poss~de un systbme de solutions, tel quepe>--o, 

As >-- o, Bi >-- o, pi dtant des hombres entiers (le syst~me de solutions, lorsqu'il existe, 
est unique). 

Comme il a 6t6 ddmontr6, les polyn6mes principaux ainsi d6terminds qui 

satisfont aux condit ions ini~iales donndes 
6 - - 2 8 2 2 .  Acta mathematica. 52. Imprim6 lo 28 f6vrler 1928. 
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h 
+ 

i = l  

.iouiront respectivement de la propridt6 que pour routes les fonetions F(x)r6pon- 

dant  aux m6mes conditions initiales on a su~ (--c,o) 

.~(X) ~-- f2h+l (X) et F(x) >-- f2h (x). (52~! ~) 

Nous donnerons plus loins un proc6d6 g6n6ral permet tan t  de d6cider dans chaque 

cas par~iculier, si les systbmes (59) ou (6o) admet ten t  une solution et de la d6ter- 

miner effectivement. Pour  le moment  remarquons seulement que, si la solution 

existe pour une valeur c~ de c, elle existe aussi pour route valeur c < c~. On aura 

donc une condition suffisante pour l 'existence d 'une solution pour route valeur 

c > o ,  lorsque celle-ci existe pour c = 0 ¢ .  Or, si c - -+~,  le systbme (6o), par 

exemple, a pour limite le syst6me de m = 2 h  6quations '£ 2h inconnues 

a~ + a~ + . . .  + ah = 2 ' ( o )  

et a a 1 + . . . . . . .  + eth ah : F '  (0)  

• , , . . . . . . .  ° , 

• , , . , . , o ° . , ° 

(~12h-1  a l "~- . . . . . . .  -{- 0~2h--1 ah = -L ~ ( 2 h - 1 )  ( 0 ) ,  

off a / =  lira (A/+ B,.') et ai = lim P~, et la condition suffisante en question sera (con- 

form6ment  au th6or~me A) 

(~(o), F "  (o), . . . ,  FIll (o)) -> o, (F' (o), . . . ,  F/,/(o)) > o (,8 ~") 

pour route valeur paire u < 2 h- -  I e t  pour route valeur impaire 1 --< z h- -  I (d'ailleursl 

si un de ces d6terminants,  dans lequel la d6riv6e d'ordre sup6rieur est T'(")(o), 

est nul, tous les d6terminants  contenant  cette d6riv6e F ('~) (o), doivent ~tre nuls). 

Mais, en g6n6ral, il existe nne valeur Lm > o telle que le systgme (59) (on  

(60)) admet  une solution pour c < Lm et n 'en admet  pas pour e > Lm. 

De (52 bi~) et~du th6or~me K nous concluons le 

Corollaire.  La condition ndcessaire et suffisante pour que la fouetion F(x) existe 

et soit la seule satisfaisant a u x m  conditions initiales donndes est que le polynSme 
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princ.z~al 1 f ~ ( x )  ddgdn~re en un 1)olynSme d'orclre infdrieur ,  c'est-it-dire que darts la 

solution du syst~me (~9) pour  m impa i r  on a i t  A o = o  ou A ~ + B ~ = o ,  ou bien B ~ = o  

avec p i =  2 i - - I ,  au nioin.8 pour  une valeur de i, et pour  m p a i r  dans la solution du 

systOme (60) 0~ ai t  p t  = o et Bi  = o avec pi  = 2 i - -  2 ou A i  + Bi -= o au moins  pour  

une valeur de i. En d 'aut res  termes, si m = z h + I ,  le systgme de m 6quations 

3 h inconnues  

A I  + BI + ""  + Ah + Bh 

p~ A~ + . . . .  "" • + (ph + I ) B h  

=F(o) 

. . . . . . . . . . . . . .  ° 

Q,. (p~) A~ + . . . . . . .  + ~m (ph -I- I) Bh = c 2h -F (2h) (o) 

doit avoir une  solution, off A~ >-- o, Bx ~ o avec des entiers ioi----- o; si m-~  2 h, le 

syst~me de m ~quations £ 3 h - - 2  inconnues 

Ao + A 1 + BI + -.- + Ah-i  + Ba-1 

PlA1  + . . . . . . . . .  + (pa-1 + i )Bh-1  

= 

= c F ' ( o )  

• o • * • o . . . .  • • • ° • ° . . . . .  

• • • • . . . . . . . .  0 . . . .  ° o o 

doit avoir une  solution acceptable. 

L e m m e .  S i  les syst~mes (6i) ou (62) ne d~g~n~rent pas,  i l  exis te  toujours 

une fonct ion  q)(x) absolume,  t, monotone sur  ( - -  e, o) ~gale ~ F ( x )  et ayan t  les mOmes 

ddrivdes ~ l 'origine jusqu'~t l 'ordre m - - z  inc lus ivement  et telle que • (m-l) (o) = P, quel 

que soit P > F (~-1) (o); au contraire la fonc t ion  @ (x) n' ex i s tera i t  pas,  s i  P < F (m-i) (o). 

En effet, soit, par  exemple, m = z h ;  par  hypoth~se, le syst~me (62) admet  

des solutions non n~gatives et telles de plus que A 0 > o ,  A ~ + B ~ > o ,  quel que 

soit i < h ,  et, si k est le plus pet i t  indice pour  lequel B k = o ,  on a p k > 2 k - - I ;  

r ien n 'emp~che de supposer que A~ > o, car, lorsqu 'on a un  te rme isold non  nul, 

o n  peut  aussi bien le consid~rer comme le premier  que  comme le dernier  d 'une 

paire, et de m~me, si on a un  groupe con tenan t  un nombre  impair  de termes, on 

peut  admet t re  que c'est le dernier  terme de la derni~re paire qui est nul. Donc, 

1 qui repr~sente alors cette fonction unique. 
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en ajoutant un terme fictif, correspondant au plus petit exposa~t ~;mpair qui n'entre 

pas dans notre polyn6me principal nous introduirons un nouveau coefficient in- 

connu X qui avec 2h- - I  grandeurs A0, A1, B 1 , . . . ,  Bh-z repr~sentent les 2h 

valeurs qui satisfonb aux 2h ~quations linSaires (62). Si on laisse invariables les 

seconds membres des (2h--I )premi5res  gquations et qu'on augmente continumenb 

_F(~-a((0), routes les inconnues vont manifestement varier de la sor~e, que les B, 

dont les valeurs initiales P0urraient ~tre nulles et X qui occupent des places paires 

vont croitre, tandis que Ao, tous les  Ai et ceux des B dont l'indice est inf~rieur 

£ k vont diminuer; ainsi, au debut, au moins, routes les inconnues seront positives. 

A un moment donn~ une ou plusieurs des inconnues occupant des places impaires 

pourront s'annuler; alors le ou les exposants entiers correspondants aux termes 

disparus devront 8tre b'a~sport~.~" gt droite aussi pot  que possible ~ des places paires 

(ce qui pourra toujours 8tre fair d'une fagon unique), et l 'augmentation du second 

membre de la derniSre des 6quations pourra ainsi ~tre prolong~e ind~finiment. 

De plus la disposition des exposants permet d'affirmer qu'on aura tout le temps 

un poly~Sme pri~eipal d'ordre m ~on ddg~n~r& I1 reste seulement ?~ montrer que 

le proc~d~ de transport des termes ~vanouissants que nous avons adopt~ anienera 

ainsi £ n'importe quelle valeur P>F(2h-1)(o). 

A cet effet, rappelons que, d'aprSs ce qui pr~cSde, il y aura au moins une 

valeur M0>l~(2h-~)(o) pour laquelle routes les 2h inconnues du systSme auront 

des valeurs positives; par consequent, e ~tant un nombre positif assez petit, le 

sys~Sme dans lequel les seconds membres varieront moins que de e, admettra 

~galement des solutions positives. Cela ~tant, choisissons un nombre entier positif 

q.trSs grand, tel que 

e (q--2h+ 2)>(P--M0)c ~h-a 

et d~terminons le coefficient E par l'~galit6 

.EQ. ,  (q) = c ; 

il est clair qu'alors, quel que soit z < 2 h ~ m ,  on a 

Eel(q) < (P--Mo) c 2h-1 
q - - z h + 2  

d e .  

Donc, il existe bien un polynSme absolument monotone contenant !m+ I) 

termes satisfaisant a u x m  conditions donn~es. Soit Q (x) son polyn6me principal 

d'ordre m, dont ie degr~ qo<--q; admettons d'autre part qu'en continuant notre 
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.proc6d6 indiqu6 plus haut,  nous arrivions £ un polynbme principal Ql(x) dont  le 

degr6 ql>q>~qo , Diapr~s le cor0ilaire I d u §  8 la diff6rence Ql(x ) -Q(x )qu i  a 

une racine d'ordre m - - I  ~ l ' o r ig ine  n 'a  pas de racines positives; on a done 

Q~(x)- -Q(x)>o pour toute valeur positive de x, ce qui exigerait  que Q~(2h-~)(o) 

> Q(2h-1) (o) = P. Pa r  cons6quent la valeur P a dfi 8tre at teinte  par notre  proc6d6 

avant  que nos transposit ions successives nous aleut amend £ un polynbme de 

degr6 q~ > q0. 

Darts le cas, off m = 2 h +  I, le systbme (6I) ne d6g6n6rant pas, on a ou bien 

Pl > o, on bien, si p l = o ,  le terme libre appart ient  '£ un  groupe contenant  un 

nombre pair de termes (sans lacunes), de sorte que le premier exposant absent 

est toujours un nombre pair (ou nul), et e'est celui-l?~ qu'il  fau t  introduire au 

d6but, lorsque T '(m-l) (o) crolt; tout  se  passe ensuite, comme dans le ra isonnement  

pr6c6dent, les termes disparaissants devant  ~tre transportds ~'t droite aussipeu que 

possible ?t des places impaires. 

Au contrMre, il ne peut pas exister de fonct ion absolument monotone @(x) 

sur (--c,o) telle que @('~ ~)(o)<F(m-1)(o), car F(x)  dtant  le polynbme principal 

d'ordre m - - I  de t0(x), on dolt avoir q ) ( x ) > Y ( x )  pour x > o .  

Ce lemme nous  conduit,  par cons6quent, ?~ une rbgle pratique pour d6cider 

dans chaque cas particulier de proche en proche, s'il existe ou non une fonction 

abs. monotone @(x) sur (--c,o) r6pondant  aux conditions initiales ] e ( o ) , F ' ( o ) , . . . ,  

/7 (m-l) (o), en construisant successivement ses polyn6mes principaux j~ ( x ) , . . . ,  f~(x). 

Rbgle. Les valeurs F(o), F '  (o) . . . .  , tz(~)(o) dtant compatibles, on construit le 

polyn6me principal no,~ d~g~,n~r~ f,,+~ (x); on d~termine la d~riv~e f~+~)(o) d'ordre n + ,  ; 

si F (~+1) (o) < f(~++l)(o), la valeur F (~+1) (o) est inadmissible; si F (~+~) (o) = F  (n÷~) (o), 
d n +  1 

f~,+~(x) est la fonction u,nique rgpondant aux conditions F ( o ) , . . . ,  F(~*+l)(o), de sorte 

que les valeurs des d~riv~es successives d'ordre supgrieur doivent alors se confondre 

avec celles de f,,+~(x); si F("+~)(o)> t'(~*+l)(o), cette valeur est admissible, el, par le d n + l  

procidi indiqu~ darts la d~monstratio~ du lemme, on construit le polyn6me p~inc~al 

non. d@~n~r~ fi~+~(x) qui lui correspond. 

Ainsi le calcul effectif de s polyn6mes principaux (pour c donn~) se ram~,ne 

un proe~d~ arithn~tique r~gulier, d'apr~s lequel tousles  coeJficients s'expriment 

rationnellement au moyen des' donndes initiales. Mais cet avantage a pour cons6- 

quence de rendre beaucoup plus difficile la repr6sentation explicite des conditions 

n6cessaires et suffisantes analogues aux conditions (I 8) (correspondant £ c = ~ ). Nous 

mettrons mieux en 6vidence la nature  ari thm6tique de ce dernier probl~me, en 

examinant  le cas de m--< 4, off il peut 8tre r6solu facilement. 
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Pour  m = 2 ,  l e  problSme est toujours possibl e. D'apr~s la rSgle indiqu~e, 

pour m =  3, la plus petite valeur M admissible de F"(o),  s 'obtiendra en exprimant 

que le systSme 

A, + B,=.F(o), p~Al +(p~ + I)By-~eF'(o),  a%(p~--I)A~ +l)l(av , + I)B~=c~M (63) 

donne g A l e t  B1 des valeurs non n~gatives, pour 1oi entier non n~gatif eonve- 

nablement pris. On tire imm~diatement des deux premiSres 6quations 

(, F' (o) 
_v~= F(o)- 

B, _ 1 
A[TB~ [ F(o)  J '  

off le symbole Ix] repr~sente la partie enti~re de  x, et 

B , =  cF'(o)--p,F(o), A~= (i +p , )F (o ) - - cF ' ( o ) ;  

substituant ces valeurs dans la derni~re des 4quations (63) , on trouve donc, en 

facilement 

off 

F(o) M = ( _ F ' ( o ) Q  ~ ( ° ) ) ( F ' ( o ) ( I  --Q) F(o))  , e (64) 

c F '  (o) [c F (o)] 
- F(o) [F(o )  l 

Supposons par exemple, pour simplifier l%criture, F ( o ) = F ' ( o ) - - I .  Avec ces 

donn6es la fonction absolument monotone sur ( - - c , o ) n e  pourra pour aucune 

valeur de x > -  c devenir inf4rieure g 

~ ( . ) -  (p~+ i - c )  (~ + 

off Pl=[e];  dans ce cas 

+ ~  , 

I ~ I. (65) 

Ainsi, lorsque F"(o)>--i, il existe (conformdment g (I8bis)) u n e  fonction ab- 

solument monotone sur tout le demiaxe ndgatif, mais si F " ( o ) < I ,  la fonction 

F(x) ne pourra rester absolument monotone au del£ d 'un point --c que l'ggalit6 

(65) permet de d6terminer. 
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la re la t ion (65) entre M e t  e sous une forme plus commode,  

O-P~(I--Q), o~1 o<O--<I; (*, 

alors Oe = P l  (I  - -Q)  - - P l  (I " e + p l ) ,  d 'of i  

- -0  1 --0 
e Pl + I = P l  + P i P  I i -- - - P l ~  + 0 + 0 P~ + ep~ + I 

done 

e 
Q : ~ 1  "~- i ( I - - 0 )  

et (?~ cause de (65)) 

I e 

I - - M  Q(I--Q) 
I 

C 

2 __ 0 2, f f l  + P l  I 
./)l='-~2Y 0 ~ = f f l  + P i p 1  + 0 ~ - -  Pi  + (~, 

off 

__  P l  0 2 ) <  

Pa r  eons6quent,  

[el = 

et entre 6 et 0 on a in re la t ion 

I--6 _ ( 1 - - e / ~  

qui s 'obtient  en 61iminant 0 des 6quations 

I - - 0  I - -  0 2 
= P l p ~ ,  ~ =plpi---+ 0--~" 

Remarquons  encore que 

i pl  (p, + i )o  (i - o) 
i _ M - -  q - - 6 =  - -  (p, +O).(pl +O~) <--o. 

(66) 

e (67) 
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Duns le eas de F(o) eL F ' (o)  quelconques, routes les formules subsistent, si 

F'(o) M F ( o ) .  ainsi, par exemple, au lieu de on y remplace c par c / ~  eL M par (F'(o)) ~' 

(66), on a, en g'dn6ral, 

.......... 1 ] - :  l(z ' ' 

Donc, c 6rant fixe, quel que soil F" (o)  > M, on pourru construire une fonction 

abs. monotone qui lui corresponde, eL en purticulier, le polyn6me principal du 

3 .... ordre d6termin6 par les relations 

~t 0 "~- A 1 -~- B,  = ld(O),pl A1 -~- (P, ~- ] ) B  l = c ld ' (o ) ,p l  ( P l -  I)A~ + p ,  (Pl "~- I ) B  1 = (~214"'(o) ; (69) 

ce polyn6me une lois construit,  la plus petite vuleur N de F " ' ( o ) s e r a  d~termin6e 

par la formule 

J°i ( P l -  1 )(Pl 7- 2) A~ + (p~ + I)p~ (pt--  I) B~ = c3N. 

Ainsi duns le cas de m = 4 ,  outre la eondition que F"(o) >M, (off M est donnd 

par (64)), on a la condition m~eessaire et suffisante 

F ' " (o )  > N - -  1," (o) (o) 

d'(o) 
off on a pos6 91 ~ F ' (o)  [ F (o) ] Si ees deux conditions sont satisfaites, on 

peut construire duns chaque cas particulier le polynbme principal du 4 mc ordre 

prenant  avec ses d6riv6es ~ l 'origine les valeurs respectives F(o),  F ' (o) ,  F"(o), F"'(o). 

• 3. En vertu de ce qui pr6c~de, SoiL, par exemple, F (o )=F ' (o ) - -~F" (o ) -~  I,  F'"(o)  2 

une telle fonction peut 6tre ubs. monotone sur tout  segment fini; cherchons sa 
I 

valeur minima pour x ~ - -  - ,  si elle est ubs. monotone jusqu'h - - c ~  --2.  I1 nous 
2 

fau t  donc construire le polyn6me principal du 4 m'~ ordre. La  valeur minima ud- 

missible de F'"(o) est N = i elle correspond au polyn6me principal du 3 me ordre 
2 

I [ 2 ( X )  3" - ,  le  p o l y n o m e  f3(x) ~-3  -3 I + Donc pour F ' " (o )  un peu sup6rieur ~ 2I ^ 

principal aura les exposants p l = o ,  P~-~3. Pour tant ,  lorsque 1' .... (o) a t te int  lu 

valeur I, ces exposants doivent ~tre remplac6s par p l ~ I ,  P 2 = 4 .  
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Avec  ees e x p o s a n t s  les coef f ic ien ts  r e s t e n t  pos i t i f s  r a n t  q u e / 7 " '  (o) n ' a t t e i n t  

~.  ^ 
pas  4 '  Mors le coeff ic ient  de la  4 m~ pu i s sance  s ' a n n u l e  e t  on  a l e  p o l y n o m e  

I ( I + ~ 1  + 3 ( I + ~ - ) : ~ + 6 ( I + X ) 5  

On est  doric obl ig6 de f a d e  u n  n o u v e a u  t r a n s p o r t  £ d ro i t e  du  t e r m e  qui  

s ' e s t  annu l6 ;  on p r e n d  ainsi  P l = I ,  p~----5, e t  ces va leu r s  son t  va lab les  j u s q u ' £  

/7" ' (0 )  G 3_ E n  pa r t i cu l i e r ,  p o u r  / 7 "  ( o ) =  3_ le p o l y n 6 m e  p r i n c i p a l  dev ien t  
2 2 

f 4 ( x ) = ~ - ( I + X )  + I ( I + X - ) ° +  I I o ( I + X ) 6  ; 

p o u r  x - -  on  a f4 - -  : E n  t e n a n t  c o m p t e  de 
2 ' I o  32 40960 40960 

la  v a l e u r  f.~ - -  = 52~2, on vo i t  que rou t e s  les f o n c t i o n s  F ( x ) s a t i s f a i s a n t  aux  4 

I 
cond i t ions  in i t ia les  donn6es ,  p o u r  x ~ - -  2 '  son t  compr i s e s  e n t r e  ces deux  vMeurs .  

^ 9 I ) u  m o m e n t  que le p o l y n o m e  f~ (x) es t  connu ,  en ca l cu l an t  f (4)(o)  ---~ 4 '  nous  

t r o u v o n s  done  la  v a l e u r  m i n i m a  poss ib le  p o u r  F (4) (o); a insi  nous  pouvons ,  p a r  

exemple ,  pose r  /7(4) (o) : 3 ; en  f o r m a n t  le p o l y n 6 m e  f5 (x) avec  les e x p o s a n t s  Pl  ---- I ,  

p~ ~ 6 (et un  t e r m e  l ibre,  b i en  en tendu) ,  on a Mors 

eft a ins i  de sui te .  

§ 12. Ddtermination de la limite supdrieure L de la grandeur du segment 

(--c,  o), oh une fonetion satisfaisant aux conditions initiales donndes peut rester ab- 

solument monotone. B o r n o n s  nous  encore  au  cas, off l ' on  se d o n n e  les m vMeurs  

/ 7 ( 0 ) , . . . , / 7 ( ~ - ~ )  (o) fi l ' o r ig ine ,  que nous  s u p p o s o n s  rou te s  e s s e n t i e l l e m e n t  positives) 

1 I1 est dvident que, si l~ derniere derivde seulemen~ s'annulait, c'est le polyn6me _P(x) 
xm--2 

= F ( o ) +  ... + - - - -  F(m--2) (o) qui serait la seule fonction absolument monotone pour x < o ,  et L 
(m 7 2) ! 

serMt dgal au module de 1~ plus petite en valeur ubsolue das racines n6gatives de 

/~ (x) = o, r '  (x) = o . . . . .  p(m-~) (x) = o. 
7 -  2822. Acta mathemativa.  52. Imprim4 le 28 f6vrier 1928. 
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Examinons d'abord l'hypothSse que c = L est une valeur positive telle qu'il 

existe des fonctions absolument monotones sur (-- L, o) satisfaisant aux conditions 

initiales, mais qu'aucune de ces fonctions ne reste absolument monotone pour x < - -L.  

La condition pour que L jouisse de cette propri6t6 r~sulte imm6diatement 

des d~veloppements qui precedent: il suffit que le polyn~me principal d'ordre m 

relatif au segment ( - - L ,  o) d~g~n~re en un polynSme d'ordre inf~rieur. En effet, 

c'est alors la seule fonction absolument monotone sur ce segment; de plus le 

degr6 du polynSme principal d'ordre non supdrieur £ m -  I (auquel se r6duit cette 

fonction unique) est au moins m -- I, donc son ddveloppement suivant les puissances 

de (x+L)  poss~de au moins un coefficient nul, c'est-£-dire qu'il y aura une d6- 

riv6e d'un certain ordre qui devra changer de signe au passage par - - L .  

Nous allons montrer que cette condition est 6galement n~cessaire et qu'on 

a par cons6quent le 

Th~or~mo L. S'il existe des fo~ctions absolument molwtones pour x ~ - - L ,  

satisfaisant a u x m  conditions initiales donn~es, la condition n~cessaire est suffisante 

pour qu'aucune de ces fonctions ne soit absolument monotone pour x + L < o, est que 

le polynSme principal correspondant fm (x) d' ordre m dggdn~re en un polyn~me d' ordre 

infdrieur l, c'est-h-dire que f~ (x ) - - f ro -1  (x) soit la seule fonction absolument mono- 

tone sur (-- L, o). 

Ainsi il nous reste '£ prouver que, si fm (x) est un polynbme principal, d'ordre 

m (non ddg6n~r6) sur le segment (-- e, o) prenant avee ses d6rivdes des m-- I premiers 

ordres ~ l'origine les valeurs F ( o ) , . . . ,  F (~-1) (o), on peut 6galement construire 

le polynbme principal d'ordre correspondant relatif au segment ( - - c - - e ,  o), en 

supposant e assez petit. 

A cet effet, raisons d'abord la remarque suivante: les coefficients du poly- 

nbme principal sont des fonctions continues de c (pour c < L) rant que les expo- 

sants correspondants ne changent pas; lorsqu'un des coefficients s'annule, l'exposant 

correspondant dolt, en g~n~ral, 6tre modifi6; cette modification est d6terminde par le 

fair qu'un des coefficients de chaque paire de termes reste positif, son exposant 

devant, par cons6quent, rester invariable, de sorte que le terme disparu repara~t 

de l'autre cot6 du groupe auquel il appartient.  

Ceci pos6, admettons que notre affirmation soit vraie pour m - - I ;  son exac- 

1 Darts le cas, off les condi t ions  in i t ia les  se ra ien t  m va l eu r s  que l conques  de la  fonct ion  a u x  

po i n t s  donn6s  du  s e g m e n t  ( - - L ,  o), il  f au t  a jou te r  que  ce p o l y n S m e  p r inc ipa l  ddg~n~rd dolt  avoir  
des laeunes ,  car  on ne  p e u t  p l u s  af f i rmer  que  le p o l y n 6 m e  doi t  6tre au  md ins  du  degrd m - -  I 
( comme cela a l ieu q u a n d  •(m--1)(o) > o). 
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t i tude est dvidente duns le cas du polynSme principal du second ordre qu i ne 

d6g6n~re jumais, et effectivement L e s t  ulors infini. 

Rejetons donc pour un ins tan t  la derni~re condition, F("-I)(o),  et construi- 

sons sur ( - - L ,  o) le polynSme principal d 'ordre m -  I, qui certMnement ne d6g6- 

n~re pus. Donc, £ cause de notre supposition, les m - - I  conditions peuvent  8tre 

sutisfultes par des fonctions absolument monotones sur un certain segment 

( - - L - -  a, o) un peu plus grand, et le polynSme principulfm-1 (x) uinsl que ses coeffi- 

cients est une fonction continue de a. Pa r  consgquent, lu d6riv6e (m -- I)~m~ £ l 'origine 

du polynSme f ~ - l , ,  (x) Correspondant £ (-- L - -  ~, o), pour ~ assez petit, diffbre 

aussi peu qu'on veut de f,(~?)(o), et de plus le polyn6me f,~-~,~(x) ne peut d6- 

gdn~rer pour a < a. Donc, le polyn6me principal sur (-- L --  a, o) d 'ordre m existera 

~gulement, si 

F ( " - ' )  (o) > f ~ - %  (o) 

ce qui aura bien lieu pour a assez petit, puisqu'on a, par hypothgse, 

F (m-l) (0) > f(m--11)(0). O . q . f . d .  

Cependant ,  il se pent que lu limite --  L, au delg de laquelle routes les fonc- 

tions cessent d'Stre ubsolument monotones,  ne pourru 6gMement 8tre at teinte  par 

~ucune fonetion absolument monotone. 

17 peut exister une infinit~ de fonctions abs. monotones sur un segment ( - - L  + e, o) 

quelque peti t  que soit e, mais aucune ne sera abs. monotone sur tout le segment ( - - L ,  o). 

Pour qu'il en soit ainsi il est ndcessaire et suffisant que le 29olyn6me principal fm--~ (X) 

d'ordre m -  I relatif  au segment ( - - L ,  o) ddgdn~re et que F (m-i) (O)>f,~m__~l)(0). 
En effet, duns ces conditions, la seule fonction prenant  avec ses m - - 2  

ddriv6es les vuleurs F ( o ) , . . . ,  F (~-2) (o) seru f ~ - i  ( x ) - - f~J . ( x ) ,  donc sa ddriv6e 

d'ordre m --  I doit  8tre f ( ~ l )  (o) et on ne pourru sutisfuire £ routes les m conditions 

initiules uvec une fonction ub'solument monotone sur ( - - L ,  o). Muis, si c < L e s t  

ussez voisin de L,  le polyn6me d'ordre m -- I, f , , - l ,  ~ (x) qui ne d@dnSre pus (en vertu 
d u  • x theoreme pr6c6dent) uuru su d~riv6e d'ordre m - - I  aussi voisine qu'on veut de 

f~(mli) (o); donc, en ver~u du lemme (~ 1 1), il existeru touj ours une fonction sutisfaisunt 

routes les m conditions, pourvu que lu condition F (m-a) (o) > f~("---~)(o) soit remplie. 

Prat iquement ,  pour trouver la valeur de L duns chaque cas purticulier, off 

on se donne F ( o ) , . . . ,  F (m-l) (o), on cherchera successivement les vuleurs L 8 , L ~ , . . . ,  Lm 

pour lesquels les polynbmes principaux f~ ( x ) , . . . ,  f,,~ (x) d6g6nSrent. S ices  vuleurs 

existent, elles sat isfont n~cessairement aux in6gulit6s 
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L 8 > - L  4>--. .>--L~. 

En tout  eus, si la valeur L,~ existe, on, a L = L , ~ ,  et eette valeur d~termine 

le segment ( --L,  o) ~naximum sur lequel la fonetion absolument monotone existe effee: 

tivement. 

MMs il peut arriver qu'uprSs le polyn6me j~(x)qui  d6g6nSre pour une vuleur 

Li,  le polyn6me f i+i(x)  ne d6g6nSre pour uucune valeur c<--L~; done il n!existe 

pus pour  e=L~  (uinsi lu v~leur Li+l n'existe pus), muis Mors le polyn6me prin- 

cipul J%2(x) a fortiori n 'ut te int  pus 1~ limite Li; par cons6quent, d'upr~s ce qui 

prdcSde, il d~g6nSre n6cessMrement pour une vMeur Li+2 <Li .  I1 en r6sulte que 

I 'une uu moins des vMeurs L~_~ ou L~ existe toujours;  si L,~ n'existe pas, on 

aura done L =  L,~-I, mais cette limite n'est atteinte par aucune fonetion absolument 

monotone, parmi lesquelles il y e n  a eependant qui reslent absolument monotones sur 

tout segment ( - - L  + e, o), quelque petit que soit le hombre posit i f  donnd ~. 

Soit, en purticulier m = 4 .  Duns ce c~s, en t enan t  compte des r6sultuts du 

§ pr6c~dent, on arrive fucilement £ la conclusion suivunte. 

L e s t  dgal au plus petit des deux hombres (supposds positifs) 

c = H ( t  --  0([ -O)~ 1"(o) et [ 01 (I--01)~/~'(o) 

o ~'t 

. , - _  (in (o)) 
H =  : = P  + " ' - -  (7"'(o)) + 

p ~ - [ H I ,  P l=[H1] ,  O =  P-! , 01= pl(I--ds)"  / f l  ' 

( 7 i )  

suivant que c>--ci ou bien c<cl, il existeru ou non une fonction ubsolument mo- 

notone sur tout  le segment  ( - -L ,  o); duns le cus, 6fi l 'une des quantit~s H o u  H 1 

est n~gutive, on n 'u pus £ se pr6occuper de lu vuleur correspondunte de c ou c~, 

et L e s t  6gM £ lu vMeur de celle des vuleurs c ou cl qui est positive. 

En purtieulier, L = oo, dams le cas, oh H e t  H i sont ~dgatifs ou infinis, mais 

il n'existera pus de fonction absolument monotone sur tout le demiaxe ndgatif, si 

H = ~  et H i < o  (quoique lu fonct ion pourru 6tre ubsolument monotone sur un  

segment fini donn6 uussi grand qu'on veut). 
I 

Ainsi, soit, par exemple, /7' (0) = F'(o) = F " ( o ) ~  I, F '"(o)  ~ ~; ulors e - = ~ ,  

el = 2. Done L = 2, et il existeru une fonetion unique 
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- - I +  
= 3 3 
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qui seru effeetivement ubsolument monotone sur le segment (--2, o). 

I /~"(O) = /~ t ' (O)  = ~ t t ' ( O )  = I On U L = I ,  mMs Soit, uu eontraire, F ( o ) = 2 '  

il n'y u pus de fonction ubsolument monotone sur le segment (--I ,O),  c~r lu 

fonetion unique 

I (I + X )  2 

qui sutisfuit uux trois premigres conditions, ne sutisfuit pus k lu dernigre. 

eontre, sur tout segment ( - - I  +a ,  o) le polynSme 

= ( ) ( x ) ,  
f3 ' (X)  C ~ +  C ~ ( I - - ~ )  I + X n t- ( I  C~)~ I -~- 

Par 

qui n'est pus d6g6n6r~ pour a > o ,  u su d6riv6e 3 ~e nulle ~ l'origine, donc on 

pourru construire une fonction ubsolmnent monotone sur (-- I + a, o), quel  que soit 

F"'(o)-->o. En uppliquunt le proc6d6 r6gulier indiqu6 plus hunt, on trouve par 

exemple, sur - - 4 '  o 

§ 13. Fonctions potentiellement monotones. Nous disons qu'une fonct ionf(x)  

est pote~tiellement monotone sur le segment (--c, o), si f(eU--c)est ubsolument 

monotone s u r  tout le demiaxe n6gutif. Donc, d'upr~s le th6or~me E, une telle 

fonction f(x) peu~ ~tre consid6rSe comme lu limite d'une somme de lu forme: 

f(x) = l i m  ~ Ai(x+e)ai, A i > o ,  ai~>o. 
n = ~  i 

Le lien entre les fonetions potentieltement monotones sur (--c, o) et les fonc- 

tions ubsolument monotones sur le demiuxe ndgutif, permet de considdrer comme 

6quivalents les problbmes correspondunt ~ ces deux eut6gories de fonctions. 

Ainsi, par exemple, les conditions (8) sont suffisuntes pour l'existence d'une 

somme potentielle ~ 2 h purum~tres non ndgutifs 
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h 

1 

mais elles ne le sont pas dvidemment pour 1'existence du polynSme principal 

d'ordre 2h satisfaisant aux m~mes 2 h conditions. La considdration du probl~me 

correspondant relatif aux fonctions potentiellement monotones quoiqu'insuffisante 

peut ~tre utile pour l'dtude des probl~mes sur les fonctions absolument mono- 

tones que nous avons ~tudi~s dans les §§ prdcddents. 

l~ous pouvons indiquer, par exemple, la condition a~dcessaire suivante pour 

l'existence d'une fonction absolument monotone satisfaisant ~ m conditions ini- 

tiales donn~es: il faut  qu'entre deux exposants ai quelconques da,~s q~m (x) on puisse 

insdrer un hombre entier. 

En effet, si F(x) est une fonction absolument monotone sur (--c, o) qui saris- 

fair aux mSmes m conditions, 

- .  - q m(X) 

devra presenter m variations; or, ceci n'est ~videmment possible que dans le cas, 

off tous les termes de ~a(x) sont }~par~s entre eux, par un terme, au moins, 

de F(x), dont les exposants sont des entiers. 

}iais cette condition est encore loin d'gtre suffisante. 

I1 y a lieu de remarquer que, lorsque e augmente de z~ro, les d~terminants (6) 

varieront £ partir de valeurs positives. La plus petite valeur 4, of~ l'un au moiss de ees 

d~terminants change de signe ddtermine une borne sup~rieure de la valeur L ~tudi~e au § 

prdeddent. Lorsque le hombre m des donndes initiales ero~t inddfin~ment la diffd- 

rence ~ - - L  tend vers zdro (au moins dans le cas, off la fonction potentiellement 

monotone est unique). I1 pourrait se rencontrer d'autres valeurs isol6es e = t t > 2 ,  

pour lesquels les d~terminants (6) redeviendraient positifs; mais tandis que rin- 

tervalle (--4, o) serait un intervalle de monotonie absolue, l'intervalle (--tt, o) ne 

pourrait ~tre qu'un intervalle de monotonie potentielle. Ainsi, par exemple, la 

V I + x  
fonction ~-U x , off o < b < I est absolument monotone sur (o, b) et potentiellement 

monotone sur (--I ,  b), D'une fagon gdndrale, dans le cas, oh l a  fonetion T'(x) 

potentiellement monotone sur (--e, o) ddterminde par l'infinitd de valeurs F(o) , . . . ,  

F(n)(o),. . . ,  satisfaisant aux conditions (6) est unique, il faut  et il suffit pour qu'elle 

y soit absolument monotone que les indgalitds (6) subsistent, lorsqu'on y remplace c 
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par un hombre donnd I 7 tel que c > 7 >  c. En effet; la fonetion F(x )  sera alors 
2 

r6guligre pour x = - - c .  Pour la mSme raison l'infinitd d'inggalit6s (6) suffit pour 

affirmer que F ( x )  est absolument monotone sur (--c, o) dans le cas particulier, off 

elle est analytique g l'origine, et son rayon de convergence y est supgrieur £ c. 

Remarquons, enfin, que dans le cas, off le hombre de donndes initiales 

m = 4 ,  Z e s t  ~gal au plus petit des hombres 

F'(o) F(o) F"(o) F'(o) 
F'~(o)--F(o) . F"(o) et F,,~(o)__F,(o ) .F'"(o); 

done, en tenant eompte des formules (7I), on a alors 

Z_L=p(p+ I) 0(I--0)  F(o) 
(p + 0) (p + 0 ~) F'(o) 

P I ( P l  -]- I)  0 1 ( I - 0 1 )  F ' ( 0 )  
o u  (p, +o~) (v~ +o/) F"(o)' 

( F(o)  i!o/3 
de sorte que ) . - - L <  F'!o) car 2 et L 6tant finis, on ~ < F (o)] F (o) a 

C H A P I T R E  II I .  

Application an probl~me des moments .  

§ 14. Le probl~me des moments de Stieltjes et les fonctions absolument mono- 

tones. L'dtude qui pr~cSde, surtout celle du premier chapitre, est ~troitement 

lige au problSme classique des moments. 2 Cependant je n'ai pas voulu mSler les 
i 

deux questions pour faire voir que la thdorie des fonctions absolument monotones 

1 I1 en rdsultera alors que les indgMit6s (6) sont  aussi satisfMtes pour toute valeur 7~<c.  

2'Les problemes traitds dans le second chapitre correspondent au cas, off la fonction de di- 
s t r ibut ion ~p (t) dans (72) admet des points de discontinuit~ dquidistants entre ]esquels elle est  con- 
stante.  Ainsi, on adoptant  la terminologie du calcnl des probabili tds et en d~signant par  a i l'espd- 

rance mathdmat ique  de x i (ou le moment  d'ordre i de x), on ddduit  de (68) et (7o) les indgalitds 
n~cessaires et suffisantes auxquelles doivent satisfaire a~, as, a8 

a~ >--a~*+O(I--O), as- -  > a2~ +a~ p l ( I - -p l ) ,  off ,o=a t - - [a~] ,  9~= a 2 _  [aA] ' 
a ~  a 1 k a l J  

si on admet  que x ne peut  recevoir que des valeurs positives et enti~res. 
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expos6e ind6pendemment de la th6orie des fractions continues et des moments 

de Stieltjes conduit simplement aux principaux r6sultats de cette derni~re. Je vMs 

maintenant indiquer rapidement les rapports entre ces deux th6ories. 

D'abord, le lecteur a certainement remarqu6 depuis longtemps que les poly- 

n6mes exponentiels tels que 

h h 

f2h(x)= et 
1 1 

qui sont d6termin6s par 2h (ou 2 h +  I) wleurs  initiales F(o), F ' ( o ) , . . . ,  Fmh-ll(o) 

(et F(2h)(o)), correspondent aux r6duites d'ordre pair et impair de la fraction 

continue de Stieltjes qui est attach6 au d6veloppement 

1,'(o) + F ' ( o )  z + . . .  + Fl, , l(o) z ~ + . . .  

(en g6n@rM, divergent), At 6rant les rdsidus et a~ les pdles de ees rgduites. 

Le thdor~me :E (§ 6) signifie qu'en utilisant la notion d'int@rale de Stieltjes, on 

peut representer route fonction F(x) absolument monotone sur le demiaxe n~gabf sous 

la forme 
oo 

I ' D  

F (x) = / e  tx dl~ (t) (7 2) 
i ]  
o 

oh ~p(t) est une fonction non ddcroissante. 

En effet, 
h 

f2h (x) = ~  Ai e~, ~ 
i = 1  

repr6sentant des polyn6mes exponentiels qui par hypoth~se tendent uniform6ment 

vers F(x) pour x--<o, posons 

~p~(t)--o pour t < a l  

~ h ( t ) - A l + A , + ' + - I A i  pour t = a i  
2 

~ p h ( t ) = A l + A o . + ' " + A i  pour a~< t < a~.+~. 

On peut Mors, eomme il est eonnu, ehoisir une suite infinie d'indiees-h 

croissants, tels que ~ph(t) convergent vers une fonction ~p(t), 6gMement non d6erois- 

sante, en t o u s l e s  points de continuit6 de cette derniSre. D~ns ces conditions, 
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o 

o~  

t end  uniform6ment ,  pour  x-<-o,  vers fe'Xd~p(t), d'ofi r6sulte l'6galit~ (72). 

0 

D'ailleurs,  pour  x < o, on est en droi t  de diff6rentier (72), ce qui condui t  

1~ formule  

0 

plus, darts l'hypoth@se que toutes les d~rivdes F('~)(o):de F(x) restent finies D e  

d~ l'origine, on ~ aussi 
oo 

0 

(74) 

l ' int6gr~le duns le second membre  de (74) devant,  par  cons6quent,  uvoir ulors un  

sens quel que soit n. I1 nous suffira d 'examiner  ie cas de n -~  I, le m@me raisonne- 

ment  pouvant  8tre rdpdtg de proche en proche. 

Ainsi, p~r hypothSse, x tend~nt  v e r s o  p~r w l e u r s  n6gutives, on a cons tamment  

te *x d ~, (t) = F '  (x) < ~ x - -  d ~, (t) < F ' ( o ) ,  

0 o 

e t a  fortiori, quelque grand que soit le hombre  donnd N, on aura  

iV 

f e~x- ~ d~p (t) < F'(o); ±iV(x)= ~ - -  
o 

puisque IiV(x) cro~t avee x < o, nous en concluons l'existence de la l imite 

iV 

lim .=o (x) = f  (t)--< 
0 

o~  

et 6galement,  de la limite D,o~ r6sulte (74) pour  ~ t = I .  

o 

8 - - 2 8 2 2 .  Ac~a mathematica. 52. I m p r i m 4  le 28 f6vr ier  1928. 
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I1 est ais6 de s'assurer ensuite (d'ailleurs ind6pendamment de notre derni6re 

conclusion) que la fonction ~p(t) da~s l'expression (72) est com2l~tement ddtermi,n& 
(aux points de cont;inuit6) par la fo~ctio~ F(x). On peut utiliser dans ce but 

le r6sultat de Stieltjes que la formule 

{dr(t), (75) 
J ~--tz 
0 

off q)(z) est donn~ sur le demiaxe n~gatif, d&ermine d'une fagon unique la fonction 

~p(t). I1 suffit de remarquer qu'on a 

=ffe<'=-i, dV.(t)dx-- dV,(t) 
I - -  t 2 '  

0 0 0 0 

- -  • (z).  (76) 

On peut encore proc6der autrement, sans faire appel '£ la formule (75) de Stieltjes. 

A cet effet, remarquons que la formule (72) donne une expression analytique 

la fonction _F(z) dans le domaine coraplexe pour t;oute valeur de z=x+yi ,  
oh x--< o. Sans que cela nous soit n6cessaire pour le moment, ajoutons que, 

cause de la convergence uniforme de l'int6grale (73) pour x--<o, lorsque les mo- 

ments donn6s par la formule (74) sont finis, la fonction F(z) (holomorphe, en 

g6n6ral, pour x < o )  admettrait 6galement dans cette derni6re hypoth6se des 

d6riv6es de t o u s l e s  ordres sur l'axe imaginaire. 

Or, tl > to --> o 6tant~ deux points de continuit6 de la fonction monotone ~p (t), on a 

~p(tl)_~P(to)=~ f f cos ty [sin 

0 - -a~  

txy- -s in  toy] d~p(t) dy, 
Y 

en vergu de la propridt6 connue de l'int6grale de Dirichlet. 

Donc, en posant 

I A (y) = ~ [F(yi) + F(--yi)] 
ao  

= f c o s  tyd~p (t), 
0 

off la fonction A(y) de la variable r6elle y est parfaitement d&ermin6e, on a 

(77) 

o~ 

- - o o  

sin t l y -  sin tOY dy" 
Y 

(78) 
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Par  cons6quent, les condit ions n6cessaires et suffisantes que nous uvons 

trouv6es au I er Chapitre pour  qu'il existe une fonct ion ubsolument  monotone 

sur le demiuxe n6gutif, prenant  fi~ l 'origine uvec ses d6riv6es de tous les ordres 

les vuleurs F(o) ,  F' (o ) , . . . ,  F( ')(o) , . . .  et pour  qu'elle soit unique, sont 6quivu- 

lentes resI)ectivement aux condit ions pour  18 posssibilit6 du probl~me des moments,  

correspondun~ 8ux 6quutions (74), et  fi~ celles de l 'unicit6 de su solution. 

Remurquons  que lu fonct ion @ (z) de Stie!tjes , par  rapport  £ luquelle lu 

fonction //'(z) est la fonction associde de /VL Borel, est 6galement absolument  

monotone  sur le demiaxe n6gatif. Mais il est 6vident  que route fonction absolu[ 

ment  monotone n 'est  pas susceptible d'etre raise sous 18 forme (75) de Stieltjes, 

car pour  qu'il  en soit ainsi il est pr6cis6ment n6cessaire et suffisant que 1~ fonct ion 

ussoci6e de cet~e fonct ion soit aussi une fonction ubsolument  monotone sur le 

demiuxe n6gatif. En  uppliquant 18 formule (78) on peut  d'uilleurs d6tel~niner lu 

fonct ion ~pl (t) t e l l e  que 

~o 

(z) = / e  '~ d~p~ (t), (79) 
f $  

0 

si q)(z) est donn6e par formule (75). Duns ce cus, la formule (77)prend la forme 

d'ofi 

if[  I ] d~_(t) 
A (y) = i ~ t y  ~ + d~  (t) = , I "~ tyi  J I  + t~y ~ 

0 0 

~p~(t~)- ~p~(t0)= I / / ( s i n  t , y - -  sin toy) 
~c y(i  +t~y,2) d~(t) dy. (so) 

D ' u u ~ r e  part, on peut  construire une fonct ion absolument  monotone q), (z) 

qui aura comme fonct ion ussoci6e @(z) et dont  les d6rlv6es successives fi~ l 'origine 

seront F(~) (o) . (n !) ~, en posunt 

H 
0 0 0 

En op6rant de la m~me fagon sur q)~(z) et ainsi de suite, on pourru cons t ru i re  

ainsi des fonctions ubsolument  monotones  q)p (z) dont  les d6riv6es £ l 'origine seront; 

(o). 
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§ 15. Fonetions exponentiellement convexes et le probl~me gen6ral desmoments. 
Nous dirons qu 'une fonct ion F(z) est exponentiellemenl convexe dans l ' interval le  

(--b,  a), off b ~ o ,  a --~ o, si elle satisfait  aux  conditions (33) du § 6, quel que so i td  ~ o 

et  le hombre  ent ier  x, pourvu que les points 2zd,  ( 2 z + i ) d  ne sor tent  pas de 

l ' intervalle consid6r6. 

En  supposant  F ( o ) >  o, il est ais6 d 'en d6duire que l 'on a n6cessairement 

d 2 F (o) = / " ( 2  d) -- 21" (d) + F (o) --> o et, en g6n6rM, 

. . . .  o .  

(81) 

Pour  le mont re r  il suffit de eonsta ter  que, d'aprbs (33), la forme quadra t ique  

P~-~, ~ F((l+m) d)x~xm 
l=O m=O 

est positive, quels que soient les valeurs des variables r6elles x0, x t , . . . ,  x~; or, en 

posant  X o = I  , x l = - - z , . . . ,  x z = ( - - I )  ~ C ~ , . . . ,  x ~ : ( - - I )  ~, et en r emarquan t  que 

• C~  ~- ( - - I )  ~ 2~, quel que soit n _ < 2 z ,  on volt  que la forme Z(__i)iC/ (__i)n_ l n-l cn 
: 0  

quadratique P se r~duit alors pr6cis6men~ ~ d2~ F(o). Les mSmes in6galit6s devant 
manifes tement  uvoir lieu, si au lieu de J2~ F (o )  on prend A2 ~ F(hd), off h est 

un  hombre ent ier  quelconque (pourvu qu 'on ne sorte pas de l ' intervalle (--b,  a)), on 

en conclut 1 que la fonct ion F(x) est ind6finiment d6rivable et m~me anMytique 

l ' int6rieur  de l ' intervalle consid6r6 et on a en tons ses points 

F(2 ) ( . )  -> o. (82) 

Du moment  que l 'existence des d6riv6es successives est 6tablie, on d6duit  

imm6diatement  de (33), en faisant  tendre  d v e r s  o, que, si F(x) est exponen- 

t ie l lement  convexe darts l ' intervalle (--b,  a), off b > o ,  a > o ,  on a n6cessMrement 

(F(o), F " ( o ) , . . . , .  F (2.) (o)) ~ o, quel que soit z. (83) 

Dans le cas, off l 'une des quantit6s b ou a serait  nulle, lu fonet ion F(x) 
pourra i t  ne pas avoir de d6riv6es finies ~ l 'origine, mais rant  que celles-ci exi- 

1 Voir la :Note de rues ~Le~ons sur les propri4t6s extrgmales etc.,, page 191 et suiv: 
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stent, elles doivent  ~ussi 6videmment s~tisf~ire aux in6gulit6s (83). 1 I1 y u lieu de 

signaler que les fonet ions exponentielleanent convexes ~ppurt iennent,  d'upr~s ce 

qui pr6c6de, ?~ une class4 plus 6tendue de fonctions dont  les d6riv6es d 'ordres 

pMrs sont  n o n  n6gutives duns un  interv~lle donn6, uuxquelles il convient  de 

donner  le nom de fonct ions absolument convexes. Muis ~ctuellement nous n 'uvons 

p~s besoin de nous oceuper de lu clusse 1~ plus g6n6r~le des fonct ions ~bsolu- 

.anent convexes. Revenons donc uux fonct ions exponent ie l lement  convexes et 

d6montrons  le 

Th4or~ane M. Toute fonction exlgonentiellement convexe F(x) sur le segment 
h 

(o, c) est la limite de polyn~mes exponentiels f2h(x) = ~ Ai e~i ~, oh A i > o  et ai sont 
i = 1  

des hombres r~els, qui convergent umform~ment vers F(x) pour toutes les valeurs 

rdelles de x, oh F(x) reste analytique (les extr6mit6s de cet i n t e rwl l e  coanprises, 

si F(x)  y est finie). 

L~ d6monstrut ion r6sulte du an4me proc6d6 d ' interpolut ion qui nous a servi 

pour  6t~blir le fh6or5me E du premier  Chapitre.  
h 

Construisons, en effet, le polyn6me exponen~iel f ~ ( x ) =  ~ A~e~i ~ qui se 
i = 1  

ct i 

c (2 h - -  I) c En  posunt  e 2-~ = ~ ,  nous ~vons eonfond uvec F(X ) ~ux points o, 2 h " "  "' 2h 

r6soudre le syst6me 

AI + A~ + . . . . . .  + Ah = F(o) 

.4~2,dh-1+ " +Ah  ----- \ 2 h  

(84) 

Comme £ l 'endroi t  indiqu6, nous remurquons que ce syst6me d6termine d 'une 

f~9off unique les v~leurs Ai > o ,  ;~i>o. Seulement  nous ne pouvons plus, n~tu- 

rellement,  appliquer le corollMre 2 du § 5 pour  en t i rer  une lianite sup6rieure 

i I1 est  ais6 de v6rifier que, si le signe d'6galit6 ~ lieu pour  une valeur  de ~, il subsis te  

pour  routes  les valeurs  sup6rieures,  et F ( x )  se r6duit  alors h u n  polyn6me exponentiel .  
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de £;; done a priori ai  peut  prendre  routes les vuleurs rdelles. L a  fonct ion f2h(x), 

grant aussi exponentiellemen~ convexe, aura, au plus, un  min imum dans l ' inter-  

valle (o, e),  elle t endra  done uni formgment  vers F(x) duns cet intervalle.  

Donc d'aprSs les consid6rations indiquges au ddbut de ce Chapitre,  on pourru  

prgsenter  F(x) duns l ' in terval le  (o, c) sous la forme 

F(x) = j'e'* (t), (85) 

off ~p(t) est une fonct ion non ddcroissante, lorsque t varie de - -  ~ ?~ + ~ .  

En  d 'autres  termes, 

= f ( x )  

off 

f a  / a  

a ]  a /  

0 0 

(86) 

la premiere de ces fonct ions giant  absolument  monotone  de - - ~  jusqu'~ c > o et  

la seconde d e p u i s -  ~ jusqu'£ o, au moins. Or, sole Xo<O, pour  fixer les idges, 

tel  que F ( x )  est analyt ique sur le segment (x0, o). Alors f (x )  grant ggalement 

holomorphe  duns cet intervalle,  il en sera de mSme de 

f l  (-- x) : F(x) - -  f ( x ) ;  

donc lu fonet ion absolument  monotone  fl(x) grant susceptible, d'aprSs ce qui 

prgcbde, d 'une seule reprgsentat ion sous la forme (72), l ' intggrale correspondante  

aura  un sens jusqu '£  x = - - x  0. Le mSme ra isonnement  pouvant  8tre fair  pour  

x 0 > e ggalement, nous en concluons que les expressions (86) et (85)s0nt  valables 

duns tou t  l ' intervalle,  off F (x )  est analytique.  C . q . f . d .  1 

Corol la i re .  Si la fonction F(x) est exponentiellement eonvexe dans un inter- 

valle aussi petit que l'on veut, elle est aussi exponentiellement convexe sur tout le 

segment rdel, o~ elle est analyffque; de plus, F(z) est holomo~The duns route la bande 

du plan eomplexe comprise entre les deux pe~Tendiculaires dlev~es aux extrdmitds de 

ce dernier segment. 

1 On pourrait aussi arriver ~ la m6me conclusion, en appliquant les considdrations de la page 20. 
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Ce corollaire 

vergence de 

peut  8tre compl6t6 de la fagon suivante:  Si le rayon de con- 

X n 

F(x)  = F(o) + F'(o) x + + F(~)(o) ~ + (87) 

est ~gal ~t t~, et que l'on ait, quel que soit z ,  

(F(o), F " ( o ) , ,  2~(~)(o)) -> o (83) 

la fonetion F(x )  est exponentiellement convexe ~ l'intdrieur d'un segment, dont l'une 

des extr$mit~s est +_ R et l' autre est T b, oit b >--R > o. 

Pour  abr6ger  nous ne nous arrSterons pas sur la d6monstrat ion directe de 

cette proposi t ion qui r6sultera, comme cons6quence du th6orSme plus g6n6ral suivant:  

Th~or~me  N. Si  F(o), F ' ( o ) , . . . ,  F (~ ) (o ) , . . . ,  satisfont aux in~galitgs (83) , 

quel que soit z, il existe au moins une fonction F(z)  r~pondant it ees donndes 

initiales admettant des ddriv~es finies de tous les ordres sur l'axe imaginaire. 

En effet, le systSme 

A~+A~+ ... + A h  : F(o)  

. . . . . . .  ° . o ° ° . . . .  

A1 ~ 1 2 h - 1  "J- . . . . . . . . .  "J- A h  a h  ( 2 h - l )  : F ( 2 h - - 1 ) ( O )  

admet  un syst~me de solutions off A~ > o et as sont des hombres r6els. P a r  con- 

s6quent, le polyn6me exponent ie l  

h 

satisfait  ~ux 2 h conditions initiales j~ h (o) F (o), ~(2 h--1)r~ ~ • •., d 2 h t~J = F(2 h--l)(O) ; de plus 

on a sur l 'axe imaginaire,  pour  z = yi .  

h h 

f2h(yi) = ~ A~cos ~ v  + i y,A~ sin,~,V =p~,,(v) + i Q,~h(y), (88) 

P2a(y) et  Q2h(y) satisfaisant  pour  routes les valeurs r6elles de y aux in6galit6s 
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I P . & ) I  -< F(o), I q~(v)l -< F(o), 

, p ( < ,  , (,) IQ-~(y)I-< , ~, ~vJI -< Fc-)(o),  F:")(o) .  (n---~ 2/c < 2h) 

(s9) 

Doric : ,  en  cho i s i s san t  c o n v e n a b l e m e n t  les ind ices  c ro i ssan t s  h, tels  que 

(n) 
l im  P2h(y) = P(y), lira P2h(y) = P(")(y) 

(n) l im  Q2h(y)= Q(y), lira Q2h(y)= Q(n)(y), 
(90) 

on  c o n s t r u i r a  u n e  f o n c t i o n  F(z)  qui  pou r  rou te  vMeur  de z = yi sera  dgMe g 

F(vi) = P(v) + i Q(u) (91) 

et  sa t i s fe ra  aux  c o n d i t i o n s  in i t iMes  donn4es .  C. q. f. d. 

On  pourra ,  e n  outre ,  aff i rmer,  en  t e n a n t  compte  de ce que (pour n pair) 

IF:<(v)l < 1,'(")(o), 

que  la  f o n c t i o n  I"(z), d o n t  l ' ex i s t ence  v i e n t  d ' & r e  prouv~e,  sera  un i que ,  n o n  seule- 

mer i t  lo rsque  la  s~rie (87) a d m e t  u n  r a y o n  de c onve r ge nc e  R > o et r ep r6sen te  

Mnsi  u n e  f o n c t i o n  e x p o n e n t i e l l e m e n t  convexe  de la  va r i ab le  r6elle x ma i s  d a n s  le 

cas ~galement ,  off la  c o n d i t i o n  de q u a s i a n a l y t i c i t 6  de M. C a r l e m a n  

I 
~b 

VF(< (o) 

est  rempl ie .  

E n  u t i l i s a n t  l ' i n t d g r a l e  de St ie l t jes ,  on  pour ra ,  dans  tous  les cas, m e t t r e  P(y) 

/ eg Q(y) sous la  fo rme :  P(y)=jeos; tyd~(t), Q ( y ) =  sintydtp(t) et on a u r a  

l ' exp re s s ion  

1 Pour x ~ o rdel on a f2h(X) <-f2h+2(x); par consdquent, f2h(X) croitra "ind6finiment pour 
x = x 0 ou bien tendra vers une fonction exponentiellement convexe sur tout le segment (o, xo). Le 
rayon de convergence R de la sdrie (87) est donc ddtermin6 par la propri6td que, si ]Xo] < R, on 
peut toujours fixer un nombre L, tel quef2h(± xu) < L, et que cela n'est plus possible, si ] x o ] > R. 
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(92) 

qui sera, en  tout cas, valable pour z=y i .  
Comme au § 14, on v~rifie que la fonction F(z)~tant donn~e sur l'axe 

imaginaire, la fonction non d~croissante ~p (t) se trouve d~t~ermin~e sans ambiguit~ 

(en tous ses points de continuitY). On a, en effet, t~ > to ~tant deux points de 

continuitY, 

M 

sin (t--to)y+ sin (t~--t) y d~ (t) dy = 
Y 

(93) 
M 

I f f cos ty[sin t~y--sin toy]+sin ty[costoy--costly] d~p(t)dy, 
=Y~ y 

quels que soient M > t l  et - - L < t  o. En faisant L = M = ~ ,  l'int6grale a done 

un sens, et, puisqu'il en est de mSme de l'int~grale 

oo c~ 
I f f c o s t y [ s i n t l y - - s i f t t o y ]  

2 ~  y 
- - o o  - - o ~  

d~p (t) dy = ~ ;P(Y) [sin tl y- -s in  toy ] dy 
2 ~  y ' 

- - o r  

qui est ~gale 

ou 

i [~ (t~)-~ ( - t , ) - ~  ( t o )+~( -  to)] 
2 

i [~ (t~)-~ ( -  t~) + ~  (to)-~ (-to)], 
2 

suivant que to> o ou t o < o ,  on en conclut que l'intdgrale 

I f sift t y [ c o s  toy--cos  tlY]d~p(t)dy = I Q(?/)[cos toy- -cos  tlY]dy 
2~ y ~ y 

a ~galement un sens. Done, 
9--2822. Acta matheraatica. ,~2. Imprim6 le 29 f~vrler 1928. 
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I f.jD(y) (SiR t l~/--s in  toy)~  Q(y) (eot!i toy--costlY)dy" (94) 
W(t,) - -  gO(to) = 2 ~ . J  Y 

--0o 

f ( Ainsi, en reraarquant  que, d'aprgs ee qui pr6e~de, F('~)(o) = t~d~ t), nous 

re~rouvons le r~sultat importan~ suivant dfi g 3I. Carleman: 

Le probl~me g&&al des moments admet une solution unique, si ~ I 

V F(") (o) 
I1 es~ ais6 de d6duire de lg avec M .  Carleman la cons6quence su iwn te  

rela{ive an probl~me des moments  de Stieltjes. 

t)our que le probl~me des moments de Stieltjes soit susceptible d'une solution 

I . . 

unique il suffit que la s&ie ~ i,~ soit divergente ee qui es~ e q m w l e n t  g la 

(o) 
proposition suivante: 

Si f ( o ) , . . . ,  f ( < ( o ) , . . . ,  satisfont aux in~galit& (18), il suffit que ~ 2~ I 

Vf(")(o) 
soit divergente pour qu'il n'existe qu'une seule fonction absolument monotone f (x )  sur 

le demiaxe n~gatif r~pondant & ees conditions initiales. (Les donn6es sont dans ce 

cas compl~,tement r~guli&es.) 

A v 


