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Dans une s6rie de m6moires pr6sent6s k l'Acaddmie des Sciences j'ai 
d6fini certaines fonctions nouvelles que j'ai appel6es fuchsiennes, kleind- 
ennes, th6tafuchsiennes et z6tafuchsiennes. De mgme que les fonctions 
elliptiques et ab~liennes permettent d'intdgrer les diffdrentielles alg6briques, 
de m4me les nouvelles transcendantes permettent d'intdgrer les 6quations 
diff6rentielles lin6aires ~ coefficients alg6briques. J'ai r6sum6 succincte- 
ment les r6sultats obtenus dans une note ins6r6e aux M a t h e m a t i s c h e  A n n a -  

len.  Ayant l'intention de les exposer en ddtai], je commencerai, dans Ie 
prdsent travail, par dtudier les propridtds des groupes fuchsiens, me r6ser- 
rant  de revenir plus tard sur ]eurs cons6quences au point de vue de la 
th6orie des fonctions. 

§ 1. Substitutions r6elles. 

Soit z une variable imaginaire ddfinie par la position d'un point 
darts un plan; t u n e  fonction imaginaire de cette variable d6finie par la 
relation : 

az  -t- b (1) t . . . .  
c z +  d 

Je supposerai, ce qui ne restreint pas la gdn6ralit6, que l'on a: 

a d  ~ bc = 1. 

Si le point z d6crit deux arcs de courbe se coupant sous un certain 
angle a, le point t ddcrira de son c6t6 deux arcs de courbe se coupant 
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sous lc m6me angle a, e'est k dire que la substitution [z; a z +  b~(,~ \ c z + d ]  ~ / con- 

serve les an.qles. 

La fonction a z + b cz + d est en effet monogene. 

Si z d6crit un cercle, t d6crit 6galement un cercle; c'est k dire que 
[ a z + b ~  

la substitution [z , -~-+-~)  change les cercles en cercles. 

Enfin si z~, z2, z~, z, sont quatre valeurs de z et s i t , ,  t2, t~, t 4 sont 
les vnlcurs correspondantes de t, on ~: 

(2) t l - - t ,  t 4 - t  s ----- z I - z ,  z ~ - - z a  
t ,  - -  t~ t ,  - -  t ,  z , -  z~ z ,  - -  5 "  

Il existe en g6n6ral deux valeurs de z qui sont 5gales aux valenrs 
correspondantes de t; c'est ce qu'on appelle les points doubles de la sub: 
stitution (l). 

Si (~ + d)' ~ 4 

les points doubles sont distinets; et si nous les appe]ons ~ et fl 1~ relation (1) 
peut s'dcrire: 

t - - a _ ~ _ K Z ~ a  

K 6tant une constante que j 'appellerai multiplicateur. 

Si au contraire 

( ' )  J 'emploierai  dans ee qui suit les notations de M. Jordan. 

La substitution [z, f ( z ) ]  ou bien [x: y; f (x ,  y), ~ (x, y)] sera l'opdration qui consiste 

• ~ changer z en f(z) ou bien cel]e qui consiste ~ changer x en f (x:  y) et y e n  ~ (x: y). 

La substitution inverse de Ez, f(Z)] sera [f(z) ,z];  le produit de deux substitutions sera 

l'opdration qui eonsiste ~ faire suceessivement ces deux substitutions. 

Un syst~me de substitutions formera un groupe si ]a substitution inverse de route 

substitution du syst~me et le produit de deux substitutions quelconques du syst~me .font 

dgalement partie du syst~mc. 

Un groupc A est isomorphe "~ un autre groupe B si ~ toute substitution de B corre- 

spond unc et une seu]e substitution de A et de telle sorte qu'au produit de deux substitu- 

tions de B~ corresponde ]e produit  des deux substitutions correspondantes de A. 

Si B e s t  dgalement isomorphe h ~l~ les deux groupes sont isomorphes entre eux et 

l ' isomorphisme est holo~drique; autremcnt il est mgri&lrique. 
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(a + d) ~ = 4 

les points doubles se confondent et l'on a: 

a = t g .  

La relation (1) peut alors s'6crire: 

1 1 
(4) t - -  a z - -  a + c 

(z, az + b~ Telles sont les principales propri6t6s des substitutions lin6aires ~, c~+d}"  

Mais nous allons faire une hypoth~se de plusi nous supposerons que les 
coefficients a, b, c, d sont r6els. Je  dirai alors que 1'~ substitution (l) 
est une substitutiort r~elle. 

I1 en r6sulte que lu partie imaginaire de t est positive, nulle ou 
n6g~tive selon que la partie imaginaire de z e s t  elle-m4me positive, nulls  
ou n6gative; c'est ~ dire que h~ substitution (1) conserve l 'axe des parties 

r6elles que j 'appellerai d6sormais X et change dgalement en elle-m~me 
la partie du plan qui est au dessus de cet axe. 

Si z dScrit u n  cercle ayant  son centre sur X, t d6crira 5galement 

un cercle ayant son centre sur X. Si z 1 et z~ sont deux quantitSs ima- 
ginaires conjugu6es, les valeurs correspondantes t~ et t 2 de t seront aussi 
imaginaires conjugu6es. 

Si a et fl sont deux valeurs de z, ~" et 3 lcs valeurs correspondantes 
t ' o t ~ de t; si a ,  fl', ~", d' sont les valeurs conjuguees de a, fl, /', o, on aurar 

cn vertu de la relation (2) 

(~ - -  a' f l - -  fl' " ( - -  / 3 - -  ~ 
a - - ~ '  f l - - d  ~ - - ~  3 - - ' /  

Si l'on pose pour abr6ger: 

cette relation " " s ecrlra: 

[5) (a. 3 ) =  (r. 3~. 



4 H. Poineard. 

Les substitutions r6elles ont 6t6 dtudides par diffdreuts gdom6tres et 
en particulier par M ~ Klein dans ses recherches sur les fonctions modu- 
laires; il les a partagdes en substitutions elliptiques, pai;aboliques et hy- 
perboliques. 

Les substitutions elliptiques sont celles pour lesquelles: 

(a + d) ~ < 4. 

Les points doubles a et fl sont imaginaires conjuguds; run  d'eux est par 
cons6quent au dessus de X, rautre  au dessous; la relation ( 1 ) p e u t  se 
mettre sous la forint (3) et la constante K est un'e quantit6 imaginaire 
dont le module est t'unit6. Si z ddcrit un cercle passant par a et fl, t 
ddcrira dgalement un cercle passant par a et fl et coupant le premier 
sous un angle 6gal £ l 'argument de /~. 

La substitution (1) change en elle-mdme toute circonf6rence qui ayant 
son centre sur le prolongement de aft coupe ce segment harmoniquement.  

Les substitutions paraboliques sont celles pour lesquelles: 

(a + d)' = 4. 

Les points doubles se confondent en un seul qui est situd sur X. La 
relation (I) se met  sous la forme (4) et de telle sorte que a soit 
r6el. Si z d6crit un cercle passant par a, t d6crira 6galement un cercle 
passant par a et tangent au premier. La substitution (1) n'alt6re pas les 
circonf6rences qui sont tangentes k X en a. Soit C uae pareille circon- 
ference; soit m o un point de cette circonf6rence C, la substitution (1) le 
changera en un autre point m 1 de cette mdme circonf6rence; elle changera 
m 1 en un autre point m 2 de C, m~ en un autre point m~, etc. Quand 
z tendra vers rinfini le point m~ se rapprochera ind6finiment de a. Soit 
de mdme m_l le point quc la substitution (1) change en m0, m 2 le point 
que cette substitution change en m_l, etc. Quand z tendra vers l'infini, 
le point m ~  se rapprochera aussi inddfiniment de a. 

J 'appelle C~ le cerclc qui a son centre sur X et qui passe par a et 
par m~.; qui par consdquent coupe orthogonalement le cercle C en a et 
en mr. I1 est clair que la substitution (1) changera C~ 1 en Co, C O en 
C 1, C1 en C2, etc. et en g6ndral C~ en C,.+~. De plus si z e s t  infini 
positif ou n6gatif, C~. se r6duit ~ un cercle de rayon infiniment petit. C'est 
dire que si l'on applique une infinit6 de lois la substitution (1), ou la 
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substitution inverse ~ un dcrcle passant par a e t  ayant son centre sur X, 
le rayon de ce cercle devient infiniment petit. 

I1 en r6sulte qu 'un arc de courbe de longueur 'finie, ne coupant pas 
X ne pourra rencontrer un nombre infini de cercles G~, c'est "~ dire de 

transform6s successifs d 'un cercle C o ayant son centre sur X et passant 

par a. 
Les substitutions hyperboliques sont celles pour lesquelles: 

(a + d)*> 4. 

Les points doubles a et /~ sont distincts et situ6s sur X. La relation (1) 
se met sous la forme (3) et de telle sorte que K soit r6el et positif. 

Je  puis de plus toujours supposer: 

K > I .  

Si z d6crit un cercle passant par a ou par fl, t d6crlra 6galement un 
cercle passant par a ou par /? et tangent au premier. La substitution 

(1) n'alt6re pas les circonf6rences qui passent par a e t  ft. 
J 'appelle  comme plus haut  C une circonf6rence passant par a et ~, et 

une s6rie de points tels que la substitution (1) change m,. en m~.+, II 
est clair que le point m~. se rapprochera ind6finiment de fl quand 
tendra vers -Jr cx3 et de a quand ~ tendra vers - - c ~ .  

J 'appelle aussi C~. le cercle qui ayant son centre sur X passe par 
a et par m~. Lorsque x tendra vers -t- co, G~ se rapprochera ind6finiment 

du cercle d6crit sur aft comme diam6tre; lorsque . tendra v e r s -  0,9, 
le rayon de (% diminuera ind6finlment. C'est dire que si l 'on applique 
la substitution (1) une infinit6 de fois ~ un cercle C o passant par ~ et 

ayant  son centre sur X, on obtiendra ~ la limite un cercle ayant  aft 
pour diam6tre. Si on applique une infinit6 de fois ~ C o la substitution 
inverse, le rayon limite sera nul. 

Si au contraire on appliquait une infinit6 de fois la substitution (1) 

b, un cercle passant par fl et ayant son centre sur X, le rayon limite 
serait nul, tandis qu'en lui appliquant une infinit6 de lois la substitution 

inverse, on obtiendrait ~ la limite le cercle qui a aft pour diam6tre. 
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II r6sulte de 1~ qu'un arc de courbe de longueur finie, ne COUl)ant 
pas X, rencontrera un nombre infini de cercles C~., c'est b, dire d~ trans- 
form6s successifs du cercle Co, ou bien un nombre fini de ces transform6s, 
selon qu'il rencontreri~ ou ne rencontrera pas le cercle qui a a~ pour 
diam6tre. 

Si l'on a: 
(~, fl) = (r, ~) 

il existe une substitution r6elle qui change a en T et fl en 3. Cette sub- 
stitution est d6finie par la relation: 

t - - - r  r ' - - 3  z - - a  a ' - - f l  
t - - 3 ~ " - -  T Z--i~ a ' - -a"  

Il est une autre propri6t6 des substitutions r6elles sur laquelle je 
voudrais attirer l 'attention; ell diff'6rentiant la relation (1) on trouve: 

dt 1 
d~ = icz + d) ~' 

Si de plus j 'appelle y la partie imaginaire de z, Y celle de t, je trouve: 

dt Y 
mod dz = y 

§ 2. Figures congruentes. 

Je dirai que .deux figures sont congruentes quand l'une est la trans- 
formde de rau t re  par une substitution rdelle. Les substitutions rdelles 
formant un groupe, il est clair que deux figures congruentes ~ une m~me 
troisi~me sont congruentes entre elles. 

Je puis 6noncer tout d'abord les th6or6mes suivants: 
Dans deux figures congruentes les angles homologues sont 6gaux. 
Si dans deux figures congruentes, le point T e s t  homologue de a et 

le point 3 homologue de fl, on a: 

(1) (a, fl) = @, 3). 

Cette relation peut prendre une autre forme. 
Consid6rons en effet les quantit6s a, • et leurs eonjugu6es a', fl' de 

telle sorte que: 
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~ _ _ ~ ' ~ - - ~ '  

(-, B ) = ~ _ _ f l ,  f l__ . ,  

Les quatre points a, ,8, a', fl' sont sur un m6me cercle qui a son 
centre sur X. Supposons de plus que ~ et fl soient tous deux au-dessus 
de x. Ce cercle coupe X en deux points que j 'appelle h et k; h sera celui 
de ces deux points qui est sur l 'arc tiff', k celui de ces deux points qui est 
sur l'arc aa'. Je pose 

[~, ~1 = ~ - -  h B -  k 
a - - k f l - - h "  

[a, fl] est essentiellement r6el, positif et plus grand que 1. De plus 
on a: 

4 [~, B] 
(~' fl) = ([~, ~] + 1 ) '  

Si T e s t  un point de l 'arc de cercle a /?, on a: 

[,~, r] It, ~] = [~, ~]  

I1  est clair maintenant qu'en employant cette notation nouvelle, on peut 
mettre la relation (1) sous la forme: 

Voyons ce q u l  se passera quand a et /? seront infiniment voislns. 
Soit: 

z = z + y V - - 1  

dz = dz + dy ~ l 

rood dz = }l"d-~z~ + dy ~. 

On aura, en n6gligeant les infiniment petits d'ordre sup6rieur: 

rood dz 
[z, z + dz] = 1 + - - - -  

Y 
OU : 

rood dz L [z, z + dz] . . . .  
Y 

On volt ainsi que le logarithme n6p6rien de [z, z "l-dz] est proportionnel 
au module de dz et ind6pendant de son argument. 

L'int6grale 
mo_d d~ 

l! 
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prise le long d'un arc de courbe quelconque s'appellera la L de cette 
courbe. 

L'int6gra]~ double: 

f t'+ y 
J y' 

prise ~ l'int6rieur d'une aire plane quelconque sera la S de cette aire. 
D'apr6s ce qui pr6c6de deux arcs de courbe congruents ont m~me 

L; deux aires congruentes ont m~me S. La L d'un arc de cercle =• 
ayant son centre sur X sera le logarithme n~pdrien de [=, ~ .  

Je ne puis passer sous silence le lien qui rattache lea notions pr6c6- 
dentes b~ la g~om~trie non-euclidienne de Lobatehewski. 

Supposons que l'on convienne d'enlever aux mots droite, longueur, 
distance, surface leur signification habituelle, d'appeler droite tout cercle 
qui a son centre sur X, longueur d'une courbe ce que nous venons 
d'appeler sa L, distance de deux points la Z de rarc de cercle qui unit 
ces deux points en ayant son centre sur X et enfin surface d'une aire 
plane ce que nous appelons sa 5'. 

Supposons de plus qu'on conserve aux roots angle et cercle leur sig- 
nification, mais ell convenant d'appeler centre d'un cercle le point qui 
est ~ une distance constante de tous les points du cercle (d'apr~s ]e sens 
nouveau du mot distance) et rayon du cercle cette distance constante. 

Si l'on adopte ces d6nominations, les th~orkmes de Lobatchewski sont 
vrais, c'est k dire que tous lea th6or~mes de la gdbm6trie ordinaire 
s'appliquent k ces nouvelles quantit4s, sauf ceux qui sont une cons& 
quence du postulatum d'Euclide. 

Cette terminologic m'a rendu de grands services dans rues recherches, 
mais je ne l'emploierai pas ici pour ~viter toute confusion. 

§ 3. Groupes Discontinus. 

Envisageons une infinit6 de substitutions de la forme: 

(1) z, c,z + d-~ 

qui, en posant pour ~br6ger: 
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a,~ + b~ 
f ,  (z) - + 

secmre sous la forme: peuvent " " 

Pour abrfiger encore, je dirai simplement la substitution 

f ,  

Je suppose que i e s t  un indice qui varie de 0 ~ l'infini. 
Je suppose de plus: 

a o - - d  o - -  I, b o - - c  o - - O  
d'oh 

f o  = 

Je suppose enfin que ces substitutions forment un groupe. 
Je vais d6finir certains symboles dont je serai amen6 ~ faire usage 

dans la suite. Je poserai: 

(z) -~ f~ [f~ (z)], f (z) = f'-" [f: (z)], . . . . . .  f~  (z) -- f~ [f~-I (z)] . . . . . .  

Je d6finirai de m4me, par une extension toute naturelle, le symbole f,~ (z) 
quand m sera nul  ou n6gatif. Je poserai: 

f0 (z) = z, z -- ~ - '  [~ (,)], f~-~ (z) = f [ "  [fi- '+'  (z)]. 

Si f~ (z) est une des substitutions du groupe envisag6, toutes les substitu- 
tions qui sont comprises dans la forraule g6n6rale: 

(2) 

feront figalement partie du groupe. 
Si f2 (z) est une substitution du groupe non comprise dans la formule 

(2), toutes les substitutions de la forine: 

(3) f~ (f~ ( f r  ( f :  ( . . . . . . . .  (f~ (f~ (z)) . . . . .  )) 

apparfiendront au groupe. 
Si maintenant f3 (z) est une substitution du groupe qui ne soit pas 

comprise dans la formule (3), c'est ~ dire qui ne soit pas une combinai- 
son de f~ et de f2, si f~ est une substitution du groupe qui ne soit pas 
une combinaison de f~, f~ et f3, etc . . . . . . .  si enfin f~ est une substitution 
qui ne soit pas une combinaison de f~, f2, . . . . . .  f~-l, les substitutions 
comprises dans la formute g6n6rale: 

Aeta mathemattca. I.  2 
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(4) s~ ' ( s~:  ( . . . . . . . .  ( s 2  ix)) . . . . . . . .  ) 

(oi~ al, %, . . . . . .  ~, sont des indices qui peuvent ~tre l, 2, 3, . . . . . .  
p -  1 ou p, et o~l /~i, ~ . . . . . . . .  /~, sont des entiers positifs ou ndgatifs) 
feront dgalernent partie du groupe. 

I1 peut se faire que Yon ait 6puis6 ainsi toutes les substitutions du 
groupe envisag6, de telle sorte que route substitution de ce groupe soit 
une combinaison de /~, f~, . . . . .  , fp. On dit alors que le groupe est 
old'rival de f~, {~, . . . . .  , f,, ou que f~, f~, . . . . .  ,.fp sont un syst6me de 
substitutions fondamentales du groupe. I1 est 6vident qu'un groupe peut 
avoir une infinit6 de syst~mes de  substitutions fondamentales; mais un 
seul de ces systdmes suffit pour ddterminer compldtement le groupe. 

On peut concevoir aussi des groupes tels qu'il soit impossible de les 
faire ddriver d'un hombre fini de substitutions fondamentales. Mais nous 
les laisserons systdmatiquement de c6t6. 

Soit donc un groupe G d6riv6 de p substitutions fondamentales f~, 
f2, . . . . .  , fp de telle sorte que routes ses substitutions soient de la forme (4). 

J 'appellerai exposant d'une substitution de ce groupe la somme des 
modules des nombres entiers positifs ou ndgatifs /~, fl~, . . . . .  , ~ .  

I1 peut se faire que les diverses substitutions contenues dans la for- 
mule (4) ne soient pas routes distinctes et que l'on ait identiquement: 

(~) ~o;' (P.: ( . . . . . . . .  s2 ( . ) )  . . . .  ) = s~, ' (.s;~: ( . . . .  /;'~" ~.) . . . . . . . .  )).  

La relation (5) peut toujours se mettre sous la forine: 

(6) s'.; (s,;:( . . . . . . . .  z.':' ( : )  . . . . . . . .  ) )  = .. 

Les a et les /~ ont ici la m6me signification que dans la formute (4). 
Les relations de la forme (6) pourront en gdn6ral 4tre toutes regarddes 

comme les consdquences d'un certain nombre d'entre elles que nous appel- 
lerons relations fondamentales et qui seront seules r6ellement distinctes. 

Un groupe H sera isomorphe ~ G s'il est ddriv6 d'un mdme nombre 
de substitutions fondamentales, et si l'on a entre ses substitutions fonda- 
mentales les mdmes relations fondamentales. Si entre les substitutions de 
H il n 'y a pas d'autre relation de la forme (6) qu'entre celles de G, 
l 'isomorphisme est r6ciproque et par consdquent holoddrique; autrement il 
est m&'i~drique. 
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Par suite des relations (6), une m6me substitution peut 8tre mise 
d'une infinit6 de ma.ni~res sous la forme (4); de sorte que la d5finition 
donn6e plus haut de l'exposant d'une substitution laisse subsister une cer- 
taine ambiguitY. Nous appellerons ~lors expos~nt d'une substitution la 2olus 
petite valeur que peut prendre la somme des modules de fl,, fl.~ . . . .  ../?,, 
quand on 6crit cette substitution sous la forme (4). 

Ici il y a lieu de faire une distinction importante entre les diff6- 
rentes sortes de groupes form6s de substitutions r6elles. Nous devons 
d'abord laisser de c6t6 les groupes qui ne e0mprennent qu'un nombre fini 
de substitutions et qui ont d6jg 6t6 6tudi6s g fond par plusie~rs g4omStres. 
Mais si les substitutions d'un groupe sont en nombre infini, on peut faire 
deux hypotheses diff6rentes: 

On peut supposer qu'il est possible de choisir dans le groupe une 
substitution 

telle que f~ (z) diff~re infiniment peu de z; (et cela quel que soit z) e'est 
dire que le groupe contient une substitution infinit6simale. 

On peut supposer a ussi que le groupe ne contient pas de pareille 
substitution. 

Les groupes de la premiere espSce seront continus, eeux de la se- 
conde discontinus. 

I1 ne pent exister de fonction uniforme analytique de z qui reste in- 
alt6r6e par les substitutions d'un groupe continu, car cette fonction devrait 
reprendre I~ m~me valeur en des points infiniment voisins les uns des 
autres et, pa, r cons6quent, a v o i r  une valeur constante. Aussi les groupes 
continus n'ont-ils aucun intdr4t pour nous  et rdserverons-nous le nom de 
gro,tpes fuchsiens aux groupes discontinus form6s de substitutions r6elles. 

S i  le groupe G est discontinu, il est clair qu'on pourra diviser le 
plan ou une partie du plan en une infinit6 de r6gions jouissant des pro- 
pri6t6s suivantes: 

Chacune d'elles correspondra g l 'une des substitutions du groupe G. 
Celle qui correspondra g la substitution: 



12 H. Poincard. 

s'appellera la r6gion R~ et par cons6quent celle qui correspondra" ~ la 
substitution: 

A ou 
s'appellera R o. 

Quand z sera intdrieur it la rdgion Ro, f~ (z) dew'a dtre intdrieur it R~. 
En d'autres termes, R~ sera la transform6e de R 0 par l a  substitution: 

(z, f, 

Supposons maintenant que z soit intdrieur ~ ia r6gion R~ correspondant ~: 

Ix (,)). 

f~-l(z) devra ~tre int6rieur ~ R 0 et par cons6quent f~ (fz 1 (z))sera in- 
t6rieur ~ R~. 

Dire que R~ est transformde de R o par une substitution r6elle, c'est 
dire que ces r6gions sont congruentes et par cons6quent que toutes les 
r6gions R sont congruentes entre elles. 

Pour me servir ,d'une expression tr6s usit6e de l'autre c6t6 du Rhin, 
je dirai que la division d'un plan en une infinit6 de r6gions est r~guliOre 
lorsqu'en d6formant ces r6gions d'une mani6re continue on pourra faire 
coIncider le nouveau mode de division avec l'ancien de telle faqon que 
chaque r6gion de la nouvelle division vienne co~ncider avec une r6gion 
de l'ancienne, et qu'une r6gion donn6e quelconque du nouveau mode de 
division vienne co][ncider avec une r6gion donnde ggalement quelconque de 
l'ancien mode. En ce qui concerne le mode de division qui nous occupe, 
il est clair que si l'on applique aux diff6rentes r6gions R la substitution 

chacune des r6gions R se changer~ en .une  autre r6gion R et R o se 
changera en R~. C'est dire que la division du plan sera r6guli6re. 

Le probl6me de la recherche des groupes fuchsiens se ram6ne donc 
au suivant: Subdiviser d'une fagon rdguli~re le plan ou une partie du 191an 
en une infinitg de r@ions toutes congruentes entre elles. 

Deux r6gions seront dites limitrophes lorsqu'elles confineront entre 
elles tout le long d'un arc de courbe qui leur servira de fronti6re com- 
mune. 

Soit Rp une r6gion limitrophe de R 0 tout le long d'un arc AB de 
son p6rim~tre; cet arc A B  sera l'un des c6t~s de R o. Mais on peut sup- 
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poser que ce ne soit pus le plan tout ~ntier, mais une partie du plan 
qui air 6t6 divis6e en une infinit6 de r~gions R, toutes congruentes entre 
elles. Dans ce cas, R 0 pourra confiner tout le long d'un are CD de son 
p6rim~tre k la partie du plan qui n'aura pus ~t6 subdivis~e en  r6gions 
R. Cet arc CD sera encore un des c6tds de R o. Les cbt6s tels que A B  
seront ceux de la 1 ~ro sorte, les c6t6s tels que CD ceux de l a 2  ~e sorte. 

Je  supposerai toujours que ]es cbt~s de la 2 m~ sorte sont des segments 
de l'axe X. 

Je justifie en quelques roots cette hypoth~se. Si l'on a divis6 une 
partie du plan en une infinit6 de r~gions R, et si la r6gion R o est con- 
tigue ~ la partie du plan non divis6e, on pourra toujours 6tendre la di- 
vision i~ une portion plus grande du plan. .Je l'6tendrai jusqu' ~ ce que 
R o cesse d'6tre contigue ~ la pattie non divis6e, ou jusqu' i~ ce que R~ 
atteigne l 'axe X. Cet aperqu suffira, je pense, pour faire comprendre les 
raisons qui me permettent d'adopter cette hypoth~se. 

J 'appellerai sommets de B 0 les extr6mit6s de ses c6t6~ et je serai 
conduit ~ envisager: 1 ° les sommets situ6s au dessus de X; 2 ° les som- 
mel:s situ6s sur X et s6parant deux c6t6s de la 1 *~e sorte; 3 ° les som- 
mets situ6s sur X et s~parant un c6t~. de ]a 1 ~** sorte et un de la 2 ~° 
sorte. J 'appellerai ces cliff, rents sommets, sommets de la 1 ~°, de la 2 do 
ou de la 3 me cat6gorie. 

Les points 
A A . . . . . . .  f ,  . . . . . . .  

seront dits correspondants. 

Quand le point z e s t  ~ l'int6rieur de / t  0, tous les points f (z)seront 
clans des r6gions R~ diff6rentes de /~0" Donc il ~le peut y avoir duns 
l 'int6rieur de R o deux points correspondants, et un point int6rieur k R o 
ne peut ~tre non plus correspondant d'un point du p6rimStre de cette 
r6gion. 

Au contraire un point situ6 sur l 'un des cbt6s de Ro, sur 2p par 
exemple, appartient k la lois k deux r6gions R 0 et Rp. Si le point zes t  
sur Up, c'est g dire sur le p6rim+tre de /tp, le point fp-a (z) sera sur le 
p6rimStre de R 0 sur un c6t6 que j 'appellerai ~ et qui s6parera R 0 d'une 
r6gion /~  correspondant g la substitution: 

A 
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Les c6t6s 2~ et 2'p seront dits conjugu6s. 
On peut tirer de l~ les conclusions suivantes: 1 ° Les cbt6s de la 1 a~ 

sorte sont en nombre pair et conjugu6s deux ~ deux. 2 ° Deux c6t6s 
conjugu6s sont congruents. 3 ° Les points du pdrimdtre de R 0 (sans parler 
des sommets dont nous nous occuperons plus loin) sont correspondants 
deux k deux. 

Une con~cention sp6ciale est n6cessaire pour faire rentrer dans le cas 
gdn6ral un cas particulier qui se pr6sentera quelquefois. 

I1 pourrait  arriver que l'on efit identiquement: 

L = L- '  ou = L [L 

Alors Rp coinciderait avec /~'p, 2p avec 2~. Mais dans ce cas, la sub- 
stitution 

L 

est elliptique et la relation (1) § 1 pourrait  se mettre sous la forme (8) 
§ 1 de telle fagon que: 

K = - - I .  

La substitution (z, f~ (z)) n'a, lt6rant pas le c6t6 2p, celui-ci devra passer 
par le point a (point double de la substitution) et se partager en deux 
moiti6s congruentes entre elles. 

Cela pos6 on pourra regarder le point a comme un sommet et les 
deux moiti6s du c6t6 2p comme deux c6t6s distincts, conjugu6s entre eux; 
l'on est ainsi ramen6 au cas g6n6ral. 

Chaque sommet appartient £ trois ou plusieurs r6gions diffbrentes; il 
en r6sulte que plusieurs sommets de R 0 peuvent 4tre correspondafits. Je 
dirai que les sommets correspondants appartiennent h u n  m(bne cycle. 

D'aprds ce qui prdc6de le nombre des c6t6s de la 1 *re sorte est pair; 
soit 2n ce nombre. Ces 2n c6t6s seront conjugu6s deux k deux. Soient 
2,, 22 . . . . .  2. n de ces c6tds; 2.+1, 2.+2, . . . . .  22. les n autres c6tds con- 
jugu6s des premiers, de telle sorte que les c6t6s 2p, 2,,+p soient conjugu6s. 
Soit Bp la r6gion qui est l imitrophe de R 0 le long du c6t6 2p, et 

la substitution correspondante. De cette fagon , on aura:  

f,,+~ (z) =jr,-, (z;. 
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I1 eat ais4 de voir que si l'on sort d'une %gion /~ correspondant h,: 

(~, f ,  (~)) 

par le c6t5 2p, on entre dans une %gion correspondant ~ la substitution 

Rien n'est plus i~acile maintenant que de trouver quelle eat la sub- 
stituiion qui correspond k une %gion donnSe Rz. Soit A un point in- 
tSrieur k R0, B un point int4rieur ~ Rz~; joignons ces deux points par 
un arc queIconque AMB. Si je suppose que cet arc A M B  
parte de la %gion R0, qu'il en sorte par le c6t5 ~, pour 
entrer dans la rSgion R~,,, puis qu'il sorte de / ~  par le 
cStd correspondant k 2~ pour entrer dans la rSgion Rz~, 
qu'il sorte de Rz~ par le c6t5 correspondant £ 2~.~ pour 
entrer dans Rz~, etc. et enfin qu'il sorte de Rz~_~ par le 
c6t~ correspondant k 2~.~ pour entrer d~ns /~z~; la substi- 
tution qui correspondra k cette rSgion Rz~ sera: 

Dans cette expression ai, % ,  . . . . . .  a; dSsignent des indices qui 
peuvent ~tre l, 2, . . . . . .  ou 2n. 

Donc toute substitution qui correspond k une %gion que l'on peut 
atteindre en partant de R 0 et en franchissant un nombre fini de c6tSs eat 
une combinaison .de (z, f~), (z, 5) . . . . . .  (z, f,). Nous laisserona de c6t4 
tous les groupes pour lesquels on ne poureait paa passer d'une %gion k 
l'autre en franchissant un nombre fini  de cStSa. Alors toute substitution 
sera une combinaison de: 

(7) (~, Z ) ,  (~, .f~), . . . . . . .  (~, A) .  

Comment trouverona-nous les relations de la forme (6) qui auront 
lieu entre les fonctions f~, f~, . . . . . .  f.? 

Pour cela il suffira ~videmment de rechercher comment on peut ex- 
primer par une combinaison des substitutions (7) la substitution: 

(~, ~) ou (~, f, (~)) 

qui correspond k /~'0" On appliquera la %gle exposde plus haut; c'est 
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dire qu'on d6crira un contour ferm~ quelconque A M A  passant par un 
point A int~rieur k /~0" Si ce contour traverse successivement des r~gions 
Ro,  .R.,, R~2 , . . .  . . . .  Rp~_l , t~p~ = R o et en sort respectivement par les 
cbt~s ~.,, .~2 " ~ ,  la substitution qui correspondra k R 0 sera: 

[~, f.,  (f . ,  ( . . . . . .  (f~ (z). . . . . .  )] 

ce qui permettra d%crire 

= f o ,  ( f ~ ,  ( . . . . . .  (fo~ (~) . . . . . .  ). 

De routes les relations (6) ainsi obtenues, toutes ne sont pas fonda- 
mentales. Pour obtenir les relations fondamentales, il suffit de d6crire 
des contours ferm6s infinit6simaux autour de chacun des sommets d e / t  0. 

Puisqu'on trouve ainsi toutes les relations de la forme (6), les sub- 
stitutions (7) sont g6n6ralement ind6pendantes et par consdquent forment 
un syst6me de substitutions fondamentales du groupe envisag6. 

On voit de plus que l'exposant d'une substitution f e s t  le hombre 
minimum de c6t6s qu'il faut franchir pour passer de R 0 dans la r6gion 
qui correspond k la substitution f. 

Outre les groupes fuchsiens ou groupes discontinus form,s de sub- 
stitutions r6elles, j'ai 6t6 conduit ~ envisager les groupes discontinus form,s 
de substitutions lin6aires quelconques et que j'ai appel6s groupes Klein6ens. 
Je n'en parlerai pas dans le pr6sent travail, me r6servant d'exposer dans 
un m6moire sp6cial les r6sultats que j'ai obtenus k leur 6gard. 

§ 4. Polygones gdndrateurs. 
Les r~gions /~ sont d~finies par la condition que chacune d'elles ne 

contient qu 'un  seul  point correspondant k un point z donn~. Mais cette 
condition ne suffit pas pour les d5finir Compl~tement. En effet si l'on 
se donne un groupe fuchsien G, il y aura une infinit~ de mani~res de 
subdiviser le plan de telle sorte que dans chaque rSgion il n'v air qu'un 
point correspondant k un point z donn& 

All contraire si l'on se donne la ddcomposition du plan en une in- 
finit~ de r~gions telles que R, le groupe G sera parfaitement d~termin~. 

Donnons-nous un groupe G e t  envisageons les diverses d~compositions 
du plan en r~gions R 0 qui correspondent ~ ce groupe. Ces d6compositions 
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sont en nombre infini. Comment de l'urte d'elles pourrons-nous dSduire 
toutes les autres? Soit S o une portion de la r6gion R0, S~ 1~, portion 
correspond~nte de la r6gion R~. Choisissons parmi les substitutions du 
groupe G l'une quelconque d'entre elles: 

Soit i v l'indice de la substitution: 

f ,  (f,  
de telle sorte que: 

f ,  [ = A 

Des diverses %gions R, je retranche la portion S, et j'ajoute ~ ee qui 
reste la r6gion S~p. J'obtiens ainsi une infinit6 de %gions: 

R '~=R~+S --S~. 
p 

Ces rSgions RI recouvriront la m6me partie du plan que les rSgions R, 
et ne la recouvriront qu'une fois. Chacune d'elles ne contiendra qu'un 
seul point correspondant k un point donn6 z. A la d6eomposition du 
plan en %gions R~ corresp0ndra done le m6me groupe G qu'k la d6. 
composition en r6gions R~. Si S o est contigu int~,rieurement k l'une des 
fronti6res de R 0 et si Sp eat contigu ext6rieurement k l'une des fi'on- 
ti~res de R 0 ~  S o , la %gion R0 sera dune seule piece et sans trou. La 
plupart du temps, pour p lus  de commoditY, nous choisirons la %gion R0 
de telle sorte qu'etle soit d'une seule piSce et sans trou, mais cela n'a rien 
d'essentiel. 

En operant sur les %gions R~ comme nous avons opSr6 sur ]es rdgions 
R,, nous obtiendrons une nouvelle d6composition du plan en %gions ' /~'( 
qui correspondra toujours au groupe envisag5 G. En continuant indSfini- 
ment de la sorte, on obtiendra toutes les dScompositions qui correspondent 
au groupe G. 

On est conduit tout naturellement k la g6n6ralisation suivante: 
Jusqu'ici j'ai suppos6 que la r6gion S 0 5tait tout entiSre intSrieure 

la %gion R 0 et par consequent S~ k la r~gion R~, et de fait, sans cette 
hypoth~se, on ne saurait ce qu'on doit entendre par la r6gion: 

It's =- R,  + S,~, ~ S~ 

k moins touiefois que l'on ne fasse une cozwention spSciale. 
Aeta mathematiea. I, 
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On est conduit ainsi ~ envisager des r6gions divis6es en deux parties 
dont l 'une est consid~r~e comme positive et l 'autre commc n6gative. 

Ainsi si S, ne fair pas pattie de R~, on consid6rera la r6gion R; comme 
form6e d'une pattie positive R~ + S~p et d'une partie n6gative S~. Cet 
ordre de consid6rations n'est pas d'ailleurs absolument nouveau. 

Si l'on envisage un quadrilat6re ABCD dont deux cbt6s oppos6s A B  
et CD se coupent en un point M, ce quadrilat~re, form6 de deux triangles 
A D M  et BCM oppos6s par le sommet, s'appelle un quadrilat6re concave. 

Les formules qui donnent l'aire d"un quadrilat6re convexe s'appliquent 
~ une pareille figure pourvu que l'on regarde l'aire de cette figure comme 
la diff6rence et non comme la somme des aires des deux triangles A D M  
et BCM. Dans un quadrilat6re concave Fun des deux triangles dolt donc 
6tre regard6 comme positif et l 'autre comme n6gatif. I1 se passe ici 
quelque chose d'analogue. Une rdgion concave RI sera form6e d'une por- 
tion positive R, + S~p et d'une portion n6gative S~. Le hombre des points 
correspondants ~ un mdme point donn6 z, compris dans la partie positive 
de RI, est toujours fini et il surpasse d'une unit6 le nombre des points 
correspondants ~ z compris dans la partie n6gative. 

Nous ferons peu d'usage de cette subdivision du plan en r6gions R~ 
concaves, parce que la subdivision en r6gions convexes est infiniment plus 
commode, mais elle pourra n0us servir comme d'interm6diaire pour passer 
d'une subdivision convexe ~ une autre subdivision 6galement convexe. 

Puisqu'il y a une infinit5 dc mani6res de subdiviser le plan en r6gions 
R~ convexes, nous devons choisir parmi ces diverses manib~res la plus simple 
et la plus commode. 

Voici comment nous pourrons proc6der: Nous determinerons une 
rSgion S0, et la r6gion S2, transform6e de S O par la substitution fp (z). 

Nous ajouterons Sp h, R 0 et nous en retrancherons S o. 

' M 

r i  • 
\ 

> 
M 

Nous obtiendrons ainsi une nouvelle r6gion R~ qui 
pourra servir de base ~ une nouvelle subdivision du 
plan en rdgions RI eorrespondant au groul)e G. Car 
pour obtenir la rdgion R I i l  suffira de retraneher de 
Ri la r6gion S~ transformde de S O par f (z) et d'y 
ajouter la rdgion S~e transformde de Sp par f(z). Com- 
ment maintenant eonviendra-t-il de choisir les r6gions 
So et Sp? 
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Soit A M B  un ctt6 de Ro, A'M'B' le cbt6 conjugut. Ces deux cbtts 
sont congruents et la substitution rtelle qui change A M B  en A'M'B' est 
une substitution fp (z) du groupe G. Joignons les points A et B par un 
arc d e  cercle A N B  ayant Son centre sur X. La rdgion S O sera la rdgion 
A M B N A  comprise entre l'arc de courbe A M B e t  l'arc de cercle ANB. 

Le transformd de A N B  par fp(z) sera un arc de cercle A'N'B' ayant  son 
centre sur X, et la transformte Sp de S o sera la rtgion A'M'B'N'A'.  $i 
nous ajoutons S~ ~ R 0 et que nous en retranchions So, nous obtiendrons 
une r6gion R'0 analogue ~ R 0 mais oh les cStts conjuguts AMB,  A'M'B' 

seront devenus des arcs de cercle ANB,  A'N'B' ayant leurs centres sur X. 
En optrant de mtme  manitre sur ehaque paire de ct t ts  conjuguts 

de la 1 ~r° sorte, on r tduira tous ces ct t ts  ~ desarcs  de cercle ayant leurs 
centres sur X. On peut donc toujours supposer que la rtgion R 0 est un 
polygone dont les c t t ts  sont de deux sortes, les uns sont des arcs de 
cercle ayant leurs centres sur X, les autres sont des segments de cet axe 
X lui-m~me. Un pareil polygone s'appellera polygone normal. 

Mais une difficult6 sptciale peut se prtsenter dans certains cas. 
En effet nous ne nous sommes pas inquit t ts  de savoir si la r tgion: 

S O = AMB~A 

faisait tout entitre partie de R 0. I1 pourra done se faire que le polygone 
normal auquel on aura r tduit  la rtgion R 0 soit concave. 

Voici comment on se tirerait d!affaire en pare i l  cas. I1 est clair que 
la partie positive et la pattie ntgative de R 0 devront ~tre toutes deux 
des polygones normaux. Supposons pour fixer les idtes que la partie 
positive contienne au plus deux points correspondants ~ un point donn6 z. 
Parmi les points de R0, il y en aura qui seront compris dans la pattie 
positive et qui n 'admettront aucun correspondant soit dans la partie po- 
sitive, soit dans la partie ntgative. Ils formeront un certain polygone 
normal P. 

La partie n6gative formera un certain polygone normal P';  et ~, 
chaque point de cette partie ntgative correspondront deux points de la 
partie positive dont l 'ensemble formeca deux polygones normaux P"  et 
P'", tous deux congruents ~ P'. Cela post, retranchons de R 0 le polygone 
P"  et ajoutons-y le polygone congruent P'. Nous obtiendrons ainsi une 
nouvelte r6gion R'o qui pourra servir comme R o h engendrer te g roupe  
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fuchsien G. Cettc %gion n'aura plus de pattie ndgative et sera form6c 
des deux polygones P e t  I"".  

Ce sertt donc un polygone normal convexe. 

On voit ainsi que dans tous les cas ~vossibles, on l~eut suloposer que R o 

est ~tn polygone normal convexe. 

Si l'on connait le polygone normal R 0 et la distribution de ses c6tds 
en paires de c6t6s conjuguds, le groupe G est enti@ement d6termin£ 

En effet reportons-nous g ce que nous avons vu dans le § prdc6dent: 
Les substitutions fondamentales de G sont celles qui correspondent 

aux %gions limitrophes de  R0; on les obtiendra donc en envisageant un 
des c6tds de la 1 ~° sorte de R 0 et en cherchant quelle est la substitution 
qui change ce c6t6 en son conjugu£ Or soient A B  et A ' B '  deux c6t6s 
conjugu6s. Ces deux c6tds, d'apr6s le § 3, devront ~tre congruents, c'est 

dire que l'on aura: 
(A, B)=  (a', B'). 

Or dans ce cas, d'apr& le § 1, il existe une substitution r6elle qui change 
A B  en A'B'  et en g6ndral cette substitution est parfaitement d6terminde. 
Les substitutions fondamentales du groupe G e t  par consdquent le groupe 
G lui-mdme sont donc parfaitement d6termin6s. 

C'est pour cette raison que j'appellerai le polygone R o polygone gd- 

n~rateur du groupe G. 

§ 5. Classification en families. 

Nous avons vu plus haut que deux, trois ou plusieurs des sormnets 
du polygone R 0 peuvent ~tre des points correspondants et nous avons 
appel6 cycle l 'ensemble des sommets de ce polygone qui sont correspon- 
dants k run  d'entrc eux. 

Les sommets de R o se rdpartissent de la sorte en un certain nombre 
de cycles. Voyons comment, connaissant la distribution en paires des c6t6s 
de la 1 *re sorte, on pourra trouver la distribution des sommets en cycles. 
Pour cela il suffit d'appliquer la rbgle suivante que l'on d6montrerait 
sans peine. 

Supposons qu'on parcoure dans un certain sens le pdrim6tre du po- 
lygone R0, et qu'on rencontre successivement un c6td, ptlis un sommet, 
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puis un atttre c6t6, puis un autre sommet et ainsi de suite. Cela pos6, 
partons d'un sommet quelconque; envisageons le c6t6 suivant, puis son 
conjugu6 si ce c6t6 est de la 1 ~r° sorte; puis le sommet suivant, puis le 
c6t6 suivant, puis son conjugud si ce c6t6 est de la 1 ~r~ sorte, et ainsi de 

suite. On pourra continuer ainsi jusqu'~ ce qu'on revienne au sommet 
qui a servi de point de d6part, ou bien jusqu'h ce qu'on arrive ~, un 

c6t6 de la 2 a° sorte. 
Dans le premier cas, tons les sommets que l'on aura rencontrds de 

la sorte formeront un cycle. Dans le second cas, il sera n6cessaire pour 

compl6ter le cycle de reprendre le sommet qui a servi de point de ddpart 
et de remonter ~ partir  de ce sommet, en consid6rant successivement le 
c6t6 pr6c6dent, puis son conjugu6 si ce c6t6 est de la 1 ~r~ sorte, puis le 
sommet pr6c6dent, puis le c6t6 pr6cddent, et ainsi de suite jusqu'~ ce 
qu'on finisse par arriver h, un c6t6 de la 2 d° sorte. 

I1 est ais6 de voir qu'il y a trois cat6gories de cycles: Tout point 
correspondant d'un point z situ6 au dessus de X est lui-mdme au dessus 

de X, d0nc tout sommet correspondant d 'un sommet de ia 1 ~'° cat6gorie 
(§ 3) est lui-mOne de la 1 ~° cat6gorie. I1 y aura donc des cycles formds 
uniquement  de sommets de  la 1 ~'° catdgorie; ce seront les cycles de la 1 ~'" 

cat~9orie. En partant  d'un sommet de la 1 ~ cat6gorie et prenant succes- 
sivement les c6tds et les sommets que l'on rencontre en appliquant la 

r6gle pr6c6dente, on ne rencontrera jamais que des sommets de la 1 ~'~ 
cat6gorie et par cons6quent aussi jamais que des c6t6s de la 1 ~r~ sorte. 

O n  ne sera donc arr~t6 que quand on sera revenu au sommet qui aura 
servi de point de d6part, c'est ~ dire que le cycle sera fermi. 

Tout sommet correspondant d 'un sommet de la 2 ae ou de la 3 ~e ca- 

t6gories, devra lui-m~me appartenir ~ rune  des deux catdgories. Ce qui 

nous am6ne b~ consid6rer deux nouvelles classes de cycles. 
Les cycles de la 2 d~ cat~gorie ne contiendront que des sommets de la 

2 d~ cat6gorie; en leur  appliquant la r6gle pr6cddente, on ne rencontrera 
pas de c5t6 de la 2 d° sorte, c'est ~ dire que le cycle sera encore fermd. 

Les cycles de la 3 "~ catdgorie contiendront des sommets de la 3 ~ 
cat6gorie et pourront en contenir dgalement de la 2d~; en leur appliquant 

la r6gle pr6cddente, on rencontrera des cbtds de la 2 d~ sorte, c'est £ dire 
que le cycle sera ouvert. Cela va nous permettre de classer en familles 
les po.lygones R 0 et par cons6quent les gro, upes G. 
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Le polygone  R 0 sera 

de la 1 ~" fami l le  s'il a des cycles de la 1 ~ catdgorie seu lement  
)) )) 2me )) )) )) )) )) )) )) ~,me )) )) 

)) )) 3 m` )) )) )) )) )) )) r 3 m° )) )) 

)) )) 4 ~ )) ~ )) )) )) )) )) 2 ~° et de la 3 ~" cat6gorie seulement  
)) )) ,5 m° )) )) )) )) )) )) )) 16re )j )) )) 3 me )) )) 

)) )) 6 ~o )) )) )) )) )) )) )) 1 ~ )) )) )) 2 ~ )) )) 

)) )) 7 ~° ~) )) ~) )) ~ des trois catdgories. 

Quelques exemples  feront  mieux  comprendre  m a  pens6e. 

Exemple  I. Le polygone R 0 cst un hexa- 

2t. .1, r ,\ 
: c 

X ~ × 

gone ABCDEF; t o u s l e s  c6t6s sont de la 16~° 

sorte; les cSt6s 

A B e t  AF 
BC et F E  

CD et ED 

sont conjuguds. Appl iquons la r6gle, nous rencontrerons  successivement:  

1 ° en pa r t an t  du  sommet  A, le sommet  A, le c6t6 AB, le c6t6 A F  

et le sommet  A. 

2 ° en par tan t  de B, le sommet  B, puis BE', puis E/~, puis F,  puis 

FA,  puis AB, puis B. 

3 ° en par tan t  de C, le sommet  C, puis CD, puis ED, puis E,  puis 

E F, puis BC, puis C. 

4 ° en par tan t  de D, le sommet  D, puis DE, p u i s  CD, puis D. 

I1 y a donc quat re  cycles form6s respect ivement :  

1 ° du  sor~met A 

2 ° des sommets  B et F 

3 ° des sommets  C et E 

4 ° du sommet  D. 

Exemple  I[. Le polygone R 0 est toujours  un hexagone  ABCDEF 
dont t o u s l e s  c6tds sont de la 16~° sorte; mais les cbtds opposds 

AB et DE 
BC et El: 
CD et tZA 

sont conjilgu6s. Appl iquons la rdgle, nous rencontrerons  successivement 
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1 ° en partant de A, le sommet A, puis AB, pnis DE, pnis E, puis 
EF, puis BC, puis C, puis CD, puis FA, puis A. 

2 ° en partant de B, le sommet B, puis BC, puis EF,  puis F, puis 
FA, puis CD, puis D, puis DE, puis AB, puis B. 

I1 y a donc deux cycles form6s respectivement: 
1 ° des sommets A,C et E 
2 ° des sommets B,D et  F. 
Exemple III. Le polygone R 0 est un octogone ABCD.EFGH dont 

tous les cSt6s sont de la 1 ~re sorte, les c6t6s oppos(~s: 

AB et E F  
BC et FG / ............ ~'". 

/ ,~... ~ ~b.. \ DE et HA : c ~ -.~-~ - 
• p _ ! sont conjugues, x ~ , F. x 

Partons du sommet A, nous rencontre- 
tons successivelnent: A, AB, EF, F, FG, BC, C, CD, GH, H, HA, DE, E, 
EF, AB, B, BC, FG, G, GH, CD, D, DE, HA~ A. 

T o u s l e s  sommets font donc partie d'un m4me cycle. 

Exemple IV. Supposons maintenant que les cSt~s: 

AB et UD 
BC et DE 
EF et GH 
FG et HA 

soient conjugu6s. 
Partons encore de A, nous rencontrerons: 
A, liB, CD, D, DE, BC, C, CD, AB, B, BC, DE, E, EF, GH, H, 

HA, FG, G, G.H, EF, F, FG, HA, A. 
Tous les sommets font encore partie d'un m~me cycle. 
Dans les quutre exemples pr6c6dents, tous les c6t4s sont de la 1 ~r° 

sorte, tous les cycles sont doric de 1~ 1 ~r" ou de la 2 ~° cat(~gories. 

Exemple V. Le polygone R~ est encore 
un octogone ABCDEFGH. 

Les c6t(is AB, CD, EF, GH sont de 1~ ]~re 
sorte, les c6t6s BC, DE, FG, HA sont de la 2 a° 
sorte. Les cSt6s: A B CD E 
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A B e t  CD 
E F  et G t t  

sont conjugu6s. On rencontrera successivement: 
1 ° en partant de A, le c6t6 AB, puis CD, puis D, puis DE qui est 

de la 2 ae sorte. 

2 ° en partant de C, le c6t6 CD, puis AB, puis 13, puis BC qui est 
de la 2 d° sorte. 

3 ° en partant de E, le cSt6 EF, puis GH, puis I/, puls HA qui est 
de la 2 de sorte. 

4 ° en partant de G, le c6t6 G//~ puis EF ,  puis F, puis FG qui est 
de la 2 a° sorte. 

Les sommets se r6partissent done en 4 cycles form6s respectivement: 
1 ° de A et de D, 2 ° de C e t d e B ,  3 ° d e E e t d e H ,  4 °de  G e t d e F .  
Ces cycles sont ouverts, puisque dans la recherche de chacun d'eux 

on a ~t6 arr~te par la rencontre d'un c6t6 de la 2 de sorte. IIs sont donc 
de la 3 m° cat6gorie. 

On peut pousser plus loin encore la classification des polygones R 0 
et des groupes G. Voici de quelles consid6rations nous pourrons faire 
usage k cet effet. 

Consid6rons d'abord un cycle de la 1 ~rÈ cat~gorie et un sommet A 0 
de /~0 faisant partie de ce cycle. Soit B 1 le c6t~ suivant, C1 son con- 
jugu~, A~ le sommet suivant, B~ le c6t~ suivant, C~ son conjugu~, A 2 le 
sommet suivant et ainsi de suite, on poursuivra de la sorte jusqu'k ce 
qu'on arrive ~ un sommet A,, coIncidant, avec A 0. 

On pourra m5me poursuivre ind~finiment de cette faTon sans dtre 
jamais arr~t5 puisque l'on ne rencontrera pas de cbt~ de la 2 d~ sorte. 
Mais le sommet A. ne diff~rera pas de Ao, le sommet A.+~ de A~, et en 
g~n~ral le sommet Ah de Ak si on a 

h ~ k  rood. n. 

Le cycle se compose alors de n sommets distincts, k savoir A0, A~, 

• • , ° * * ° , • - A t e _ _ l •  

Supposons maintenant que l'on d4crive autour de A 0 un cycle infi- 
niment petit quelconque; on sortira de R 0 par le c6td B1, pour entrer 
dans le polygone R~. Consid4r~ comme appartenant k ce dernier polygone, 
le cbt~ 131 sera l 'homologue de C~; par consequent le point A 0 sera l'ho- 
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mologue de A I e t  le c6t6 suivant sera l'homologue de B:. Le cycle in- 
finiment petit ddcrit autour de A 0 sortira ensuite du polygone R 1 en 
franchissant ce c6t6 homologue de B~ et entrera dana un certain polygone 
que j'appelle R 2. Consid6r6 comme appartenant ~ ce polygone, le c6t6 
qui dana R1 6tait homologue de B~ sera homologue de C~; le point A 0 
sera homologue de A 2 et le c5t6 suivant l'homologue de B 8. 

On continucra de la sorte, la loi est manifeste. On paasera auccea- 
sivement dana les potygones R0, R1, R~ . . . . . .  Rq_ 1 et enfin daRa Rq 
qui devra se confondre avec /~0" 

On sortira du polygone /~k pour entrer dans le polygone R,+I en 
franchissant un c6t6 qui envisag6 comme appartenant k R, aera l'homologue 
de Bk+~ et envisag6 comme appartenant b, Rk+~ sera rhomologue de Ck+l. 
Le sommet A o enviaag6 comme appartenant k Rk sera l'homologue de A,. 

Mais le polygone R~ dolt ae confondre avec Ro; donc le sommet Aq 
ne dolt pas diff@er de A0, on a done 

q ~ 0  mod. n 
d'oh: 

q = pn. 

Le hombre des polygones qui ont un aommet en A 0 sera done divisible 
par n. 

La figure ci-jointe 6claircira peut-~tre ce qui 
pr6c~de. Noua y avona auppos6 a~ c ~ ~, 

Nous n'avons repr6sent6 que lea parties des poly- a 3 ~ ~.-ao 
goRes qui soRt infiniment voiaines de A0; c'eat pour- ~ ~1-~ 
quoi chacun de ces polygones est reprdaent6 seule- R ao 

ment par un angle. Darts le voisinage de chaque ~ ~c~ a~ 
aommet A (OR de chaque c6t6 B ou C) et ~ l'in- 
t6rieur de chaque polygone R~, noRa avons marqu6 une lettre indiquant 
quel eat le aommet (OR le c6t6) de R o dont ce aommet A (OR ce c6t6 
B ou (7) est l'homologue si on 1'envisage comme faiaant partie du poly- 
gone R~. 

NoRa avons doric autour du point A 0 pn angles dont la somme dolt 
gtre 6gale ~ 2~r, et comme darts deux polygones congruenta lea angles 
homologuea soRt 6gaux, on aura: 

Acta mathemattca. I. 4 
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Or on a: 
A o + A t +A~ + . . . . . . . . .  • + A q - l = 2 z c .  

A,,, + Ak.+l + Ak.+2 + . . . . . . .  + Ak.+.-1 = Ao + A, + . . . . . . . .  + A . - I .  

I1 vient done: 
2~ 

Ao + A, + A, + . . . . . . . .  + A,-1 = - -  
P 

ce qui permet d'Snoncer le th~or~me suivant: 
L a  somme des angles de R o qui correspondent aux sommets d'un m~me 

cycle de la 1 ~" catdgorie est une partie aliquote de 2rr. 

Mais ici deux cas peuvent se pr6senter: ou bien la somme de ces 
angles sera 6gale k 275 ou bien ~ 27r divis6 par un hombre entier plus 
grand que 1. 

Dans le t)remier cas je dirai que le cycle appartient k la 1 ~e sous- 
categoric; dans le second cas, qu'il appartient k la 2 ° sous-cat6gorie. 

Les propri6t6s des cycles de ces deux sous-cat6gories ne sont pan tout 
k fair les m~mes; c'est ce qui nous engage k faire dans la 1 ¢~° famille 
une coupure, et k s@arer, sous le nora de 1 °r ordre, les polygones R 0 
dont tous les cycles sont de la 1 ~ sous-cat6gorie, pendant que les autres 
polygones R o qui auront un cycle de la 2 d~ sous-cat6gorie formeront le 
2 ° ordre. 

Reprenons les polygones R0, R~, . . . . . .  Rq_.~ qui ont un sommet en A 0. 
Envisageons la substitution r6elle qui change R 0 en R .  et qui fait 

6videmment pattie du groupe G. Cette substitution ne changera pas le 
point A o qui devra par cons6quent en (~tre un point double. C'est donc 
une substitution elliptique; elle pourra se mettre sous la forme (3) § 1 
et de telle sorte que ~ 

K = e  ~ 

Supposons maintenant que le point A 0 au lieu d'appartenir k un cycle 
de la 1 ~r° ca~Sgorie, appartienne k un cycle de la 2" catSgorie. Tous les 
raisonnements pr6c6dents s'appliqueront, puisque nous n'avonssuppos6 qu'une 
chose: c'est que le cycle 6tait ferm6, et puisque cela est vrai des cycles de la 
2 d~ comme de ceux de la 1 ~re categoric. Seulement le nombre q et par 
cons6quent le hombre p seront infinis. La somme des angles correspon- 
dant aux divers sommets du cycle sera donc nulle et c'est ce qu'il 6tait 
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ais6 de pr6voir, puisque tout angle d 'un polygone normal dont le sommet 
est sur X est dvidemment nul. La substitution rdelle qui change R0 en 

R.  ne changera pas A 0. Ce sommet en sera donc un point double, et 
comme il est sur X, la substitution sera parabolique ou hyperbolique. 

S o i t  S cette substitution; soit Ck le c6t6 qu'il faut franchir pour 

passer de R~ dans /~*+r Ck+. sera le transform6 de Ck par S, de sorte 
que les divers c6t6s C~ seront les transform6s successifs de Co, C1, . . . . .  
C._1 par la substitution S e t  la substitution inverse. 

Supposons d'abord que la substitution S soit parabolique. Nous 

avons vu (§ l) qu 'un arc fini de courbe qui ne coupe pas X ne peut 
rencontrer qu'un hombre fini de transform6s successiI~ d'un cercle tel que 

C O par une substitution telle que S et par sa substitution inverse. Un 
pareil arc n e  passera donc qu'~ travers un nombre fini des polygones R0, 
R1, . . . . . .  /~q . . . . . .  qui ont un sommet en A 0. 

Supposons au contraire que la substitution S soit hyperbolique. 

Soient A 0 et A' 0 les deux points doubles de cette substitution, C le cercle 
ddcrit sur A 0 A~ eomme diam6tre. Nous avons vu (§ 1) qu'un arc fini 

de courbe qui ne coupe pas X rencontre un hombre infini de transformds 
successif's d 'un cercle tel que C o ou n'en rencontre qu 'un nombre fini, 
suivant qu'il coupe ou ne coupe pas le cercle C. Un pareil arc traversera 

donc un hombre infini des polygones B0, R1, . . . . . .  Rq, . . . . . .  s'il coupe 
C, et il n'en traversera qu'un nombre fini s'il ne coupe pas C. Si ]a 
substitution S est paraboliqne, nous dirons que le cycle auquel appar- 

tient A 0 est de la 3 ~ sous-cat6gorie; si elle est hyperbolique, nous dirons 
que le cycle est de la 4 ~ sous-cat6gorie. 

Cela va nous permettre de subdiviser les 2 ¢, 4 e, 6 ", 7 ~ families. 

Un groupe de l 'une de ces familles appartiendra au 1 ~ ordre de cette 
famille s'il ne contient pas de cycle de la 4 ~ sous-cat6gorie, et au 2 d 

ordre s'il contient des cycles de la 4 ° sous-cat6gorie. 

§ 6. Existence des gr'oupes fuchsiens. 

Jusqu'ici nous avons raisonn6 sur les groupes fuchsiens en supposant 
qu'ils existaient et nous n'en avons pas dgmontr6 l'existence. Nous avons 
vu que tout groupe fuchsien G peut ~tre consid6r6 comme engendr6 par 

un polygone normal R 0 dont les c6tds sont de deux sortes; ceux de la 
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1 ~r° sorte sont des arcs de cercle ayant leur centre sur X, ceux de la 2 de 

sorte sont des segments de l 'axe X lui-m~me. Les c6t6s de la 1 ~re sorte 
sont au nombre de 2n et se r6partissent en paires de c6t6s conjugu6s. 
Quand on connait le polygone /t  o et la rdpartition de ses c6tds en paires, 
le groupe G correspondant est en g6n6ral parfaitement d6termin6. Quant 
aux sommets, ils se r6partissent en un certain nombre de cycles. 

Pour  pouvoir donner naissance g u n  groupe fuchsien G, le polygone 

R 0 doit satisfaire ~ deux conditions: 
1 ° Deux cdtds conjuguds doivent ~tre congruents. 
2 ° Za somme des angles d'un m~me cycle de la 1 ~'e catdgorie dolt ~tre 

une pattie aliquote de 2~r. 

Ces conditions sont n@essaires; sont elles suffisantes? C'est ce que 
je vais d6montrer. 

Je  suppose que le polygone R 0 soit donn6, ainsi que la distribution 
de ses cbt~s de la 1 Cr~ sorte. De cette connaissance r6sulte celle des sub- 

stitutions fondamentales du groupe correspondant et par consdquent la 
possibilit4 de construire les polygones R limitrophes de R 0. Opdrant sur 
ceux-ci comme on a op6r6 sur R 0, on construira les polygones limitrophes 
des polygones ddj~ obtenus et continuant inddfiniment cette opdration, on 
construira une infinit6 de polygones congruents k R 0. Mais ici plusieurs 
hypoth5ses peuvent 6tre faites: 

1 ° Ou bien les polygones ainsi construits couvriront une pattie du 
plan mais ne la couvriront qu'une fois de mani6re k ne pas cmpi6ter les 
uns sur les autres et £ ne pas se recouvrir mutuellement.  Alors ils for- 
meront une sorte de damier;  la portion du plan envisagde sera partagde 
en un certain nombre de r6gions congruentes entre elles. L'existence du 

grouTe fuchsien correspondant de R o sera donc ddmontrde. 
2 ° Ou bien les polygones construits de la sorte empi6teront les uns 

sur les autres de fagon ~ recouvrir une partie du plan plusieurs fois ou 
mdme une infinit6 de  ibis. Dans ce cas le g roupe  auquel conduirait R 0 
(c'est ~ dire le groupe dont les substitutions fondamenlales sont celles qui 
changent chaque c6td de la 1 ~r° sorte de R 0 en son conjugnd)est  continu; 

ce n'est pas un groupe fuchsien. 
Comment reconnaitrons-nous maintenant quel est celui de ces deux 

cas auquel nous avons affaire? Considdrons un point quelconque A, in- 

t6rieur k tt0, et un second point B quelconque. Joignons A k B par un 
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arc de courbe quelconque A M B .  Cet arc sortira de R 0 par un certain 
cbtd C0; on construira alors le poIygone /~1, limitrophe de R 0 le long 
de CO; si A M B  sort de R 1 par un cbt~ C1, on construii~a le polygone R~, 
limitrophe de R1 le long d e  C~ et ainsi de suite. 

Les arcs A M B  seront de deux sortes: 
1 ° 0 u  bien apron un nombre fini d'op&ations de ce genre on finira 

par trouver un polygone Rn duquel ne sorte plus rarc A M B ,  de telle 
fa~on que le point B soit ~ l ' int&ieur de Rn; c'est alors que le point B se 
trouve dans la partie du plan recouverte par les polygones R et que l'arc 
A M B  ne sort pas de cette partie du plan: l'arc A M B  sera de la 1 ~''e sorte. 

2 ° 0 u  bien, quelque grand que soit le nombre des operations effec- 
tu~es, on ne trouvera jamais un polygone / / .  duque'l ne sorte plus l'arc 
A M B .  L'arc A M B  sera alors de la 2 ~ sorte. 

Au sujet du point B on peut faire trois hypotheses: 
1 ° T o u s l e s  arcs A M B  que ron  peut tracer entre A e t  B sont de la 

2 e sorte; le point B eat alors hors de la partie du plan recouverte par 
lea polygones R. 

2 ° Parmi lea arcs A M B  trac~s entre A et 13, il y e n  a de la 1 ~e 
sorte; chacun de cea arcs conduit, d'apr~s ce qui prSc~de, ~ un polygone 
/~  ~ l'intSrieur duquel se trouve B. De plus ce polygone R. eat le mdme 

quel que soit l'arc A M B  de la 1 ~e sorte par lequel oll a joint les deux 
points A et B. Dans ce cas le point B e s t  dana la partie du plan re- 
couverte par les polygones R; de plus ces polygones ne recouvrent cette 
pattie du plan qu'une seule lois et l'existence du groupe fuchsien corre- 
spondant ~ /~0 est d6montr~e. 

3 ° Parmi les arcs A M B  trac~s entre A e t  B il y en a de la 1 ~:e 
sorte, chacun d'eux conduit ~ un polygone /~  ~ l'int~rieur duquel se 
trouve B; mais ce polygone change quand on change rarc  A M B .  Dans 
ce cas le point B e s t  dana la pattie du plan recouverte par les polygones 
R; mais ces polygones recouvrent cette partie du plan plus d'une lois de 
telle sorte qu'il n ' y a  pas de groupe fuchsien correspondant ~ R o. 

:Nous sommes donc conduits ~ la r~gle suivante. 
I1 faut joindre deux points A e t  B par deux arcs A M B ,  A N B  de 

la 1 ~:° sorte et rechercher si ces deux arcs conduisent £ un ~n~me pol:y- 
gone R,. 

Mais nous pouvons la modifier de la mani~re suivante: On trace un 
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contour ferm6 A M A ,  dont le point initial et final A est int6rieur £ R0; 
si cet arc A3~rA sort de R 0 par un c5t6 Co, on construira le polygone R1, 
limitrophe de R o le long de C0; s'il sort de R 1 par fin c5t4 C1, on con- 
SCruira le polygone R=, limitrophe de R~ le long de C 1 et ainsi de suite. 
Je suppose de plus que l 'arc A M A  soit de la 1 ~e sorte, c'est £ dire qu'on 
l 'ait choisi de telle mani~re qu'apr6s UN nombre fini d'op6rations, on arrive 

un polygone R,  d'oh ne sorte plus rarc  A_MA. Pour que le groupe 

fuchsien existe, il faut et il suffit que, quel que soit le contour A M A  de la 
1 ~e sorte, le polygone R. soit prdcisdment 1t o. 

Supposons d'abord que le polygone R o envisag6 n'admette pas de 
cycle de la 4' sous-cat6gorie. 

Dans ce cas j'6noncerai les th6or6mes suivants: 

I. Tout arc de courbe A M B  qui coupe X est de la 2 ~ sorte. En effet 
le polygone R 0 est tout entier au-dessus de X et il enes t  par cons6quent 
de m~me de t o u s l e s  polygones R qui lui sont congruents. Supposons 
qu'on construise les polygones R1, R~, etc./l~ comme il a 6t6 dit  plus haut. 
Ils seront tous dans la pattie du plan situ6e au dessus de X et comme 
l'arc A M B  doit sortir de cette partie du plan, il devra sortir de / /~  quel- 
que grand que soit n. C. Q. F. D. 

IL Tout arc A M B  qui ne coupe pas X est de la 1 ~" sorte. En effet 
je construis comme il a 6t6 dit plus haut les polygones 

/t,, / t , , .  . . . . .  /t~ . . . . . .  

et j 'appelle 2p la portion de l'arc A M B  qui est ~ l 'int6rieur du polygone 
Rp. L'arc A M B  v a s e  trouver d6compos6 en une s6rie d'arcs 20, 21, 
}t=, . . . . . .  correspondant ~ la s~rie des polygones Ro, /71, R:,  . . . . . .  Le 
hombre de ces arcs (qui est celui des polygones correspondants) sera fini 
si A M B  est de la 1 ~ sorte (ce que nous nous proposons de d6montrer) 
et infini dans le cas contraire. 

L'arc 2p joindra @idemment deux cbt~s de la 1 ~° sorte du polygone 
Rp, car il ne doit pas couper X et ne peut par cons6quent aboutir  h u n  
eSt6 de la 2 ~ sorte puisque ces cSt6s sont des segments de X. On peut 
d'ailleurs faire deux hypotheses: 

1 ° On peut supposer que les deux cbt6s auxquels aboutit  l 'arc Jlp 
sont deux cStes cons@utifs du polygone Rp s6par6s seulement par un 
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sommet Ap de ce polygone. Je dirai que ~ est de la 1 ~° esp~ce et qu'il 
sous-tend le sommet A~. Exemples, les arcs CD et FG de la figure en bas. 

2 ° On peut supposer que les deux c6t6s auxquels aboutit l 'arc 2~ ne 
sont pas cons6cutifs, et dans ce cas je dirai que 2~ est de la 2 e esp6ce. 
Exemple, l'arc AB de la figure. Le polygone R e 6tant congruent k 
]go, l'arc 2p sera congruent k un certain arc 2 joignant deux points du 
p6rim6tre de R 0 appartenant k deux cbt6s non cons6cutifs. I1 est clair 
que la distance de ces deux points ne pourra ~tre infiniment petite et 
que par cons6quent la L (voir § l) de cet arc 2 ne seru pas non plus 
infiniment petite, mais sera plus grande qu'une certaine quantit6 donn6e 
K. La L de l'arc ~p sera la m~me que celle de l'arc congruent 2; elle 
sera d0nc plus grande que K. 

Soit L 0 la L de rarc  AMB; elle est finie parce que cet arc ne 
coupe pas X. Le hombre des arcs 2p de la seeonde espSce sera donc 

Lo 
plus petit q u e - ~ ,  et par cons6quent limit& 

On pourra donc prendre q assez grand pour que ]es arcs 2q+1, 
iq+~, . . . . . .  et en g6n6ral les arcs ),p off p > q soient tous de la 1 ~re 
esp6ce~ il reste k d6montrer que le hombre de ces arcs 2p (p>q)est  fini. 

J 'envisage deux arcs cons~cutifs 2p et ~+1 et l'arc #p --~ 2p 2u 2p+1 form6 
par leur r6union; je dirai que l'arc #~ est de la 1 ~ cat6gorie si les arcs 
2p et )tp+~ sous-tendent un m~me sommet, et de la 2 e cat6gorie dans le 
cas contraire. Ainsi l'urc CE de la figure sera de la. 2 ° 

p+1 x eat~gorie et l'arc FH de l a  premiere, parce que l'arc CD \ .g" i'~ 
sous-tend le sommet Ap pendant que les ares FG, GH et A,p~7_~/f~ 
DE sous-tendent le sommet A'p. 1~-'" i ~%." 

Envisageons un arc /~ de la 2 ~ cat6gorie: il aboutira \~,__~./ 
k deux cbt6s de la 1 **~ sorte appartenan~ l 'un k R~, l 'autre 
k /~+~ et il traversera le c6t6 C~ qui sert de frontiSre commune k ces 
deux polygones; d'ailleurs ces trois cbt6s n'ont aucun point commun. 

Le polygone R~ ~tant congruent k R0, le c6t6 C~ sera congruent 
un des cbt6s H de R 0. Soit R' Celui des polygones R qui est limitrophe 
de R 0 le long de H; l'are ~ sera congruent d'un certain arc # dont l 'une 
des e xtr6mit4s sera sur un des c6tSs B de /~0 et l 'autre sera sur un des 
c6t6s B' de R'; cet arc traversera le c6t6 H. D'ailleurs les trois cbt6s 
B, H e t  B' n'auront aucun point commun. 
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Dans ces conditions il est clair que la Z de l'arc ~ et par cons& 
quent celle de #p n"est pas infiniment petite et est plus grande qu'une 
quantit~ fixe K. ]1 suit de l~, comme plus haut, que le nombre des 
arcs #p de la 2 m~ cat4gorie est limit~ et qu'on pourra prendre q assez 
grand pour que t o u s l e s  arcs /~q+l, /~+~, . . . . . .  et en g~n~ral /~p (2)~ q) 
soient tous de la 1 ~re cat~gorie; en d'autres termes tous les arcs 2~+i, ~q+~ 
etc. et en g~n~ral tous les arcs ~ (p ~ q) sous-tendront un mdme sommet D. 

I1 reste h ddmontrer que le hombre de ces arcs ~p sous-tendant le 
sommet D est fini. Nous pouvons faire deux hypotheses: 

1 ° Ou bien D appartient ~ un cycle de la 1 ~ ou de la 3 ~' cat~gorie, 
et alors ce sommet n'appartient qu'~ un hombre fini de polygones R, et 
par consequent le hombre des arcs )~ est ndcessairement fini. 

2 ° Ou bien D appartient ~ un cycle de la 2 ~ cat~gorie, c'est ~ dire 
de la 3 m~ sous-c~t6gorie, puisque nous avons suppos~ que le polygone /~o 
n'admettait pas de cycles de la 4 ~ sous-cat4gorie. :Nous avons vu (§ .5) 
qu'un arc de courbe ne coupant pas X ne pouvait traverser qu'un hombre 
fini des polygones auxquels appartient le sommet D. ]1 suit de l~ que 
le hombre des arcs 2p est iini. 

Donc dans tous les cas, le nombre des arcs 2p est fini; donc l'arc A M B  

est de la 1 ~ sorte. C. Q. F. D. 
Donc la pattie du plan recouverte par les polygones t~ est la pattie 

situde au-dessus de X. 
Consid~rons maintenant un contour ferm~ A M A  de la 1 ~ sorte, c'es~ 

dire ne coupant pas X; appliquons lui la rSgle exposSe plus haut et 
supposons qu'en le parcourant on rencontre successivement les polygones 
R0, R1, . . . . . .  pour arriver au polygone /~, quand on sera de retour au 
point A. Si le polygone R, est pr~cis6ment Ro, je dirai que A M A  est 
de la 1 ~ esp~ce et, dans le cas contraire, qu'il est de la 2 a~ esp~ce. Pour 
que le groupe fuchsien existe il faut et i l  suffit que tous les contours 
A2~IA de la 1 ~ sorte soient de la 1 ~r° espSce. A c e  suje t je  d~montrerai 
successivement les th6or6mes suivants: 

III. Si le contour A M A  se compose 1 ° d'un arc de courbe A M B ,  

2" d'un contour fermd infiniment petit  BNB,  3 ° de l'arc A M B  parcouru en 

sens contraire, il est de la 1 ~" esp~ce. 

En effet construisons successivement, d'apr~s la r~gle expos~e plus haut, 
les polygones R0, R~, R~ . . . . . .  Rm que l'on rencontre en parcourant l'arc 
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A M B .  Parcourons ensuite le contour infiniment petit  BNB.  On peut  

faire au sujet de ce contour trois hypothSses: 

1 ° Ou bien B N B  reste tout  entier ~ l 'int6rieur du polygone R,, e t  

alors parcourant  ce contour  on ne sortira pas de ce polygone. 

2 ° Ou bien B N B  franchit  un des c6tds C,, de R~ mais sans envelopper  

un des sommets  de ce polygone. Alors en suivant  le contour,  on sort ira 

d 'abord de R~ en franchissant le c6t6 C~ pour  entrer dans un nouveau 

polygone R~+I, p u i s  on sortira de R,,+~ en franchissant le c6t6 6',, en sens 

contraire et par  cons6quent en rentrant  dans R~. 

3 ° Ou bien B N B  enveloppe un des sommets de R,,. Ce sommet  sera 

forc6ment de la 16~¢ cat6gorie puisqu' i l  ne pourra 6tre sur 2(. Ce sommet  

appar t iendra  £ un cycle co mprenant  par  exemple n sommets et la somme 
2~r 

des angles correspondants sera -~-. On rencontrera alors en parcourant  B N B  

successivement pn polygones Rm+~, R,,+~, . . . . . .  R~.pn; la somme des 
angles en D de tous ces polygones 6tant~ 2,v, Rm+p, se confondra avec R.,. 

Donc dans tous les cas possibles, on retombera sur le polygone Ra 

apr6s avoir parcouru  le contour  BNB.  Parcourons main tenant  1'arc A M B  

en sens contraire; nous rencontrerons successivement ]es polygones R,,,, 

R~_~, . . . . . .  R~, /t0, c'est '~ dire, dana l 'ordre inverse, ceux que nous 

avions rencontrds en parcourant  une premiere lois 1'arc A M B .  Quand 

nous serons de re tour  au point  A, nous retomberons sur le polygone R 0. 

Done le contour  A3/[A sera de la 1 ~¢ esp6ce. C . Q . F . D .  

IV. Si deux contours A M B P A ,  A P B N A  sont de la 

1 ~'~ sorte et de la 1 ~'~ esipOce, il en sera de m~me du contour 

A M B N A  foro~d par leur rdunion. 
En effet si A M B P A ,  A t ' B N A  sont de la 1 ~r" sorte, 

c'est que ni A M B ,  ni A N B  ne sortent de la r6gion re- 

couverte par  les p o l y g o n e s / t  et par  cons6quent que A M B N A  

est aussi de la 1 ~° sorte. 
Si A M B P A  est de la 1 ~r° esp6ce on arrive au m~me 

B 

A 

polygone Rn en Suivant  l 'arc A M B  ou l 'arc A P B ;  si A P B N A  est de la 1 ~ 
esp6ce on arrive au mdme polygone / ~  en suivant l 'arc A P B  ou l 'arc 

A N B .  Donc on arrive all m6me polygone Rn en suivant  l'arc A M B  ou 

l'arc ANB.  Done A M B N A  est de 1.~ 1 ~ esp(~cc. C. Q. F. D. 
Aeta ~tathe~atiea, I. 5 



34 H. Poincar& 

V. Si un contour A M A  est de la 1 ~ sorte, tout contour A N A  qui 

lui est intdrieur est aussi de la 1 ~'~ sorte. 

En effet si A M A  ne coupe pas X, il en sera de mdme du contour 
intdrieur A N A .  C. Q. F. D. 

VI. Un contour quelconque A M A  de la 1 ~''e sorte est de la 1 ~'~ esp~ce. 

En effet ce contour pourra dtre d~compos~ en une infinitd de contours 
comme ceux qui sont consid~rds dans le th~or~me III. En vertu du 
th~or~me V, ces contours sont tous de la 1 ~re sorte; donc en vertu du 
thdor~me III  c h a c u n  d'eux est de la 1 ~r" esp~ce, donc en vertu du th~- 
or~me IV le contour total lui-mdme A M A  est de la 1 ~0 esp~ce. C . Q . F . D .  

L'existence du groupe fuchsien corres pondant a t t  o est donc d~montr~e. 

Les polygones R transform~s de R 0 par lcs diverses substitutions de 
ce groupe recouvriront route la partie du plan situde au-dessus de X et 

ne la recouvriront qu'une lois. 

Je suppose maintenant que R o admette des cycles de la 4 "e sous-catdgorie. 

Les th~or&nes I, III  et IV seront dvidemment encore vrais. Mais il 

n'en sera pas de mdme du thSor~me II. Voyons comment il i'audra le 
modifier dans le cas qui nous occupe. 

Reprenons les notations de ce th~or~me. On ddmontrera comme plus 
haut  que l'on peut prendre q assez grand pour que t o u s l e s  arcs 2~ oh 

-iv > q soient de la l ~e esp~ce et sous-tendent un mdme sommet D. Je 
n'ai rien ~ ajouter pour le cas oh D est de la 1 ~ ou de la 3 me cat~gorie, 

ou bien de la 3 ~" sous-cat~gorie. Supposons maintenafit que D soit de 
la 4 ~' sous-cat(~gorie. Le hombre des arcs 2p (p > q) sera-t-il fini ou in- 
fini? Nous avons vu (§ 5) qu'un arc de courbe qui ne coupe pas X 
traverse un nombre infini des polygones R qui ont un sommet en D ou 
seulement un hombre fini, selon qu'il coupe ou ne coupe pas un certain 
cercle C passant par D et ayant  son centre sur X. 

l l  suit de l~ qu 'un arc A M B  qui ne coupe pas X peut cependant 
dtre de la 2 ~ sorte. 

Considdrons un arc A M B  de la 2 ~ sorte venant aboutir k un cercle 
U et supposons qu'il se ddi'orme d'une fagon continue, il ne pourra cesser 
d'dtre de Ia 2 ~ sorte qu'en cessant de couper C, comme il est aisd de le 
comprendre. 
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Le t h~or~me V est encore vrai, mais il a besoin d'une d~monstration 
nouvelle. Envisageons un contour fermd A M A  qui soit de la 1 ~re sorte 
et un second contour ANA int4rieur au premier; je dis que ce second 
contour ne peut dtre de la 2 d° sorte: en effet s'il en ~tait ainsi, il devrait 
couper un certain cercle C; on pourrait passer du contour ANA au contour 
A M A  d'un.e fa(;on continue, et en variant de la sorte, le contour ANA 
ne cesserait pas de couper C: il ne cesserait donc pas d'etre de la 2 d~ 
sorte, de mani~re que A M A  devrait ~tre de la 2 ~e sorte~ °ce que nous 

n'avons pas suppos¢~. 
Le th~or&ne V 4tant ddmontr~, le th~or~me VI dolt ~tre vrai ~gale. 

ment  et par consequent rexistence du groupe fuchsien correspondant ~ R o 
est ddnwntrde. Lee polygones R, transform~s de R 0 par les substitutions 
de ce groupe, recouvrent t(~ute une partie du plan S e t  ne la recouvrent 
qu'une lois. Cette r~gion S est tout enti~re au-dessus de X et elle est 
limit~e par des segmerJts de cet axe et par une infinit~ de cercles tels 
que C ayant leurs centres sur X. 

Nous avons donc ddmontr~ dans t o u s l e s  cas possibles l'existence du 
groupe fuchsien correspondant k Ro; mais la d~monstration peut ~tre con- 
sid6rablement simplifi~e dans certains cas particuliers, par exemple quand 
on n'a pas de sommet de la 1 ~ catSgorie. Dans ce cas, en effet, le po- 
lygone R0, s'il a 2n cbt6s de la premiere sorte, divise la partie du plan 
situ~e au dessus de X en 2n % 1 rSgions, k savoir le polygone R 0 lui- 
m~me et la r~gion comprise entre l'axe X et chacun des c6t~s de la 1 ~ 
sorte. Consid~rons un cbtd C~, la r~gion S~, comprise entre C 1 et X et 
le polygone R~ limitrophe de R 0 le long de (71. Le polygone R 1 sub- 
divisera la r~gion S 1 en 2n re!gions plus petites, k savoir le 10olygone R~ 
lui-m~me et la r~gion comprise entre  raxe  X et chacun des c6t6s de la 
1 ~r~ sorte rest4s libres. Quand on aura construit plusieurs polygones R0, 
//1, . . . . . .  //~, la partie du plan situ~e au dessus de X se trouvera par- 
tag~e en un certain n0mbre de r~gions, k savoir lea polygones //0, R~, 
. . . . . .  //~ et lea r6gions S 1, S~, . . . . . .  S~ comprises entre X et chacun 
des c6t~s de la 1 ~ sorte rest~s libres. Si l'on cherche k construire un 
nouveau polygone limitrophe de R0, //,, . . . . . .  //~, il se trouvera tout 
entier dans une des r4giona S~, S~, . . . . . .  Sq. I1 est done impossible que 
les polygonea ainsi construits se recouvrent mutuellement.  L'existence du 
groupe fuchsien correspondant k //0 est donc d~montr~e. 
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§ 7. Principaux exemples. 
Avant  de donner quelques exemples de ces groupes fuchsiens dont 

je viens de d6montrer l'existence d'une manibre gdn6rale, je vais expliquer 
une notation dont je me servirai dans la suite pour ddfinir certaines pro- 
pridt6s du polygone /~0- Je commencerai par ddsigner chacun des c6tds 
de R 0 par un num6ro d'ordre de telle sorte qu'en parcourant le p6rim6tre 
de ce polygone dana un sens convenable, on rencontre successivement le 
c6t6 1, puis le c6t6 2, etc. Cela fait j '6crirai le num6ro d'un des c6t6s 
de la 1 ~° sorte, puis celui de son conjugu6, puis une virgule, puis un 
autre c6t6 de la 1 ~r° sorte, puis son conjugu6, puis une virgule etc., puis 
enfin j 'dcrirai ~ la suite les num6ros des c6tds de la 2 d° sorte. Par  
exemple, si /~0 est un octogone dont les c6t6s de rang impair soient de la 
l ~ sorte, ceux de rang pair de la 2" sorte et dont les cbt6s oppos6s de la 
1 ~" sorte soient conjuguds, je dirai que le polygone R 0 est du syst6me 

(15, 37, 2468). 

J 'aurai  ainsi d6fini le nombre des c6t6s de chaque sorte et la distri- 
bution des c6t6s en paires. De cette distribution des c6tds en paires, 
nous d6duirons celle des sommets en cycles. 

Je vais maintenant 6tudier quelques exemples, en me servant des 
notations prdc6dentes. 

Exemple I. (14, 28). 
Le polygone R 0 est un quadrilat6re dont je d~signe les sommets par 

ABCD; le c6td I sera le c6t6 AB; le c6t6 2, le c6t6 BC; ]e c6t6 3, le 
c6t6 CD; le c6t6 4, le c6t6 DA. Tous les c6tds sont de la 1 ~r° sorte, ce 
sont donc des arcs de cercle ayant  leur centre sur X; les cbtds A B e t  
AD, CB et CD sont conjuguds, ils sont donc congruents. Enfin l 'angle 

A est 6gal ~ 2= , a 2z 21r --a' l an~ le  B - ~ D  ~ - ,  1'angle C ~ - 7 ;  les hombres a, ~8, 

r dtant entiers. 
Nous pouvons joindre les deux sommets opposds A et C par un arc 

de eercle ayant son centre sur X, le quadrilat6re R o .se trouvera ainsi 
d6composd en deux triangles curvilignes ACD et ABC. 
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Je voudrais maintenant d6finir une expression dont je serai quelque- 
lois appeld k me servir dans la suite. Envisageons dans le plan unc 
transformation par rayons vecteurs rSciproques; soit 0 le centre de la 
transformation et K ~ son param~tre; le cercle C dont le centre est 0 et 
le rayon K demeure inalt~% par la transformation. Je dirai que cette 
transformation est une r~flexion sur le cercle C et que deux figures trans- 
form6es r6ciproque s sont symdtriques par rapport ~ ce cercle. 

Cela pos6, il est clair que les deux triangles ACD, ABC sont sym6- 
triques par rapport au cercle AC. I1 suit de lk que les angles curvilignes 
CAD et CAB, ACD et ACB, ABC et ADC sont 6gaux, et par cons6quent 

que le triangle ABC a ses trois angles  respectivement egaux a 7z' ~' {" 

Soit maintenant R I un quadrilat4re limitrophe de R 0 le long d'un 
de ses cbt6s, d e  AB par exemple; ces deux polygones seront symStriques 
par rapport  au cercle A B. 

Ceci nous conduit, dans le cas particulier qui nous occupe, k une 
construction t%s-simple, du systSme des polygones R. 

On construira d'abord un triangle ABC dont les trois angles seront 
7r ~ 7T 

respectivement a' fl' r' on peut construire une infinit~ de pareils triangles 

mais ils sont tous congruents entre eux; on construira alors les triangles 
symStriques de ABC par rapport £ leurs c6t6s rest(~s libres ct ainsi de 
suite. On partagera ainsi le plan en une infinit5 de triangles tous con- 
gruents k ABC ou k ACD et en les %unissant deux '~ deux, on aura 
partag6 le plan en une infinit6 de quadrilat~res congruents k/~o = ABCD. 

Qu'~rrivera-t-il si l 'un des hombres entiers a, ~, i" devient infini; 
supposons par exemple que ce soit y qui devienne infini; l 'angle C qui 

6tait 6gal ~ 2_~ deviendra nul; le sommet C cessera d'etre de la 1 ~:e catd- 
Y 

gorie pour devenir de la 3 ~° sous-cat~gorie. R o se composerait encore de 
deux triangles ABC, ADC sym6triques par rapport au cercle AC. Les 
deux cSt6s AC et BC a)nt des arcs de cercle qui sont tangents en un 
point C situ~ sur X; le c5t4 A B  est aussi un arc de cercle coupant AC 

et BC sous des angles -= et -~- 

Supposons en particulier: 

a = 2 ,  / 9=3 .  
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Supposons de plus, pour achever de d~terminer le triangle A B C ,  que les 
cbt~s A C  et B C  se rdduisent ~ deux droites perpendiculaires £ X de telle 
fa~on que le point C soit rejet~ £ l'infini; que la droite B C  prolong~e 
vienne passer par l'origine 0; que ]a distance des deux parall~les A C  et 

1 
B C  soit ~gale £ ~. Le cercle A B  aura alors pour centre 0 et pour rayon 

1. On retombera ainsi sur le Fundamentaldreieck de M. Klein (Mathema- 
tische Annalen, Bd. XIV). Le groupe fuchsien correspondant est extr~- 

mement remarquable; il se. compose de toutes les substitutions ~' cz + 

telles que a, b, c, d ~tant entiers, on ait ad ~ bc = 1. C'est la considera- 
tion de ee groupe et des sous-groupes qui y sont eontenus qui est le 
fondement-des reeherehes de M. Klein sur les fonetions modulaires. 

Exemple IL (16, 25, 31). 
C'est l'exemple I du paragraphe 5. Le polygone .R 0 est un hexagone 

A B C D E F  et les 8ommets forment quatre cycles distincts form,s respee- 
tivement des sommets A; B F ;  6'E; D; les angles curvilignes A, B ~- F, 

2rc 2r~ 2~r 2~r 
C - { - E ,  D doivent (~tre respectivement 5gaux ~ -~, -~, 7 '  -3; a, ~, 7", 

4tant des hombres entiers positifs ou infinis. 
Un cas particulier intSressant est celui oh l'hexagone se dScompose 

en deux quadrilat~res A B C D ,  A D E F ,  sym~triques par rapport au cercle 
AD.  Dans ce cas on a pour les angles curvilignes de ces deux quadrila- 
t~res les valeurs suivantes: 

BAD = D A F = - ;  CDA = EDA ~ 3' 

B=F_-=_ ~r. C = E _ ~  ~ - - o  

fl' r 

Pour construire t ous l e s  hexagones R, on pourra alors op6rer comme 
dans l'exemple prdc6dent; oil construira le quadrilatSre A B C D ,  puis les 
quadrilatSres sym6triques par rapport £ chacun de ses cbtds, puis les 
quadrilatSres sym6triques de ceux-ci par rapport £ chacun de leurs c6t6s 
et ainsi de suite. 

Consid6rons maintenant un exemple plus gdn6ral. Supposons que R 0 
soit un polygone de 2n cbt6s de la 1 ~:e sorte dont ]es sommets soient 
successivement .,41, A2, . . . . . .  An, An+l, B,,, B,_I, . . . . . .  132. Supposons 
que les cbtds 
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A, A~ et A 1 B~, A~ A 3 et B~ B3, . . . . A._:  A. et B ._ :  B. ,  A,, A.+I et; B . A . + I  

soient conjuguds. Les sommets se r6partiront en n-4- 1 cycles: 

A,; A~ B~; A s Ba; . . . . . .  ; A,,-i B,,_:; A . B . ;  A.+l 

et le polygone R o s'dcrira dans le syst6me de notation adopt6: 

( 1 . 2 n ,  2 . 2 n - - I ,  3 . 2 n - - 2 , .  . . . . .  , n - - l . n  + 2 ,  n . n +  1). 

Darts un certain cas particulier, ce polygone R 0 se divisera cn deux moi- 
tids A~ A2 A s . . . . . .  • A,+: et A: B2 Bs ." . . . . .  B.A.+:  sym6triques par 
rapport au cercle A: A.+:. Chacune de ces moitids est un polygone cur- 
viligne dont les c6tds ont leurs centres sur X et dont les angles sont des 
parties aliquotes de zr. Pour construire tous les polygones R, il suffit de 
partir de A~ A~ A 3 . . . . . .  A,,+:, de construire les polygones symdtriques 
de celui-ci par rapport ~ Fun de ses c6tds, puis les polygones sym6triques 
de ceux-ci par rapport ~ chacun de leurs c6tds et ainsi de suite. 

On pourrait citer un grand nombre d'autres exemples de polygones 
gdn6rateurs de groupes fuchsiens. Parlons seulement des exemples ddj~ 
cit6s all paragraphe 5. Avec le mode de notation adopt6 les polygones 
R o des exemples II, III, IV et V s'dcriraient: 

(14, 25, 36) 

(15, 26, 37, 4s) 
(13, 24, 57, 68) 

(13, 57; 2468). 

Quelles sont les conditions auxquelles dans ces quatre exemples dolt satis- 
faire le polygone R 0 pour donner naissance b~ un groupe fuchsien? 

Dans les trois premiers exemples les c6t6s conjugugs doivent dire 
congruents. De plus dans l'exemple II, la somme des angles de rang 
pair, comme celle des angles de rang impair doit ~tre une partie aliquote 
de 2~r; dans lea exemples III et IV c'est la somme de tous les angles qui 
doit diviser 2m 

Dans l'exemple V, ie polygone R o n'est assujetti ~ a u c u n e  condition. 

§ 8. Classification en Genres. 

J'ai fait voir dans ce qui precede comment on pouvait partager la par- 
tie du plan qui est au dessus de X en une infinitd de polygones curvilignes 
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R congruents entre eux. Envisageons maintenant la partie du plan qui 
est au dessous de X, et dans cette partie du plan les polygones curvilignes 
//'0, //'1, etc. qui sont respectivement sym6triques de/ /o , /~1,  etc. par rapport 
£ X. Il est clair que si Ri est le transform6 de R 0 par une certaine 
substitution f (z) du groupe G, R'~ sera le transform6 de R'o par cette 
m~me substitution. Les substitutions du groupe G qui transforment R 0 en 
R~, R~, . . . . . .  t ransformeront donc de m~me R'o en R~, R.~, .' . . . . .  Mais 
plusieurs cas sont ~ considdrcr; si R 0 n'a pas de sommet de la 4e sous. 
catdgorie, l 'ensemble des polygones R et /~' recouvre tout le plan; si au 

contraire, nous avons des sommets de cette sous-catdgorie, les polygones 
/ /  et R' laissent non recouvertes les r6gions situSes h, l ' int6rieur d'une in- 

finit6 de cercles ayant  leurs centres sur X. 
Voici une seconde distinction plus importante pour ce qui va suivre. 

Supposons que le groupe G soit de la 1 ~r°, de la 2 m~ ou de la 6 "° fa- 
milies, nous n'aurons ni sommet de la 3 e catdgorie, ni c6t6 de la 2 ~ sorte. 

Le polygone B 0 n 'ayant pas pour c6t6 de segment de X, sera compl6te- 
ment  s6par6 de son sym6trique B~ ou bien confinera ~ ce polygone par 
un sommet ' seulement (s'il a des sommets de la 2 ° catdgorie) et non par 
tout  un c6t6. Supposons ~Lu contraire que Ie groupe G soit de la 3 ~, de 

1~ 4 °, de la 5 ° ou de la 7 ° families, le polygone R 0 aura un ou plusieurs 
c6tds de la 2 ° sorte et confinera h, son symdtrique R~ tout le long de ces 

c6t6s. Supposons qu'on supprime ces c6t6s de la 2 ° sorte qui servent de 

frontidre commune b~ R o et ~ R;, on pourra considdrer l 'ensemble des deux 
figures R 0 A-K0 comme une seule r6gion qui sera limit6e seulement par 
des arcs de cercle ayant  leurs centres sur X, c'est £ dire par les c6tds 

de la 1 ~r° sorte de R 0 et ceux de R'0. L'ensemble de ces arcs de cercle 
formera en g6n6ral plusieurs courbes fermdes s6par6es. 

Nous allons maintenant  pouvoir parler d'une nouvelle classification 
des groupes fuchsiens. Considdrons d'abord un groupe de la 1 ~ ,  de la 

2 ~ ou de la 6 ~ families: le polygone R 0 n 'aura .pas  de C6t6 de la 2 ~ 
sorte; par cons6quent les points du pdrim6tre de R 0 seront correspondants 
deux ~ deux puisque ~ chaque point d'un c6t6 de la 1 ~ sorte correspond 

un point de son conjugud; les points intdrieurs ~ R 0 n 'auront aucun eorre- 
spondant ni dans ce polygone, ni sur son pdrim6tre; enfin t o u s l e s  som- 
mets d 'un m@m cycle seront eorrespondants. Supposons qu'on ddcoupe 
le polygone R0, puis qu'on le replie en le ddformant d'une manidre con- 
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tinue et de telle fa?on que les points correspondants de son p~rim~tre 
viennent se coller l 'un contre l'autre; aprSs cette dSformation, R 0 sera 
devenu une surface ferm4e. Si par exemple on reprend le quadrilat~re 
ABCD de l'exemple I d u  paragraphe pr~cddent, et qu'aprSs l'avoir d~coupd, 
on le replie en le ddformant de telle sorte que A B  viennese coller contre 
AD, puis BC contre CD, R o aura pris l'aspect d'une surface ferrule convexe. 

Considgrons maintenant un quadrilatbre ABCD du syst~me (13, 24) 
de telte sorte que A B  soit conjugud de CD et AC de BD. Replions ]e 
quadrilatSre de fa?on k coller AB contre CD, il prendra l'aspect d'une 
sorte de cylindre ouvert par les deux bouts, les cSt~s AC et BD ~tant 
rest~s libres, mais dtant devenus des courbes ferm4es; si on colle ensuite 
AC contre BD, le quadrilat~re prendra l'aspect d'une sorte d'anneau fermg. 

On sait que les surfaces ferrules sont susceptibles d'etre classdes en 
genres de la mani~re suivante. Sur une sphere, par exemple, on ne peut 
tracer un cycle ferm4 sans subdiviser la surface de la sphere en deux 
r4gions distinctes; il n'en est pas de m~me sur un tore dont un cercle 
mSridien, par exemple, ne s.ubdivise pas la surface en deux r~gions di- 
stinctes; mais on ne pourrait tracer sur le tore deux cycles ferm~s s~par~s 
sans obtenir une sembIable subdivision. 

Le genre d'une surface ferrule est alors le nombre maximum des 
cycles ferm4s s~par~s que l'on peut tracer sur la surface sans la sub- 
diviser en deux r~gions distinctes. Ainsi une surface ferm~e dans laquelle 
on aurait percd p trous serait de genre p. 

Le genre d'un groupe fuchsien sera le genre de la surface fermde, ob- 
tenue corn, me il vient d'etre dit par la d~formation de t~ o. 

Comment obtenir l'expression de ce genre? 
Supposons qu'on ait subdivis~ une surface de genre p e n  F polygones 

curvilignes, que le nombre total des cbt6s soit A et celui des sommets S, 
(in aura la relation 

F 4 - S - - A ~ - - 2 p 4 - 2 .  

Reprenons le polygone R0; soit 2n le nombre de ses cbt~s de la 1 ~r~ 
sorte, et q celui des cycles ferm~s. Apr~s la ddformation, les c6t~s ~tant 
venus se coller l'un c0ntre l'autre deux k deux, le hombre des c6t4s 
distincts restants sera n; de mdme le nombre des sommets distincts restants 
sera q. 

Acta mathematica. I .  6 
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On aura donc: 

H. Poincard. 

d'ofi 

OU 

F==I A : n  S = q  

q +  1 --  n ---- 2 - -  2/) 

n + l - - q  
P ~  2 

Reprenons les exemples I e t  II du paragraphe pr6e6dent; nous aurons: 

d'ofi 
q = n + l  

T = 0 .  

Je vais donner une autre application de "la r4gle qui pr6c6de. 
Supposons que le polygone R 0 ait 2n cbt6s de la 1 ~r° sorte et de 

telle fa~on que les cbt6s oppos6s soient conjugu6s. Pour trouver le genre 
du groupe fuchsien correspondant, il faut chercher le nombre des cycles 
entre lesquels se rgpartissent les 2n sommets. :En appliquan t la r6gle du 
§ 5, on trouve que t o u s l e s  sommets appartiennent ~ un m4me cycle si 
n est pair, et que si ~ est impair, on a deux cycles formds, l 'un de tous 
les sommets de rang pail-, l 'autre de tous les sommets de rang impair. 
On a done: 

f f = l o u 2  

selon que ,a est pair ou impair, et par consSquent: 

si. n e s t  pair, et 

s i n  est impair. 

n + l  
P - -  2 

Supposons maintenant que le polygone R 0 admette des c6tds de la 
oe sorte; il sera contigu tout le long de ces cbtds ~ R'0, de sorte que la 
rdgion R0-[- R~ sera d'une seule pi6ce; les points situ6s i~ l 'intdrieur de 
cette rSgion ne pourront ~tre correspondants £ aucun autre point de la 
rdgion; les points du pdrim(~tre, qui appartiendront tous i~ des c6tSs de la 
1 ~re sorte de R o ou de R'o, seront correspondants deux '~ deux; enfin les 
sommets d'un mdme cycle se~ont des points correspondants. Ddcoupons 



Thdorie des groupes fuchsiens. 43 

maintenant  la r6gion R 0 + R '  0 et replions-la en la d6formant de telle faqon 
que les points correspondants de son p6rim6tre viennent se coller l 'un 
contre l 'autre. Le genre du groupe fuchsien sera par d6finition celui de 
la surface fermde ainsi obtenue. 

Soit encore 2n le nombre des c6t6s de la 1 ~r° sorte de B0, ~ celui 
de ses cycles ferm6s; R'0 aura de m~me 2n cbt6s de la 1 ~'e sorte et q 
cycles ferm6s. Supposons que nous ayons h cbtds de !a 2 ° sorte et par 

cons6quent h cycles ouverts qui seront communs ~ Ro et b~ Ro. 
Reprenons la formule: 

~ +  s - - A  = 2 - - 2 ~ .  

•ous aurons F = 2, car nous avons deux polygones R0 et R'0; nous 
aurons A = 2• + h, car nous avons n paires de c6tds de la W ° sorte 
provenant de R0, n paires de c6t6s de la 1 ~° sorte provenant de R'0 et h 
c6tds de la 2 e sorte; enfin on aura S = 2q + h, puisque nous avons en 

tout 2q cycles ferm6s et h cycles ouverts. 
I1 vient donc: 

£ = n - - q .  

Supposons par exemple que R0 soit de la 3 ¢ famille, c'est k dire que 
tous ses sommets soient de la 3 ¢ cat6gorie. On a alors: 

q = 0  p = n .  

Ainsi dans l 'exemple V du § 5, le genre est 6gal ~ 2. Comme second 

exemple, je prends un polygone Ro dont l a  distribution des c6t6s est 
donn6e par la formule suivante: 

(15, 24; 3) 
ou plus g6n6ralemen~: 

( 1 . 2 u + 1 ,  2 . 2 n ,  3 . 2 u - - 1 , .  . . . . .  , n . n + 2 ;  n + l )  

de telle sorte que le n + 1 ° c6t6 soit seul de la 2 ¢ sorte et que les c6t6s 

d'ordre m e t  2n + 2 -  m soient conjugu6s. 
On aura dans ce cas: 

q-~-n 
d'ofi 

~p=0,  
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§ 9. Simplification du Polygone G6n6rateur. 

Nous avons vu au commencement d u §  5 que les r6gions R0 ne sont 
pas complStement d6finies par  cette condition que chacune d'elles ne 
contient qu'un seul point correspondant ~ un point z donn6. Nous avons 
ensuite impos6 ~ ces r6gions une condition de plus, celle de se r6duire 

des polygones curvilignes ayant pour c6t6s des arcs de cercle et des 
segments de X. Mais les r6gions R0 ( ou polyyones 9dn~rafeurs) ne sont 
pas encore par 1~ comp16tement d6termin6es. En effet nous avons vu 
qu'on pouvait ajouter ~ Ro une r6gion quelconque So '~ la condition d'en 
retrancher une r6gion Sp transform6e de So par une des substitutions du 
groupe fuchsien, et que la r6gion ainsi obtenue Ro + So ~ Sp pouvait 
servir de la m6me faqon que R0 ~ engendrer ce groupe. Si les r6gions 
R0, So et Sp sont contigues et si elles se r6duisent toutes trois '~ des po- 
lygones normaux, c'est ~ dire dont les c6t6s sont des segments de X ou 
des arcs de cercle ayant leurs centres sur X, 1~ r6gion r6sultante Ro+So- -S  p 
est 6galement un polygone normal. I1 suit de l~ qu'un m6me groupe 
fuchsien peut ~tre engendr6 par une infinit6 de polygones g6n6rateurs R0 
et qu'on peut profiter de cette ind6termination pour simplifier ce polygone. 

Voici comment peut s'effectuer une pareille simplification. Joignons 
deux points A et B du p6rim~tre de R0 par un arc de cercle ayant son 
centre sur X, de fa?on ~ diviser ce polygone en deux autres So et To; 
consid6rons deux cSt6s conjugu6s CD et E F  de R0 et supposons que CD 
appartienne tout entier au p6rimStre de So et E F  ~ celui de T o . Soit 
/~ le polygone qui est limitrophe de R 0 le long de /i~F et supposons-le 
d6compos6 en deux polygones S~ et T, respectivement congruents ~ S o et 
I'o. Le polygone R~----S, + To pourra servir, aussi bien que /~0, de po- 
lygone g6n6rateur pour le groupe i'uchsien G. I1 peut se faire que la 
consid6ration de R~ soit plus avantageuse que celle de R0, ou bien encore 
qu'en faisant sur Ro une op6ration analogue ~ celle qu'on vient de faire 
sur R0, on arrive ~ un polygone R~" plus simple que les deux autres. 

Dans chaque cas particulier, on se laissera guider par les circon- 
stances du problbme, aussi ne veux-je pas insis~er plus longuement sur 
ce point. Je me bornerai ~ quelques exemples, en reprenant les notations 
d u §  7. 
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l ° Un polygone R 0 du systdme (16, 23, 45) peut toujours ~tre ra- 
mend ~ un polygone du syst4me (16, 25, 34). 

2 ° Un polygone du syst~me (12, 34, 56, 78) peut toujours ~tre ra- 
mend ~ un polygone du syst~me (18, 27, 36, 45). 

3 ° Un octogone du syst~me (13, 24, 57, 68) peut toujours ~tre ra- 
mend ~ un octogone du syst~me (15, 26, 37, 48). 

Quelles sont, dana cette transformation des polygones curvilignes R0, 
les propridtds de ce polygone qui demeurent invariables? 

1 ° La famille du polygone R 0 ne change pas, sauf une exception 
dont je parlerai plus loin. 

2 ° Son genre ne change pas non plus. 
3 ° Le hombre des cycles ferm~s de la 3 ° sous-catdgorie ne varie pas. 
4 ° Il e n e s t  de mdme du nombre des cycles fermds de la 4 ~me sous- 

catdgorie. 
5 ° Le nombre des cycles ferm~s de la 2 ° sous,catdgorie ne varie pas 

non plus. On a wl que la somme des angles correspondants aux divers 
2~ 

sommets d'un pareil cycle 5tait dgale ~ ~-, /~ dtant un hombre entier 

sup6rieur ~ l'unit~. La valeur de ce nombre p demeure 6galement in- 
variable. 

6 ° On peut au contraire en g~n~ral augmenter ou diminuer ~ vo- 
lontd le hombre des cycles fermds de la 1 ~° sous-catdgorie qui sont tels 
que la somme des angles qui correspondent ~ tous les sommets du cycle 
est dgale ~ 2~r. 

§ 10. Isomorphisme. 

Nous avons vu a u  commencement du § 3 qu'un groupe fuchsien H 
est isomorphe ~ un autre groupe fuchsien G si le nombre des substitutions 
fondamentales eat le m~me et si de plus routes les relations de la forme 
[(6) § 3] qui existent entre les substitutions de G, subsistent entre celles 
de H. Pour reconnaltre l'isomorphisme de deux groupes donnds, nous 
sommes donc amends £ chercher les relations de la forme [(6) § 3] qui 
existent entre les substitutions d'un groupe donnd et en particulier les 
relations fondamentales dont toutes les autres ne sont que des combinaisons. 

Nous avons vu au § 3 qu'on obtenait lea relations de la forme (6) 
de la mani~re suivante: on ddcrit ~ purtir d'un point A intdrieur ~ /~o 
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un contour ferm5 quelconque A M A  ne sortant pas de la rSgion du plan 
situSe au dessus de .X. Supposons que ce contour traverse successivement 
des %gione R0, R.,, Rz~ . . . . . .  R~.~_~ et enfin une % g i o n / ~  se confondant 
avec R0, qu'il passe de la rSgion /~,9~_~ dans la %gion/~z~ en franchissant 
un cbt~ de Rzx_~ qui eat l 'homologue de celui des cbt4s de R 0 qui sert 
de fronti5re commune ~ cette r6gion et ~ R , .  Nous pourrons ~crire la 
relation identique: 

=fo, [ f o ,  . . . . . .  . . . . . .  ] 

qui est de la forme (6) et on obtiendra de la sorte toutes les relations 
de cette forme. Male si on ne veut ~crire que les relations fondamentales, 
il ne sera pas nSceseaire de d~crire t o u s l e s  contours A M A  possibles; on 
se borneru aux contours infiniment petits q u i  enveloppent les sornmets de 
R 0. Envisageons donc successivement les divers sommets de //0 et dScri- 
vons autour de chacun d'eux un contour infinitdsimal. Comme ce contour 
A~fA ne devr,~ pae sortir de la partie du plan situ~e au deseus de X, 
on ne pourra decrire de semblable contour autour des sommets de R o 
qui sont situSs sur cet axe X lui-mdme. Lee seuls sommets du polygone 
R 0 que nous ayons ~ envisager sont donc des sommets de la 1 ~ro cat5gorie. 

Je suppose que les diffSrents cbt5s de //o soient numSrotSs de telle 
sorte qu'en suivant clans un sens convenable le p~rim~tre de ce polygone 
on rencontre succeseivement tes c6t~s C~, C~, C~, . . . . . .  Cq; q ~tant le 
hombre total des cbtSs; A~ sera le sommet situs entre Cq et C~; A. le 
sommet situ5 entre C~ et C~; etc. En gSn~ral A~ sera le sommet situS_ 
entre C~_~ et C~. Si 6~ est de la 1 ~ sorte, la rdgion limitrophe de R 0 
le long de C~ s'appellera R~ et la substitution fondamentale correspon- 
dante sera: 

.fi 

Consid6rons l 'un quelconque dee sommets de la 1 ~re catdgorie que j 'appelle 
A , .  Ce sommet fera partie d'un certain cycle de la 1 ~'~ cat~gorie; on 
trouvera les autres sommets de ce cycle en appliquant la %gle du § 5. 
Supposons que cette rdgle donne successivement lee sommets: 

A~, Ao~ . . . . . .  A~ 

et pr6ciedment dans cet ordre. Supposons que la somme des angles corre. 
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spondants ~ ces sommets soit -~, ). sera un nombre entier. 

abrdger: 

47 

Posons pour 

= f o ,  [.rs  • . . . . .  [ L p  (z)] . . . . . .  ] 

I F  (~)] = r ~ ( z )  F [ ~  (z)] = F ~ (~) . . . . . .  
F [F~- '  (z)] = F~(~). 

La relation fondamentale h laquelle conduira, d'apr6s la r&gle exposde 
plus haut, un contour infinit&imal dgcrit autour de As, sera: 

z = F ~  (z).  

Les sommets Ao~, As3. . . . . .  Asp qui appartiennent au m~me cycle 
que As, conduisent h la m~me relation. Donc: 

Le hombre des relations fondamentales qui existent entre les substitu- 

tions fondamentales d'un groupe f~whsien G, est pr~cisdment celui des cvcles 

de la 1 ~''~ cat~gorie du polygone R o correspondant. 

Or les polygones des 2 ~, 3 ~ et 4 ° familles n'admettcnt pas de cycle 
de cctte catdgorie. Donc il n'y a aucune relation fondamentale entre les 
substitutions des groupes de ces families, c t l e s  relations de la forme (6) 
que l'on pourrait trouver entre ces substitutions se rdduiscnt routes k des 
• * f ldentltes. 

Voici une premi6re consdquence que l'on peut tirer de ce fair: tout 

groul)e H d3rivd de n s~ebstitutions fondamentales est isomoiThe h u n  gro,tpe 

fiwhsien G de la 2 ~, de la 3" ou de la 4 ~ familles, lOO,~rva que ce groupe 
soit 3galement d3riv6 de n substit~ttions fondamentales. En effet la premi&re 
condition de l'isomorphisme qui exige que le nombre des substitutions 
fondamentales soit le m&ne est remplie, et la seconde qui exige que toute 
relation entre les substitutions de G subsiste entre celles de H est sat~.sfaite 
d'elle-m6me puisqu'il n'existe pas de pareille relation. Seulement une 
distinction est b~ faire. S'il y a des relations de la forme (6) entre ]es 
substitutions de H, G n'est pas isomorphe ~ H et par consgquent l'iso- 
morphisme est m6ri&drique. Si au contraire il n 'y a pas de scmblable 
relation, l'isomorphisme est rdciproque et par cons6quent holoSdrique. I1 
en r&ulte que deux groupes f~whsiens de la 2 ~, de la 3 ~ o~t, de la 4"" fa- 
milies sont holokdriquement isomorphes pourw~ que le hombre des substittttions 

fondamentales soit le m~me, c'est a dire pourv~ que les de~tx polygo~es R o 
correspondants aient un m~me hombre de c6tds de la 1 ~ sorte. 
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Considdrons maintenant deux polygones R0 et ~'0 quelconques, main 
dont les cStds de la 1 ~r¢ et de la 2 ~ sorte soient distribu6s de la m~me 
maniSre, de te]le sorte qu'ils soient d6signds par la m~me formule, si on 
emploie la notation expos6e au commencement du § 7. Ces deux poly- 
gones appartiendront 6videmment au m(~me genre et ~ la m~me famille et 
le nombre de cycles, formSs par les sommets des deux polygones, est le 
mdme, de telle fat;on qu'h chaque cycle de R0 corresponde un cycle de 
R'o et rdciproquement. D'ailleurs, £ un cycle ferm6 du premier polygone, 
correspondra dans le second polygone un cycle 6galement fermd. Si de 
plus la somme des angles de chaque cycle fermd de /to est la m~me que 
la somme des angles du cycle, correspondant de R~, les deux groupes 
fuchsiens engendrds par ces deux polygones seront holo~driquement iso- 
morphes. 

§ l l .  Formation effective des Groupes Fuchsiens. 

Un groupe fuchsien est eompl~tement d~t~rmin~ quand on connait 
ses substitutions fondamentales, qu'il suffit de combiner de toutes les 
maniSres possibles pour obtenir toutes les substitutions du groupe. Former 
un groupe fuchsien, c'est donc calculer les coefficients de ses substitutions 
fondamentales. Ce probldme ne prdsente aucune difficult6. Supposons en 
effet que ron ait construit le polygone R0 correspondant au groupe 
former et que ron ait calcul6 les coordonndes et par cons6quent les 
affixes de tous ses sommets. Les substitutions fondamentales cherchges 
sont celles qui changent chaque c5t6 de la 1 ~r° sorte en son conjugu6. 
Soit donc a, fl et T, 3 les affixes des sommets de deux c6tgs conjugugs 
de Ro. Supposons d'abord que les quantitds a, ,8, r, 3 soient toutes quatre 
imaginaires, de telle facon qu'aucun de ces sommets ne soit situd sur X. 
On devra avoir en appelant a',/~', T', 3' les quantitds imaginaires conjuguges 
de a, /~, r, 3: 

c'est h dire 
a - -  , '  f l - - ~  r - - r '  3 - -3 '  

- -  - - o  

(1) ~ - - f l ' f l - - ~ '  = r - - ~ '  ~ - - r '  

La substitutign rgelle qui change aft en T3 est alors p~rfaitement 
dgterminde; pour l'6crire en mettant en dvideuce la rdali~ des coefficients, 

• je poserai: 
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,z = ~, - i,~, Y = A - i A  /=r,-#, 

La substitution cherch~e s'derira alors: 

a=a~ + ia ,  
a '=  a, - - ia , .  
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OU: 

Az + 

A = 

a, 7 , - - a ~ r ~  rl 1 

£ 3 1 - - f l ,  3 , 3, 1 
Ifl, a ,+B ,  al a, o 

a t  T1 - -  a~ T~ a ,  ~'1 

B =  p , a , - - A ~  ~, r,, 

i: rl 11 (J= /~, e?l ! D - -  

a, 0 
] a, T l - -a ,T ,  a, .1 

,81a1-- ,8, 3, t ,  1 
A a , + A a ,  A o 

Mais on peut faire encore deux hypoth6ses; supposons que a et 7 soient 
rdels tandis que fl et 3 restent imaginaires; la condition (1)'n'a plus alors 
de raison d'6tre; la substitution rdelle qui change a/~ en T3 eat encore 
parfaitement ddtermin6e et elle s'dcrit 

z, Cz + 

les coefficients A, B, C, D ont Ia mSme expression que plus haut, mais 
il faut remarquer hue % et ~-~ sont nuls. 

Supposons maintenant que les quatre quantitds a, t ,  y, 3 soient 
rdelles, la substitution qui change al~ en 73 ne sera plus ddterminge. 
Dans 1'expression de ses coefficients entrera un param6tre arbitraire h. 
Elle s'dcrira 

z, Cz + 

et les coefficients A,  B ,  C, D auront pour expression: 

Acta mathematica. I. 

A = 

G = 

~77.1 

h 0 0 

p a  

- - 1 0  

h - - 1  

D = IB~ 
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Les quantitgs rgelles a, /~, F, $ pour pouvoir ~tre les sommets d'un 
polygone R 0 sont assujetties £ l'in6galitg: 

3 a r - -  3 - - a  ~ - - a  

Quant ~ h, c'est un param•tre arbitraire qui est suppos6 r~el et 
assujetti ~ l'in6galit~: 

(~- + h) (~ + z~) ~a - -  r) ( ~ - -  a) > 0. 

Ainsi quand on connait les affixes des sommets de R 0 qui exprime 
que le dgterminant A D - - B C  est positif, on peut calculer les coefficients 
des substitutions fondamentales de G. I1 s'agit donc de choisir ces affixes 
de telle fa¢on que .le polygone R 0 satisfasse aux conditions du § 6 qui 
sont ngcessaires pour qu'il donne naissance £ un groupe fuchsien. C'est 
lk un probl~me purement alg6brique et qui ne pr6sente aucune difficult6. 
La grande va.ri6tg des cas possibles ne me permettra pas de les examiner 
tous en dgtail ce qui m'entrainerait  ~ des rgp6titions et k des longueurs 
inutiles. Je me bornerai donc ~ envisager quelques exemples. 

1 ~' EXEMPLE. 

Cherchons cl'abord k former les groupes fuchsiens de la 3 m~ famille 
d6rivgs de n substitutions fondamentales. Le polygone R 0 correspondant 
aura 2n cbtgs de la 1 ~ sorte et 2n de la 2 m~. Pour dgterminer com- 
pl6tement un pareil polygone, ]l faut s'imposer arbitrairement 4n condi- 
tions. Mais nous avons vu au § 9 qu'un mOne groupe G peut ~tre 
engendr~ par une infinitg de polygones R 0. Si l 'on tient compte de cette 
circonstance, on reconnaitra ais6ment clue pour dgterminer compl~tement 
le groupe de la 3 ~ famille dgriv6 de n substitutions fondamentales, il 
faut s'imposer arbitrairement 3n conditions. Or c'est lg pr6cisgment le 
hombre total des coefficients de n substitutions rgelles quelconques. I1 
ne s'en suit pas qu'il suffise de prendre au hasard n substitutions r6elles 
pour que le groupe qui en dative soit un groupe fuchsien de la 3 ~ fa- 
mille; mais les coe'fflcients de ces substitutions ne seront assujettis ~ aucune 
condition d'dgalit~; ils devront seulement satisfaire ~ certaines in~galitds. 

Quelles sont ces indgalitds? tel est le problSme qu'il nous reste 
rdsoudre. On trouve d'abord sans peine que toutes leg substitutions 
doivent ~tre hyperboliques et par consdquent leurs points doubles doivent 
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~tre r~els et situ~s sur X. On peut ~noncer un r~sultat g~n~ral au sujet 
de la distribution de ces points doubles sur X. En effet, considdrons deux 
cbtds conjuguds abe t  cd de R 0 et supposons qu'ils soient de la 1 ~re sorte 
et appartiennent ~ la marne paire. Supposons de plus pour fixer les 
id6es que le point o,v fasse partie de R 0 de telle fa?on que ce polygone 
soit la r@ion du plan situde au dessus de X et extdrieure aux diff6rents 
cercles qui forment ses  c6tds de la 1 ~re sorte. Si cela n'6tait pas, on 
ferait un changement convenable de la variable. Il y aura une substi- 
tution fondamentale qui changera ab en cd et ses deux points doubles 
seront situds l'nn seer le segment ab de X, l'autre sur le segment cd. 

Pour pousser plus loin l'dtude des indgalit6s qui ont lieu entre les 
coefficients des substitutions fondamentales d'un groupe de la 3 m° famille, 
je vais prendre un exemple particulier, k savoir l'octogone de l 'exemple 
V du § 5. La m~thode que j 'emploierai s'6tendrait d'ailleurs au cas te 

plus general. 
Les deux substitutions fondamentales changent AB en DC et E F  en 

HG. Consid6rons d'abord la substitution S qui change AB en DC; ses 
deux points doubles M e t  N sont situ5s respectivement sur les segments 
A B e t  CD de l'axe X. Ddcrivons un cercle sur A N  comme diam~tre, 
et envisageons le ~riangle curviligne ABN; envisageons dgalement le cercle 
ddcrit sur DN comme diam&re et le triangle curviligne DCN; ]a substi- 
tution S changera le triangle A B N  en DCN; nous pouvons done cn vertu 
des principes du § 9 remplacer l'octogone R o ~ ABCDEFGH par l'hel)- 
tagone R'o ~ ANDEFGH. Envisageons de mSme la substitution S~ qui 
change E F  en HG et ses deux points doubles 2~1~ et N~ situds l 'un sur 
le segment EF, l 'autre sur le segment GH. Par un ra'lsonnement tout 
semblable k celui qui pr6cSde, OR verrait que l'on peut remplacer l'hep- 
tagone R'0 par l 'hexagone R~' = ANDES~ H. Remarquons que Ro" est dc 
la 4 ~ famille et du 2 m~ ordre de cette famille, tandis que R 0 dtait de la 
3 ~ famille. C'est l~ l'exception que j'avais annonede aux principes du 
§ 9; on peut simplifier le polygone gdndrateur R 0 de faqon k ramener 
un polygone de la 3 ~° k un polygone du 2 ~ ordre de la 4 ~ ou m8me 
de la 2 me families; mais jamais k un polygone du 1 ~r ordre de la 4 ~° 
ou de la 2 ~ families. Envisageons maintenant l'opdration S~ qui consiste 
k faire d'abord la substitution S, puis la substitution inverse de S~. La 
substitution S change A N  en DN, et la substitution inverse de S 1 change 
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D N  en un certain cercle PQ intgrieur k N~ H, La substitution 5½ change 
donc A N  en PQ et ses deux points doubles ~ et M~ sont situ6s, l 'un sur 
le segment AN, l 'autre sur le segment PQ. La substitution S change N2 
en un certain point Ns; la substitution S 1 devra changer aussi _h~= en N3; 
N~ est donc situ6 sur le segment .TV 1 Eo Ddcrivons des cercles sur N2N, 

:~ A ~ H  

.N~N~, N 1 N3, N N  3 comme di- 
am6tres; la substitution S 
change N2 N en N~ N, N~N 1 en 
N 3 N 1 et cela nous permet en 
vertu des principes du § 9 de 
remplacer l'octogon e R o par 
le quadrilat~re R'~'= N~ N2NN 3. 

Ce quadrilat~re est de la 2 m° famille et du 2 m' ordre de cette famille. 
Nous allons maintenant pouvoir trouver les indgalitds qui ont lieu 

entre les coefficients de S et de $1; on peut toujours supposer que les 
points doubles de S 1 sont 0 et o,v de telle sorte que 

N, = 0  M, 

car si cette condition n'dtait pas remplie, il suffirait d'un changement tr~s 
simple de variable pour ~tre ramend au cas oh l'on a ~1 = 0, M~ := o,v. 

Les deux substitutions s'gcrivent alors: 

= z, eZ j r  

K est essentiellement positif et plus grand que 1. De plus on peut tou- 
jours supposer .que c est positif sans quoi on changerait t ous l e s  signes 
des quatre quantltes a, b, c, d. Les points M et N sont les points doubles 
de S et par consdquent les racines de l'6quation: 

(1) cz' + (d--a)  z - - b  = O. 

Les points M2 et N2 sont les points doubles de la substitution 

z, a z - F b  
K (cz q- d )]  

ou les racines de l'dquation: 

(_;) (2) cz'+ d - -  . - - . ~  
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un autre point M 3 sont les points doubles de la 

( + 
et les racines de l 'dquation: 

(3) cz ~ + ( d K - - a ) z - - b K  = O. 

L'inspection de la figure montre que lea quantitgs M, N, M. ,N~,  M3, 

N3 sont toutes rdelles et de m6me signe; positives par exemple; d'oh les 
relations: 

b < 0  
b 

b K < O  

qui se rdduisent h.: 

b < 0  

en tenant compte de 

( d - - a )  ~ + 4bc > O 

( d K - - a )  ~ + 4Kbc > O 

( d K - - a ) "  + 4Kbc > 0 

a > d  

5 > d K  

a ~ . d K  

a > dK (a + d) ~ > 4 

5 + d  > 4  

ad --. bc = 1. 

a > d  

Exprimons maintenant que M 2 et N2 sont plus petits et que M 3 et N 3 
sont plus grands que M et h r. On trouve ainsi les conditions: 

b < 0  a~ -l- bc > l > d2 -t- bc 

5 ~ 5 
b < 0  - ~ + b c < l < d ~ K + b c  5 - - d K > a - - d ~ - l ~ . . - - - d .  

Toutes ces conditions se rdduisent aux suivantes: 

a > 0  b < 0  d < 0  a + d > 2  
(~ 

VR + d < - 2 

Cette mdthode s'applique £ tous les groupes  fuchsiens de la 3 me famille. 

On peut toujours par ce procdd6 ramener le polygone R 0 £ un polygone 
du 2 e ordre de la 2 ~° famille. Lee sommets de ce nouveau polygone 

seront connus car ce seront les points doubles des substitutions fondamen- 
tales ou de quelques-unes de leurs combinaisons. Pour  trouver les in6- 
galitds cherch6es, il suffit d 'exprimer que ces sommets sont dispos6s d'une 

certaine "' manlere. 
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2 ~ EXEMPLE. 

Nous prendrons pour deuxi6me exemple les groupes de la 1 ~ fa- 
mille et du genre 0 et, pour particulariser encore, nous choisirons l'hexa- 
gone A B C D E F  de l'exemple II du § 7. 

Nous avons ici trois substitutions fondamentales: 

S~ qui change A B  en A F  
S~ qui change BC en /~'E 
S~ qui change CD en ED. 

Nous envisagerons en outre: 

S~ combinaison de $2 et de S~ pris en sens contraire 
S~ eombinaison de S~ et de S~ pris en sens contraire. 

On peut consid6rer le groupe comme ddrivd de S~, S~ et S,. 
Soient a, b, c, d les affixes des points A, B, 6', D; a', b', c', d' leurs 

quantitds imaginaires conjugudes; a, fl, r, 3 les angles A, B n t- F, C ~ E, 
/)  qui sont des parties aliquotes de 2rr. 
S 8 s'(~eriront- 

Z - -  O, t~ 

Les substitutions S~, S~, S~ et 

z - - d  
~,z--d'  

Exprimons que la combinaison des quatre substitutions S~, S,, $4, S 1 
faites suceessivement dquivaut h la substitution identique (z, z); nbus arri- 
verons ~ trois relations entre a, b, c, d, a, fl, ~', 3. 

Supposons ees relations satisfaites. Suffiront-elles pour que le groupe 
ddrivd des substitutions $1, S~, S 4 soit discontinu? Non, il faudra encore 
que les points A, B, C, D puissent former quatre sommets d'un hexagone 
A B C D E F  off les angles: 

A = . a  B + F - ~ f l  C + E - - - - r  D = 3 .  

Considdrons les angles eurvilignes du quadrilat6re ABCD obtenu en joignant 
les quatre points A, B, C, D par des ares de cerele ayant leurs eentres sur 
X. II faut que les quatre angles A, B, C, D de ee quadrilat6re soient 
respeetivement plus petits que a, /?, ;r, 3; d'ofi les in6galitds: 
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(2) 

d - - a  b ' - - a '  - - < : a  
O ~  arg" d ' - - a '  b ~ a  

a - - b  c ' ~ b '  
0 <  arg. a ' - - b '  c ~ b  <2t~ 

b - - ¢  d ' - - c '  
0 <  arg. b ' - -c '  d ~ c  < ~  

c - - d  a ' - - d '  
0 <  arg. c ' - - d '  a - - d  <3 .  

Comment reconnaltrons-nous maintenant si trois substitutions donnges 5'1, 
S~, S~ peuvent ~tre considdr6es comme les substitutions fondamentales 
d'un groupe fuchsien analogue ~ celui qui nous occupe. On formera la 
substitution S~, combinaison de la substitution inverse d e . S ,  de l'inverse 
de S~, et de l'inverse de S s faites successivement. On calculera les points 
doubles a, a'; b, b'; c, c'; d, d' de ces quatre substitutions et leurs mul- 
tiplicateurs d ", d ~, e ~, e ~'~. Deux conditions devront ~tre remplies: 1 ° a, 
~8, 7, ~ devront ~tre parties aliquotes de 2~r; 2 o les quantitds a, a', b, b', 
c, c', d, d', a, ~, 7, (~ devront satisfaire aux in~galit~s (2). 

36 EXEMPLE. 

Nous prendrons pour troisiSme exemple les groupes de la 26 famille, 
du 16r ordre ct du genre 0; et parmi ces groupes, nous choisirons encore 
celui qui est engendre par l hex~one Ro A B C D E F  consldere dans 
l'exemple II du § 7. Seulement ici cet hexagone devant 5tre de la 2 e 
famille, tous ses sommets seront sur X. Nous envisagerons, comme dans 
l'exemple pr~cddent, les substitutions: 

S 1 qui change A B  en A F  
S~ qui change BC en _ ~  
S 3 qui change DC en D E  
S 4 combinaison de S~ et  de l'inverse de S~ 
S~ combinaison de S~ et de l'inverse de S~. 

Soient a, b, c, d, e, f les affixes des sommets de R0; ces quantit6s seront 
essentiellement rdelles. Les substitutions S~, $4, S~ ct S 3 devront 6tre para- 
boliques puisque le groupe est suppos~ du 1 ~r ordre, et elles s'dcriront: 
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S 4 

S~ ~--- 

S a ~--- 

}t. Poincai-d. 

1 1 + 1 1 ) 
z ~ a '  z - - a  f - - a  b ~  

1 1 1 1 ) 
z ~ b '  z - - b + h - - b  c - - b  

1 1 + 1 1 ) 
z - - c '  z ~ c  b ~ c  k - - c  

l '1 1 1 ) 
z - - d '  z - - d  + e - - d  c ~ d  

off h e t  k sont deux quantit~s d~finies par les gquations 

1 1 1 1 

- + f  - e - - a  h - - a  - - a  b - - a  
1 1 1 1 

f - -  d = ' V - ~ - ~  + - i - - - -~  - -  c - -  d" 

Quelles sont maintenant les conditions pour clue les trois substitutions $1, 
S 4, S~ donnent naissance h, un groupe fuchsien? I1 faut que les six quantitds 
a, b, c, d, e, f se succ6den t  p rdc i sdmen t  dans  cet  o rd re  c i rcu la i re ,  ou  b ien  
dans  l ' o rd re  inverse  de sor te  q u ' o n  do l t  avo i r :  

1 1 1 1 1 
(3) b - - a < c - - a < - d - - a < e - - a <  f - - a  

ou bien 
l 1 1 1 1 

b - - a > c - - a > [ 1 - - a > e - - a >  f - - a  

Exprimons maintenant que la combinaison des substitutions S~, S~, S 4, S, 
dquivaut h la substitution identique, il viendra: 

(4)  (b - -  a) (d - -  c) ( f - -  e) =~ (c - -  b) (e - -  d) (a - - f ) .  

REMARQUE. 

Dans les deux exemples qui pr6c6dent, il est peut-6tre avantageux 
d'envisager, non l'hexagone ABCI)EF de l 'exemple.II du § 7, qui serait 
not6 (16, 25, 34), mais l'hexagonc not6 (12, 34, 56) qui lui est 6quivalent 
d'apr6s ce qu'on ~ vu au § 9. 

Soit ABCDEF cet hexagone, les c6t6s A B e t  BC, CD et DE,  E F  
et FA seront eonjugu6s. Envisageons les substitutions: 
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81 qui change B A  en BC 
5'2 qui change DC en D E  
S~ qui change F E  en F A  
S~ combinaison de S~, $2 et S~. 

Ces quatre substitutions seront elliptiques et leurs multiplicateurs seront 
d ~, e ~, e ¢, d~; a, [~, V, 3 6tan~ des parties aliquotes de 2~r. 

B sera l'un des points doubles de $1, D run  des points doubles de 
S~, F l'un des points doubles de 8~, A l'un des points doubles de $4; 
quant aux autres points doubles de ces substitutions , ce seront respective- 
ment les quantitgs imaginaire s conjugu6es de B, D, F, A; C sera le trans- 
ferred de A par S~, E celui de C par S~. Pour que le groupe d@ivd 
de $1, $2, Sa soit discontinu, il suffit que l'hexagone curviligne normal 
A B C D E F  soit convexe; d'ofi les conditions: 

d - - b f ' - - b '  
trrg'd'-:--b' f - - b  < a 

ar~ f - - d .  b ' - -d '  (5) < 

d ' - - f '  
~rg. b ' - - f '  d - - f  < r. 

Pour reconnaitre si le groupe d6riv6 de S~, 82, S 3 est discontlnu, on cal- 
culera les points doubles a, a', b, b', c, c', d, d', et les multiplicateurs 
d ~, d z, e 'r, d '~ de S ,  S~, Sa et de leur combinaison S~ et on recherchera 

• ~ ' 0 "  " p si ces quantit~s satisfont aux m%ahtes (5) et si ~, fl, ~-, $ sent des parties 
aliquotes de 2~r. 

Supposons maintenant que l'hexagone abcdef ne soit plus de la 1 ~'~, 
mais de la 2 ¢ famille et du 1 e~ ordre de cette famille, de telle facon 
que les quantitgs abcdef soient rgelles. Ces quantitds devront satisfaire 
aux indgalitds (3), pour que l'hexagone abcdef soit convexe. Les substitu- 
tions $1, S~, S 8 s'dcriront: 

S,-----( 1 1 1 1 / )  
z - - b '  z - - b  + c - - b  a -  

S = (  1 1 1 1 ) 
z - - d '  z - - d T e - - d  c - - d  

( 1 1 1 1____~) 
Ss = _ _ f ,  - -  + . . . .  

Si nous exprimons que la combinaison S 4 de $1, S., "S~ est une sub- 
stitution parabolique, nous trouverons que les quantit6s abcdef satisfont 

Acta mathematiea. I. 
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l'dgalit6 (4). Cette 6galit6 jointe aux inggalit6s (3) est la condition pour 
que le groupe d~rivd de S ,  S., S~ soit discontinu. 

4 ~ EXEMPLE. 

Comme 4 e exemple nous prendrons un quadrilat~re abcd, dont les 
cbtds oppos6s ab, cd et be, da sont conjugu~s; les quatre sommets 
forment un seul cycle et la somme des angles Z e s t  une partie aliquote 
de 2~r. Ce quadrilatSre engendre un groupe de la 1 ~r~ famille et du genre 
1. Joignons deux sommets opposds bd pa r un arc de cercle ayant  son 
centre sur X. Nous obtiendrons ainsi un triangle abd sur les cStds 
duquel nous marquerons trois points a, fl, T, le premier sur bd, le second 
sur da, le troisi~me sur ab et de telle i'ae~on que: 

(b, ~) = (~, d) (~, p) = (p, a) (~, r) = (r, b). 

I1 existera alors une substi tut ion S~ qui change ab e n a d ,  une autre 5' 2 
qui change /~d en /~a et une autre S~ qui change T a en Tb; toutes trois 
auront pou r multiplicateur ~ 1. Le groupe ddriv6 de 5", 5"2, $3 sera 
discontinu et aura pour polygone gdndrateur l 'hexagone badfla T dont les 
cStgs ha, ad; d/?, ['ta; aT, T b sont conjugugs et situgs dans le prolongement 
l 'un de l'autre. C'est donc un cas particulier des groupes engendrds par 
un hexagone abcdef et ~tudi~s dans la remarque relative ~ l 'exemple 
prdcgdent. 

Les substitutions i'ondamentales du groupe engendr6 par le quadrilat~re 
abcd, sont ~'~ qui change ab en dc et 5"6 qui change bcen ad, et il cst 
ais6 de voir que 5"b est la combinaison de S 3 et de S~; S~ est la combi- 
naison de S~ et de-S~; d'ofi la r~gle suivante pour former tousles  groupes 
fuchsiens ddrivds d'un quadrilatbre tel que abcd: 

On prendra trois substitutions S ,  5"~, S 3 de multiplicateur ~ 1 et 
satisfaisant aux conditions 6noncdes dans la remarque relative ~ l 'exemple 
prdcddent; on combinera S~ et 5"1, ainsi que S~ et S~ et on aura les sub- 
stitutions fondamentales du groupe cherch6. 

§ 12. G6n6r, alisation. 

Jusqu'ici nous avons suppos~ que toutes los substitutions ~taient r6elles; 
mais une premiSre ggndralisation peut 5tre faite immddiatement. 
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S o i t  

(1) z, ez + 

une substitution r~elle quelconque; et faisons-lui correspondre la substitution: 

_ + , ~  a ~ +  cz + d  
(2) + 3 '  az + b 

r cz +------d + 

off ~, /9, ~', t~ sont des constantes imaginaires quelconques. Supposons que 
nous donnions k a, fl, F, ~ des valeurs fixes et que l 'on fasse parcourir 
aux quatre quantit~s a, b, c, d toutes les valeurs rdelles telles que a d - - b c  ~ 1. 

]1 est clair que les substitutions (2) formeront un groupe; et ce groupe 
jouira des proprigtgs suivantes: 

1 ° Ses substitutions n'alt~reront pas le cercle dont l'6quation est: 

parole imaginaire de az "b.____.__~ = 0 
r z + 3  

et clue j 'appellerai cercle fondamental. 
2 ° Le transform~ d'un point z par une des substitutions (2) sera in- 

t~rieur ou extgrieur au cercle fondamental selon que le ~ point z sera lui- 
m~me int'6rieur ou extdrieur ~ ce cercle. 

Nous supposerons par exemple que si z e s t  au-dessus de X, le point 
az+/~  
rz + 3 sera int6rieur au cercle fondamental. 

Supposons maintenant que l'on ~gale successivement les coefficients 
de (1) k ceux des diverses substitutions d'un groupe fuchsien G. On 
obtiendra ainsi Une infinit6 de substitutions (2) qui formeront un groupe 
G', et ce groupe sera gvidemment discontinu. ~ ce groupe G correspondra 
une dgcomposition de la partle du plan situge, au-dessus de X en une in- 
finit~ de polygones normaux R0, //1, . . . . . .  R~ tons congruents entre eux. 
Supposons que z parcoure l 'un de ces polygones R~ dont les c6tgs sont on 
l'a vu, ou bien des segments de X ou bien des arcs de cercle ayant leurs 

a z + ~  
centres sur X; le point rz + 3 parcourra de son cStd un certain polygone 

. S~ dont les c6tgs seront, ou bien des arcs du cercle fondamental, ou bien 
des arcs de circonf6rence coupant orthogonalement ce cercle. 

~Zinsi de m~me qu'au groupe G correspondait une division de la 
partie du plan situ6e au-dessus de X en une infinitg de polygones nor- 
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maux congruents; de m~me au groupe G' correspondra une division de 

l 'intdrieur du cerele fondamental en une infinitd de polygones normaux 
congruents, ~r la condition d'adopter les ddnominations suivantes: 

Un polygone normal est un polygone curviligne dont les cbtds sont 

des arcs du cercle fondamental ou bien des arcs de circonfdrence coupant 

orthogonalement ce cerele. 
Deux figures seront congruentes si I'on passe de l 'une i~ l 'autre par 

une substitution telle que (2), c'est-~-dire par une substitution qui conserve 
le cerele fondamental. Tout ce qu'on a dit de la distribution des c6tds en 
paires et des sommets en cycles, et de la classification des polygones nor- 

maux en families, en ordres et en genres, reste vrai comme darts le cas 

particulier auquel nous nous dtions restreints jusqu'ici. 
Quelles seront maintenant les conditions pour qu'un polygone normal 

donne naissance ~ un groupe discontinu G'? Ce seront les m~mes conditions 

que nous avons trouvdes dans le cas particulier des groupes de substitutions 
r6elles, mais l'dnoncd de ces conditions dolt ~tre convenablement modifid. 

1 ° La somme des angles des divers sommets correspondants ~ un 
m~me cycle doit ~tre une partie aliquote de 2~'. 

2 ° Si a b e t  cd sont deux c6tds conjuguds~ on devra avoir comme 

dans le cas des substitutions r6elles: 

a - - b a ' - - b '  c - - d c ' - - d "  
a - - b '  a'---b c--.d' c ' - - d '  

' ' ' d '  " " " c r  " mais a,  b, c ,  ne des~gneront plus les quantitds imaginaires conju~,uees 
de a, b, c, d, mais les sym6triques de a, b, c, d par rapport  au cercle 
fondamental (voir la ddfinition du § 7). En d'autres termes si a est le 

centre du cercle fondamental  et p son rayon: 

a' = a + irnaginaire conjugu6e de P '  
a - - -  (z  

t e l ,  et de mdme pour b', c ,  
Nous appellerons groupes fuchsiens les groupes discontinus tels que G'; 

car ils ne diff@ent pas essentiellement des groupes de substitutions rdelles 
et nous rdserverons le nom de groupes Kleindens ~ ceux des groupes dont 
les substitutions ne conservent pas un m~me cercle fondamental. Nous . 
ferons de ces groupes l'objet d'un mdmoire spdeial. 

Les particularitds qui peuvent se prgsenter sont les mOnes que pour 

les groupes correspondants de substitutions rdelles; 
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Si le polygone gdndrateur R 0 est du 2 d ordre de la 2 °, de la 4 e, de 
la 6 ° ou de la 7 e families, l 'ensemble des polygones R~ ne recouvrira pas 
tout l 'intdrieur du cercle fondamental mais l 'intdrieur d'un certain domaine 
limitd par une infinitd de circonfdrences coupant orthogonalement ce cercle. 

Si le polygone R 0 est de la 3 e, de la 4 °, de la 5 e ou de la 7 ° fa- 
milies, il a des c6tds de la 2 ° sorte. Nous avons vu au commencement 
du § S que dans ce cas il y a avantage ~ adjoindre £ chaque  polygone 
R~ son symdtrique R'~ par rapport ~ X; de telle fa~on que le plan tout 
entier se trouve divisd en une  infinitd de rggions R~ -4- R'~ limitdes par une 
ou plusieurs pdriphgries sdpardes. Dans le cas qui nous occupe maintenant, 
nous adjoindrons ~ chaque polygonc R~ son sym6trique R', par rapport 
au cercle fondamental, de telle fa~on que le plan tout entier vase  trouver 
encore divisd en une infinitd de rdgions R~-4-R'~. 

Laissons de cbtd pour le moment les rdgions que nous venons d'ap- 
peler R'~ et ne nous occupons que des polygones R~ eux-m~mes. La 
somme des surfaces de ces polygones, tous intdrieurs au cercle fondamental, 
sera finie, ce qui est tr6s important au point, de rue  des applications 
ultdrieures. I1 y aurait exception lorsque le cerele fondamental se rdduit 

une droite ce qui arrive en particulier dans le cas des groupes de 
substitutions rdelles; mais comme on l'a vu au commencement de ce pa- 
ragraphe, un changement lindaire de variable suffirait pour ramener au 
cas g~ndral. 

Dans rues travaux ult5rieurs, je supposerai pour fixer les idles que 
le cercle fondamental a pour centre l 'origine et pour rayon l'unit6. Si 
l'on n'dtait pas placd dans ce cas, un changement tr6s-simple de variable 
y ram6nerait aisdment. 

§ 13. Historique. 

Le premier exemple de groupe discontinu form6 de substitutions ling- 
aires est celui que 1'on rencontre en 6tudiant le module k d'une fonction 
elliptique (notation habituelle) ou le module J (notation de M. Klein) 
considdrds comme fonctions du rapport des pdriodes. M. Hermite a fait 
une gtude approfondie de cette sorte de transcendante et, en montrant qu'elle 
6tait uniibrme, il faisait voir du m~me coup que le groupe correspondant 
gtait discontinu. 

Les foncti6ns k et J ont 6t6 dans la suite, ainsi que le groupe dis- 
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continu correspondant, dtudides par MM. Dedekind, Fuchs et Klein et plus 
rdcemment par M. Hurwitz. Nous citerons en particulier les importants 
travaux de M, Klein que l'on trouve dans les Mathematische Annalen et un 
remarquable mdmoire de M. Fuchs insdrd au Tome 83 du Journal de Crelle. 

I1 est dvident qu'un groupe quelconque G en contient une infinitd 
d'autres qui seront tous discontinus, si le groupe G l'est lui-mdme; de 
sorte que la connaissance d'un seul groupe discontinu permet d'en former 
tr6s-aisdment une infinitd d'autres. C'est cette remarque qui est le point 
de d@art des belles recherches de M. Klein sur la transformation des 
fonctions elliptiques et sur les fonctions modulaires en gdndral. 

Outre ces groupes contenus dans le groupe modulaire dont la dis- 
continuitd ~tait (%idente, il y a encore un autre groupe dont la disconti- 
nuit6 avait dtd remarqude par M. Schwarz dans un mdmoire insgrd au 
Tome 75 du Journal de Crelle; e'est l'exemple I du § 7. C'dtait la premi6re 
lois qu'on arrivait ~ un pareil r~sultat sans prendre pour point de d@art 
la th6orie des fonctions elliptiques. Enfin M. Fuchs reprit une question 
analogue dans des travaux ins6rds au Tome 89 du Journal de Crelle 
et dans les Actes de la Socidt6 de G0ttingen. Bien que les groupes 
6tudi~s dans ce dernier travail se ramenassent tous ~ des groupes d~j~ 
connus, c'est la lecture de ce remarquable mdmoire qui m'a guidd dans 
mes premiSres recherches et qui m'a permis de trouver ta loi de gdndra- 
tion des groupes fuchsiens et d'en donner une d6monstration rigoureuse. 

Je l'ai donn6e d'abord dans un mdmoire que j'eus l'honneur de 
soumettre au jugement de l'Acaddmie des Sciences dans le concours pour 
le Grand Prix des Sciences Math6matiques du 1 °~ Juin 1880 et j'ai 
poursuivi l'dtude des groupes dans une sdrie de travaux insdr6s aux Comptes 
Rendus de l'annde 1881. 

Le mode de reprdsentation que j'ai employd, c'est b, dire la division 
d'une portion du plan en une infinit6 de polygones curvilignes, peut ~tre 
tr6s utile pour l'dtude des propridtds gdndrales d'un groupe; c'es tce que 
j'ai cherchd ~ faire voir. Aux g~om6tres qui ddsireraient poursuivre dans 
cet ordre d'iddes l'dtude d'un groupe fuehsien ou de tout autre groupe, 
je recommanderai la lecture de l'Habilitationsschrift de M. Walther Dyck 
de l'universitd de Leipzig, qui emploie un mode de reprdsentation analogue 
et en fait ressortir les nombreux avantages. 




