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Bemerkungen iiber gleichzeitige Losbarkeit von Kongruenzen

Von Lars FJELLSTEDT

T. NAGELL hat in einer wenig bekannten Arbeit [1]' den folgenden Satz be-
wiesen: '

Es seien f{x) und g(x) zwei ganzzahlige irreduzible Polynome in x. Dann gibt es
unendlich viele Primzahlen p, fiir welche die Kongruenzen

{(2)=0 (mod p)

@
g (2)=0 (mod p)

ebenso viele inkongruente Losungen haben, wie thre respektiven Grade betragen.

Man sieht aber leicht ein, dass die Voraussetzungen iiber die Irreduzibilitit von
f(z) und g (x) durch die schwiichere Forderung, dass f(x) und g (x) nur einfache
Nullstellen besitzen, ersetzt werden konnen.

Es gilt sogar der folgende allgemeinere Satz, wenn ein algebraischer Zahlkorper
£ endlichen Grades zugrunde gelegt wird:

Satz 1. Es ser Q ein algebraischer Zahlkirper, f(x) und g (x) Polynome ohne mehr-
fache Nullstellen mit ganzzahligen Koeffizienten aus . Dann gibt es unendlich wviele
Primideale p des Korpers Q fiir welche die Kongruenzen

f(x)=0 (mod p)
g {x)=0 (mod p)

genau so viele inkongruente Wurzeln haben wie thre respektiven Grade betragen.
Ich zeige auch, dass es unendlich viele Primzahlen p gibt, fiir welche keine
der Kongruenzen (1) 1ésbar ist, wenn keins von den Polynomen vom ersten Grade

ist. Hier miissen allerdings f(z) und g¢({z) als irreduzibel vorausgesetzt werden.
Zum Beweis von Satz 1 brauchen wir zwei Hilfsdtze.

Hilfsatz 1. Es set p vom Grade fin . Dann ist die Funktion " —x (mod p)

kongruent dem Produkte aller verschiedenen priméiren Primfunkiionen P (x)in 8 deren
Grade Teiler von m sind.

1 Die Zahlen in eckigen Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am Schluss
dieser Arbeit.
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Beweis. Fiir den Begriff der primiren Primfunktionen und Funktionenkon-
gruenzen beziiglich eines Doppelmoduls siehe z. B. FrICKE [2]. Wir betrachten
die Funktion

P @)

fir ein natiirliches m und denken sie mod p in ihren priméren Prlmfunktwnen

zerlegt:
#*" —g=P,- P,---P, (mod }). 3)

Von den rechts stehenden Primfunktionen kénnen keine zwei mod p kongruent
sein, denn die Ableltung der Funktion (2) mod p ist mit —1 kongruent

Es findet sich in (3) rechts jede Primfunktion P, deren Grad ¢ ein Teiler von
m ist. Es gilt bekanntlich

z=2"" (modd p, P).

z=2""=2""=...=2""" (modd p, P)
wo a eine beliebige ganze Zahl ist. Es gilt also auch

Es folgt

z=2"" (modd p, P),

d.h. die Funktion (2) hat den Teiler P.

Man sieht sofort ein, dass keine der Primfunktionen in (3) rechts einen Grad
haben kann, der grésser ist als m.

Der Grad ¢t jedes Primteilers P von (2) ist ein Teiler von m. Denn erstens
hat man die Kongruenz

' =4 (modd p, P) )
und zweitens kann nicht bereits fiir eine positive ganze Zahl v die Kongruenz
_ =z (modd p, P)

gelten, da sonst der Grad {>y wire, was unmdoglich ist.

Hilfsatz 2. Es sei 2 ein algebraischer Zahlkorper und K (o) algebraisch vom Grade
n in bezug auf 2. Es geniige o die Gleichung F (x)=0, wo F (x) ein in & irreduzibles
Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten aus S2 bedeutet. Zerfillt dann, in X (a), ein
Primideal p aus Q das kein Indexteiler ist, in verschiedenen Primidealen ersten Grades
80 hat die Kongruenz

F (z)=0 (mod p) in L
genau n inkongruente Wurzeln.

Beweis. Es sei

F (z)=@, ()" @; ()™... @: (z)° (mod P), (5)

die Zerlegung von F (z) in Primfunktionen (mod p). Zwei Zahlen ¢; (o) und ¢y («),
i%£j konnen dann keinen gemeinsamen Primidealfaktor haben, der auch in p
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aufgeht, denn es lisst sich Polynome A4 (z) und B(z) in § so bestimmen, dass
A (z) @i () + B (2) ¢; () =1 (mod p).

Wir haben also bisher folgendes Resultat: Wenn F (z) die Primfunktionzerlegung
() (mod p) hat, besteht fiir p in K (o) die Idealzerlegung

p=aqa a,...0r,

wobei die Ideale q; alle zu einander prim sind, und

ar=(p, @i (x)).

Es sei jetzt P, ein Primideal das in a; aufgeht; dann soll bewiesen werden,
dass der Relativgrad f* von %, durch den Grad von ¢; (x) teilbar ist. Hieraus
folgt unmittelbar unser Hilfsatz,

Alle ganze Zahlen ¢ in K (x) geniigen der Kongruenz

9 —9=0 (mod ;).
Nach Hilfsatz 1 gibt es also ein P (x) mit
P (2)=0 (mod L,). (6)

Dann ist aber P (z)=g; (), denn wire dies nicht der Fall, konnte man die Poly-
nome A (z) und B (zx) so bestimmen, dass

A (z) P(x)+B(x) ¢ (x)=1 (mod p),
woraus mit z=g¢
A () P(x)=1 (mod L)

folgt, im Gegensatz zu (6). Aus P (z)=g; (r) folgt dann die Behauptung.

Beweis von Satz 1. Es sei § ein algebraischer Zahlkorper vom Grade m iiber
den Korper P der rationalen Zahlen. Es sei K ein algebraischer Zahlkdrper Nten
Grades iitber £ und k ein Unterkorper nten Grades von K iiber Q. Es sei fer-
ner P ein Primideal ersten Grades in X/P, dann ist die Relativnorm von p be-
ziiglich des Korpers k ein Ideal j in Ik, also

Ni (p)=].

Ist p die rationale Primzahl, die durch p teilbar ist, so ist die Norm in k
von Ny (PB) beziiglich P, gleich p, weil p vom ersten Grade ist; also

N, () =p.
Hieraus folgt, dass { ein Primideal ersten Grades in k ist. Wenn die rationale

Primzahl p durch ein Primideal ersten Grades in X teilbar ist, so ist sie also
auch durch ein Primideal ersten Grades in k teilbar. Es gilt ferner auch: Ist
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die rationale Primzahl p gleich dem Produkt von N/ Primidealen ersten Grades
in K, so ist die gleich dem Produkt von ndf Primidealen ersten Grades in k.
Es sei ndmlich

P=p, P2--Prm
WO P, Ps,...pys Primidealen ersten Grades in K sind, und
N (p)=1,
wo also j;, wie soeben bemerkt, ein Primideal ersten Grades in k ist. Dann wird

N
N (p)=1y fo--inme=2".

Hieraus folgt aber, dass p nur durch Primideale ersten Grades in k teilbar
ist, und folglich gleich einem Produkt von nM solchen Primidealen ist.

Wenn K iiber P ein Galois’scher Korper ist, dann ist bekanntlich jede (ra-
tionale) Primzahl, die durch ein Primideal ersten Grades in K teilbar ist, gleich
dem Produkt von Primidealen ersten Grades. Weiter gibt es ja in jedem alge-
braischen Kérper unendlich viele Primideale ersten Grades. Es sei jetzt p=Ng (B)
und es sei F (z)=0 eine irreduzible algebraische Gleichung Nten Grades iiber S2,
die K bestimmt; es sei ferner f(x)=0 eine irreduzible algebraische Gleichung
nten Grades itber £, die k bestimmt, dann gilt dem Vorhergehenden nach, und
nach Hilfsatz 2:

Hat die Kongruenz

F (z)=0 (mod p) {7)

Losungen fiir das Primideal p, so hat auch die Kongruenz
f(@)=0 (mod p) (8)

Losungen. Ferner: hat (7) N inkongruente Lésungen, so hat (8) n inkongruente
Losungen.

Es seien nun f(z) und ¢ (z) zwei irreduzible Polynome in x mit ganzzahligen
Koeffizienten aus £; es seien ferner k;, und k, die beiden algebraischen Zahl-
korper iiber , die durch f(x)=0 und g (x)=0 bestimmt sind. Es sei endlich K
ein Galois’scher Zahlkérper, der € sowohl als k, wie k, enthidlt, und F (2)=0
eine irreduzible algebraische Gleichung (mit ganzzahligen Koeffizienten aus £2),
die X bestimmt. Hat dann die Kongruenz

F (z2)=0 (mod p)

fiir das Primideal p ebenso viele inkongruente Losungen, wie ihr Grad betrigt,
so haben auch die Kongruenzen

f@)=0 (mod )
g (#)=0 (mod p)

ebenso viele inkongruente Losungen, wie ihre respektiven Grade betragen.
Das bisherige Ergebnis gilt natiirlich auch dann, wenn wir statt zwei, eine
beliebige Anzahl von irreduziblen Polynomen haben.
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Es sei jetzt iiber f(z) und g (x) nur vorausgesetzt, dass sie keine mehrfache
Wurzeln haben, und dass

f@)=F () fy @) (2)
g @) =g, (%) g5 (%)---9; (%)

die Zerlegung von f(z) und g (x) in irreduziblen Faktoren sei. Wir konnen na-
tiirlich annehmen, dass f(x) und g(z) keine gemeinsame Faktoren haben. Da
die Polynome F(z), f;(x) und g, (z) alle irreduzibel und verschieden sind, gibt
es ganzzahlige Polynome in =, 7 ; (%), &i; (%), u;(z) und v;; (x) mit

1=1,2, ..., 7

bii (@) fi (%) + By j () fr (2) = Ay g, {j=1, 2 . r }
X (9)
1=1,2, ..., 8

U7 (%) Gi (%) + vi,5 (2) g5 () =By ;, {7.=1, 2 ... s {

wo A;; und B;; von Null verschiedene Konstanten sind.
Es sei T'=max {N,(4:;), N,(4:;)}. Da es unendlich viele Primidealen p gibt,
67

die nicht in T ,aufgeht, fir welche

fi (@)=0 (mod p), i=1,2, ..., 7
und

gx () =0 (mod p), k=1, 2, ..., s

alle genau so viele inkongruente Wurzeln haben wie ihre respektiven Grade be-
tragen, folgt der Behauptung aus (9).

Nach FroBENIUS [3] gibt es unendlich viele Primzahlen p, fiir welche die
Kongruenz

f(2)=0 (mod p),

wo f(x) ein ganzzahliges irreduzibles Polynom in z vom Grade n=2 bedeutet,
keine Losungen haben. Aus diesem Resultat folgt nun ganz einfach:

Satz 2. Gegeben zwei ganzzahlige irreduzible Polynome in z, f(x) und g (x), von
welchen kein vom ersten Grade ist. Dann gibt és unendlich viele Primzahlen p, fiir
welche die Kongruenzen

g (z)=0 (mod p)

keine Losungen haben.

Beweis. Es sei f(x)=0 die definierende Gleichung des Kérpers K; und g (x)
=0 die des Korpers K,. Es sei F (x)}=0 die definierende Gleichung eines Galois-
schen Kérpers Q das K, und K, als Unterkérper enthilt. Nach dem FROBENIUS-
schen Satze gibt es unendlich viele Primzahlen, fiir die ¥ (z)=0 (mod p) keine
Losungen haben. Das bedeutet nun das p in Q unzerlegt bleibt. Dann ist p
natiirlich auch in K; und X, unzerlegt, d.h. die Kongruenzen (10) haben keine
Losungen. Das Ergebnis ldsst sich selbstverstiindlich auf mehrere Polynome aus-
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dehnen. Es kann auch die Forderung, dass f(z) und ¢ (x) irreduzibel sein soll,
durch die Bedingung ersetzt werden, dass kein irreduzibler Faktor vom ersten
Grade ist.
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