
UBER DIE ARITHMETISCHEN MITTEL FOURIERSCHER REIHEN. 
VON 

OTTO SZ/kSZ 

in FRANKFURT A. MAIN. 

w I. Es sei f (x)  eine mod. 2 z periodische, im Lebesgueschen Sinne inte- 

grierbare Funktion; ihre Fouriersche Reihe  sei 

f(x) r ~ + ~ (a, cosy  x + b~ sin v x); 

ihre Partialsummen bezw. ari~hme~isehen Mii~tel sind 

ql, 

6 n  t " , t  x )  = 80 -~" 81 q- " ' "  + 8 ~ t - - 1  n = I ,  2 ,  3 , "  �9 ' " 
95 

Geniig4 f (x)  der Lipschitzschen Bedingung 

(L,) ]f(x)--f(u)] <,~ I x - -u  ], fiir alle x und u, 

(Z eine Kons~ante) 

so ist 

(I) If(x)--a,~ (x)] < c  ). log n 

geniigt f (x)  der Bedingung 

4 5 - - 2 5 3 8 9 .  

, o-<x_<2 ~r, n = 2 ,  3, - . . ;  

If(x)-f(u)l <=Zlx-u I ~ ftir  alle x und  u,  

Acta mathematica.  48. I m p r i m 6  le 10 m a r s  1926. 
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wobei a eine Konstante ,  o < a < I  ist, so ist 

(2) If(x)-o,,(x)l<=c~Z. •  o<=x<-_2~, , = ~ , 2 , 3 , . . . ;  
n a 

c ist eine absolute Konsta.nte, c~ hi~ngt nu t  yon a a b )  

Im folgenden wird unter  wei tgehenden Bedingungen die Existenz und der 

W e r t  der Ausdriicke 

~lim n bezw..--~lim [an(x)--f(x)] n ~ 

fiir gewisse Wer t e  yon x festgestellt.  Daraus  ergibt  sich zugleich, d a s s  die 

Gr5ssenordnung der Absch~zungen  ( I )  uud (2) nicht  verbessert  werden kann. 

Ich  beweise n~mlich die S~tze: 

Satz 1. W e n n  es zu einer S~elle x zwei Gr5ssen s : s  (x) und g = g  (x )g ib t  

derart,  dass 

(I) 

ist, so ist 

h 

lira 
h ~ + 0  

0 

s - - g  sin t ] d t = o  

n g(x) 
lira l o ~  [a,, (x) - -  s (x)] = �9 

n--co 2 7r 

Satz  2 .  W e n n  zu einem positiven a <  I und zu einem x-Wer t  zwei GrSs- 

sen s = s  (x), g . = g .  (x) exisr derark dass 

h 

(II) lim I f h_+ohV~- ~ [ f ( x + 2 t ) + f ( x - - 2 t ) - - 2 s - - g ~ s i n  ~ t l d t = o  

o 

ist, so ist 

u m  .~ [o',~ (x) - 8 (x)] = r-~ . g o  (x); 

1 S. BERNSTEIN, Sur l 'ordre de la meilleure approximation des fonctions continues. Acad. 
Roy. de Belgique, Classe des sciences. Mdmoires, II. Sdrie, t. IV. Bruxelles 1912 , S. I - - i o 4 ;  
insb. S. 88--89. 

Einen etwas spezielleren Satz habe ich in meiner Krbeit bewiesen: A Fourier-fdle sorok 
sz~mtani kSzepeirS1, Math. ds Phys. Lapok XXXII ,  t925, S. I8--25. 
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hier ist 

2 co ~ r ~  

7~=limn._l(~sin't~ f sin'tdt_r(a) sin 2 
~--~o ~ \ sin t ] sin" t d t = t 2-~ - -  ~ - ~ ) a ) 2  ~ 

0 0 

Diese S~ze ergeben den genauen Grad der Approximation durch die arithmeti- 

schen Mittel an einer Stelle unter weitgehenden Bedingungen. 

Fiir t > o  ist offenbar o < t - - s i n  t<t 8, und hieraus folgt fiir o<a__<i 

also 

oder 

I > T > I - - t  ~, 

t" > sin" t >  ~ -- t 2+", 

o < t  - -  sin" t < t  2+~, o<a__< I, t > o .  

Daher ist (fiir a =  I bedeute g.=g) 

I f  (x + 2 t) + f (x - 2 t ) -  2 8 - -  ga s in"  t I ~ I f ( x  + 2 t) + f  (x '-- 2 t) - -  2 8 - - g a  t a I + I ga I t2 +a 

und ebenso 

I f (x + 2 t) + f ( x -  2 t) - 2 s -  g .  t" I < I f  (x + 2 t) + f (x - 2 t) - 2 s -  g .  sin" t I + I g-  ] t2 + ". 

Hieraus folgt, dass die Bedingungen (I) und (II) m i t  den folgenden gleichbedeu- 

tend sind: 

h 

h~ I f ( x + 2  t)+ f(x--2 t)--2s--gt I dt-+o, h - + + o ,  

0 

(r) 

bezw. 

(II') 

h 

hl+.flf(~+ 2t)+f(x--zt)'2s--g~t~l dt--+o,h-~ +o ;  

0 

(I') geht .us  (I[') fiir a = I  hervor. 

Wenn die Grenzwerfe 

f (x + 2 t ) - f  (x + o) f ( x -  2 t ) - f  ( x -  o) 
, ro  (x) ,  t~ �9 1. (~) 

2 t a - - 2  
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existieren, so ist offenbar (II) mit  

I 
s= -[ f (x+o)+f(x- -o)]  g~-~2 ( r , - - / , )  erfiillt. (o<a=< I). 

2 

Aus Satz I. ergibt sich eine allgemeingiiltige Formel fiir den Sprung einer Funk- 

t lon an  einer Stelle (w 4.). 

w 2. l ch  gehe aus yon der bekannten Formel 

2 

(3) (X)--8 (X) = I /" %tl* 
n ~  J \ s i n  t / ~ (t) d t ,  n =  I ,  2 ,  3 ,  �9 �9 �9 , 

0 

wobei 

Ferner  ist offenbar 

(t)=f(x+ 2 t )+f(x--2 t)--2 s (x) ist. 

2 

f s in~nt  d t = i  +L + + I 
., s i n t  3 2 n - - I  
0 

i ~ n  ~ . 
bezeichne~ man diese Zahl mi t  ~, ,  so is~ log n 2 '  

nun wird 

2 

, , / " / s in  n t \  ~ 
rcnta,,--,')--v,,g= j ~ s~ntn t ) [~(t)--g sin t] dt, 

0 

n ~ I , 2 , 3 , . . .  �9 

Zur Absch~tzung dieses Ausdruckes benutz~ man am bes~en einen yon Herrn  

F~zkR herri ihrenden iiberaus einfachen Gedanken, mi t  dessen Hilfe Her r  F~,J~R 

die Konvergenz der ar i thmetischen Mittel  unter  der bekannten Lebesgueschen 

Bedingung ganz kurs bewies 1 und den er mir freundlichs~ mitteilte.  Zungchst ist 

(sin n t i S <  ~ / s i n  nt~ ~ 
�9 ~, sin t ] --  4 -  ~ , ~ - I  ; 

ferner is~ fiir x > o  

L. FEJ~R, Uber die arithmetischen Mittel erster Ordnung der Fourierreihe, Naehrichten d. 
Ges. d. Wiss. GSttingen, I925. 
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also 

] s i n x ] < x  und x ] s i n x ] < x ,  

( I + X ) ] s i n x [ < 2 x  oder / I ,  s i n s _ j <  2 

X I + X '  

hieraus folgt fiir x~-n t 

Somit wird 

< ( I  + nt) 2" 

0 
setzt man zur Abkiirzung 

t 

f, 
0 

n t)~ ] 9 (t)--g sin t[ d t; + 

(t)--g sin tl dt=O(t) ,  t>=o, 

so erhi~lt man durch partielle Integration 

I+n~ 

(~) f~ < 4 0  + 2 ~  ~ 
- -  I + n t  

0 

Sei nun e beliebig > o ;  nach Vorausse~zlmg ist 

2 
n 3 . 

f ( r -~n t )  3 O ( t ) d t  
0 

a~ (t) 
t~ d t .  

somi~ wird 

a) (t) 
t ~  <~ fiir t<~ ,  c?=~(~)<I;  

f 
0 

rc 

. n o f f )  n f I  I + n t  t ~ d t < e l o g ( I + n ~ ) + i + n ~  ~O(t )  
0 

I J ~  
< ~  log (i + . ) +  ~- t, a~(t)dt. 

0 

d t  

357 
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Also wird 

I - -  ( . , , - s ) - v n g  1<3o ~ log (n+ I) fiir n > n  (~), 

woraus Satz I unmi~telbar folgt. 

3 "  

(4) 

wobei 

gese~zt ist. 

Aus Formel (3) folgt 

2 

f / s i n  n ti2 ~n(a~--s)--~o,,g~= \s-W~Tnt! [9~ (t)--g~ sin" t] dt ,  
0 

2 

f sin * n t (s-~n ~)2_-~ d t--~~ 
0 

Aus (4) folgt ;s wie in w 2 

I~. (~,~-8)-~,,go I<= ~ f - -  
0 

setzi~ man zur Abkiirzung 

n ~ I , 2 ,  3 ,  . . . 

n 2 

t)~l ~ (t)-g~ sin ~ tl dr; (i+ n 

t 

f, 
0 

(t)--g~ sin '~ tl d t-~O~ (t), t>=o, 

so erh~lt man wiederum durch partielle Integration 

2 

, ~ n /o . . - . ) -o ,  g . , ~  (i ~. .~) '  ~  § ~. o ~ i~n  ,/. ~ 

0 

.".-~ (.t) 1§ a,o(t) dt 
(I + n t )  3 t l + a  

7g 

2 

f t ~ 12_~ ~o(~1 
+ ~ ~ \I-+~ntl t ~§ 

0 

- - d t .  
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Sei nun e beliebig > o ;  naeh Vorausse~zung ist. jetzt  

@o(t) 
t l+~ < e  fiir t < d ,  ~ = 6 ( e ) < I ,  

somi~ wird 

t i + n t ]  t l+. d t < e  +n t )  2 - ~ +  ~ i + n d ]  J t  1+" 
o o o 

@o(t) d t 

2 

2 ~7 T/ l --a 
< + q).(t) d t  < - - ,  

I - - - c t  I - - c c  

o 

Es is~ also 

(;) 

Nun is~5 

fiir n > n (6). 

o)~t ] 
~}im ~ n= (~,~--s)-  n~z~_.g~ j = O .  

i sin 2~ d* und 

w~ i sin'~ ] ;sin~m[( n Ilia] ] fsin'z (7 d~ 
o s ina i  t r x  

= i  I § i~ + i~. 

I 
Ferner  ist offenbar fiir o < x < ~nn ' o < a < I, 

also 

I <  

COS 2 
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V-~ GO 

/sin  [c i ) los  o < i ~ <  ~ - g -  I d ~ < i g  ~ 
I J T 2 - a  

o i f - -  o 

sin x 
> - ,  also 

d~o 

2 GO 

Vn Vn 

(Z}~, 

Hieraus folgt, dass l imn~_  ~ exisfiert, und es ist 

c o  

�9 w n  f sin s t 
(6) , l im  n~_ ~ - -  j ~ i ~  d t = 7 , > o .  

0 

Durch partielle Integration erh~ilt man weiter 

CO GO _ _  

f s in2~ I [sintdt_= g(a)sina~ 
ya=  ( I -  a)~ 1-~ad'~- (I--a) 2 a f l  t 1-a (I--a) 2 f 

o o 

~  

aus (5) und (6) folg~ nun unmRtelbar Sat~ 2. 

Damit die Bedingung (II') fiir ein a ( o < a ~ I )  erfiillt sei, muss notwendiger- 

weise 
h 

I f [  .q~ h~+ ( ~ f (x + 2 t) + f ( x - -  2 t ) --  2 s] d t -~ , h-* + o sein. ~ 
I -[- {~ 

0 

t Vgl.  z. B. G. F. MEYER, Vor l e sungen  fiber die Theor ie  der  b e s t i m m t e n  I n t e g r a l e . . . ,  
Leipzig  I87I  , S. I82. 

h 

2 Es  m u s s a u e h  d i e L e b e s g u e s e h e  S u m m a b i l i t ~ t s b e d i n g u n g  ~ f ( x + 2 t ) + f ( x - - 2 t ) - - 2 s ~ d t - - - ~ o  

0 

h. h h 

,[ ,f if erfi i l l t  sein,  denn  es i s t  ~ I~(t)ldt< h I~(t)--g.t~ldt+~ I . q ~ l ~ d t - - ~ o .  

o o 0 
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W~hrend die Bedingung (L~) bezw. (L~) gleichmi~ssig in einem Interval l  erffillt 

sein muss, drfickt die Bedingung (II') nur  eine Eigenschaft  der Funk~ion an der 

Stelle x aus. ' 

w 4. Es sei ~p (x) eine mod. 2 z periodische, im Lebesgueschen Sinne inte- 

grierbare Funkt ion  und 
�9 co  

2 
v= -1 

d a n n i s t  

Ich  seize 

cos v x +  fl, sin vx); 

d a n n i s t  

(t) d t =  c +  c o s v x + a ' s i n  v x  , e :  �9 
a ' ~ l  ,v-I 

0 

f(x)= f ,  (t) d t, 
0 

2 t  

f (x+2 t)-J-f(~-- 2 t)-- 2 f (x)= f [, (x ~ ~)-- ~ (~--~)] d * 
0 

Die Bedingung (I') mit  s = f ( x )  geht  jetzt  fiber in 

(7) 
hI ~ I 

d t  d t - * o ,  h - - * + o .  

Aus Satz I. folgt  rotter dieser Bedingung 

~ t - - 1  

(~, cos  ~ x - - ,  s in  ~x)  ) (8) "=1 + n ~ . ,  _ _  c o s v x - - - - s i n v x  --~ "q , n -~c~ .  
log n i - o ~  , 7  v 2 

t Eine andere Verallgemeiuerung der Bedingung (L2) flndet sich in meiner Arbeit: t~ber den 
KonvergenT~exponenten der Fourierschen Reihen gewisser Funktionenkla~sen. Sitzungsb. d. Bayer. 
Akad. d. Wiss. Math:phys.  KI. Jahrg. 1922 , S. 135--15o. Niimlich (S. 147) 

2 ~  

,f [ f ( x+  2 t)+.f(x--2 t ) --2 f(x)]~ d x-< 8 )3 t 2a fiir t > o ;  

0 

Co 

hieraus fo]gt die Konvergenz der Reihe Z v~t~a~,2+b~) e fiir gewisse Werte yon v u n d p .  

46--25389. Aaa ~mtz~matica. 48. Imprim6 le 12 mars 1926. 
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Die Bedingung (7) ist sicherlich erfiillt, wenn 

2 t  

0 

g] d . - * o ,  t--* +o;  

in diesem Falle ist nach einem Satz von LvxXcs 1, 

~ = 1  

(fl, cos v x - -  a,  sin v x) 
�9 ~ I  ~' g 

log n 2 
n ---~ CX:)~ 

und somit  nach (8) 

Es gil t  also je tz t  

dagegen 

oo ) log n ~- cos v x - -  sin v x --~ o, n--~ o3. 

log n 2 z ' 

(x) - f  Cx)] o, . 
log n 

Die Gr5sse - g i s t  der veraUgemeinerte Sprung der Funkt ion  9 ( x ) a n  der 
2 

Stelle x ,  und wurde un te r  spezieUen Bedingungen zuerst yon H e r rn  FEZgR be- 

s t immk ~ 

Frankfur~ a. Main, den 25:ten Apri l  1925. 

1 F. LUK~CS, 0ber  die Bestimmung des Sprunges einer Funktion aus ihrer Fourierreihe, 
J0urn. fiir Math. I5o (192o), S. IO7--II2.  

2 L. FEJ~R, ~ber  die Bestimmung des Sprunges der Funktion aus ihrer Fourierreihe, Journ. 
fiir Math. 142 (I913), S. I65--I88. 

Man vergl, ferner: CSILLAG, Korlgtos ingadoz~u fiiggvdnysorok Fourier-f61e glland6ir61 (unga- 
riseh), Math. 6s Phys. Impok XXVl I  (19t8), s. 3o i~3o8 ;  SZlDO~r, A fiiggv6ny ugrAsgnak meghatg~ro- 
z ~ a  a fiiggv6ny Fourier-f61e sorgb61, ibidem, S. 3o9--31I.  


