UBER DIE ARITHMETISCHEN MITTEL FOURIERSCHER REIHEN.

VoN
OTTO SZASZ

in FRANKFURT A. MAIN.

§ 1. Es sei f(z) eine mod. 2 = periodische, im Lebesgueschen Sinne inte-
grierbare Funktion; ihre Fouriersche Reihe sei

[oe]
f(x)c\a% + D {as cos v+ b, sin » 2);

v=1

ihre Partialsummen bezw. arithmetischen Mittel sind

0+

Vv

(a» cos v x+b, sin v ),
1

n
So= 21 8y (1) =

R

an(x)zw:m, —1,2,3,... .
n
Geniigt f(z) der Lipschitzschen Bedingung
(L) |/ (2)—f ()| £A|2z—wu], tir alle z und «,
(A eine Konstante)
so ist
(1) ’ |f(x)-0n(ac)|§cl]0%, o=x=2m,n=2,3,...;
geniigt f(x) der Bedingung
(Ly) |f@)—f ()| =A]x—ul* fir alle z und wu,
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wobel & eine Konstante, o<<a<1 ist, so ist

(2) |f(x)—o,,(x)|§ca/1-L, o=x=2m, n=1I1,2,3,...;

n
¢ ist eine absolute Konstante, ¢, hingt nur von « ab.!

Im folgenden wird unter weitgehenden Bedingungen die Existenz und der
Wert der Ausdriicke

lim lon () —f ()] bezw. lim [0, (x)—f (x)] n*

N—s00 10g n N—s00

fir gewisse Werte von x festgestellt. Daraus ergibt sich zugleich, dass die
Grossenordnung der Abschitzungen (1) und (2) nicht verbessert werden kann.
Ich beweise nimlich die Sitze:

Satz 1. Wenn es zu einer Stelle x zwei Grossen s=s(x) und g=yg (x) gibt
derart, dass

h
(M lim hi,,f|f(x+zt)+f(x—zt)—zs—g sin ¢| dt=o
h=—+0 )
0
ist, so ist

.nm _9@
"1_1_'1:0 Tog 7 (04 () — 5 ()] = P

‘8atz 2. Wenn zu einem positiven ¢<1 und zu einem x-Wert zwei Gris-
sen s=s(x), g =g. (z) existieren derart, dass

h
(11) lim }#[lf(x+zt)+f(x—zt)——zs—ga sin® ¢|d t=o0
h=—+0
0
ist, so ist
lim #* [on (2) —s ()] = 2% ga (@);
Ne=—s00 T

! 8. BERNSTEIN, Sur l'ordre de la meilleure approximation des fonctions continues. Acad.
Roy. de Belgique, Classe des sciences. Mémoires, II. Série, t. IV. Bruxelles 1912, S. 1—104;
insb. 8. 88—389g.

? Einen etwas spezielleren Satz habe ich in meiner Arbeit bewiesen: A Fourier-féle sorok
szdmtani kozepeirl, Math. és Phys. Lapok XXXII, 1925, 8. 18—25.
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hier ist

a)sin—alf
Y a1 smnt “ _ gin® ¢ 2
Ve ,}Eion f( sin® ¢ di= fﬂ“ (1—e) 2%
0

Diese Siitze ergeben den genauen Grad der Approximation durch die arithmeti-
schen Mittel an einer Stelle unter weitgehenden Bedingungen.
Fir {>o0 ist offenbar o<<¢{—sin ¢<t?, und hieraus folgt fiir o<a=1

N s
L= (smt) > s1nt>1_t2’

t ot
also
t* >sin® t> ¢ —f2te,
oder
o<{*— gin® t<2te, o< =1, {>o0.

Daher ist (fiir =1 bedeute g,=yg)
|f@+2t)+flea—28)—2s—gosin®t|=|flx+20)+flx—2t)—25—gat?]| + |go | 2+
und ebenso

|flx+28)+flx—2t)—25s—got*|=Z|flx+28+flx—2t)—25—gosin®t| +]ga] £2+2

Hieraus folgt, dass die Bedingungen (I) und (I1) mit den folgenden gleichbedeu-

tend sind:

(I Eléf|f(x+2t)+f(x—2t)——23—gt|dt—>o, h—+o0,
bezw.

(IT) h”“flf (@+28)+flx— zt)———zs—-gataldt—)o h— +o0;

(I') geht aus (Il') fiir e=1 hervor.
Wenn die Grenzwerte

f(x+zt)——f(x+o)_”‘a @, Sfle—2 t)—f(x~o)_)la(m)

21 —2 1t
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existieren, so ist offenbar (IT) mit

s= - [fle+o)+f(z—0)], ga=2 (ro——1o) erfilllt. (o<a=r).

I
2

Aus Satz 1. ergibt sich eine allgemeingiiltige Formel fiir den Sprung einer Funk-
tion an einér Stelle (§ 4.).

§ 2. Ich gehe aus von der bekannten Formel

©in

(3) on()—s (x)=—‘—f(8in "f)zgu(t)dt, n=1,2,3,...,

N7 sin ¢
0

wobei
pO)=flx+28)+f(x—2t)—2s(x) ist.

Ferner ist offenbar

it
2
a2
[Su.l nt dt=14—+-- + *Lﬁ;
sin ¢ 3 2n—I
.
bezeichnet man diese Zahl mit 7,, so ist I, 1;
logn 2

nun wird

Wy

> 2
an (on——s)—n,,g:_f(sm nt) [p(t)—g sin t] d ¢, n=1,2,% ... .

sin ¢
0
Zur Abschitzung dieses Ausdruckes benutzt man am besten einen von Herrn
Frstr herrithrenden iiberaus einfachen Gedanken, mit dessen Hilfe Herr Frsir
die Konvergenz der arithmetischen Mittel unter der bekannten Lebesgueschen
Bedingung ganz kurs bewies! und den er mir freundlichst mitteilte. Zunichst ist

» » 2
sin nf\* _ 7’ smni).
\sint ] = 4 t !

ferner ist fir x«>o

! L. FEyER, Uber die arithmetischen Mittel erster Ordnung der Fourierreihe, Nachrichten d.
Ges. d. Wiss. Gottingen, 1925.
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|sinz|<z und z|sinz|=z,
also
. |sinz| 2
(14+a)|sinz] <22 oder < i
hieraus folgt filr x=nt

sinnt 2< 4n®
t (1+nt)?

Somit wird

n® .
| 720 (0u—s)—1m 9| =~* mlq)(t)“g sint|dt;

=y
\emlﬁ

setzt man zur Abkiirzung

t
f|¢(t)—g sint|dt=@ (1), {=o,
0

so erhilt man durch partielle Integration

7 n? 7T ; n® -
—8)—1n < - - = 2 —— @
| 7% 2 (60—8)—nn g | - 2(17(2) +2n f(1-+nt)3 tydt

LR}

7T n (D(t)
<7 _ 2 .
=4(D(2)+271:‘f1 nt & dt.

0

Sei nun ¢ beliebig >o0; nach Voraussetzung ist

@

A <¢

fir t<d, d=0(e)<<1;
somit wird

4
2

-n . @) n I
f1+nt e dt<elog (1+nd)+ f
0

ol

I+ %0 F’(D(t)dt
0
5

<elog (I+n)+%‘/t12117(t)dt.

0
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Also wird 7
| %% (on—s)—nng|<30elog (n+1) fir n>n(d),

woraus Satz 1 unmittelbar folgt.

§ 3. Aus Formel (3) folgt

T
2

(4) 1 (Op—8)— Wp go== f (Sin " t)2[¢ (f)—geo sin® ¢ d ¢,

sin ¢
0
wobei

ISR

f(ﬂmdtzwn, ne1,23 ..

sin §)2—¢
0
gesetzt ist. Aus (4) folgt dhnlich wie in § 2

T

2
2

n . .
|n7z(a,;—s)—w,,ga|§nzfm|QJ(t)—ga sin® t| d ¢;
0

setzt man zur Abkiirzung
t
fl @ () —gosin® t]| d t=, (t), t=o0,
p :
so erhiilt man wiederum durch partielle Integration

7t n?

3
7 n®
—_e)— < .. i 2 A,
|7r,n(6n S) wnga|=( 7'[)2 (Da(z)+27'b’ f(l-I—nt)sLDa(t)
0

1+%n—
2

WA

T e (e @, (2)
< - 2
_4(Da(2)+2ﬂf ((+ntf  fre at
0

z
2

7 : n \*% @, (f)
< ; 2
_4(Da(2)—1—27c f(l nt) e dt.

0
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Sei nun ¢ beliebig >o0; nach Voraussetzung ist jetzt

@. (Y

t1+a

<e fiir t<d,d=0()<1

somit wird

L@, t)dt

t1+a

c\ma

6‘ .

n \27 @y (f) T omtegt n \¥“

(I-l-nt) fite dt<sf (1 +nt)pe + (I-i—nd)
0

o\ma

| ]

snl @ 2epl™®
f__ Hdt< )

I—a I—a

fiir n>n(4).
Es ist also
. w
(5) ﬂlg];o [n n® (0y—s) — nl_"aya] =0
Nun ist
P
_ [ sinz de a
= -(-—.—’L_—)—?—_—a —n— y un
gin —
n
Va Va "y
sin®z sin® 7 1 sin? % dt
1—a 2—a 2—a -1 d T + 2—a 2—a
n n . T . T
(— sin —) > (— sin —)
=2, + 1+ t4.

Ferner ist offenbar fiir o<z < -]7, o<la<1,
n

also
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Vﬁ 2 ¥ 2
. i I in
<, << s‘:l_: ! —1 | de<tg? ( )fs2_gd'z,
T cosg( 1 ) Vn
0 Vn
sin x
Ferner ist —— > 2, also
T 7T
n
"3 ,
. z\*¥ e (gin®7 7T sin®z
o<y << (;) f’[gva dt < ('2‘) fq;?—*ad'[
Va Va
Hieraus folgt, dass lim 1;)—_"‘1 existiert, und es ist
e 2
. Wy sin? ¢
(6) ,,ll.n; nl““=f s dt=y.>0.
0
Durch partielle Integration erhilt man weiter
. a7
b I' (@) sin —

smz'z . I Sint’dt= 2
(1— @)t 1_(1—a)2“ fi-e (1--a) 2%’

0

aus (5) und (6) folgt nun unmittelbar Satz 2.
Damit die Bedingung (IT') fiir ein o (0<e=1) erfiillt sei, muss notwendiger-

weise
h

I . Yo .
—hl—;‘;f[j(x+2t)+f(x—2t)—2s]dteﬁ, h— +o0 sein.?

0

! Vgl. z. B. G. F. MEYER, Vorlesungen iiber die Theorie der bestimmten Integrale...,
Leipzig 1871, 8. 182.

I
* Es muss auch die Lebesguesche Summabilititsbedingung A f |f(@x+2D)+ flx—2t)—28]dt—0

. k h
1 1
erfiillt sein, denn es ist % [I(p(t)ldt<*ﬁf|(p(t)—gat¢1|dt+zflyalt“dt—)o.
] 0 0 '
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Wihrend die Bedingung (L,) bezw. (L,} gleichmissig in einem Intervall erfiillt
sein muss, driickt die Bedingung (II') nur eine Eigenschaft der Funktion an der
Stelle x aus.’

§ 4. Bs sei ¥ (x) eine mod. 2 7w periodische, im Lebesgueschen Sinne inte-

grierbare Funktion und

w(m)cv%o + D) (@ cos v 2+ B, sinvz);
¥=-1

dann ist
| Y a ) _<5b.
fw(t)dt— c+§( , cosyz+ rsinval), ¢ gl”
0
Ich setze
Fla)= fw(t)dt,
0
dann 1st

2t

Flat2 i)+ fle—2 )—2f ()= f (@ 1)~ (z—1) d.

)]
Die Bedingung (I') mit s=f(x) geht jetat iiber in

21
1

(7) = h j [w(x+r)—1P(x—z).—;—g]dt dt—o, h— +o.

0

Aus Satz 1. folgt unter dieser Bedingung

n—l1
Z(ﬁv cos ¥ x—a, sin ¥ x) -
(8) Pl 42 > &coswc—-a—'sin va)—-L, nooo.
log» log n v v 27

y=n -

! Eine andere Verallgemeinerung der Bedingung (L,) findet sich in meiner Arbeit: Uber den
Konvergenzexponenten der Fourierschen Reihen gewisser Funktionenklassen. Sitzungsb. d. Bayer.
Akad. d. Wiss. Math.-phys. Kl. Jahrg. 1922, 8. 135—150. Nimlich (8. 147)

2n

g [(fle+2b+fl@a—2t)—2f(@Pdx=<8A2f2e¢ fir ¢>o0;
0
o]
hieraus folgt die Konvergenz der Reihe 2 (a2 +b2F fiir gewisse Werte von 7 und ¢.
y=1

46—25389. Acta mathemaiica. 48. Tmprimé le 12 mars 1926.
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Die Bedingung (7) ist sicherlich erfiillt, wenn

2t
I
t
0

in diesem Falle ist nach einem Satz von Luxkics!,

Y(x+1)—yYlxz—1)— ;g dt—o, t—>+o0;

n=1

(8, cosv z—a, sin » 2)

p=1 N g_ , n_,m’
log n 2m

und somit nach (8)

r a
2(§3cosvx—-—fsin vw) —0, n—00,
4 v

Es gilt also jetzt

o lon )=/ )] > 42, oo,
dagegen
ngﬁ;;[s" (@) —f @] -0, n—oco.

Die Grosse g ist der verallgemeinerte Sprung der Funktion ¢ (x) an der

Stelle x, und wurde unter speziellen Bedingungen zuerst von ‘Herrn Feskr be-
stimmt.*

Frankfurt a. Main, den 25:ten April 1925.

! ¥. Lughics, Uber die Bestimmung des Sprunges einer Funktion aus ihrer Fourierreihe,
Journ. fiir Math. 150 (1920), 8. 107—1I12.

® L. FEJkg, Uber die Bestimmung des Sprunges der Funktion aus ihrer Fourierreihe, Journ.
fiir Math. 142 (1913), 8. 165—188.

Man vergl. ferner: CSILLAG, Korlitos ingadezdsu fiiggvénysorok Fourier-féle 4llandoirél (unga-
risch), Math. és Phys. Lapok XXVII (1918), 8. 301—308; 8zIDON, A fiiggvény ugrisinak meghataro-
zdsa a fliggvény Fourier-féle sorabdl, ibidem, S. 309—311.



