DIE WINOGRADOWSCHE METHODE ZUM BEWEISE DES
WARING-HILBERT-KAMKESCHEN SATZES.

Vox

EDMUND LANDAU

in GOTTINGEN.

G.. Mittag-Leffler zu seinem 80. Geburtstage gewidmet.

Einleitung.

Wenn auch diese Abhandlung nicht in unmittelbarer Beziehung zum Le-
benswerk des grossen Analytikers steht, so ist doch ihr Erscheinen in dem Fest-
bande nicht ganz unangebracht; denn sie zeigt die Kraft der Analysis zur
Bezwingung zahlentheoretischer Probleme.

Im Bd. XXXI (1924, 8. 490—3507) des Recueil mathématique de la société
mathématique de Moscou steht eine Arbeit von Herrn WiNoe¢rapOoWw mit dem
Titel Sur wun théoréme général de Waring. Sie enthilt manche Fehlschliisse
(schon sein lemme T ist weder von ihm bewiesen noch richtig);' seine Formulie-
rung des Endergebnisses (sein théoréme I und sein aus diesem auf wenigen
Zeilen — iibrigens falsch® — hergeleitetes théoréme II) enthilt nicht einmal
den HirserTschen Satz;® Verf. macht manchen Umweg, den der geiibte Leser
abkiirzen kann. Aber — seine Methode, gehdrig gereinigt und abgekiirzt, fithrt
tatsiichlich auf nenem und recht kurzem Wege zum alten Ziel und auch zu einem
neuen Resultate?, das ich hinzufiige.

! Vergl. Anm. 7.

* Vergl. Anm. 19,

® Verf. vergisst, © =0 zu sagen, was z. B. fiilr n=3 wesentlich ist. Aber in der vorange-
gangenen Beweisfithrung war wirklich = o.

* Hauptsatz II.

28--25389. Acta mathematica. 48. Tmprimé le 23 février 1926.
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Ich setze dies im folgenden auseinander; der Leser braucht Herrn Wino-
gradows Arbeit nicht zu Rate zu ziehen; nur in den Fussnoten begriinde ich die
oben erhobenen und weitere Einwinde, ohne hier Vollstindigkeit anzustreben.
Seine Abhandlung ist ndmlich offenbar vor genauer Durcharbeitung gedruckt
worden. - '

Und doch wird die folgende Reinschrift zeigen, wie viel die Wissenschaft
Herrn Winogradow zu verdanken hat. '

Bei dem Umfang der vorhandenen Literatur erscheint es mir wniitzlich, gar
nichts daraus als bekannt anzunehmen. Awuch fiihre ich alle Zwischenrechnungen
aus; auf die Gefahr hin, dass die Kiirze der Beweisfiihrung dadurch weniger ans
Licht tritt.

n ist dauernd eine fest gegebene ganze Zahl = 2.

In § 1 reproduziere ich eine Reihe bekannter Hilfssitze mit Beweisen.

In § 2 beweise ich den Wagring-Hruesrrschen Satz; der Kern des Ganzen
tritt ndmlich deutlicher hervor, wenn ich alles erst bei y” statt bei byy™+ - + by
. auseinandersetze. A

Dieser (von Waring vermutete und zuerst von Herrn Hilbert bewiesene)
Satz lautet:

Es gibt ein ganzes s(n)>o0, so dass jede ganze Zahl N=o in der Form

8
(1) N=y3 vi=yaln, N)= o0 und gane,
=1
darstellbar ist.

In § 3 fiige ich folgendes neue Resultat hinzu:

9{n) sei das kleinste s(n) mit obiger Figenschaft. Dann ist

(2) g(n)=0(n2"),
sogar
bre (n) 1
lim =-.
n=c0 B 2" 2

Also ingbesondere:
Es gibt eine absolute Konstante ¢, so dass fiir jedes ganze n>¢ und jedes
ganze N=o die Gleichung

n 2"

N= 2 ¥}, ya=yi(n, N)=o und ganz,

i=1 .
losbar ist.
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Bekannt war in #hnlicher Richtung nur durch die Herren Harpy und
LitrLewoop (aber erst durch ihre tiefen Untersuchungen iiber die sog. singular
series und die sog. »almost all>-Anzahl in Some problems of ‘Partitio numerorum’
IV und VI, Mathematische Zeitschrift, Bd. XII, 1922, S. 161—188, Bd. XXIII,
1925, 8. 1—37):

G(n) sei das Kkleinste s(n), so dass (1) fiir alle grossen N, d. h. fir
N = N, (n, ), losbar ist. Dann ist

(3) Gm)=0(n2"),
sogar

=—G(n) _1
o Jm =,

(P. N. IV ohne P. N. VI hatte auch schon (3), aber statt (4) nur

5) Tm 20 <

I
n=co 12" 2

ergeben.)
Fiir (3) und (5) (aber nicht (4)) gebe ich also wegen

G(n) = g(n)

einen neuen Beweis. Natiirlich hitte auch jede der flteren Methoden fiir die
Grossenordnung von g¢(n) irgend eine Abschiitzung ergeben; aber eine so gute
wie (2) war bisher nicht bekannt.

In § 4 beweise ich:®

Dly) =By + -+ by

set ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten, by>o0, alle |b,|<b. Der grosste
gemeinsame Teiler aller Werte von D(y) fiir ganzes y ser 1. Dann gibt es zwei
mur von n, by und b abhingige Zahlen N, wnd D, so dass jedes ganze N= N, in
der Form

o,
N= 0@, yi=y:(®, N)=o und ganz, 1 =M;=M,(®, N)<D

A=1

darstellbar ist; also jedes ganze N=o in der Form

. ® Das ist Herrn Winogradows théoréme I unter Verzicht auf explizite Ausrechnang von &,
und D; ein Spezialfall des Kamkeschen Satzes,
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. ,
(6) sz.z;, 2:==0 oder=1 oder=®@y3), y:=y.(®, N)=o0 und ganz,

1=1
wo awch s nur von n, by und b abhdngt.

In § 5 beweise ich den vollen WarinG-Kamguschen Satz:
Oy)=Dboy"+ - +bu, by>0,

ser fir jedes ganze y eine ganze Zahl;, dann dist bel passendem, nur von @ ab-
hdngigem s jedes ganze N=o0 von der Form (6). ,

Bine Abschitzung der Losungszahl, #hnlich der Hardy-Littlewoodschen
(bei y") und meiner (bei @(y); Zum Waringschen Problem, Mathematische Zeit-
schrift, Bd. XII, 1922, 8. 219—247) kommt bei der Winogradowschen Methode
nicht heraus. Aber der Nachweis des Waring-Hilbertschen und des Waring-
Kamkeschen Satzes ist nunmehr weit kiirzer als zuvor. Denn es tritt weder
die Pointe der Hilbertschen Methode auf, nimlich die Hilbertsche Identitit,
die von » auf 2% zu schliessen gestattet (am einfachsten durch Herrn Havs-
DORFF bewiesen), und der schwierige Ubergang zu den », die nicht Potenzen von
2 sind (am einfachsten bei Herrn STRIDSBERG); noch die Pointe der Hardy-Little-
woodschen Methode, nidmlich die komplexe Integration, die Hauptglieder bei
den major arcs und die ihnen entstammende, so bdsartige singular series.

§ 1.
Bekannte Hilfssiitze.
Satz 1: Es seien o und B ganz, a<f. Fir e <y=p sei

F(y) komplex, F'(y) stetig.

Dann ist
] : o
1, I, \ I [
EaF(v)——gl(a)-F 2I(ﬂ)+flf(y)dg/ nglhfl (y) sin 2 why dy.

Beweis: Nach Dirrcnier ist fir e <v<pg (v ganz)
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v+1 v+1
M=IF@) dy+2 2, | Fly) cos 2whydy,
h=1 s
also durch Summation iiber »
5 8 W 8
S F)— ;F(a)—éF(ﬂ)sz(y) dy+23) fF(y) cos 2 hy dy
v==@ h=1
und hierin
8 i 2 hy)? 8
| o sin 27 I , .
fﬁ(y) cos 2nhydy={ﬁ(y) h yI - 2nhfF (y) sin 2z hydy
8
I Y4 . y
= _EZIE () sin 2w hydy.

o

Satz 2:° Es sei a<f. Iiir a<y=<g se:

o) reell, 0 < O=f"lg) = > f"l) 0.

Dann 2st
2

27Lf (v) =
Ze I< o

azv=f

(v lduft durch die etwa vorhandenen ganzen Zahlen des Intervalls.)
Beweis: Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit seien ¢ und g ganz. Denn

entweder enthiilt das Intervall hichstens eine ganze Zahl; dann ist

X 2
27Lf (v} ] < =
EG I—I< :7

asv=f

oder es gehoren ihm wenigstens zwei ganze Zahlen an; dann ist

¢ Satz 2 und sein Beweis sind von Herrn vAN DER CoRPUT (Zahlentheoretische Absehét-
zungen, Mathematische Annalen, Bd. LXXXIV, 1921, 8. 53—79; S. 58—59). Herr Winogradow, der
dessen Arbeit nicht kennt, hat bei seinem entsprechenden lemme III (S. 497) erstens die unnétige
Voraussetzung. f”(y)=< 1 und zweitens anf der rechten Seite der Behauptung ein Zusatzglied, das
von der Intervalllinge abhiingt! Es lohnt sich nicht, den Wortlant des lemme IIT zu reprodu-
zieren; der Leser kann es nach der Methode des Textes sofort in den angegebenen zwei Bezie.

hungen verschirfen.
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2292
B
Z=2, a< A<B=8, A und B ganz.
asvEf v=A
Nach Satz 1 mit
F(ql) = 627“./'(1/)
ist
4 1 1
2 e2ﬂif(’”) E== _'e?ﬂif(a) + - 327”'f(ﬁ) + e2ﬂif('!/) dy
— 2 2 J
(7) .
© 4
— 21 Z_Efe“"f(y)f'(y) sin 2 hny dy.
h=1" s
Hierin ist
(8) Laniso p Lonire | < o,
2

ferner nach dem zweiten Mittelwertsatz, da f'(y)=© und monoton ist,

) T

(9)

273 f (y) Py
fewmdy _ 1| [de c12Va 1.
27 2 @ 260
(o4

. " : 1. S )
endlich nach dem zweiten Mittelwertsatz, da @ = = - ist und

monoton sind,

2ij,ﬂe9’”f(wf'(y) sin 27rhyd_1/|

a

g

f eMi(f(y)—hy)f’ (y) dy

1

fe““f(’/)"'h”)f'(y) dy —

8
I f f'(?/)hdeani(f(y)—hy)l
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also
(10) I—ZzZ e“’fU S (y) sin 2whydy <Zhl2<2
h=1
Aus (7), (8), (9), (10) folgt
2 7 f(+) S .i + T .3
vZﬂe <3t 5= 670" 0
Satz 3: Es st m>o0 ganz; y, ¥, ..., ym reell,

Y =yy" iyt
N gane, P>o0 gane,
N+P

S = Z e2ni1p(/v).

y=N-+1

223

{8} bedeute den Abstand der reellen Zahl B wvon der ndchsten ganzen Zahl;

Min. (P ) bedeute P.

Dann st

SPmt < e prrlon . prtlom Y M .(P, I ) ,
|51 4 ( 2 Min Gmihy .. )

Byyeoy gy g =1

wo vm Falle m=1 die Summe rechts das eine Glied Min. ( ¥ }) bedeutet.

Vorbemerkung: Demnach ist fiir reelles A und

O(y)=Dbyy™+ - +bn, b, reell,

N+ P

2 P nEAB(v)

y=N+1

(11) gn—1

hp—y=1

1 1——
gn—1 2n—1 i I
<4lP + P - 2 Min. (P’ {An!byh, . .. hn——l})).
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Beweis (Wevrsche Methode): 1. Es sei m=1. Dann ist

HES:
und, falls ¥ nicht ganz ist,
N+P N+P [ — e2nr Pt
lSIZ 2 2l Eni] — 2 e2my(v—N—1) ' 2627”#1 | 627’7’
v=N+1 y=N+1 ©w=0
o I
= |I—e2”71| |s1n Ty |A= 2{y}’

jedenfalls also

| S| < Min. (P,é) (P"*P"Mm( {}»

2. Es sei m>1 und die Behauptung fiir m—1 schon bewiesen. Ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit sei N+ 1=0, da man sonst nur

Yly+N+1)=yy™+ -

statt (y) zu betrachten hat.

Bs ist
P—-1 P—1 P—1
|SE= 3 enivl P etmivil = 3 gwits =)
»=0 u=0 », u=0
P—1 Min. (P—1, P—1—}y) —1
(12) — Z e2mé (W {nth) —plu)) — Z Z 27t (o (I —y{n)) Z S(hl
S 0Zu=P—1 hy=—{P—1) p=Max.(0,—h,) hy=—{(P—1)

0spt+hy=P—1
wo
S (b)) = Zezni"(ymh,um‘hr Bl 24 g (h,))7

u

erstreckt iiber P —|h;| < P konsekutive u. Daher ist nach dem fiir m — 1 als

bewiesen Angenommenen

| S (k)P

(13) < I
m—2 m—2 _ . m—2_.m i
< g Py pr “ZM“‘-( Gy, m—1) g hmﬂ}))

Bayeeny hpy=1
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(fiir m=2 bedeutet die Summe rechts Min. (P, —I—)) Die rechte Seite

{r.2h;}

von (13) ist eine gerade Funktion von h,; trivialerweise ist

[|8()] = p;

daher ist nach (12) und (13)

P-1 gm—2 P—1
5Pt = ( S5t l) <2 P S S ()

h=—(P—1} hy=—(P—1)

< 227".—2_1 ‘Pgm—-ﬂ._l

l 1
ny— m—2 m—2 _2—m i
‘ (P2 2y g (Pe +pm +12 Min. (P, Gmh, .. -hm—l})))

hiyone, hm_1=1

< 2RI PR 2T (PR PRt 3 Min.)

< 2"ty 2T (P P o 3 Min ),
womit wegen

22m—2_1 4. 42m—2: 22m—2+1 42m—2§ 22m—1 42m—2:42m—242m~2:42m—1

die Behauptung bewiesen ist.

Satz 4: <(a) se/ die Anzahl der (positiven ganzen) Teiler der (positiven
ganzen) Zahl a. Bei festem &> o0 ist

v{a) = 0(a);

genauer: fir jedes a>o0 und jedes ¢>o0 ist
1

(14) t(a) < 2% a,

wo ¢ etne positive absolute Konstante bezeichnet.

29—25389. Acta mathematica. 48. Imprimé le 23 février 1926.
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Beweis: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei (wegen (1) = 1)

a:Hp3>I

pla
und (wegen z(a)=a)
o<<&e<<lI.

Dann ist

ple
'z(a)= A—I;EI_S “;EI
" =
a pla P plai p
p<2;

1
(da fir p=2°

pezt=(1+1F= A+ 1)

also
't(a)<II A+1 H A+1 H 2
at = 1L glelogp = ls log 2 & log 2
pla 8 g pla g
p<2E ‘p<2‘S p<2
1 1 1
3 _y3 _ (3) _ meat e _ oo
éH—éH—<(—) =2% ‘<2
I 18 &
1 o
<
p<2E P

Satz 5:7 FEs sed v>1 gane, a>0 gane, v,(a) die Lisungszahl von

" Herrn Winogradows lemme I lautet: Fir o<g=< L st
2

1

(15) n(a)<(é)w€a6.

Dies ist fiir jedes & der Strecke o<s= ! (bei passenden @, ») falsch. Denn p; sei die Aite
2

v
Primzahl, ¢ = H p;- Bekanntlich ist, wegen
=1
Hy)= Z log p~y
psy
nebst
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hihy. .. hu=0a
in positiven ganzen hy, ..., h,. Dann ist bei jedem &>o0, wenn v fest ist,
(16) 7v(a)=0(a?);

genauer: fir jedes a>o, jedes ¢ >0 und jedes v>1 st

(17) (@) <2¢"% @,

wo ¢ die Konstante aus Satz 4 bezeichnet.
Beweis: Wegen h;|a ist offenbar

(14) mit 3 statt ¢ liefert also

M@<@ﬁ

Y

S
L}
-

at = 2(:1'3s at.

§ 2.
Neuer Beweis des Hilbertschen Satzes.

Satz 6:% Es sel

I

WZ1, 0= 9<I, 0<AZ ————-.
ann—l

p,ov log v,
v
le._ = ¢9(Dy)=ePr10Py) —gvlog v+o (vlog v);
i=1
andererseits ist
7, {a)=y>=¢v logv,

Aus (15) wiirde also bei y— o folgen

evlogv < (1)“’ ¢ es(vlog v+o{vlog »)) = ()(gZ v_logv) s
&
was offenbar falsch ist.
Da der iibrige Teil des Winogradowschen Beweises richtig ist, muss also sein Fehlschluss
in den Schlussworten liegen: »De 14 le lemme I se laisse facilement vérifier.»
® Bei seiner Formulierung des entsprechenden Satzes am Ende der No. 7 (8. 498) vergisst
Herr Winogradow die im vorangegangenen Beweis gemachte Annahme Pz3n{(n—1)a, (180 A).
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Dann st
1

| Zez—nu(v—a)nl <4k ™
Isv=w
L .
Beweis: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei w>24 *, und es ge-

niigt alsdann,

.
Izeznu(w—.?)"l <o) 7
1

24 "=o=so

zZu zeigen.
Das folgt sofort® aus Satz 2 mit

1 1

a=2A " B=o, fly)=Aily— I, O=i.

Denn wegen A '= 2nw"1>1 ist fir esy=§

I\n—1 1 n—1
@:/1(1‘ ) < zn(zf " 1) < dn(y—9P=f (y)<ino™ 1< é

@) =dnln—1)y—I9P2>o0.

Im Rest dieses Paragraphen sind &, &, &, r, K, T, L, @, 8, f; ganze
nur von % abhingige Zahlen > 1.

Satz 7: Es ser
N gane, P>o gane,

A>o0, l-—-g—‘ <q12-, (a, )=1, o=a=q=n22t1p,P* ' (also ¢>0, 4,>0),

(D(y) =boy™+ - +bn, jedes b, gane.
Dann ¢st

® An der entsprechenden Stelle (S. 498) zerteilt Herr Winogradow unbegreiflicherweise seine
Summe in so viele Teile, dass jedesmal die obere Intervallgrenze hochstens doppelt so gross wie
die " untere ist. An manchen Stellen der Literatur war dies notig, weil dort der anzunwendende
Hilfssatz es verlangte; sein lemme IIT verlangt es aber nicht. ’ '
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1

N4P — . 1\\an
) v J— —_—
I E'Je | < P (Max. (P’ q)) )

v=N+1
wo C, (desgl. C,,..., C; beim Beweise) eine ganze, nur von n und b, abhingige
Zahl > 1 %st.
Vorbemerkung: Fir
Dly)=y"
ist hierin
C,=8,

Beweis: 1. Es sei 2¢=P. In (11) nimmt rechts
nlbohy ... hn—i=3¢

nur positive ganzzahlige, durch #! b, teilbare Werte =#! b, P** an; jeden solchen

nach (16) (mit y=n—1, 6= ) hochstens

4(n— 1)

1

8, (B0 — &,

R

mal. Daher ist in (11)

) 1 niby PR—1

P
38 . . I — . I
(18) Z Min. (P, Gnlbohy . T =], P sgl Min, (P, ——{ls}) .

Pay e By =1
Die Summe rechts in (18) zerfillt, wegen

n—1

1=n2"t1p, )

in hochstens

ALY prt

(19) 1= G,

Teilsummen von je ¢ konsekutiven Gliedern, wobei die letzte kiirzer oder leer
ist. Jede dieser Teilsummen ist, bei passendem, von 2z freiem 7,

< qjl Min. (P, '{;7“:_/1'35) :

2=0
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Hierin ist bei passendem ganzem, von ¢ freiem M

M I
)
l’7 a1 24
und nach Voraussetzung
q 7 9
also
prie—2taz B8, g <3
q q 2

Da M+az wegen (a; g)=1 ein vollstindiges Restsystem mod. ¢ durchliuft und
{8} die Periode 1 hat, ist

(1) {22008,

wo ¢(2) abgesehen von der Reihenfolge die Werte o, 1,..., g—1 durchliuft.
Wofern 3=0(z) =g¢—3, ist, wegen

ale)— g <o(2)+ Of) < ole) + z

3 3
ole)—=  qg—=—0ale) -
{n+22y = Min. I = Min, (@ q—a(z)) .
q 2q 2q

Nun ist mit hochstens 5 Ausnahmen 3=o{z)<¢—3; daher ist

11 I
ZMm ( P +M})_5P+ 2q D\ Mas. (E’ qﬁa)§5P+4qz p

3=0=q—3 3=0=¢—3

=10q9+49log g=10q9+4¢ (log (n 2" by) + (n—1) log P)

1
(20) < Cyq+R5q log P<C, q Pt
Aus (18), (19) und (20) folgt
1 ' Pn—] i_ n—_ ;
ZMIH( ’{ln!bohl...hn_l})<ﬁP Cy—— | ClqPt=CP 2

Ry, . hy_1=1

also nach (11)
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1

NP 1= nl—l 1= nn——l :——-l_in 1—_11
| Sewiee|<\p 4P TP M)<gp

= N+1
1

1 I E
= OBP(M&X. (I)’ E)) .

2. Es sei 2¢ < P! Dann zerteile ich in [g] Summen von je P; kon-

sekutiven », wo stets P,=¢, nur einmal ¢<P,<2q. Jede dieser Teilsummen ist
(wegen P,>o0, q=<n2"*'p,P,"1, 2q=P,) nach 1. absolut

1_i 1-——L
<GP, "< 2Cq
die Gesamtsumme ist also absolut
1
<P P P CP(M (‘ ‘))2—
—2 =2 <2 ax. |—» — .
q 6 L ] 6 P q

Satz 8:1 'Fiir

r=2"n+6), K=8""", T=4K* L=K!, Q=3&)"

gilt, wenn
. 2 27ti'—n'un
x>0 ganz, (x, L)=1, P=Tz, 2"=U>Q, Sm=Ze U
=1

vst,

U—1

A 8ul” < Pr.

m=1

Beweis: Nach den bekannten Eigenschaften der Fareybriiche gibt es zu je-
dem § zwischen o und 1 und zu jedem ganzen N > o ein Paar ganzer Zahlen

@, ¢ mit

1* Herr Winogradow macht hier (8. 494) den Fehler, in Summen von héchstens ¢ Gliedern
einzuteilen und fiir die eine mit eventuell P, <g Gliedern zu ibersehen, dass seine Bedingung
n—_
g=(P,—1) ¥ nicht erfiillt zu sein braucht.
1 Die Aufstellung des entsprechenden Hilfssatzes (lemme V) ist die Hauptsache an der Wi-
nogradowschen Methode.
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I
< —, J—
=iy @ a=no

IA
S
IA
]
IA

a
ad N;
=

also zu jedem £ zwischen 0 und 1 und jedem v=1 (N=/[v] genommen) ein Paar
ganzer Zahlen a, g mit

IA

|§‘§l<~‘—, (@, Q=1, 0= a = g=r2®

qv

Daber gibt es fir m=1,..., U—1 zwei nur von », x und m abhingige
Zahlen a, ¢ mit

l%_g q_nan—Pn——f’ (a; Q)’—’—‘I, O§a§Q§n2”P”"'l,
Somit ist
m_a|_1I
7 q q2'
Wird
¥
m(c_} —aq*1=17
gesetzt, so ist
qn—l
121 < s

Wird ferner

]

gesetzt, 50 ist /=0 und ganz, und zu jedem vorkommenden System a, ¢, ! gibt

: n
es hochstens zwel m; denn Z wichst um %,, wenn. m bei festen ¢, ¢ um
1 wiichst.

Ich teile nun alle m=1,..., U—1 in drei Klassen:'®

% Herr Winogradow (8. 500, Z. 7) meint allerdings, es sei stets

=

I
<—,{a, @g=1,0=a=q<v

q

. I
erreichbar (wenigstens fiir grosse ¥).- Das ist falsch. Gegenbeispiel: » ganz, § =
A

3 Herrn Winogradows Fallunterscheidung auf 8. 502 ist konfus, da es nicht nur von m,
sondern auch von v abhiingt, welche seiner drei Bedingungen fiir Z erfiillt ist.
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L qg=x;
1I. g <z, q> Max. (I, K);
111. g <z, q=Max. (I, K).

Nunmehr brauche ich nur fir jede der drei Klassen zu zeigen:

wo
1
%?;}é;.
Nach Satz 7 (mit O(y)=y", by=1, N=o, l=%) ist
__r 1
PU * im Fall 1., da P>z, q= 2, x=U",
| Sn| <
1
K Pq ¥ im Fall I1, da g<z<P.
1. Mit

1

Pn=8, Ukm

gilt, da m weniger als U Werte hat und »=n2"+1, U>Q ist,

1 1

S, <URIU <, Q_‘ﬁzé.

II. Wegen
g>K=2"=6, r= 2 4
gilt, mit
-t - r
¢m=@1q 9N < RIK 211+1q on+1 =q 2n+1,

da zu jedem ¢ (wegen o0 = 1< q) hochstens ¢ Werte von I, (wegen 0 =a =g,
(@, =1, q>1) hiochstens ¢ Werte von a und zu jedem Tripel a, ¢, I hichstens
zwei Werte von m gehoren,

W |

- — ., 2
;q’;n<2{l 4-11-(1.2:229 2<f§

9>K >K
30—25389. Acta mathematica. 48. Imprimé le 24 février 1926.
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ITI. Es ist
91 ai™ (gr—mny 971 oms M (N, 0l
(21) |Sm|=|2 enlU(M 1)|§Z | e'zzy(’ q) IZZ‘Q%
v=0 lﬁvﬁm v=0 1=9= P_’Fi{ v=0
- T Q
wo (wegen q <x < P)
g£>1
P+ q
w==owlv) =
q P
<—+1<<2—

n n
gesetzt ist; in der Tat ist Z”UL — 7 ganz und durch ¢*~1 teilbar, (1/—— g) gleich

einer von » freien Zahl plus einer durch ¢*~! dividierten ganzen Zahl.'*
Fir =0 ist ¢ =< Max. (0, K)=K; wegen

(U, KY=(U, L)=1, U>1

L'

ist alsdann die Zahl i

nicht ganz, also
Z =+ o,

I

Zl= =

HES

|zl < U.
Fir [ > o ist
Z = o,

lg"\=* U1
=) ==-.
|1 —(U) gl

4 Herr Winogradow (8. 501, Z. 8) schreibt sogar (in meine Bezeichnungen iibertragen)

n n n
27”7'% ('v—'—]-) ZniZ('v——:—;)
E e 9 = 2 e ;

1=v=w lsvsw

das ist falsch, da aq"—l(m 1—7)11 nicht notwendig ganz ist.
q
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Jedenfalls ist daher, weil

o< |Z]< : d

ist, nach Satz 6~(mit F= g-, A= |Z|)

1

4 U™ fiir =0,
1
(22) Q<4lz| "=y 1
4 U .
—— fir I >o.

ln

Zu jedem [ < K gehboren (wegen 1<g=<K, o=<a=g¢q= K) hochstens

K.2K.2=4K* Werte von m; zu jedem [= K gehoren (wegen 1=g¢g =1,
0=a=q=l) hochstens 1.21.2=41° Werte von m. Nach (21) und (22) ist nun

1
4qU'i§P4—T15=P‘

74 fir I=o,
|8l < U},
— =P-4 < p-L fir I>o.
2 T K
Mit

I
I .. -
Kfuro:l<K,
Pm= I

ki

ergibt sich schliesslich, wegen r=4n=4, K= 2= 36,

Hauptsatz I (Hiueerr): Jedes ganze N=o ldsst sich auf die Form
Ry

N=2y% yi=yi(n, N) =0 und gane,

i=1
bringen.
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Beweis: Wegen

. (M+)L+1)
1 T AR D
gibt es ein?®
KR;>2QrT",

so dass es fiir jedes ganze N>®; ein ganzes z=x(n, N) mit

N N
J— < et — <
x>0, x=1 (mod. L), @ < Sy = == T

gibt ; alsdann ist

und nach Satz 8

U—1
Z | Suf< P
m=1
Ich setze nun
P
SB)=
=1
27i
g=¢eV

so dass

fle™)=8n fiir m=1, 2,..., U—1,

15 Herrn Winogradows explizite Angabe der meinem R, entsprechenden Zahl ist, auch wenn
alles Vorangehende richtig wiire, verfehlt; auf S. 505, Z. I v. u. steht (den herausgefallenen Expo-
nenten 2 in 7' habe ich schon ergiinzt, im Einklang mit 8. 506, Z. 8), auf ¢,=c=1 spezialisiert
und 77> 1 sowie ganz angenommen:

(Trl< T,
Ich gebe nur zu, dass z. B.
(T <(Tr\T)= T
ist.
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rpP?
£ =3 At

k=r

wo A, die Losungszahl von

k=2yf{, 1=y = P, y; gang,

i=1
ist.

Hieraus folgt fiir ganzes N> &, wenn

N— [lg] U—h—h{n, N)

(ganz, =0 und < U) gesetzt wird,

PP PR 1 U1 rpt U—1
UZ, Ap= Z Ak Z glh~R)m — 2 6—-hm2 A ghm — Z S—hmfr (em)
k=r k=r m=0 m=0 k=r m=0
k=h (mod. U)
U—1
=Pr+ Z a“’””S;,’L. 16
m=1
U—~1
zP— D |8l >o.
m=1

Also gibt es fiir jedes ganze N>&; ein ganzes M =DM(n, N) mit

r
o<MU—l—h=2y7!§rP", yi =0 und ganz;

A

A=1
hierin ist
o< _ < [91]
- = U
0= [Nﬁ] —M=<2yT"

237

® Zu dieser Aussonderung der k=h (mod. U) verwendet Herr Winogradow (S. 504—505)

ungeschickterweise eine Fourierreihe, deren Koeffizienten und Rest er abschiitzen muss; statt, wie
itblich und im obigen Texte geschehen, durch endliche Summation unter Benutzung von Einheits-
wurzeln zu isolieren. Natiirlich kann man sich nachtriiglich davon itberzeugen, dass seine Identitéit
auf 8. 505, Z. 15 durch Summation der in ihr auftretenden Fourierreihen genau in die Identitét

des Textes iibergeht.
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Fiir jedes ganze N>&; gilt also

r4-27 1"

N
N= ([ﬁ] ——M)x”—l—(MU+h)= Nyt yi=o und ganz.

i=1
Fir o= N=Q;, N gang, ist offenbar

s
N=y%, y2=o0 und ganz.

i=1

Die Zahl
R, = Max. (r+277" 85)

leistet also das Gewiinschte.

§ 3.

Verschiirfung des Hilbertschen Satzes.

Definition: FEs see H(t, n), kurz H(t) geschricben, fir t=1 das kleinste
s=s(t, n), so dass alle positiven ganzen N=t in der Form

N= D> y%, yi=0 und ganz,

s
=1
darstellbar sind. Fir o<i<1 ses
H(t)=o.
In dieser Bezeichnung lautet der Hilbertsche Hauptsatz I:
Hf)=Q, fir t>o.

H(t) fillt mit wachsenden ¢ offenbar nicht, und es ist

lim H(t)=g(n)

=00

im Sinne der Einleitung.

Satz 9: Fiir t>0 und ganzes f>0 st

(23) Ht)<f+ H(n"te_ﬁf)
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(24) H(t) < f2"+ H(z—tf)
Beweis: 1. Fiir N=1 ist

oéN—[VN] ( ) (N’ll—-l)n<nN7%.

Fiir > o ist also (da jedes ganze positive N=¢ die nte Potenz einer positiven ganzen
n—1 n—1
Zahl plus einer nicht negativen ganzen Zahl <nN » < nt ™ ist)

Hf=1 -I—H(ntn;"l).
Wird

n—1 i n—1 n—1

tlz’ﬂt " N t2:7’lt] " yoe ey tf+1:ntf " g oo
gesetzt, so ist also fiir t>0

Hf)s1+Ht)<2+H(t)= -,

H(t)é_f—i—H(tf).
Nun ist
(Y (Y
tf=nn 7(’" )ft( n);
denn fiir f=1 ist dies wahr, und der Ausdruck geniigt der Rekursionsformel
wegen
n—1
n-—l n——l e n 1\f+1 (n—1\Sf+1
" (n')l'—'ﬂ f) 11, 11 ) t(T) )
Wegen

-

ist also (23) bewiesen.
2. Fir N=1 ist

N= [i\;] 2"+p, 0O=p< 2"

Fiir ¢>o0 ist also (da jedes ganze positive N=¢ gleich 2" mal einer nicht nega-



240 Edmund Landau.

N_¢

1 <
tiven ganzen Zahl = =

plus einer nicht negativen ganzen Zahl < 2" ist)

Hi)< H (5'%) +an,

woraus successive

H(t)<H( +2.2%

t
22n
¢
23n

H(t)<H( )+3.2",

bis zu (24) folgt.
| Satz 10: Flir jedes feste ¢>0 st
H(2™)=o(n 2").
(H (2"} bezeichnet natiirlich die Funktion H(2*", n) der einen Variabelen n.)

Beweis: Nach (23) mit f=2" ist

on
H(zc'”s) < g% H(nn 20"36 ” );
fiir grosse » ist
_r 1
e B 2n" RS
2 <e <1+ H",

on
y —
Mo n

n" 2 <n"+ 1,
also
(25) H(2™) < 2+ H (w").
.. o fHog = .
Nach (24) mit f= [log 2] + 1 ist, wegen
logn [n\* n \"
= N s LI
/= *log 2 (2f) <( ‘°g") .’
Zlog 2
(26) Hi) < 2 187 o (n2,).

log 2
Aus (235) und (26) folgt die Behauptung.
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Satz 11 (Verschirfung des Satzes 7 fir @(y)=y"): FEs sel

N gane, P>o0 ganz,

A>o0, |4 — g| < q—Ig, (a, g)=1, 0Za=q=n2"*t P L
Dann st
n—1
NP 3 I 1 n Rl
Ize’-"”"“”l < 20" P{Max. {5 —
P q ’

y=N+1
wo ¢, (desgl. ¢,,..., ¢;; nachher) eine absolute ganzzahlige Konstante > 1 be-
zetchnet.

Beweis: 1. Es sei 2g=P. Dann gilt (18) mit
s L
202'"' y2u
1
statt R, P* rechts (und b,—1). Denn die Losungszahl von

a=hy...ha—y (hy,... ganz und >0),

wo I1=a=P*! ist nach (17) (mit y=n—1, &= 5%) héchstens

1 1

23 53 %3 1o
3 a2 n? < 96 P‘".

zcn

Die Anzahl der Teilsummen, in die die Summe rechts in (18) zerfillt, ist

t —1 n—1
n! P" b= pn P .
q q

IA

Jede dieser Teilsummen ist, wie beim Beweise des Satzes 7 ausgerechnet,

1 1
=109+4q9log g=109+4¢ (cm—l— e;n° log (PQ")) < egqn® P,
Daher ist

n—1 1 n—1

caqni PP < 20" )

1
I " on aﬂP
ZMIII( il I 1})<2”2 e

By, o By =1

und (11) ergibt
31—25389. Acta mathematica. 48. Imprimé le 24 février 1926.

1
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N+P s 1— n—1
|Ze2”“"n < ™ p  n2nl
ry=N+1

2. Bssgei 29g<P. Wie bei Satz 7 folgt aus 1.

N+ P 1t it
|Z€2”“”" <Lout(ag) T < g pg w
v=N+1 q

Satz 12: Fiir

m
2ni— o™
U

P
r=2""1(n+ 14), T=2%", x Primzahl, P=Tz, 2"=U>T, Sp= 2 e
y=1
st
U-1
Z |Snf < Pr.

m=1
Beweis: Ich setze
K= (zclna)gn+1,
go dass bei passendem ¢,

4 K?

(3.20™r)

< 2t™ = T.

Der Beweisbeginn des Satzes 8 bis zur Unterscheidung der drei Fille bleibt
ungeiindert.
Im Fall I. heisst es nach Satz 11 jetzt

n—1

gn=2"T =",

Wegen
n 2
r>2"+ (n+2)2"t = 2"+ (n+ 2l ="t 2n1
n—I n—1
ist also -
n—1 (2n_|_ _n? 21L—-1) _2{n—1)
n—1 — chﬂs r U n2

S < Uze™r g mt
m -
m

1 1
= Zc,nnr U_Z < zc,"ar T 7 L
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Im Fall IL. heisst es (wegen ¢>K) nach Satz 11 jetzt

n—1 1 1

¢m:201113q "2"—1§201"sq 211<q gn +1

u. 8. f. wie damals (r ist = 2"71. 16=2""! 4).
Im Fall III. dndert sich nur, dass jetzt fiir /=0 das Nichtverschwinden
von Z so begriindet wird:

1 <g<xz= Primzahl, (U, ¢")=(", ¢")=1, U>1.

Hauptsatz II: Jedes ganze N=o ldsst sich auf die Form

g )
N =Dy, yi=yi(n, N)Zo und ganz,

i=1
bringen, wo

Iim (")< r
(27) },f:onz"=2

Anders ausgedriickt: Fiir {>o0 ist
H(t)=H(t, n)=g(n),

wo g{n) die Relation (27) erfiillt.

Beweis: Aus der Primzahltheorie benutze ich die folgende Tatsache (die
noch weniger besagt, als schon TscuesyscHEr bekannt war): Fir y=1 gehort
dem Intervall y =x=¢,;¥y mindestens eine Primzahl z=p an. '

Ich wihle ¢ so, dass

3
202" > gt g T,

Es sei N ganz und >2%". Dann gibt es, wegen

'/ X ovTs,

—_— >
Cyy rIm
ein
x=ux(n, N)=p
mit
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n n

eV v
VT < ey ]/7' m=%= rT"’

<p=U=< i
et rIm — T

und der Beweis des Hauptsatzes I (hier mit 7' statt @ und unter Benutzung

des Satzes 12) lehrt: Jedes ganze N>2%" ist in der Form

r
N=Dx"+2y’j, ¥1=0 und ganz,

=1
darstellbar, wo
C M8
D ganz, oS D=¢", rT"< 2" x>0 ganz.
Daher ist fiir >0

HO)<r+H(20") = é n 2" +o0(n 2"

nach Definition von » und Satz 10.

§ 4

Neuer Beweis des Kamkeschen Satzes fiir ganzzahlige Polynome
ohne Zahlenteiler.

In diesem Paragraphen sei
@ (y):bo/y"-{— co +bn, b0>0,

alle b, ganz und alle |b,| < b.

Satz 13: 1. Fiir y=50b st

(28) i bey" < Dly) < i boy™,
(29) yr<@ (y)<2nboy"

(30) @ (y)>o.
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2. Fir P=2, 1=¢y=P ust

(31) | D) < 25 P

Beweis: 1. Fiir y=15b ist

I
y—1-5b—b 4

I 1
yné Z yn = - boyn,

D(y)—boy"| < by + - + 1)<
| D(y)—boy| = bly )<,V =

womit {28) bewiesen ist;

lm:(y)_nboyn—ll < nb(yn——2+‘ IS I)< b yn—~1 = zyn—l < gboyn—-l;

y—1

3

yr = g boy" < @'(y) < mboy" <2 mboy"

0" (y) = n(n—1) bpy™*—n (n—1)

Y= n(n — 1)y" 2 (bo— i) > o.

y—1
2. Fir Pz2, 1=Zy=P ist

Pn+1 1)11-%-1

le@l=b(Pr+- -+ 1)<bp— < b - =20 P".
— 1 .
2
Satz 14: FEs ser
I
> < <
w=1, 0=4<1, ¢>>0 gane, O<l=4nbown—1'
Dann st
271 a(qp—9) _1
e < Dk ™,
1=sv=w

245

wo D1 (desgl. Dy, r, K, T, L, @, Dy, D,, Ds, D, nachher) eine ganze, nur von

n, by und b abhdngige Zahl >1 4st.

Beweis: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei w>(55+ I)Z_ﬁ und

alsdann nur
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i 1
2ait Pig—9)

(4 -2
IZe g <Dyi "
6b4+1)4 " =rvsw
zu zeigen. Das folgt'’ (mit D,=2) aus Satz 2 in der Spezialisierung

1 1

a=(sb+1)i ", f=o, f(y)“—*é%@(q(y—«?)), 0=

In der Tat ist nach (29) und (30) fiir ¢ <y <g, wegen
1

>0, e>5b+1, y—9>5b, qly—9)>sb, y>22 7

1 1

o—ili ) <alerisd) <ag—op - i 2=

<

@ (ly— ) =5 )< 5 __1*2721)0(q(y_3))n_1:g(y»—a)nlé

—1 o n— )
4nb0w" lqn 1 w

I
qn —1 2

S )=

pres " (qly—9)>o.

Satz 15:®* Fiir
r=2"n+6), K=C""'(C, aus Satz 7), T=2b,D, K?(D, aus Satz 14), L=KI,

Q= (3 " (2 b+

gelt, wenn
P oani™ o)
x=35b ganz, P=Tz, Ox)=U>@Q, (U, L)=1, Su=Dje 7
v=1
2st,
U—1
D8ulr< Pr.
m=1

! Vergl. Anm. 9. v
'8 Beim Beweise des entsprechenden Satzes (Lemme V) schliesst Herr Winogradow anf 8. sor,
Z. 8 v. u. unberechtigterweise

P, >3n(n—1)c,(180 A,
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Beweis: In leichter Abéinderung des Beweisbeginns von Satz 8 wiihle ich
etzt a=a (@, x, m) und g=¢q (@, x, m) mit

m a

q

I

— n+1 n—1
PPN =k (@, @)=1, 0=a=sq=n2"'p, P

Z=Z(®, z, m) und [=1(®, x, m) seien wie dort definiert, so dass hier

qn—l
IZI < n 2n+1 bOPn—l ¢

Die Einteilung der m in drei Klassen geschieht wie dort, und zu den drei
Fillen ist hier das folgende zu bemerken:
1

I. Bs ist P>z, q=z, > (—-) (wegen x=35b und (28)), also nach

25,
Satz 7 (mit N=o, i= ﬂ)
U
1
U ne
_r
U n 2t
n= Gy (2 bo) ’
folglich, da r=n2"+1, U> Q> 2},
7 —l—ﬁ a1 1 .
r<UCq(_~) (2 @ =,
%wm 2b0 ‘ ( 0) Q 3

II. Ganz unverindert wegen

-1 1 1 1
¢m=01q 2n<01K 2n+1q 2n+1=q 2n+1.

III.
q—1
1Sal = 3 2,

=90

wo (wegen g<x < P)
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P
1<w=o@p)=" — <2—,

1Mv1

a= | 3= 30

1=v=w 1=vy<w
(da @(qv —v) gleich einem Multiplum von ¢ plus einer von » freien Zahl und

(m__Z_ = q ganz ist)
i\g—5)=a¢ :

Fiir [=o ist wegen ¢ <K, (U, K!)=1, U>1 die Zahl Z nicht ganz, und
die alten Rechnungen bleiben ungeiindert, da Saiz 14 mit 19——-';1., i:=|Z} wegen
I 1

<
f)n~1 4nb wwl
anto() °

anwendbar ist, der Faktor 1), bei T den Faktor I); aus Satz 14 kompen-
1
siert und U"<2b,x-=2 bo% ist

|Z] <

Hauptsatz III: ®@(y) moge diberdies die Eigenschaft haben, dass 1 der grisste
gemeinsame Teiler aller fiir ganzes y dargestellten Zahlen <st. Dann ldsst sich
jedes ganze N> Dy auf die Form bringen

#y
N =D ®), y1>0 und ganz, 1= M,=M,(®, N)=D,.

i—1
Beweis: Es gibt ein ganzes x,—=x,(®) mit
(32) (@ (xo), L)=1.
Denn fiir jedes p|L ist nach Voraussetzung nicht stets p|®@(y), also ein x, mit
@ (x,)=0 (mod. p)
vorhanden. Die Kongruenzen
z=uxz, (mod. p)
sind vertriiglich, und fiir ein solches x;, ist bei jedem p L

@(z,)= 0 (mod. p),
also (32) erfillt.
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Ich zeige zuniichst, dass es fiir jedes {> I, ein ganzes x = z(®, t) mit

x=5b, (@), L)=1, t=0Ox)<2t
gibt.
In der Tat ist fiir x=5b nach (28)

3 5
= by < D) < = by ™.
W () 3o

Bs gibt fur {> D; ein ganzes M mit

n n

4 8
<+ ML= 14
]/3b0 ° 5 b,

(da 3 _ 4 >0 ist und nur von % und b, abhingt, also fiir ¢ > D

5bo 3 by
4 .
EX
]/5 by 3b,

ist). Fiir ¢> Dy= Max. (D, by(5)") ist dabei

2o+ ML=x=50b,
(@ (x), L)=1,

t=<3par< @) < by < 2t

Holw

Fiir jedes ganze N> D,—8rbT"(Q+ D;) gibt es also ein ganzes x—x(®, N)
mit
N

= o) = 4rbT",

(U, L)=1.

N
®25b Q<gm=

Alsdann ist
4rbT"= [%] =8rbT",

und wegen des Satzes 15 fithrt der Beweis des Hauptsatzes I (mit @(y) statt y”)

fiir ganzes N>D, zu
32-—25389. Acta mathematicn. 48, Imprimé le 3 mars 1926.
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N = [II\;] U+h, o=h<U,

MU+h= Y @), M ganz, 1=y, =P, y: ganz.

=1

Hieraus folgt wegen (31} und (28)

r
! ! g
|M|< I+ ﬁlz__‘ll(p(y)_)l<l+-lj2bp 7

2V INENY b Th < 4rb TN S [%] <87b 1",
‘ibox"
4

0= [%] —M<i127bI™,

N— ([%] —M) D)+ (M U+H)

<14+

M,
= D ®(y:), y2>0 und ganz, 1= M,=M,(D, N = 129 T +r=D,.

=1

§ s

Neuer Beweis des Kamkeschen Satzes.

Hauptsatz IV: Das Polynom

D (y)=by"+ -+ b,

wo b,>o0, sei fiir jedes ganze y eine ganze Zahl, so dass die b, rational sind.
d set der grosste gemeinsame Teiler aller fiir ganzes y dargestellten Zahlen. Dann

ist jedes durch d teirlbare N = B,(®) in

My

N= > Oy}, y1>0 und ganz, 1 =< M,=M, (O, N)< B,(®)

A=1

eerlegbar; folglich jedes ganze NzZo von der Form
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8 (D) )
N= Dz, 2s=0 oder =1 oder = @(y;), y2>0 und gane.

i=1
Beweis:'® 1. Es sei d=1. L sei der Hauptnenner der b,, also
P

_ Loy + - +Ln:11f(y)

@ (y) T T

» L, ganz.

(L hat nicht mehr die Bedeutung des vorigen Beweises: aber ich wiihle mit Ab-
sicht denselben Buchstaben.)

L=1 ist durch Hauptsatz III erledigt. Es sei also L>1.

Es gibt ein 2, >0 mit

(33) (@ (@), L)=1.
Denn fiir jedes p L ist (wegen d=1)

(@ (zp), p) =1

erfiilllbar. Ist L= H 7°, so sind die Kongruenzen
plL

r=2xp (mod p**!)
vertriglich. Fiir ein solches x=ux,>0 ist
¥ (o) = PFlxp) (mod. pet?),
L®(x))=Ld(xp) (mod. pet?),
Olo) = 0(z,) (mod. 7),

(D(xy), p)=1,
also (33) erfillt.

' Die Unrichtigkeit' der Winogradowschen Herleitung (S. 507) des Hauptsatzes IV ans Haupt-
satz III ist offenkundig; denn im Falle d=1 betrachtet er @ (2" +y) statt ®(y), wodurch z. B. der
hochste Koeffizient, wenn er nicht ganz war, auch nicht ganz werden kann (weil er nimlich un-

2
geiindert bleibt). Beispiel: ®(y) = % + 12-/
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Die Funktion
F(z) = @ (x,+ L2)

hat ganzzahlige Koeffizienten; denn alle Koeffizienten in

LF(2)= ¥, + Le)=L®(w)+ E,z+ -+ En2"

sind durch L teilbar.
Ferner ist 1 der grosste gemeinsame Teiler aller durch F(z) fiir ganzes 2

dargestellten Zahlen; denn nenne ich ihn 6, so ist, wegen ¢|@(z,) und (33),

(6: L):I’

also bei ganzem y stets
| @(y),

da zu y ein ganzes ¢ mit
y=ux,+ Lz (mod. J)

gefunden werden kann und alsdann
P(y)=¥(x,+ Lz) (mod. d),

LOW)=LO,+ L) (mod. d),

@(y)= @(x,+ Lz)=o0 (mod. J)

ist. d muss also =1 sein.
Hauptsatz III ist daher auf F(z) anwendbar und liefert: Jedes ganze

N = B,(®) ist von der Form
M,
N= Y Fl(a), x>0 und ganz, 1=M,=M, (D, N)< B, (D),
i=1

also
M
N= X ®(y), y2>o0 und ganz.
=1
Dann ist 1. auf
@ (y)

d

2. B8 sei d>1.
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anwendbar. Fiir jedes durch d teilbare N= B;(®) ist also

N_ 50 <M,— N)=< B,(®
E 2 d » Y2= 0 und ganz, I=M3——M3(q), )= 6( )’

A=1

Gottingen, den 10. November 1925.
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