
DIE WINOGRADOWSCHE METHODE ZUM BEWEISE DES 
WARING-HILBERT-KAMKESCHEN SATZES. 

VoN 

EDMUND LANDAU 

in G6TTINGEN. 

G. Mittag-Leffler zu seinem SO. Geburtstage gewidmet. 

Einleitung. 

W e n n  auch diese k b h a n d l u n g  nich~ in unmRte lba re r  Bez iehung zum Le- 

benswerk des grossen Analy~ikers steh~, so ist doch ihr  Erscheinen in dem F e s ~ -  

bande  nich~ ganz nnangebrach t ;  denn sie zeigt die K r a f t  der Analys is  zur 

Bezwingung zahlentheore t i scher  Probleme.  

I m  Bd. X X X I  (1924, S. 490--507)  des Recuei l  ma th~mat ique  de la soci6t5 

mathdma~ique de Moscou s t eh t  eine Arbei~ yon H e r r n  WINOGRADOW mi t  dem 

Ti te l  Sur un thdor~me gdn&'al de Wariug. Sie en~h~lt manche  Fehlsch l i i s se  

(schon sein l emme I i s t  weder  yon ihm bewiesen noch richtig);  1 seine Formulie-  

r u n g  des Endergebnisses  (sein thdorbme I u n d  sein aus diesem auf  wenigen 

Zeilen - -  i ibrigens falsch ~ -  hergelei~etes ~hdorbme I I )  enth~l t  n icht  e inmal  

den HILBERTschen Sa~z; ~ Verf .  mach~ m a n c h e n  Umweg,  den der geiib~e Leser  

abkiirzen kann.  Aber  - -  seine Methode,  gehSrig gere in ig t  und  abgekiirzt ,  f i ihr t  

ta ts~chl ich auf  neuem und rech~ kurzem W e g e  zum al ten Ziel und  auch zu e inem 

neuen  Resu l ta te  ~, das ich hinzufiige. 

1 Vergl. Anm. 7. 
Vergl. Anm. 19. 

3 Verf. vergisst, x >_--o zu sagen, was z. B. fiir n ~  3 wesentlich ist. 
gangenen Beweisfiihrung war wirklich x ~ o. 

4 ttauptsa~z II. 

28--25389. Acta mathemat~ca. 48. Imprim~ le 23 f~vrier 1926. 

Aber in der vorange- 
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Ich setze dies im folgenden auseinander; der Leser braueht Herrn Wino- 

gradows Arbeit nicht zu Rate zu ziehen; nur in den Fussnoten begriinde ich die 

oben erhobenen und weitere Einw~nde,  ohne bier Vollst~indigkeit anzustreben. 

Seine Abhandlung ist n~mlich offenbar vor genauer Durcharbeitung gedruekt 

worden. 

Und doch wird die folgende Reinschrift zeigen, wie viel die Wissenschaft 

Herrn Winogradow zu verdanken hat. 

Bei dem Umfang der vorhandenen Litera~ur erscheint es mir nfitzlieh, gar 

nichts daraus als bekann~ anzunehmen. Auch fiihre ieh aUe Zwisehenreehnuugen 

aus; auf die Gefahr hin, dass die Kiirze d e r  Beweisfiihrung dadurch weniger ans 

Licht trier. 

n i s t  dauernd eine fest gegebene ganze Zahl ~ 2. 

In  w I reproduziere ich eine Reihe bekannter Hilfss~tze mi~ Beweisen. 

In  w 2 beweise ich den WA~I~G-HILB~RTschen Satz; der Kern des Ganzen 

trit~ n~mlich deutlieher hervor, wenn ich alles erst bei y~ start bei boy '~ +~.. + b, 

auseinandersetze. 

Dieser (yon Waring vermu~ete und zuerst yon Herrn Hilbert bewiesene) 

Sa~z lau~e~: 

Es gibt ein ganzes s(n)>o, so dass jede ganze Zahl N ~ o  in der Form 

8 

(I) N = ~ y~, y~= y~ (n, N) ~ o und ganz, 

darstellbar ist. 

In  w 3 fiige ich folgendes neue Resultat hinzu: 

g(n) sei das kleinste s(n) mit obiger Eigenschaft. Dann ist 

(2) g(n) = o (n  
sogar 

li--~ g( n} < [ 
n = o o  n 2 n -  2 

Also insbesondere: 

Es gibt eine absolute Konstante c, so dass fiir jedes ganze n > c  und jedes 

ganze N ~ o  die Gleiehung 

n 2 n 

N =  ~ y~, yx=y~(n, ~ o  und ganz, 
2 ~  1 �9 

15sbar ist. 
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Bekannt  war in ~thnlicher Rich~ung nur  dureh die Herren  HAlCDY und 

LITTI~EWOOD (aber erst durch ihre t iefen Untersuchungen fiber die sog. singular 

series und  die sog. ~almost all))-Anzahl in Some tn'oblems of "Partitio numerorun~ 

IV und V~I, Mathematische Zeitschrift,  Bd. XI I ,  I922, S. I 6 I ~ I 8 8 ,  Bd. X X I I I ,  

1925, S. 1--37): 

G(n) se i  das kleinste s(n), so dass (I) ffir alle grossen h r, d. h. fiir 

h r ~ 2V o (n, s), 15sbar ist. 

(3) 
sogar 

(4) 

Dann  is~ 

G(.) = 0(n 2.), 

~q-mm G (") _< 
n = o o  n 2 n - -  4 "  

(P. N. IV ohne P. N. VI  hat te  auch schon (3), aber start  (4) nur  

(~ 
(5) lira G < 

n=co n 2 n -- 2 

ergeben.) 

Ftir (3) und (5) (aber nicht  (4)) gebe ich also wegen 

einen neuen Beweis. Natfirlieh 

GrSssenordnung yon g(n) i rgend 

wie (2) war bisher nicht  bekannt.  

In  w 4 beweise ich: 5 

G (.) <= .q (.) 

h~tte auch ~ede der ~lteren )/[ethoden ffir die 

eine Absch~tzung ergeben; aber eine so gute 

q)(y) = boy'~ + " " " + b ,  

sei ein Polynom ~nit ganzzahligen Koeffizienten, bo>O, alle [b,]<=b. D o "  grSsste 

gemeinsame Teiler aller Werte yon q)(y) f i ir  ganzes y sei I .  Dann gibt es zwei 

nut  yon n, b o und b abhffngige Zahlen N O und D, so dass jedes ganze N :> 2V o in 

der Form 

Mo 

N =  ~ ~(w), v~=v~($, ~->_o ~,d ganz, i =<M0=~0(~, N)=< D 
~t= 1 

darstellbar ist; also ]edes ganze N>=o in der Form 

5 Das ist Herin Winogradows thdor~me I unter Verzicht auf explizite Ausrechnung yon Ar o 
und D; ein Spezialfall des Kamkesehen Satzes. 
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(6) 
8 

1 V - ~ z x ,  z ~ - o  oder=I  oder=O(y~), y~=y~(q), N ) > o  und ganz, 
),=1 

wo auch s uur yon n, b o u n d  b abh~'ngt. 

In  w 5 beweise ich den vollen WARING-KAMKEsehen Satz: 

qJ(y) ~- boy ~ + -.. + b,~, bo > o, 

sei f i i r  jedes gauze y eine gauze Zahl;  dann ist bei passendem, nur yon �9 ab- 

hh'ngigem s jedes gauze s yon de~ _~brm (6). 

Eine Absch~tzung der LSsungszaht, ~hnlich d e r  I{ardy-Littlewoodschen 

(be iy  n) und meiner (bei O(y); Zu m Waringschen Problem, Mathematische Zeit- 

schrift, Bd. XII,  I922, S. 219--247 ) kommt bei der Winogradowschen Methode 

nicht heraus. Aber der Nachweis des Waring-Hilbertschen und des Waring- 

Kamkeschen Satzes ist nunmehr weir kiirzer als zuvor. Denn es trit t  weder 

die Pointe der Hilber~schen ~r auf, n~mlich die Hilbertsche Identit~t, 

die yon n auf 2 n zu schliessen gestattet (am einfachsten durch Herrn ttAVS- 

I)ORFF bewiesen), und der schwierige Ubergang zu den n, die nicht Potenzen yon 

2 sind (am einfachsten bei Herrn STRIDSBERG); noch die Pointe der Hardy-Little- 

woodschen Methode, n~mlich die komplexe Integration, die Hauptglieder bei 

den major arcs and die ihnen entstammende, so bSsartige singular series. 

I .  

Bekannte ~Iilfssi~tze. 

Satz 1: Es  seien a und fl ganz, a<f l .  Fiir a<=y<=fl sei 

t/(y) komplex, F ' (y)  stetig. 

Dann  ist 

a 

sin 2 z h y d y .  

Beweis: Nach DI]~ICHL~T ist fiir a=<v<f l  (v ganz) 
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+ + 
' v + l  ~ + 1  

f - F(v) dy+  N, 
h = l  

v 

cos 2 z h y d y ,  

also durch Summation fiber v 

o~ 

und hierin 

a i] 
2~h  F'(y) s in2~hyd~.  

g 

2 ~ T (y) cos 2 z hy dy 
h = l  

o~ 

sin 2 z h y d y  

Satz 2:G Es sei a<fl .  l"~Zr a<=y~f l  sei 

Dann ist 

I 
f (y) reell, o < O <= f (y) <= 2' f '  (y) >= o . 

2 

a6,e_-<fl 

(v li~uft durch die etwa vorhandenen gamzen Zahlen des Intervalls.) 

Beweis: Ohne Besehri~nkung der Allgemeinhei* seien a und/~ ganz. Denn 

entweder enthiilt das Intervall  hSehstens eine gamze Zahl; dann ist 

] Z e2m/(~)[ ~ I < ~); 
a_-<,_-<~ 

oder es gehSren ibm wenigsCens zwei ganze Zahlen an; dann ist 

6 Satz 2 und sein Beweis sind yon Herrn VAN DEE CORPUT (Zahlentheoretische Absehdt- 
zun.qen, Mathematisehe Annalen, Bd. LxxxIv ,  IO2I , S. 53--79; S. 58--59). Herr Winogradow, der 
dessen Arbeit nicht kennt, h a t  bei seinem entsprechenden lemme III  (S. 497) ers~ens die unnStige 
Voraussetzung f "  (y)__< I und zweitens anf der rechten Seite der Behaup$ung ein ZusaSzglied, das 
von der Intervallliinge abhiingt! Es lohnt sieh nieht, den Wortlaut des lemme III  zu reprodu- 
zieren; der Leser kann as nach der Methode des Textes sofort in den angegebenen zwei Bezie. 
hungen versch~rfen. 
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ist 

B 
~ = ~ , ,  a < A < B < # ,  ~1 und B ganz. 

N a c h  Satz  I mit  

F(y) = e 2 ~t  f(y) 

# , I Z e2~tif( ) = 2 e2gifta) + I_ e2ztif(~ ) + .;e2~tif(y ) dy 
, y ~ a  2 

(7)  co ~ 

-- 2r ~ - f e2"'flv) f (v) sin 2 h~rv 

Hierin ist 

(s) I ~ e2.,:(o, + 2 Ie'~tif(#) I <= I" , 

ferner nach dem zweiten Mit~elwertsatz, da f (y)> 0 und monoton.ist,  

(9/ e'~if(v)dY = ~ l J  - ~ )  ----< 2 ~ - - 0  < ~--6" 
C~ C~ 

endl ich nach  dem zwei ten  Mitte lwertsatz ,  da 0 < f ' ( y ) <  I ist  und f ' (Y) 
= = 2 f ' (y )  + h 

m o n o t o n  sind, 

a 

a 

I 
I 

~ I ~  2- 

I 2z~ + 2  
--2V~-}- - -  - - - -  < I <I 

2 h - - I  = h '  
2 2 ] / 2  2 

2 < 
h I ~r h I 

2 2 
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also 

0o) 

Aus (7), (8), (9), (IO) fol~'~ 

I• I I 3 I 2 e 2 : * t f ( " )  < 3 + - -  < 4 -  - -  - -  
�9 = .  2 0 = 2 0  " 2 0  O" 

S a t z  3: E s  sei m > o  ganz;  7, 7 ~ , ' " , 7 m  reell, 

~P (Y) = 7Y ~ + Y1 y ~ - I  + ... + 7~, 

N ganz, P > o  ganz, 

/V+P 

S = Z e2~t~v(~)' 
' v = N +  I 

~ )  bedeute den Abstand der reellen Zahl  fl yon der ndchsten ganzen Zahl;  

Min. (P, I )  bedeute P. 

Dann  ist  

( , ) )  IsW -~ < 4  ,~-~ ~ - 1 - 1 + ~ - ~ - ~ , ~ i ~ .  P'{~,,~!h, .h~_i) ' 
h i , . . . ,  h m _ l  = l  

im Falle m =  I die Summe rechts das eine Glied Min. /(p, --\~) W O  

V o r b e m e r k u n g :  Demnach is% fiir reelles ~ und 

bedeutet. 

�9 (y) = boy ~ + ... + b~, b, reeU, 

(Ii) 

I N+P I Z e2 ~ t~ (~  ) 
~,=.N+ 1 

1 . - .  V . < 4  2--1 + p 2,,-1 ~, 
hi, . . . .  h n _ l  ~ 1 

( I �84 )) 
Min. P ' { X n ! b o h l . .  h~-l} " 
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Beweis  (WEYLsehe Methode): I. Es s e i  m = l .  Dann  ist 

ISl<p 

und, falls 7 n icht  ganz ist, 

~,=N+I 

jedenfalls also 

~'=zY+ 1 = 

2 I I 

-<- I i - e ~ , q -  Isin ~7[  < 2~7}' 

2. Es sei m >  I und die Behauptung  fiir m - - I  schon bewiesen. Ohne Be- 

schrEnkung der Al lgemeinhei t  sei N +  I-=o,  da man sonst nur 

~ ( y + N +  1)=7:~+ ... 

start ~p(y) zu betrachten hat. 

Es ist 

(12) 

w o  

-P--1 P - -1  1)--1 

] S ] 2 =  Z e2zt~( ' )  Z e - 2 a / ~ ' t ' ( / z ) :  Z e2gi(~(~')-#:(te)) 

= 0  ~u = 0 % ~ = 0  

P--1 Min. (P--l, P--l--ht) P--1 

, 0_~#_~P--1 b~=--(P--1) tt=Max.(0,--h~) h~=--(P--1) 
O~p,+ha~_P--1 

S (h,)= ~e2"~i'(r '~h'~m-l+ ~ ,(h0'~72+''" +I~m--1 (h,)),  

# 

erstreckr fiber P - -  ] h~ [ ~ P konsekutive #. Daher  ist nach dem fiir m - -  I als 

bewiesen Angenommenen  

(i3) 

I s (hl)F -~ 

< 42m-~{p2~= 2--1 JI- 
\ 

( )) p~-~---m+iZmn, p, {r~hl ,--i)!h:...hm_l) 
b.o . . . .  , hm_l= 1 
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fiir m = 2  bedeut;e~ die Smnme reeh~s Min. P ' { 7 . 2 h ~  

yon (13) ist eine gerade Funk~ion von hi; triviulerweise ist 

I S(o) l < p; 

daher ist nach (I2) und (I3) 

[ P--1 ~2m--2 P--1 

h~= h~=-(P--1) 

< 22~-2--I ~ m - 2 . _ i  

�9 /:era-2 + 2 . 4 2~-2 / ~ - 2  + p~m-2_m+ 1 ~ Min. 
h~,..., hm_l=l  

( 2 2m-2-1 .P 2m-2-1 (I + 2 . 4  ~-~) (/~m-2 + Fam-2-m+l ~Min.) 

< 22m-2-1 �9 4 . 4  ~ -~  ( P ~ - 1 - 1  + / ~ - l - m  ~ Min.), 

womi~ wegen 

2~m-~-1 �9 4 �9 42m-2= 22m-~+1 42m-2~ 22m-1 42m-~=42~-24~m-2=42m-1 

die Behaup~ung bewiesen is~. 

Satz 4: ~(a) sei die Anzahl  der (posi~iven ganzen) Teiler 

ganzen) Zahl  a. Be i  festem e > o ist 

.(a) = 0(#);  

genauer : f i ir  jedes a > o und jedes ~ > o ist 

1 

04) < J a ' ,  

wo c eine positive absolute Konstante bezeichnet. 

29--25389. Acta ma2hematica. 48. Imprim6 le 23 f6vrier 1926. 

225 

Die rechte Seite 

der (posi~iven 
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Beweis: Ohne Beschr~nkung der Allgemeinheit sei (wegen ~ ( I ) =  l) 

und (wegen ~(a) ~ a) 

Dann isg 

a =  l - [  p2 > t 
pla 

0 < ~ <  I. 

p]a 

1 

(da fiir T >  2 ~ 

also 

-  -<II p .  a ~ 
pJa  p l a  

1 

p < 2  e 

a e  - -  e 2  e l o g  p ~ ~ e  log 
1 1 

p < 2  p < 2  e 

Satz 5: 7 

2 = e log 2 
1 

p < 2  ~ 

1 1 1 

( ) 3 :  1 _ . ~ 2  l o g -  c 3  e < H 3 _ < ~ 3 _ < ~  : = 2  '~ ~ < 2  

1 
-- p < 2  e 

p < 2  ~ 

~ s  sei v>  I ganz, a > o  ganz, ~,(a) die Lb'sungszahl yon 

(I5) 

Primzahl, 

nebst  

Herrn Winogradows lemme I lautet:  Fiir o < e ~  _I ist 7 

2 

1 

v~(a) < (~)~e ~a~. 

Dies isr ffir jedes e der S~;reeke o < e N I (bei passenden a, ~) falseh. Denn PZ sei die ~te 
2 

,p 

a = H P ~ -  Bekanntlich ist, wegen 

2 = 1  

~(Y)= Z log p ~ y 
p~_y 



W i n o g r a d o w s c h e  B e w e i s m e t h o d e  des  W a r i n g - H i l b e r t - K a m k e s c h e n  Sa tzes .  

h l h ~ . . ,  h , = a  

in  posit iven ganzen  h~, . . . ,  h~. D a n n  i s t  bei j e d e m  e > o,  wenn  v fe,  s.t ist, 

(16) v,(a)=O(a*);  

genauer : f i i r  jedes  a > o, # d e s  , > o und  jedes  v > I is t  

(17) *~(a)< 2*'&a * , 

wo e die Kons tante  aus Sa tz  4 bezeichnet. 

Beweis: Wegen h~la ist offenbar 

(14) mit  e stat~ , liefer~ also 
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Satz 6: s 

2. 

Neuer  Beweis  des Hilbertschen Satzes. 

E s  sei  

I 
e0_>---I, o _ - - < , 9 < 1 ,  o < ~ - -  

2 q'g O) *~ - -  I "  

andererseits ist  

p~ ~ v log v, 

H p ~  ~--- e 0` (P~) = e p~ + o (p~) ~ e~ log  �9 + o (~ log ~) ; 

z~(a)=v= =e~ log ~. 
Aus (I5) wiirde also bei v ~ o o  folgen 

1 
3 

e,vlog,,<(1)'veet~(,vlog,v+o(,,log,v))=O(e4'vl~ 

was offenbar falsch ist. 

Da der iibrige Teil des Winogradowschen Beweises r icht ig ist, muss also sein Fehlschluss 
in  den Schlussworten liegen: ,,De lg le lemme I se lalsse facilement v6rifier.~ 

s Bei seiner Formulierung des entsprechenden Satzes am Ende der No, 7 (S. 498) vergisst  
Herr  Winogradow die im vorangegangenen Beweis gemachte Annahme />>3  n ( n - -  I) a 0 (I8O A) n. 



2~s E d m u n d  L a n d a u .  

Dann ist 
1 

I Ze2~i~(*'--3)n I < 4),-- ~. 

Beweis: 
niig~ alsdann, 

Ohne Beschrgnkung der Allgemeinheit  sei w > 2Z 

1 - 

I < 
1 

zu zeigen. 

Das folg~ soforg 9 aus Sa~;z 2 mit  

1 

'~, und es ge- 

1 1 
a = 2 Z  ", f l=o ,  f ( y ) =  ~.(y-- 8)", O=).'L 

Denn wegen Z -~ >_-- 2 n eo n-~ > I ist fiir a =< y _--< fl 

1_1\,,-~ [ _~  ),~-1 
O=)A,Z "1 < gul,2Z "--  I < ~.n(y--O)"-~=f'(y)<=~.naJ'~-*<= I 

2 

f "  (y)= An(n- - I ) (y- -a )n-u> o. 

Im  Res t  dieses Paragraphen sind ~'j, ~ ,  ~a, r, K, T, L, Q, ~4, ~5 ganze 

nur yon n abhgngige ZaMen > I. 

Satz 7: E s  sei 

.N" ganz, P > o ganz, 

] q ]  i ,  ( a , q ) : ~ ,  o<=a<=q<=n2"+lboPn-1 (also q > o ,  bo>o), 

(y) =- boy n + ... + b,,, jedes b~ ganz. 

Dann  ist 

9 An der entspreehenden Stelle (S. 498) zerteilt  Herr Winogradow unbegreiflicherweiSe seine 
Summe in so viele Teile, dass jedesmal die obere Interval lgrenze hSchstens doppelt  So gross wie 
die: :untere  ist. An manchen Stellen der Li tera tur  war dies nStig, weil d0rt der anzuwendende 
Hilfssatz es verlangte;  sein lemme I I I  verlangt es ~ber nicht .  
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1 

IN~Pe2~(')I < C~P (Max. ( p ,  q))2n, 

wo C 1 (desgl. C2,. . . ,  C6 
Zah l  > I ist. 

Vorbemerkung: Fiir 

is* hierin 

beim Beweise) eine ganze, n u t  von n und  b o abhh'~gige 

q) (y) = y, ,  

C1= S~. 

Beweis: i. Es sei ~ q ~ P .  In (I I) nimmt reehts 

n! bo h i .  �9 �9 h n - l :  8 

nur positive ganzzahlige, durch n! bo teilbare Wer~e ___<n! bo/~-1 an; jeden solehen 

naeh (I6) mit ~=n- - I ,  e 4 (n - -  I) hSehst~ens 

1 1 

mal. Daher ist in (I I) 

P ( i ) 
(I8) Z Min. P, {4  n! b o b 1 . . ,  h,-1} 

hi . . . .  , h n _ l = l  

~ / ~  ~,Min.  P, . 

Die Summe reehts in (I 8) zerf~llt, wegen 

I . . . . .  v 0 q 
in hSchstens 

(19) n! bo/~-1 + I =< ~ p n - 1  
q q 

Teilsummen yon je q konsekutiven Gliedern, wobei die letzte kiirzer oder leer 
ist. Jede dieser Teilsummen ist, bei passendem, yon z freiem 7, 

G ~ ~[in. P, 
z ~ O  
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Hierin is~ bei passendem ganzem, von z freiem M 

und nach Voraussetzung 

also 

2q 

~+gz M+az + e(z____); le(,)l < 3. 
q q 2 

Da M+az wegen (a, q ) =  I ein volls~i~ndiges Res~sys~em rood. q durehliiuf~ und 

~8) die Periode i ha~, is$ 

(~+ ;~z}= {.a(Z)qO(Z)}, 

wo a(z) abgesehen v o n d e r  Reihenfolge die Wer~e o, i , . . . ,  q - - I  durchli~uft. 

Wofern 3<a(z)<q--3, is~, wegen 

. (2)- ~3 <.(2)+ e(2)< .(~) + 2'3 

g 

(~ + ;tz} ~ Min. 

Nun is~ mig hSchs*ens 5 Ausnahmen 3 < a(z) < q--3;  daher is~ 

~ M i n .  P ' ( V + Z z }  ~ 5 P + z q Z M a x "  ~' <=5-P+4qZ 
z=0 3 ~ a < q - - 3  q • 3~ff_--__q--8 

(20) 

< IO q + 4 q log q < IO q + 4 q (log (n 2 n+l bo) + (n-- I) log P) 

Aus (IS), (I9) und (co) folg~ 

( ) 
ht, �9 �9  h n _ l = l  

1 

< Csq+~aq log P<C4qt ~. 

1 p n  - 1  1 1 

a l so  n a c h  (I I)" 



Winogradowsche Beweismethode des Waring-Hilbert-Kamkeschen Satzes. 231 

2,~.1 + p ] ( ={"~P I 1 1 1-- 2n--~ n P 2'1-1 n 1. 1 
/ 1 

e 2~1~+(') < 4  P C~ <C6P 2" 

E ,  , e l  2 q ~ P .  1~ D a n n  z e r ~ i l e  ich  i n  / q  / 2. S u m m e n v o n  ~e P l k O n  - 

sekutiven u, Wo stets /)l----q, nur  einmal q ~ P l < 2 q .  Jede dieser Teilsummen ist 

(wegen P l > o ,  q~n2n+lboP, n-' , 2q~P1) nach I. absolut 

1 1 1 - - - -  1 - - - -  
<c~P~ 2-< 2C~q ~"; 

die Gesamtsumme ist also a b s o h t  

1 
, ( 

< - - 2 C 6 q  2. _=z C6Pq 2n <= 2 C6p Max. x , 
q 

~ - -  ~ , T = 4  I~,  L = K i ,  Q=(3 ~1~*)" 2~ 

gilt, wenn 

ist, 

P ~*t$ 

x > o  ganz, (x, L)----I, P : T x ,  x ~ : U > Q ,  S , ~ : ~ e  2~-ff'~ 

U--1 

~ ' , l s , , l ~  < P ~ . 
m: l  

Beweis: Nach den bekannten Eigenschaf~en der Fareybriiche gibt es zu je- 

dem ~ zwischen o und  I und  zu jedem ganzen N > o ein Paa r  ganzer Zahlen 

a, q mit  

s0 Herr Winogradow macht hier (S. 494) den Fehler, in Summen yon hSchstens q Gliedern 
einzuteilen und fiir die eine mit eventueU _P~<q Gliedern zu iibersehen, dass seine Bedingung 

7 
q =< (P1--I) 8 nicht erfiillt zu sein braucht. 

n Die Aufstellung des entspreehenden Hilfssatzes (lemme V) ist die Hauptsache an der Wi- 
nogradowschen Methode. 
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I q]  I (a, q)----I, o<a<q<2V; ~ "  < q(N+ I)' 

also zu jedem ~ zwisehen o und  I und jedem y-->_I ( ~ = [ V ]  genommen) ein Paa r  

ganzer Zahlen a, q mit  

I~--q] < ~I ' (a, q)~-I, ~ <a<q<v'l~ 

Daher  gibt es fiir m ~  I , . . . ,  U - -  I zwei nur  yon n, x und m abh~ngige 

Zahlen a, q mit  

I m a I F - q  

Wird 

Somit ist 

gesetzt, so ist 

Wi rd  ferner 

< I 
q n 2n_P,~_ 1 , (a, q ) - ~ I ,  o ~ a < q ~ n  2n t )n--1. 

mq'~ aq n - i =  Z 
U 

qn--1 
IzI < n 2 n p n - l "  

gesetzt, so ist l >  o und ganz, und zu jedem vorkommenden System a, q, 1 gibt 
qn 

es hSchs~ens zwei m; denn Z w~chst um -~, wenn m bei festen a, q um 

I w~chst. 

Ich  teile nun  aile m - ~ I , . . . ,  U - - I  in drei Kla.ssen: 13 

t~ Herr Winogradow (S. 500, Z. 7) meint allerdings, es sei stets 

I ~ - q l  I 

I 

erreiehbar (wenigstens fiir grosse v). Das ist falseh. Gegenbeispiel: v ganz, ~ = , .  

ts Herrn Winogradows Fallunterseheidung auf S. 5o2 ist konfus, da es nicht nut  yon m, 
sondern aueh yon v abhangt, welehe seiner drei Bedingungen fiir Z erffillt is t :  
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I. q > x ;  

II.  q < x, q > Max. (l, K); 

I I I .  q < x ,  q < Max. (/: K).  

Nunmehr brauche ich nur fiir jede der drei Klassen zu zeigen: 

WO 

Ism[ <P~m, 

I Z v ; =  < ~" 
m 

I. 

_1 1 

[ S ~ [ <  ~ P U  ~2~ im Fa l l I . ,  da P>x, q>x, x : U  ~, 

[ ~ l p  q 2~ im Fall II., da q<x<P.  

1 

~m=~ U "~" 

gil~, d a m  weniger als U Werte  hat und r~-->n2n+ I, U>Q ist, 

II .  Wegen 

gil~, mit 

1 1 - - 1 - - u  

3 

q > K > 2 2 ~ > 6 ,  r>2n+l. 4 

1 1 1 1 

q g m = ~ i q  2n < ~1 K 2 n + l q  2n+1 ~ (  2 n + l ,  

da zu jedem q (wegen o_--<l<q) hSehstens q Werte yon l, (wegen o < a < q ,  

(a, q)~--i, q > I )  hSchstens q Werte  yon a und zu jedem Tripel a, q, l hSchstens 

zwei Werte  yon m gehSren, 

30- -  25389. 

~ ; ~ <  Y~ q - ' .  q. q. ~ = ~ y , q - ~ <  2_ < _I 
K = 3 "  m q>K q>K 

Acta math~natica. 48. Imprim6 le 24 f6vriar 1926. 
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III .  Es ist 

q--1 

(:,) I ol=ly, 
v=O 

m q ~ l  mq n [ v n q--1 

l ~ , r ~  P + v  v:O l< ' r~  p+V_ v:O 
q q 

wo (wegen q < x < P) 

t > P  P + v  = ~ - > i  

q ] P P [ < - -  -}- I < 2 - - ~  
q q 

gesetzt ist; in der Tat ist - -U---  Z ganz und durch q.-1 teilbar, v -  

einer yon v freien Zahl plus einer dutch q"-~ dividier~en ganzen Zahl. 1~ 

Fiir / = o  ist q < Max. (o, K)----K; wegen 

(U, KI)=(U, L)=~, U>~ 

ist alsdann 
m q  ~ 

die Zahl - ~ -  nicht ganz, also 

Z # o ,  

I Izl~, 

Fiir l > o ist 

[ Z I  - ~  = < U .  

Z #  o, 

Izl- '< q.~. 

gleich 

14 Her r  Winogradow (S. 5ox, Z. 8) sch re ib t  sogar  (in me ine  Beze ichnungen  i iber t ragen)  

l~v<cu l~v~ca 

das iSt falsch,  da  a q n - - l / - - v ~ n  n i c h t  no twend ig  ganz ist.  
~ ql 
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Jedenfalls is~ daher, weil 

I I 
o<lZl - < - -  

v z=lzl )  ist, nach Satz 6 mi~ ~ =  q,  

1 4 fiir / : 0 ,  

(22) f2v < 4IZI  -~_-< / 4 U~ 
- ~ -  fiir l > o .  
q 17~ 

Zu jedem l < K  gehSren (wegen I ~ q ~ K ,  o ~ a ~ q _ - - < K )  hSchstens 

K . 2 K . 2 = 4  K~ Wer~e yon m; zu jedem l>=K gehSren (wegen I ~ q ~ l ,  

o~a<=q<=l) hSchstens 1 . 2 1 . 2 = 4 l  ~ Werte  yon m. Nach (21) und (22) ist nun 

~Ii~ 

lS l< 

1 

4 q U ~ i ~ P ~ - : P  K fiir /=O, 

1 

U ~ 4 < p  I 
4-q- : P  1 1 

l '~ T l '~ K P  

fiir l>o .  

K fiir o < = l < K ,  

~ra= 

( Kl  ~i 

ergib~ sich sohliesslich, wegen r > 4 n > 4, K >  22~> 36, 

. K - 1  oo co 

m l =  0 l = K  l = K  

4 4 I2<I_ 
3. 

Haupt~atz I (HIT,B~.RT): Jedes ganze N>=o Idsst sieh auf die Form 

~4 

N =  ~ y ~ ,  yz=y~ (n, N) ~ o und ganz, 
2=1 

bringen. 
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Beweis: Wegen  

gib~ es ein 15 

lim ( (M+ I ) L +  I)" 
 =oo (ML + 

= 1 < 2  

~5 > 2 Q r T ~, 

so dass es fiir jedes ganze N > ~ 5  ein ganzes x = x ( n ,  N )  mi~ 

x > o ,  x ~  I (mod. L), Q < - -  
N N 

2 r T  '* _--<x'*---- U--_ < r T "  

gibe; alsdann ist 

rT"__< --N <~,.I, ,~ 
V = ~ .  } 

und nach Satz 8 

!oh seize nun  

so dass 

U - - 1  

m = l  

f(t)= y, t,", 
'v=l 

2~i 

t = e  v , 

/ ( 1 ) = P ,  

f ( e ~ ) = S m  fiir m - - I ,  z , . . . ,  U - - l ,  

15 t t e r rn  Winogradows expl iz i te  Angabe  der  me inem ~s en t sp rechenden  Zahl  ist ,  auch wenn  
alles Vorangehende  r i e h t i g  wgre, ver fehl t ;  auf  S. 5o5, Z. I v. u. steh~ (den herausgef~l lenen Expo-  
nen ten  2 in T rz habe  ich schon erg~nz~, im E ink lang  mi t  S. 5o6, Z. 8), auf  e o = e - - I  spezia l is ier t  
und  T r >  I sowie ganz angenommen:  

Ich  gebe n u r  zu, dass  z. B. 

ist .  

(Tr)l < Tr ~. 

( T r ) !  < ( T r ~ T r ) =  T r T r 
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r p  u 

f"(t) = ~.~ Akt k, 
k = r  

wo Ak die LSsungszahl yon 

ist. 

r 

k =- ~y'~, I ~y~.<=P, y~ ganz, 
1 = 1  

Hieraus folg~ fiir gauzes N >  ~5, wenn 

N - - [ U  ] U=h=h(n, N) 

(ganz, ~ o und < U) gese%zt wird, 

r p n  r p n  U - -  1 

k = r  /c=r m=O 
k~--h (rood. U) 

U - - 1  

/_2 " m 
m = l  

U - - 1  r P  7~ U--  1 

~ 0  k ~ r  m=O 

16 

U--1  

Also gib~ es fiir jedes ganze N > ~  5 ein ganzes M=M(n,  N) mit 

hierin is~ 

T 

o < M U + h =  ~_jy~<=rt ~l, y~ ~ o  und ganz; 
2 = 1  

~  [ U ]  U = r T ~  

o_--<[~]--M_--<2rT '1. 

a6 Zu  dieser  A u s s o n d e r u n g  der  k - - h  (mod. U) ve rwende t  Her r  Winog radow (S. 504- -505)  

ungeseh i ek t e rwe i s e  e ine  Four ie r re ihe ,  deren  Koeff iz ienten u n d  Res t  er absch~itzen m u s s ;  s t a t t ,  wie  

i ibl ich u n d  im  obigen  T e x t e  geschehen ,  d u r c h  endl iehe  Summa%ion u n t e r  B e n u t z u n g  yon  E inhe i t s -  

wurze ln  zu  isolieren.  Natf i r l ich  k a n n  m a n  s ich nacht rRgl ieh  davon  i iberzeugen,  dass  se ine  Identi t~it  

au f  S. 5o5, Z. 15 du rch  S u m m a t i o n  der  in  ih r  a u f t r e t e n d e n  Four i e r r e ihen  g e n a u  in  die I den t i t~ t  
des  T e x t e s  i ibergeht .  
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Fiir  jedes ganze N > ~  gilt  also 

N =  
r + 2 r  T n 

)~=1 

Fiir o ~ N =< ~ ,  N ganz, ist offenbar 

Die Zahl 

~5 
N - - - -  ~ n un(1  / , y ~ ,  y~ o ganz. 

~ = Max. (r + 2 r T '~, ~5) 

leistet also das Gewiinschte. 

w  

Verschiirfnng des Hilbertsehen Satzes. 

Definition: Es se~ H(t, n), kurz H(t) geschrieben, fiir t >=i 
s=s(t ,  n), so dass alle positiven ganzen N<: t in der Form 

N : ~ y~, y ~ o  und ganz, 

darstellbar sind. Fiir o <  t < I sei 

H(t)----o. 

In  dieser Bezeichnung lautet  der Hilber~sche I tauptsa tz  I :  

H(t) <= ~ f i i r t  > o. 

H(t) f~llt~ mit  wachsenden t offenbar niche, und  es is~ 

lira H(t) = g (n) 

im Sinne der Einleitung. 

Satz 9: Fiir t > o  und ganzes f > o  ist 

(~3) It(t)<=/+ H (n~t~-~) 

das kleinste 
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( 2 a )  
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Beweis: i. F i i r  N > ~  ist 

- -  I !  < n N "  . 

Fiir t > o ist also (da jedes ganze positive N__< t die nte Potenz einer positiven ganzen 
n - - 1  n - - 1  

Zahl plus einer nicht negativen ganzen Zahl < n N n <= n t n ist) 

H ( t )  <_~ I -Jr H ( n  t~nl) . 

Wird 
n - - 1  n - - 1  n - - 1  

t l = n t  ~ , t ~ n t  1 '~ , . . . ,  t f + l ~ - n t f  ~1 , . . .  

gesetzf, so ist also fiir t > o 

.It(t) ~ I q- H(tx)  <= 2 + H(t~) < . . . ,  

~qun ist 

H ( t )  <= f + H(t]) .  

t f ~ n  x n ] t x  n ! ;  

denn ffir f----- I 

wegen 

Wegen 

ist dies wahr, und der husdruck geniig~ der Rekursionsformel 

n - -  1 

0.4 (rgl.t,_n(n~lnl)f C~l)q~-- ,7_n(n--llf+l ~n--l~f-{-1 
X . t ] ~ n  ~ n I t x ~  I . 

tf< nn t(e--1) f 

ist also (23) bewiesen. 

2. Fiir ~ I is~ 

N=[2N--~]2'~+(~, o ~ 0 < 2  '~. 

Fiir t > o  ist also (da jedes ganze positive N ~ t  gleich 2 n mal einer nicht nega- 
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riven ganzen Zahl < N <  t 
2~ = 2, ~ plus einer nicht negativen ganzen 

woraus successive 

Zahl < 2 n ist) 

(t) H(t)<H ~-~ -}-2.2 n, 

~(0< ~ +3.2", 

�9 ~ . . . . .  �9 . ~ . 

bis zu (24) folg~. 

Satz 10: Fiir jedes feste c > o  ist 

I-I (2 o~') = 0 ( .  2"). 

(H(2 ~)  bezeichnet natiirlich die Funk~ion H(2 ~'~, n) der einen Variabelen n.) 

Beweis: Nach (23) mig f = 2 "  ist 

H(2~ ~) < 2,~ + / /  n,~ 2~'~"~ ~ . ,  

fiir grosse n ist 

also 

(25) 

(26) 

2 n 1 

2cnae n < e2nn .~ I "[- I 
~ n 

2 ? ~  

nn  2cnae n ~ nn  .{_ I, 

~(2~  _-< 2- +H(n"). 

.] 
5Tach (24) mi~ f---- [log 2J + I is~, wegen 

f__< l o g n  i n \  '~ ( l o ~ , , ] n = , ,  < 

log n 2,,= o (n 2,,). H(n") < 2 log 

Aus (25) und (26) folgt die Behaup~ung. 
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Satz 11 (Verseh~rfung des Satzes 7 fiir O(y)=y'~): Es sei 

32 ganz, P > o ganz, 

Dann ist 

a [  I ,  
;~>o, ~ - - q  < ~  (a, q ) - - l ,  o<=a<--q<--_n2"+lP "-i. 

n--1 
N+P I e l i  n 2n--1 [ Y, e~"'""[ < ~":~~ (Ma"- (~' ~H , 

,v=_N+ 1 

wo e~ (desgl. e.2,..., e12 nachher)eine absolute ganzzahlige Konstante > I be- 

zeiehnet. 

Beweis: I. Es sei 2 q > P .  Dann gilt (I8) mit 

1 
2c~ p~ n 

1 
start ~ P ~  rechts (und bo= I). Denn die LSsungszahl von 

a--~-hi.., hn-1 (hi , . . .  ganz und >o) ,  

( WO I~<a~_~<P *-1, ist nach (I7) mi~ v = n - - I ,  ~ =  

1 1 
2 o n  3 2 #  a ~ ~ 2c~ ~8.e.2nn. 

hSchstens 

Die Anzahl der Teilsummen, in d ie  die Summe rechts in (I8) zerfifllt, is~ 

n i/),~-1 p ~ - i  
- -  + I ~ n c~ ~ 

q q 

Jede dieser Teilsummen ist, wie beim Beweise des Satzes 7 ausgerechnet, 

( ( 1 ) )  1 
< ~ I o q + 4 q l o g q < ~ I o q + 4 q  e4n+e.~n~log P ~  < e~qn~P 2'~. 

Daher ist 

1 _ _  
P p, I l ~ 2c~ n p n  neon c~qn~t~ Mi. (z.!h~..  h,~_l>! q 

hi, . �9 ,, h n _ l ~ l  

und (I I) ergibt 
31--25389. A e t a  mathemat ica .  48. [mprim6 le 24 fdvrier 1926. 

2c#.~ pn 
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N + P  _ _  _ _  

~,=N+I 

n--1 
n 2 n -1  

2. E s s e i  2 q < P .  Wie  bei Satz 7 folg~ aus I. 

N+P p 1 -  n--.___~l ~--1 

q 
,v=.N:{- 1 

Satz 12: Fiir 

2 ~ i m  n 
r:2n--l(n+I4), T : 2  el~ x Primzahl, P = T x ,  x ~ = U > T ,  Sin= e v 

ist 
U--1 

 ls l'< P r . 
m = l  

Beweis:  Ich seize 

so dass bei passendem e~o 

K = (2c,'~') 2~+ 1, 

4 K~ / < 2 c~#": T. 

(3 .2o , 'r )"  J 
Der Beweisbeginn des Satzes 8 bis zur Un~erscheidung der drei Fglle bleib~ 

ungegnder~. 

Im Fall Ii heiss~; es nach Satz I I jetzt 

Wegen  

ist a lso .  

n - 1  

~ m  : 2 c~na U n~2n-1 

n--x [ 2n + ~2 ) 
Z 9 =  < U 2  c,ns U n '2  n - l ~  ~ 2n-1  r : 2 c~nsr U 

n 2 
2n--1 : 2 n + - -  2n--1 

~ - - I  

2 (,~-x) 
~2 

1 1 

2 e~nSr U - ~  < 2 e'nSr T n < I .  

3 
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Im  Fall  I I .  heisst es (wegen q > K )  nach Satz i i  jetz~ 

943 

n--1 1 1 

qgm : 2e'n~ q n 2 n -  1 ~ 2c ,~ q on < q 2n +1 

u. s: f. wie damals (r ist ~ 2 '~-x . I6 = 2 n+l . 4)"  

Im  Fall  I I I .  ~nder~ sich nur, dass jetzt  fiir l ~ o  das Nichtverschwinden 

yon Z so begriinde~ wird: 

I < _ ~ q < x :  Primzahl,  (U, q n ) : (X" ,  q " ) =  I, U > I .  

Hauptsa tz  I I :  Jedes ganze N > o  lSsst sich a u f  die ~brm 

g (~,) 
N =  ~ y ~ ,  y~=y~(l~, 2V)>o und ganz, 

~ 1  

bringen, wo 

(27) lim g(") < [ 
n = o o  n 2 n ~ 2 " 

Anders ausgedriickr Fiir t > o  ist 

= H(t ,  . )  < g(n), 

wo g(n) die Relat ion (27) erfiiUk 

Beweis:  Aus der PrimzahRheorie benu~ze ich die folgende TaCsache (die 

noch weniger besag~, als schon TSCH~B~SCH~.F bekann~ war): Fiir y ~ I  gehSrt 

dem In~ervall y <= x ~ c~ly mindes~ens eine Pr imzahl  x : p  an. 

I ch  w~hle c~ so, dass 

2 e12n8 ~ cn l  9" T n + l .  

Es sei s ganz und > 2  c,.~'. Dann  gibt es, wegen 

ein 

mR 

x=x(n, 
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und der Beweis des 

des Satzes I2) lehl~: 

darstellbar,  wo 

~' I N N 
V T <  - -  <x<= rT,~, 

e l l  r T n = 

T < - - N  <x,~= UC= N 
e ,  r T  n = r T  ~' 

Hauptsa tzes  I (hier mit  T s tar t  Q und un te r  Benutzung  

Jedes  ganze N > 2  c2~ ist in der Form 

r 

N =  D x  '~ + ~ y~, yx > o und ganz, 
~ = 1  

C ~3 D ganz, o ~ D =< v~l~" r T n <  2 "- , x > o ganz. 

Dahe r  ist fiir t > o  

H(t )<=r  + H ( 2  c,#*) = :- n 2 n + o  (n 2 n) 
2 

nach  Definit ion yon r und Satz I O. 

w  

Neuer Beweis des Kamkeschen Satzes fiir ganzzahlige Polynome 
ohne Zahlenteiler. 

I n  d i e s e m  P a r a g r a p h e n  sei 

�9 ( y ) = b o y  '~ + . . .  + bn, bo>o,  

alle b, ganz und  alle ]b~,] =< b. 

Sa tz  13: i .  _Fib. y > 5 b i s t  

(28) 43 boy,~< a~(y)< 54 boyL 

(29) y"-~< o'  (y)< 2n~ ~,'~-: uO.~  , 

(3o) ~"(v)>o. 



Winogradowsche Beweismethode des Waring-Hilbert-Kamkeschen Satzes. 245 

2. Fiir P>=2, I ~ y ~ P  ist 

(3I) I(V(y)l < 2b P '~. 

Beweis: :. Ftir y__>sb ist 

b b i 
y - - I  = 5b--b 4 

I nO(y)-hovel =<_ b(y"-: + 

womit (28) bewiesen is~; 

- - ~ - I ) <  b yn <_~ l yn ~ I_4 bo yn 
y - - I  4 

nb n--i < n yn--1 ~ b ~ n--1. I q / ( Y ) - - n b ~ 2 4 7  +:)<  ~ Y  = ~  <-2 o7 , 

yn--1 ~ ~2 b~ < ~ '  (y) < 3-2 ~tb~ < 2 nboy "-~, 

q/' (y) >--_ n(n-- I ) boy'~-2-- n (n-- I ) y ~ :  y'~-2 >__ n (n ~ l )y"-2 ( bo-- 4 ) > o. 

2. Fiir P>=2, : ~ y _ - - < P i s t  

p n  4- i l(v(~)i <b(ipo+... + :)<b ~--~ - -  < b--if-. = 2 b P  n. 

2 

Satz 14: ~s  sei 

Dann ist 

0J~ ' I ,  O ~ 0 " < I ,  q > o  ganz, o < ~  < 
4 ~ bo oJn--I ' 

wo Dt (desgl. D~, r, K, T, L, Q, D3, D~, Ds, /)6 nachher) eine ganze, nur yon 
n, bound b abMingige Zahl > : ist. 

1 
Beweis: Ohne Beschr/~nkung der Allgemeinhei~ sei t o > ( 5 b + I ) 2  ~ und 

alsdann nur 
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" 1 2~i h-  ~, (q ( , -  a)) 

1 

( 5 b + l ) ~  n N ~ ' N m  

zu zeigen. Das folgt t7 (mit D~=2) aus Satz 2 in der Spezialisierung 

a = ( s b + i ) Z  ", fl=w, f ( y )=  ~q~(q(y--a)), O=Z ~. q-  

In der Tat ist nach (29) und (3 o) fiir a~y<=~, wegen 

1 

) ~ - - l > I ,  a > 5 b + I ,  y--,~>5b, q(y--,~)>5b, y > 2 k  ~', 

,,1 <~,(2; t - ; / ,_  < ;~(y-a),,-~= 
k 

qn--, (q (ff__~))n--1 

, ( y L - a ]  - 1  

< q,,-1 (q(y-~)) = f '  (y)< 4nboto . - ,  q.-~ = < 

(iO,t f "  (y) ~- ~ (q (y-- 9)) > o. 

Satz 15 :~s 2'~r 

r~-2"(n+6), K:C~'~+I(C, aus Satz 7), 

gilt, wenn 

ist, 

T = 2  hoD1K 2 ( n l  a u s  S a t z  I4) ,  L=KI,  

Q = (3 C~) "~" (2 bo) "~'~+' 

x>=sb ganz, P=Tx ,  q)(x)=U>Q, (U, L ) = I ,  8 ~ = ~  

U - - 1  

E Is~l'< i"~. 
m ~ l  

17 Vergl. Anm. 9. 
~8 Beim Beweise des entsprechenden Satzes (Lemme V) schliesst Herr Winogradow auf S. 5oi, 

Z. 8 v. u. unberechtigterweise 

-Pl> 3 n ( n  - -  I) C0(I80 A) n. 
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Beweis:  In  leichter Ab~nderung des Beweisbeginns yon Satz 8 w~hle ich 

etzt a : a ( q ) ,  x, m) und q : q ( O ,  x, m) mit 

- -  < q n 2 n + l  bo P't-1 , (a, q)----I, v = ~ = ~ =  t , O ~  . 

Z : Z ( q ) ,  x, m) und l=l(q), x, m) seien wie dor~ definier~, so dass hier 

Izl  < 
q~-i 

n 2 n + l  bo P n - 1  " 

Die Einteilung der m in drei Klassen geschieht wie doff, und zu den drei 

F~llen ist hier das folgende zu bemerken: 

I. Es ist P > x ,  q>x,  

1 

iv? x >  ~ o 1  (wegen x>sb  und (28)), 

1 

also nach 

1 

folglich, da r > n 2" + I, U >  Q > 2 bo, 

U ) _ I _ _ _  

f~ 

1 n 2 n +  I 1 
n 2 n I 

< ~ (2 bo) "~" Q "~" = - .  
3 

II. Ganz unver~ndert wegen 

1 

~Om = C1  q 2n<CIK 
1 1 1 

2-+I q 2~+1 = q -  ~+1 

I I I .  

wo (wegen q < x < P} 

q--1  
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P + v  P 
< o, = o,(v) . . . . .  < 2 - ,  

q q 

2 m . 2 ~ i  Z q,(q~,__v) 

1 ~'v_--<to 1 _-<. v.<. to 

(da t D ( q v -  v) gleich einem Multiplum yon q plus einer yon ~ freien Zahl und 

q -- = a ganz ist): 

Fiir l = o  ist wegen q ~ K ,  (U, K ! ) = I ,  U > I  die Zahl Z nicht ganz, und 

die al~en Rechnungen bleiben ungegndert, da Satz I4 mit ~ - - ~ .  ~:=}Z] wegen 
q 

( /~_),, 1 4nboeo,,-1 
4~bo 2 

anwendbar ist, der Fak~or D1 bei T den Faktor D 1 aus Satz 14 kompen- 
1 p 

siert und U'~<2 box==2 bo~ ist. 

Hauptsat~ III: (D(y) mSge iiberdies die Eigenschaft haben, dass I der grSsste 

gemeinsame Teller aller f i ir  ganzes y dargestellten Zahlen ist. Dann ldsst sich 

jedes ganze N >  Ds au f  die Form bringen 

Jro 
N =  ~ r y~>o u . d  ga.z, ~--<_Mo=M0(O, Y)_--< D.. 

) . - -1  

Beweis" Es gibt ein ganzes Xo----Xo(O) mit 

(3 2) (O(Xo), L ) = : I .  

Denu fiir jedes p l L  ist nach Voraussetzung nicht stets plO(y), also ein x v mit 

@ (xv) ~ o (rood. p) 

vorhanden. Die Kongruenzen 

x ~--x v (mod. p) 

sind ver~s und fiir ein solches Xo is~ bei jedem p L 

o ( x 0 )  ~ o (rood.  p ) ,  
also (32) erfiillt. 
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Ich zeige zun~chst, dass es fiir jedes t > D~ eiu ganzes x = x(O, t) mit 

x > s b ,  (~(x), L)=~,  t<q)(x)_~2t 

In der Tat ist fiir x ~  5 b nach (28) 

5 3 box~< q)(x) < 4 b~ 

Es gibt fiir t > D6 ein ganzes M mit 

~ /  ~ t <= xo+ML 
30o 

ist). 

mR 

> o  ist und nur yon n und b o abh~ngg, also fiir t > D  6 

5 bo ~ o  t >  L 

Ffir t >  D5 == Max. (/)6, bo(5 b) n) ist dabei 

xo+ML=x>= 5 b, 

(o(x), L)=  i, 

t <- 3_ boxn< a)(x) < 5 - -  4 4 b~ x'~ <= 2 t. 

Fiir jedes ganze N>D~:8rbT'~(Q+Ds) gibt es also ein ganzes x:x(eP, N) 

N N 
x>=Sb, Q< 8rbT~~q)(x):U<=4rbT-~, (U, L)=I. 

Alsdann ist 

4rbTn~ [2~]<=8rbT n, 

und wegen d e s  Sa~zes 15 fiihrt der Beweis des Hauptsatzes I (mit q)(y) start y") 

fiir ganzes N>D3 zu 
3 2 - - 2 5 3 8 9 .  Acta mathematica. 48, I m p r i m 6  ie 3 m a r s  1926. 
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IN]  U+h,  o-<h<U,  N - -  U 

M U + h .... ~.~ q)(y~), M ganz, I < yx _--< P, y~. ganz. 
~.:=1 

Hieraus folgt wegen (31) und (28) 

I I 
[MI < ~ + ~ l a ) ( v ~ ) l  < i + )?2bP"r 

) .~1 

2 b T n x '~ r 
< I T  

3_ box,~ 
4 

< i + 3 r b T ' ~ < 4 r b T ' ~ < = [ 2 ~ ] < - - _ 8 r b T  ", 

o < [ ~ - - M < I 2 r b l  TM, 

N =  

M. 
= y ,  a~(~), y~>o  una  ~.nz,  I <=Mo=-mo(a~, N)<= I2rbTn+r=D,. 

,~==1 

w  

Neuer Beweis des Kamkeschen Satzes. 

Hauptsatz IV: D~ Pol~om 

(y) = boy" + ~- b,~, 

wo b o > o, sei f i ir  jedes ganze y eine ganze Zahl, so dcavs die b, rational ,ind. 

d sei der grb'sste gemeinsame Teiler aller f i i r  ganzes y dargestellten Zahlen. Dann 

ist jedes dutch d teilbare N >  BI(q)) in 

N---- ~ ~(y~), ya>o und ganz, I < MI~-MI((I), N) < B,(q)) 
~=1 

zerlegbar; folglich jedes ganze N > o  yon der Form 
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8 (,l,) 

N =  ~_jz)., zl----o oder= I o d e r =  q)(yz), y z > o  und  ganz. 
~,~1 

Beweis:~9 i. Es sei d = I .  L sei der Hauptnenner  der b,, also 

q) (y) _~. L o y" § "" --k Ln  _ T(y)  L,, ganz. 
L L '  

(L hat nich~ mehr die Bedeutung des vorigen Beweises: aber ich w~thle mit  Ab- 

sich~ denselben Buchstaben.) 

L - - I  is~ durch t]aup~satz I I I  erledigt. Es sei also L >  I. 

Es gibt ein x o > o  mit  

(33) (q)(Xo) , L ) :  I .  

Denn fiir jedes p L i s t  (wegen d :  I) 

(~(~), p)= 

erfiillbar. Ist  L :  IIPQ, so sind die Kongruenzen 
plL 

x ~ x p  (mo4 f+~) 

vertr~glich. Fiir ein solches X : X o ~ . O  ist 

~(Xo)--- ~(~) (rood. W1), 

L q)(xo) ~- L q~(xp) (moO. pe~ ~), 

q~(Xo)-----q)(xp) (mod. p), 

(q)(Xo) , p ) =  I ,  

~lso (33) erfiillt. 

~9 Die Unr icht igkei t"  der  Winogradowschen  Her l e i t ung  (S. 507) des Haup~satzes  IV aus  Haup t -  
sa tz  I I I  i s t  o f fenkundig ;  denn  im Fal le  d ~ I  b e t r a c h t e t  er ~ b ( x ' + y )  s t a t t  (lb(y), wodurch  z. B. der  
hSchs te  Koeffizient,  wenn  cr n i c h t  ganz  war,  auch n i e h t  ganz werden kann  (weil er ni~mlich un- 

ge~nder t  bleibt) .  Beispiel :  qb(y) = Y--~ + Y. 
2 2 
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Die Funktion 

.F(z) = q) (Xo + Lz) 

hat ganzzahlige Koeffizienten; denn aUe Koeffizien~en in 

L.~W(z) : ~r 0 2[_ Lz )  = L O(Xo) ,-~ -E1z - ~ " "  -~ .Enz u 

sind durch L teilbar. 

Ferner is~ I der grSss~e gemeinsame Teiler aller durch F(z) ffir ganzes z 

darges~ell~en Zahlen; denn nenne ich ihn ~, so is$, wegen ~]q)'(Xo) Und (33), 

L)= i, 
also bei ganzem y s~e~s 

da zu y ein ganzes z mit 

y- -  xo + Lz  (rood. ~) 

gefunden werden kann und alsdann 

(mod. 

L~(y ) - -  L~(xo + L z  ) (mod. ~), 

$ ( y ) ~  q~(xo+ L z ) ~ o  (mod. ~) 

isk (? muss also ~-I  sein. 

Haup%sa~z I I I  isl daher auf F(z) anwendbar und liefer~: 

2Y> Ba(~ ) is~ yon der Form 

also 

gedesgan~e 

N = Z "~ (Z~), Z). > O u n d  ganz ,  I <: M2 = i ~  ((~), N)  ~ B~ (~), 
it=l 

M~ 
N ~ - ~ O ( y ~ ) ,  y z > o  und ganz. 

/t=l 

2. Es  sei d > i .  Dann is~ I. auf 

d 
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anwendbar. Fiir jedes durch d teilbare _N _--> Bs ( q)) ist also 

2v ~ o(.w) 
-d-~  d ' y x > o  und ganz, I<M~=M3(~,N)<=B6(q)), 

~ = 1  

GSttingen, den io. November I925. 

A 
v 


