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Elnleltung. 

In den frtiheren Arbeiten: ,Zur Theorie der algebraischen Zahlk~rper "1, 
,Weitere Untersuchungen zur Theorie der algebraischen KSrper" ~ und ,Bestim- 
mung der Diskriminante eines algebraischen Zahlk~Srpers u 3 habe ich eine neue 
~Iethode in der Theorie der algebraischen ZahlkSrper angegeben und zwar ge- 
zeigt, wie man fiir die zentralen Probleme der K~rpertheorie eine einfache und 
besonders praktisch anwendbare AuflSsung geben kann. Unter Anwendung der 
Newtonschen Polygone kann man ftir jede Primzahl die zugehSrige Primideal- 
zerlegung bestimmen, und welter kann man fiir die Primzahl und alle ihre Prim- 
idealteflerj einfache Fundamentalsysteme aufstellen. Daraus leitet man die 
Zusammensetzung der K~rperdiskriminante ab, und erh~ilt eine einfache Formel, 

Acta mathematica, Bd. 44. Diese Abhandlung wird im Folgenden mit A bezeichnet. 
2 Acta mathematica, Bd. 45. Diese Abhandlung wird im Folgenden mit B bezeichnet. 
3 Acta mathematica, Bd. 45. Diese Abhandlung ~vird im Folgenden mit C bezeichnet. 
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364 ()ystein Ore. 

die auch fidr die sogenannten &usnahmeprimzahlen richtig bleibt. Zuletzt be- 
merke ich, dab man aueh fiir die groBe Klasse der regul~ren Gleichungen ein- 
faehe Formeln fiir die Zusammensetzung des Index und der Gleiehungsdiskrlml- 
nante erh~lt. 

Die vorliegende Arbeit bildet eine direkte Fortsetzung der Arbeit C, und 
ich wende die Bezeichnungen dieser Abhandlung an. Ich behandle erstens die 
Fiihrer der natiirlichen Ordnangen, d.h. Ringe, welehe aus n algebraischen 
Z~hlen 

1, ~, ~', ..., IF'-' 

gebildet sind. Unter Anwendung dieser Untersuchungen auf regul~re Glei- 
chungen wird fiir jede solche Gleichung der zugehSrige Fiihrer bestimmt; der 
Fiihrer wird nur yon den geometrisehen Verh~iltnissen der zugehiirigen Poly- 
gone abh~ngig. 

Aus der Bestimmung des Fiihrers folgt dann auch die Zusammensetzung 
der KSrperdifferente, indem ich in C die Gleiehungsdifferente einer regul~ren 
Gleichung bestimmt babe. 

Aus dieser Herleitung der KSrperdifferente fo]gt natfirlich aueh ein neuer 
Beweis fiir den Dedekindschen Satz fiber die Aquivalenz der Kiirperdiskrimi- 
nante mit der Norm der KSrperdifferente. Es mag von theoretischem Interesse 
sein, dab dieser Beweis nieht auf der Anwendung der Theorie der komplemen- 
t~iren Systeme beruht. Weiter gebe ich eine einfache Herleitung der Dedekind- 
Henselschen Ungleichheiten iiir die Primidealexponenten in der Zerlegung der 
Kiirperdifferente, wenn die zugehiirige Primzahl zu den Ausnahmeprimzahlen 
gehiirt. Alle Beweise werden im vorgelegten Kiirper gefiihrt; Hilfsk(irper, 
auch Galois'sche Kiirper, sind nicht erforderlich. 

Ich habe bier immer nur algebraische Kiirper in Bezug auf den rationalen 
Bereich behandelt. Die Nethode l~iBt sieh aber ohne weiteres auf Re]ativkiirper 
iibertragen und man erh~lt fiir Relativkiirper die entsprechenden S~tze fiber 
Primidealzerlegung, Relativdiskrhninante und Relativdifferente. 

w 1. Fundamentalsysteme fur die ~Iultipla eines Ideals. 

In der Arbeit C, Kap. I, w 1 habe ieh 2'undamentalsysteme fiir Primzahlen 
und Primidealpotenzen definiert. Fiir die folgenden Untersuchungen brauche ich 
den allgemeineren Begriff der Fundamentalsysteme fiir die Multipla eines Ideals, 
weleher hier definiert werden soll. 
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Es sei p eine Primzahl und p ein Primideal f t en  Grades, das in p aufgeht. 
Welter seien 

(1) to,, . . . ,  

f ganze Zahlen des KSrpers, welche siimtlich durch das Ideal p" teilbar sein 
sollen. Ich sage dann, dab die Zahlen (1) ein Fundamentalsystem fiir die Zahlen 

des 1deals pr in Bezug auf  den Modul pr+l bilden, wenn jede Zahl ~ des Ideals 
pr kongruent einer linearen Summe mit ganzen rationalen Koeffizienten von den 
Zahlen (1) ist, also 

(2) tt ~ a i to, + a 2 to2 + . . .  + alto/(rood p'+'), 

wo die Koeffizienten ai(modp) eindeutig bestimmt sind. Die notwendige und 
hinreichende Bedingung dafiir, daft die Zahlen (1) ein Fandamentalsystem fiir 
die Zahlen des Ideals p" in Bezug auf den Modul p,.+l bilden, wird dadureh aas- 
gedriiekt, daft eine Kongruenz 

a, to~ + as to~ + . . .  + a: co / -  0 (rood p '+1) 

mit ganzen rationalen a~ nur dann bestehen kama, wenn 

a , =  a~_ . . .  ~ af--  0 (modp) 

ist. Denn in diesem Falle erhiilt man,'wenn man in (2) die Koeffizienten a i voll- 
stiindige Restsysteme (modp) maabhiingig durchlaufen lii~t, eben p: verschiedene 
inkongruente Zahlen (rood p'+') und es gibt auch im Ideale p" genau p' ver- 
sehiedene inkongruente Zahlen (rood p"+~). 

Man bemerkt welter leicht, dal~ wenn eine Zahl ~ dureh p genau in der 
Potenz pb teilbar ist, so bilden die Zahlen 

ein Fundamentalsystem fiir die Zahlen des Ideals p"+~ in Bezug auf den ~odul 
p,.+~+l, indem ni~mlich aus einer Kongruenz 

a, fl m, + a,• ~, + . . .  + a: fl ~: -= 0 (mod p,'+~e,) 
notwendigerweise 

a, to, + a, co, + . . .  + af lD f ~ 0 (rood p"+') 

folgen wiirde. Eine solche Kongruenz ist abet nicht mSglich, 
Koeffizienten a~ dutch p teUbar sind. 

Es sei 
Ideals p" 

(3) 

aul~er wema alle 

nun p genau dutch p' teilbar. Ein System yon e f Zahlen des 

tol~ r . . . ~  {De. ,. 
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soU dann ein Fundamentalsystem fiir die Zahlen des 1deals p* in Bezug auf p 

heil~en, wean jede Zahl a in p" kongraent einer linearen Summe von diesen 

Zahlen mit ganzen rationalen Koeffizienten ist, also 

(4) a -- a, ~, + a s co s + . . .  + a,/ ~ ~/ (rood p"+~), 

wobei die Koeffizienten a i (mod p) eindeutig bestimmt sind. Man zeigt leicht, 
dab die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dat3 Zahlen (3) des Ideals 
p,. ein Fundameatalsystem in Bezug auf p fiir dieses Ideal bilden, dadurch aus- 
gedriickt wird, dag eine Kongruenz 

ax ~, + a, ~s + " "  + a~.1%, = 0 (rood p'§ 

nur dann bestehen kann, 
dingung 

wenn die ganzen rationalen Koeffizienten a~ die Be- 

a, - a s _-__... -~ a~t ~ 0 (modp) 

erffillen. 
Man kann nun welter zeigen: 
Sa tz  1. Wenn die Zahlen (3) ein Fundamentalsystem fiir die Zahlen des 

Ideals p" in Bezug auf  p bilden, so besteht immer, wenn M eine beliebige ganze ratio- 

nale Zahl ist, fiir jede Zahl a des Ideals eine Darstellung yon der Form 

a - -  a,  eo, -t- a~ c% + . . .  + ae , e%/(mod  p~l), 

wo alle Koeffizienten ai ganz rational sind. 

Nach (4) hat man n~mlich 

r co, + a~ ) cos + . . .  + a,1%~ + ~,.§ a _= a,  co, 

wo fl,.+, zum Ideale p"+e gehSrt. Da nun, wie man einfach bemerkt, die Zahlen 
p ~  ein Fundamentalsystem fiir das Ideal p,'+e in Bezug auf p bilden, kann man 

weiter 
~ r + o  (I) (I) (I) -----pa, eo~ + p a ,  ~ s + . . . + p a , : ~ : + ~ , . + : ~  

sehreiben, wo alle a~ ') ganz rational sind und fl,.+~, zum Ideale p,.+se gehiirt. F~ihrt 
man so fort, erh~lt man im allgemeinen 

fl,.+t, pt~t) co ..t_pt a~, COo + . .  . - .  t a) "-~ a t  . - t -Z )  ae l 'COel-~-[~r+(t+l)e  

woraus durch Addition 

a ---- b, ~, + b~ ~s + " "  + b,/ ~e/ (rood p,.+(t+~),) 

folgt, wo alle b~ ganz rational sind, und wo t beliebig grol~ gew~ihlt werden 
kann, also sicher grt~13er als eine beliebig bestimmte Zahl M. 
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Ein Fundamentalsystem fiir p" in Bezug auf p kann in der folgenden Weise 
konstruier t  werden. Man bildet ftir alle Ideale 

p~., p,.+l, . . . ,  p,.+,-~ 

entsprechende Fundamentalsysteme 

(rood p'+'), (rood p"+~), . . . ,  (rood p"+~) 

und bezeiehnet diese mit  

~, ,  ~, ,  . . . ,  ~ (p"), 

(5) ~,+,,  ~,+,,  " " ,  ~ ,  (~'*'), 
�9 �9 * �9 �9 �9 �9 . �9 

( ~ , ~ )  

Dann bildet die Gesamtheit  der Zahlen (5) ein Fundamentalsystem fiir p~ in 
Bezug auf p, denn eine Kongruenz 

al eel + . . "  dr a.r cot + aI+1 ~I+, +" '" + a,i c~ ~- 0 (rood p"+~) 

kann nur dann bestehen, wenn alle ai dutch p teilbar sin& Man hat niimlich 
dana auch 

alco, q- . . .q-arco I = 0 (rood p"+~), 

und folglieh mtissen a~, a,, . . . ,  a z durch p teilbar sein. Daxaus folgt welter 

%+, ~+, + . . .  + a,l fo,., =_ 0 (mo~ p'+'), 

und aus dieser Kongruenz folgt natiirlieh, dal~ al+,, a.r . . . ,  a~l alle dutch p 
teilbar sein miissen, usw. 

Es sei nun 

= = d "  

die Primidealzerlegung von p und weiter 

( 6 )  a = 

ein Ideal, das keinen zu p relativ primen Idealteiler besitzt. Einige oder sogar 
alle Exponeaten r, diirfen gieich 0 sein. Ieh sage dann, dal~ ein System yon 
n Zahlen 

(7) ~,, ~ ,  . . . ,  ~,~, 

welehe alle zum Ideale a geh~)ren, ein Fundamentalsystem fiir die Zahlen des 

Ideals a in Bezug auf p bilden, wenn jede Zahl in a kongruent  einer linearen 
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S•mme mit ganzen rationalen Koeffizienten von diesen Zahlen ist, also 

( 8 )  a ~ a, ~, -t- a2 .12 + " "  -]- an*1,, (rood a p), 

wobei die Koeffizienten a~(modp) eindeutig bestimmt sind. Man bemerkt einfach, 

da~ die notwendige und hinreichende Bedingung fiir ein solches Fundamental- 

system ist, dab eine Kongruenz 

(9) a, .1, -t- a,, ~ + . . .  + a, ~,~ =_ 0 (rood ap) 

nur dann bestehen kann, wenn alle Koeffizienten a~ durch p teilbar shad. 

Es folgt weiter die Riehtigkeit des folgenden Satzes: 

Batz 9.. Wenn die. Zahlen (7) ein Fundamentalsystem fiir die Zahlen des 

1deals a in Be~ug auf 10 bilden, so besteht, wenn M eine beliebige ganze rationale 

Zahl bczeichnet, fiir jede Zahl a des 1deals eine Darstellung yon der Form 

a =-- a, co,+a, co2+...+a,,co, (modp~), 

we alle Koeffi~ienten a~ ganz rational sin& 

kus  (8) folgt n~mlieh 

~ ( 0 )  ~ _  t*(O) 3 -  a (0) -~ '~, ~h 7 -  ~ ~/~ ~" " �9 + ,~ */,, -t- p ~ ,  

we auch a~ zu a gehSrt. Dann kommt welter 

( 0  (I) - -  (1) 7" a~ ~ a~ *it-ha, .12-~-'''-[-a,, tn-~Pa~, 

we a. zu a gehi~rt. Im allgemeinen erhiilt man 

(t) (t) 
at aC[~h+a, .12-l-" " '+an ~ ,+Pgt+t ,  

woraus, wenn man diese Gleichungen bzw. mit 1, p, p*, . . . ,  pt multipliziert und 

dann addiert, eine Gleiehmag yon der Form 

a -~- b~ ~, + b~ "1, + " "  + b~ % +pt+~ at+, 

folgt, wobei alle Koeffizienten b~ ganz rational sind, und der Exponent t + l  
beliebig grol$ gew~hlt werden kann. 

Kennt  man fiir alle Teller p r~ yon a entsprechende Fundamentalsysteme in 

Bezug auf p~: 

(i) CO(t') co(i) 

so kann man einfaeh ein Fmadamentalsystem fiir a in Bezug aaf iv ableiten. 
Man bestlmmt n~imlich fiir alle i eine Zahl 7~, welche nieht dutch p~ teilbar 
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r j  +ej  ist, aber Fdr alle j # i soll ~ durch pj teilbar sein. Dann gehiiren die 
Zahlen 

= .,, ,.('~ (i = 1, 2, s, j = 1, 2, e,f~) 
7 i ,  1 s  ~ j  . . . . . .  

alle zum Ideale a und bilden in der Tat  ein Fundamentalsystem fiir die Zahlen 
in a in Bezug auf  p. Denn eine Kongruenz 

i,j 
(10) ~ a,.j~,~ =_ 0 (rood ap) 

kann nut  dann bestehen, wenn alle a;. s dureh p teilbar sind. 
nKmlich fiir alle i 

e~f~ 
a,.j 7,., = 0 (rood p/' + e,) 

j = l  

Aus (10) wird 

folgen, abet naeh den Eigenschaften der 7~,; miissen dann alle a~,i durch p 
teilbar sein. 

Man kann die notwendige und hinreichende Bedingung fiir ein Fanda- 
mentalsystem fiir die Zahlen des Ideals a in Bezug auf  p etwas umformen. Es 
sei niimlich 

m ~ ~ . . . ~  e0 n 

eine Basis des Ideals a. Dann bestehen Gleichungen v o n d e r  Form 

(11) i __ (1) (I) {1) 
~, - -  a~ ~,-~a~ t~ 2 + . . . q - a , ,  ~o n 
�9 o o o o �9 �9 �9 �9 o . �9 

[ n )  
7,, = a ,  ta,  + a(,'*) eo, + .  . . + a(~'~ eo,,, 

~i, ganz rational sind. Die Diskriminante der n Basis- wo die Koeffizienten a~ 
zahlen ist yon der speziellen Wahl  der Basis unabh~ngig und bekanntlich gleich 

. . . ,  , ,~  = ( N a ) ' d ,  

wobei d die Kiirperdiskriminante bezeichnet. Die Diskriminante , / (ml ,  c~ ... co,,) 
werde ich die Diskriminante des 1deals nennen. Man zeigt dann leieht:  

S a t ~  3. Die notwendige und hinreiehende Bedingung fiir ein Fundamental- 

system in Bezug au f  p ist, daft die Dis]~riminante J (71, 7~, . . . ,  7n) dutch genau 

dieselbe Potenz yon p teilbar ist wie die Diskriminante des Ideals a. 

Aus (11) folgt n~imlich die Beziehung 

, t ( 7 , ,  7 , , . . . ,  7n) = l a, l . . . ,  

A c t a  ~ g d l u m t a 6 o a ,  46. Imprim~ le 3 ddcembre 1925. 47 
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und daraus naeh der Bedingung, daft die Determinante la~)[ nieht dutch p teilbar 
sein kann. Soll abet eine Kongruenz yon der Form (9) bestehen, so kann man 
darin die Werte (11) eintragen, und erh~lt 

"~ " '  �9 + b.  a'; ')) (b,a, + b, a, + . .  t~, 

"F (b, a~" (') (") A- bit ait + . . .  + b~ ait ) ~it 

+ (b ,  a 2  ) - ~ -'it) ' '  _ v, ~ +'-" + b. a~ ) to,, ~ 0 (mod ap), 

und da die Zahlen ei eine Basis des Ideals a bilden, bestehen aueh die Kon- 
gruenzen 

( 1 )  ( 2 )  - -  ~ ( t t )  b,a,  +bita,  + . . . + 0 , , %  =_ 0 (modp) 
�9 . . . . .  �9 . . �9 

t i t ) -  - -  1 f i t )  b~aJ" + b,a,  -t-. . .--t-o.a. -- 0 (modp), 

and die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Aufliisbarkeit dieser 
Kongruenzen ist, dab die Determinante [a~'l des Systems dureh p teilbar ist. 

Wenn man in diesen Untersuehungen fiir a das Einheitsideal setzt, bilden 
die Zahlen (7) ein Fundamentalsystem in Bezug auf p f"dr alle ganzen Zahlen 
des KSrpers, wie ich dies in C, Kap. I, w 1 definiert habe. 

w 2. Bemerkungen  fiber Ftthrer. 

Im folgenden werde ieh mit o den t~ing 

o = [1, e ,  . . . ,  

d.h. o ist die Menge aller ganzen Zahlen ~ des Kiirpers, welehe in bezeichnen, 
der F e r n  

~1 = ao + a, O" + a, # '  + " " + a,~-1 @'-~ 

mit ganzen rationalen Koeffizienten a~ gesehrieben werden ktinnen. 
Bekanntlieh gibt es, wenn die Zahlen 

i, &, #', . . . ,  #=-' 

keine Basis des K~rpers bilden, aneh ganze Zahlen des K~rpers, welehe nieht 
zum Ringe o gehi~ren. Bezeiehnet man abet mit g die Gesamtheit aller ganzen 
Zahlen des K6rpers, so gibt es solche Zahlen ~ des K~rpers, da6 das Produkt 
yon ~ mit einer beliebigen Zahl aus g immer eine Zahl des Ringes ist. ]Wan 
sieht leicht ein, da6 die Zahlen qo ein Ideal f bilden, und dab alle Zahlen 
and also aueh das Ideal f zum Ringe gehiJrt. Dieses Ideal wird nach DEDEKIND 
der Fiihrer des ~ inges  genannt. 
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Zwis~hen der Differente f '(~) yon ~ und dem Ffihrer des entsprechenden 
Ringes besteht die leieht zu beweisende Relation 

(12) f ' (o)  = f.b, 

wo das Ideal b yon der speziellen Wahl  der Zahl a unabh~ingig ist, und die 
KOrperdifferente genannt wird. Im folgenden werde ieh die Zusammensetzung 
des Fiihrers untersuchen,  und da ich friiher (man sehe C, Kap. l I ,  w 3) ffir 
die sogenannten reguMren Gleichungen die vollstiindige Zusammensetzung der 
Differente f'(#) ermit tel t  babe, folgt daraus auch die Zusammensetzung der 
KSrperdifferente. 

Ich gehe nun zu einem anderen Fiihrerbegriff fiber, welcher ffir die fol- 
genden Untersuchungen yon Wichtigkeit  ist. Es sollen alle Zahlen r ermittel t  
werden, welehe die folgende Eigenschaft  besitzeu: Wenn co eine beliebige ganze 
KSrperzahl ist, so besteht immer eine Kongruenz 

co ;o' - R(e )  (modp"), 

wobei B(#) eine Zahl des Ringes ist. Die Zahlen ~"'  bilden ffir ein beliebig 
~(.~ zur Menge f(") geh~ren, fest gew~hltes a ein Ideal .v~("~. Denn wenn ~ und ~ .v 

so hat  aueh ~0~")~ 0~ ") diese Eigenschaft ,  und wean co, eine beliebige ganze 
f (") Denn man hat nach der Definition KSrperzahl ist, so geh~rt auch co~ ~0~ ") zu .v . 

v o ' n  ~ ; a )  

co co, qo~ ~ ' -  R,(#) (mod~o"), 

wo R~(#) zum Ringe gehiSrt, wie auch ~ gewiihlt wird. 
Das Ideal f ~' soll als Partialfiihrer in Bes~ug auf den Modul p~ bezeiclmet . p  

werden. 
~Ca) ,pf r h~ingt natiirlich yon a a b .  Man kann aber beweisen, dal~ .v yon a un- 

abh~ingig ist, wenn a oberhalb einer bestimmten endlichen Grenze liege. 
Es sei n~imlich 

~DI~ ~z9  �9 �9 "~ COn 

eine Basis des K~rpers, und es sei welter  k der Index der Zahl #. Dana folgt 
naeh A, Kap. 3, w 4, dai~ die Zahlen 

kcot~ kco2~ . . ,  k ~  

immer Zahlen des Ringes sind, und wenn co eine beliebige ganze KiSrperzaM 
bezeichnet, so ist folglieh k o sicher eine Zahl des Ringes. 

Wenn daher k nicht dutch p teilbar ist, kann man eine solche Zahl l be- 
stimmen, dal~ 

47* 
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ist, and daraus folgt  

()ystein Ore. 

k l ~  1 (modp ") 

= k ~ .  ~ = 1. R ( a )  (rood p"), 

also ~o immer kongruent  einer Zahl des Ringes (mod p"). Man ha t  also in diesem 
Fal le  I~ a) ~ 1, und es gibt  daher  nur  endlich viele Primzahlen,  n~imlich solehe, 
welche Teiler  yon k sind, wofiir i~ ") veto Einheitsideale verschieden sein kann. 

Wenn  nan  k genau dureh die Potenz pe tei lbar ist, so werde ieh zeigen, 
daft man immer,  wenn a ~ 0 gewiihlt  wird, 

hat.  Dies folgt, indem man zeigt:  wenn eine ganze Zahl co einer Kongruenz  

( ta)  ~ = Pe(~)  (moapr 

geniigt, so gibt  es immer aueh eine Zahl P , (# )  des Ringes, so daft 

= P . ( a )  (mod p") = > o 
ist. Setz t  man 

k = klpe , 

we kf zu p re la t iv  prim ist, und sehreibt man nach (13) 

- P~(a)  = p ~ a ,  

we $~ eine ganze Zahl ist, so folgt  dutch  ~1altiplikation mit  k~ 

(14) k,~ - k, Pe(#) = k ~ ,  

we naeh einer fr i iheren Bemerkung  k ~  = Q(#) eine Zahl des Ringes ist. Be- 
s t immt man wel te r  eine ganze rat ionale Zahl 1,, so daft 

k,l~ _ 1 (mod p"), 

so folgt, wenn man (14) mit  l~ multipliziert,  

co -- k, 1; ~o _ R e (~) + ~ Q (#) (mod p"), 

w. z. b. w. 

Das yon a unabh~ngige 1deal 

f, = f ~ ' =  ,,~'~ ~ > q  

soU der Partialfiihrer des Binges in Bezug auf p heifien. Wie man sieht, sind 
alle anderen Par t ia l f i ihrer  I~ ") Teiler yon fp. 
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Es soll zugleich bemerkt werden, daft fp (lurch keine anderen Primideale 
teilbar sein kann, als solche, welche auch in p vorkommen. Denn schreibt man 

( 15 )  = 

wo ['p nur Primideale enth~/lt, welche in p aufgehen and ~)p zu p relativ prim 
ist, so kann man eine solche Potenz p", a ~ p bestimmen, dab ~ in p" aufgeht. 
Dann ist f~ der griU]te gemeinsame Faktor  yon den Idealen [p"] und fp, and jede 
Zahl ~' you f~ kann dann aIs eine Summe yon zwei Zahlen aus diesen Idealen 
geschrieben werden, also 

wo ~, eine ganze Zahl ist und ~ zum Ideale [p geh6rt. Daraus folgt aber ein- 
fach, dab fiir eine beliebige ganze Kiirperzahl co stets 

~ '  ~ ~ . p " c o + ~  -- co~ (modp") 

ist, also ~ ~' immer kongruent einer Zahl m r des Ringes. Alle Zahlen des Ideals 
f'p, das umfassender als [p ist, sollten daher zum Partialfi ihrer in Bezug anf p 
gehi~ren, l~Ian mug folglich in (15) ~ = 1 und I~ ~ [p haben. 

Es soll nun der folgende wichtige Satz bewiesen werden: 
Sa t z  4. Der _~'iihrer [ des l~inges ist gleich dem Produkle aller Partialfiihrer 

[~, in Bezug auf  p, indem p alle verschiedene Primzahlteiler des Index k des _Ringes 
durchlau/t ; in Zeichen : 

f = IIf . 
k/p 

Ich zeige erstens:  wenn ~ eine Zahl des Produktideals I-[fp ist, so ist 
coop immer eine Zahl des Ringes. Darans folgt sofort, dab ~-[[p dutch den 
Fiihrer [ teilbar sein mu~. 

Man hat, da ~ auch zum Ideale [p geh(irt, 

r - -  P, (@) (mocl p " ) ,  

wo a > t~ beliebig lest gew~ihlt wird. Daraus folgt also 

(16) - -  

w o m  v eine ganze KSrperzahl ist. Da abet cp auch zum Ideale ~q gehiirt, wenn 
q einen anderen Primzahlteiler  yon k bezeichnet, so ist in ( 1 6 ) ~ r  auch kon- 
gruent  einer Zahl des Ringes (rood q#) und daraus folgt, dab p " %  und also auch 
v~ kongruent  einer Zahl des Ringes (rood q~) ist. Man kann also 

% = QCe)+q~,,q 
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setzen, wodureh (16) in 

iibergeht, wobei P~.q(#) eine Zahl des Ringes bezeichnet. Wean daher 

p, q, . . . ,  r 

die verschiedenen Primzahlen bezeichnea, welche in k aufgehen, so erhiilt man 
dutch Fortsetzung dieser Methode 

~ = t 'p ,~, . . . , , . (a)+f  q~...r7%,q,... , , . ,  

wobei a, fl , . . . ,  7 feste, beliebig grog wiihlbare Zahlen bezeiehnen. Man kann 
aber diese Exponenten so grog w~ihlea, dab p~q,*.., r r durch k teilbar wird, 
woraus eiae Darstellang 

folgt, and bier ist nach einer friiheren Bemerkung k~'  sicher eine Zahl des 
Ringes. 

Ist  abet aadererseits r eine Zahl des Fiihrers f, so ist immer 

and daher bestehen aach eatsprechende Kongrueazen fiir den Modulu p", q~, ..., r~, 
d .h .  q~ muff aaeh zu allen Idealen [p, [q, ..., [r gehSren, also ist auch [ dutch 
das Produkt Hfp  teilbar. Der Satz 4 ist daher bewiesen. 

Im Folgenden werde ich den Fiihrer [ des Ringes bestimmen, und dies 
gesehieht nach Satz 4 so, daft ich die Partialfiihrer fp bestimme. 

Ich erw/ihne zuletzt noch einen weiteren Fiihrerbegriff. Es sei p ein be- 
]iebiges Primideal, das in p aufgeht. Dann bflden alle Zahlen ~ mit der Eigen- 
schaft, dag eine Kongraenz 

~ --  _P(a) (rood ~") 

besteht, wobei eo eine beliebige ganze Kiirperzahl ist, ein Ideal i~ ~. Dieses 
Ideal wird natiirlich ein Teiler des Ideals f c') Weiter  folgt, daft [~") yon a un- / p  ~ 

abh~ingig ist, wenn a oberhalb einer bestimmten @renze liegt. Wenn n//mlich p 
genau dutch p" teilbar ist, so wird 

und das Ideal fv soll der Partialf~hrer des Ringes in Be~ug auf p heigen. 
Die Richtigkeit voa (17) ist bewiesen, wean man zeigt, dagt aas einer Koa- 

gruenz 



Bestimmung der Differente eines algebraisehen Zahlk6rpers. 

(18) 

aueh eine Kongruenz 

abgeleitet werden kann. 

~ -= Po (a) (rood ~ )  

Man hat  nun 

k = p~ a, 

(a > e Q) 

375 

w o r a u s  

(~ ~ -  P~(v))  = k ~,  = Q(o), 

co r ~ P~e (~) + Q (~) (mod p~) 
fo!gt. 

Wei te r  beweist man, dag ~ keine andere Primideale als p enthalten kann, 
d .h .  der Partialffihrer in Bezug auf p ist gleich einer Potenz yon p. W~re 
n~imlich 

f~ = p'q, 

so w~ire p" der griiflte gemeinsame Falr~or von f~ und einem Ideal p", w o a  > e o 
geniigend grofi gew~ihlt wird. Man h/itte daher fiir jede Zahl a in p' eine Dar- 
stellung 

~ ep+ 7 

gefunden, wo ~ und 7 bzw. Zahlen aus f~ und p" sin& Darans folgt aber immer 
_= ~ (rood p~), und jede Zahl a wiirde also znm Yfihrer f~ geh~ren. Also mug 

q = 1 sein. 
Zwischen den Partialffihrern fr und fp besteht ein gewisser Zusammen- 

hang, den ieh in einer sp~teren Arbeit fiber die allgemeinen Eigensehaften der 
Zahlenk~rper behandeln werde. 

oder 

wo das Ideal a nicht durch p teilbar ist. Daher kann man immer eine solche 
Zahl ~ bestimmen, dab die Kongruenzen 

= 1 (mocl~"), 

t~ = 0 (rood a) 

erFfillt sin& Wenn man dann naeh (18) 

sehreibt, so folgt, wenn man mit tO multipliziert,  

[, (~ ~ - P~  (a))] = ~ a c 
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w 3. Untersuchung der KSrperzahlen flir elnen Prlmldealpotenzmodul. 

Ich werde in diesem Abschnitte die K~rperzahle~a in Bezug auf Moduln, 
speziell Primidealpotenzmoduha , untersuchen. U. a. werde ich angeben, wie man 
die in w 1 erw~hnten FundamentMsysteme wirklich aufstellen kann. 

Es sei im folgenden ~ eine ganze, algebraische Zahl, welche einer regul~iren 
Gleichung geniigt. Die regul~/ren Gieichungen in Bezug auf eine Primzahl sind 
in der Arbelt B, w 1 und C, Kap. I, w 2 definiert women. Welter habe ieh in 
B die Existenz der regul~ren Gleichungen fiir jeden K~rper naehgewiesen. 

Es sollen hier die Bezeichnungen tier Arbeit C angewandt werden. Das 
Primldeal p~' soll ein Primideal der i - ten Seite sein, d.h. p soll genau dutch 

p~ll und q0(a) genau durch p~i,~ teilbar sein. Welter sei 

g t  

g ~  1 . . . .  ,~ l i  " ..t.. cir. . p e J  i~ x i  (19) O(/'(x) = ep(x) J 'q-a(//,(x)p'-~cp(x)~J";~--l q - . . . _  ae},,z~,3(x ) 

der Faktor in der Zerlegung yon f(x) (rood p~), welcher dem Primideah 1~ (i) ent- 
spricht. (Man sehe C, Satz 1 und Satz 5.) Wenn man den Exponenten M 
geniigend groB w~hlt, kann man erreichen, daft die Zahl OJi'(#) durch eine be- 

,"~ teilbar wird. (C, Satz 5.) liebig hohe (von M abh~ingige) Potenz yon rj 
Im folgenden werde icll alle Indizes weglassen and sehreibe ffir den Augen- 

,('~ mad ~ _c0~ Dann ist -No ~ pe~, io wird dareh p~ und blick kurz p ~ ~j ~ ~j. 
q~(a) dutch p~ genau teflbar. Weiter geht (19) in 

(20) O(x) = ep(z)~Z+a,(x)pJ-q~(x)a-'q-a,(x)p'~'~(x)~Z-*-F...+aEz(x)p ~ 

fiber. 
In C, Kap. I, w 5 babe ich ein Fundamentalsystem fiir alle KSrperzahlen 

(rood p) gebildet. Die 8m ganzen KSrperzahlen 

(21)  , a ' ,  l v , _ , a  �9 . . ,  
cp (~)(e-1~ t 

- -  _ _  ~ , p f , f - - l )  x 

r = O, 1 , . . . , m - 1  

bilden niimlieh ein solches System, d.h. jede ganze K~rperzahl ist kongruent 
einer linearen Summe mit ganzen rationalen Koeffizienten yon diesen Zahlen. 
ttier ist naeh C, Satz 3 
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�9 , (a) . . .  v,_, (a) 
(22) iv,_, _-  H (~) ph, +.h, + . . .  + h,_,' 

and diese Zahl ist ganz und zu p relativ prim. 
Aus (21) leitet man einfaeh ein Fundamentalsystem fiir die Zahlen eines 

Ideals p* in Bezug auf den Modul ps+, ab. Nach w 1 braucht man n~mlich nur 
um dies zu erreichen, eine Kiirperzahl v so zu bestimmen, dab ~ genau dureh 
p* teilbar ist, and dann alle Zahlen (21) mit  ~ zu multiplizieren. 

Da ~ zu it relativ prim ist, kann man solche ganze rationale Zahlen x und 
y bestlmmen, daft 

(23) x~ + yit ---- s 

ist. Unter den LSsungen (x, y) dieser Gleiehung kann man welter eine solche 
(x,, y,) finden, dab 0 _~x, ~ it ist. Diese LSsung werde ich die kleinste positive 

l_~sung x nennen. Dann sind alle anderen Liisangen yon (23) in der Form 

x ---- x~-t-iit, y ---- y s - i ~  

enthalten, wobei i eine ganze rationale Zahl ist. Fiir eia gegebenes e werde 
ich die Liisungen 

(24) (x~,y,),  (x,-t-it, y s - u ) ,  (Xs+2it, y , - 2 r ) ,  . . . ( x~+(e -1 ) i t ,  y , - ( e - 1 ) u )  

als die ~ kleinsten posi t iven l_2sungen x bezeiehnen. Dabei sind alle x positiv, 
unter  den y kSnnen aber auch negative Werte  vorkommen. 

Die Zahl 
= iv,_, ~(a)~.p y' 

wird dana ganz und dureh p~ genau teilbar, was man analog wie in C, Kap. I, 
w 6 beweist. Der Faktor  _N;_, ist hier zugesetzt, damit man eine ganze Zahl 
erhalte, indem y, negativ sein kann. 

Multipliziert man nun die Zahlen (21) mit  ~, erh~ilt man das System 

K ~ _N ~ . . . ,  ,_ ,a ,~(a)~ ,~Y ,, / v : , a ~ ( a ) ~ , + ~ p Y  ~ - ~  - , ~_t@rg~(a)xa+2Zpys--2u , 

_Ni_ ~ ~r (p (~)x, + (~ -- l) l py ,  - -  (~ - -  1) u, 

and diese Zahlen bilden also" ein Fundamentalsystem flit die Zahlen des Ideals, 
p~ in Bezug auf den Modal p~+~. Man kann aber dieses System etwas vereinfaehen. 
H;_~ ist n~imlich nicht dureh p teilbar, and folglich bilden aaeh die Zahlen 

N~,@ ~(~r) ~, , ~ _ l ~ " ~ ( ~ ) x s ~ - l p  y ~ - "  . . . ,  1g ,_ la rq~ (a )x~+(~ - l ) l p  y ' - ( e - 1 ) "  

(r = 0, 1 , . . . ,  m--1)  
Acta m a t h ~  4~. Imprim~ le 3 d~cembre 1925/ 48 
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ein solehes Fundamentalsystem. Weiter sind die Exponenten 

(~, y~), (x~+~, y,-~) ,  ... ( ~ + ( ~ - l ) ~ ,  y ~ - ( ~ - l ) ~ )  

eben gleich den Zahlen (24), so dal~ man einfaeh sagen kann: 
Sat~ 5. Die Zahlen 

_~,_,a'~p(a)"p b , (r ---- 0, 1 , . . . , m - I )  (25) 

wobe/ 

(26) a ~ + b i t  ~ s 

ist, und wo a die ~ kleinsten positiven ZSsungen dieser Gleichung durcIddu[t, bilden 

ein Fundamentalsystem fiir die Zahlen des Ideals ps in Bezug au f  den Modul p *+1. 
Die Zahlen (25) gehSren gewil] nieht zu dem yon ~ abgeleiteten Ringe, 

indem nach (22) Ni_ 1 gleieh einem Polynome in ~ dividiert durch eine Potenz 
yon p ist. Weiter wird auch in (25) die Zahl b negativ ausfallen ktinnen. Ich 
werde nun untersuchen, warm in einem Fundamentalsysteme (25) alle b nicht 
negativ sind. Diese Untersuehung kann man mittels einer geometrisehen Hilfs- 
betrachtang sehr vereinfaehen. 

Bildet man n~mlich die Zahl 

dureh den Gitterpunkt (a, b) in einem reehtwlnkligen Koordinatensysteme &b, 
so sieht man ein, dab die in (21) vorkommenden Glieder 

durch die Punkte 

(o, o), (x, -~) ,  (24, -2~) ,  ... ( (~-  1)~, - ( ~ - l ) ~ )  

abgebildet werden. Diese liegen alle auf einer Geraden Lo, die dureh den 
~f 

Anfangspankt geht und die Neigungszahl - ~ hat. Teilt man nun jede Einheits- 

strecke auf der positiven Y-Aehse in it Teile, und zieht man durch diese Teil- 
punkte Parallelen zu Lo, erhRlt man ein System yon Gerazlen, welehe ich mit 
L1, Lg, ... bezeichne. Diese Geraden teilen jede Einheitsstrecke der positiven 
X-Achse in z Teilstrecken. 

Man finder ohne Sehwierigkeiten, dati die Gerade Ls die Gleichung 

x u + y ~  -~- s 

hat, und folglich werden die Glieder {~(~)apb welehe in (25) vorkommen, durch 
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Gitterpunkte auf L~ abgebildet. Da a die 8 kleinsten positiven L(isungen dieser 
Gleichung (26) durchlaufen sollte, werden die entsprechenden Gitterpunkte inner- 
halb eines Streifens zwischen der Y-Achse und der Parallelen dazu in dem Ab- 
stand E X liegen. 

Y 

7 

4 + + + + + + + ~  

q + + ~ + + + + +  

. + ~ . ~ + + + + + +  

+ +  + + 4 ~  

A-5 
X - 3  

,*- 4 4- + ~ - ~  . 
w 

4 . \ + + + , J ~ r - J  

. 4- 4 + ~ + § ~ 2 r  

4 ~ r �9 , L S .  § -b 

4 

+ + + + + + + -t .* 

Y 

Z 

Es sollte nun untersucht werden, wann die Exponenten b in (25)positiv 
sind, d.h. wann die entsprechenden Gitterpunkte oberhalb der X-Achse liegen. 
Dies folgt aber leicht aus der Figur, indem die letzte Gerade L, welche noch 
nicht e Gitterpunkte. oberhalb der X-Achse enth~ilt, notwendigerweise durch den 
Punkt ( ~ / t - 1 , - 1 )  gehen muB, und folglich die Gleichung 

hat. Wenn daher in Satz 5 

ist, werden alle b >_~ 0. 

(27) 

x~t-- t -y;~ - ~  e u ~ - - ~ - -  ;t 

[m folgenden werde ich der Kiirze wegen 

setzen. Wenn also s ~ ~ ist, kann man in dem Fundamentalsysteme (25) die 
Zahl N~_ 1 weglassen, indem sie nieht durch p teilbar ist. 

48* 
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Man kann daher sagen: 
Sa t z  6. Wenn 

ist, so bilden die Zahlen 

WO 

a' ~ (a) ~ f ,  

azq-b~  ~ s 

(r ---- O, 1 , . . . , m - I )  

ist, und wo a die ~ kleinsten positiven l_~sungen dieser Gleichung durchl~tuft, ein 
Fundamentalsystem fiir die Zahlen des Ideals ps in Bezug auf den 21fodul p,+l. 

Wenn also s >___v ist, kann man fiir p' ein Fundamentalsystem (mod p '§ 
aufstellen, worin alle Basiszahlen zum Ringe o gehSren. 

Wegen der sp~iteren Anwendungen erw~ihne ich bier noeh kttrz, wie man 
allgemein die Potenz bestimmen kann, in welcher eine Zahl ~ (#) des Ringes das 
Primideal p enth~ilt. 

Man kman hier voraussetzen, daft der Grad yon @(x) kleiner als der Grad 
~Xm yon ~(x) ist. Denn sonst braueht man nur @(x) dureh d)(x) zu dividieren 
mad erhiilt 

(~s) ~(x)  = �9 (x) g (~) + ~ (~), 

wo der Grad yon r(x) kleiner als der Grad yon O(x) ist. Wenn nun r  
genau durch p.o teilbar ist, kann man, wenigstens theoretisch, erreiehen, dab 
�9 (~) dutch elne Potenz p" teflbar wird, wo a ~ ~ ist. Daher kommt naeh (28) 

r  _ r(#) (rood p"), 

and die Zah]en ~(#) und r(a) sind dutch dieselbe Potenz yon p teflbar. 
Urn nun die Teilbarkeit  einer Zahl r(#) durch p zu untersachen, bride ich 

die Entwicklung (p, ~0(x)) yon r(x), also 

~(x) = E q.(~) r (~)...,t~.. (29) 

wo 

ist. 

teflbar. 

Q, (x) $ 0 (moddp, r (x)) 

Setzt  man hier x = #, wird ein Glied O~(a)~(a)~ip ~i genau dutch 

p~i x + ~i~t 

Is t  nun ~ die kleinste mater den Zahlen 
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so werde ich zeigen, daft r(~) genau durch pe teilbar ist. Denn ist 

Z Q(e) 

die Summe derjenlgen Glieder in (29), wofiir ~ +  f l ~ -  Q ist, kann diese Summe 
nicht dutch eine hiihere Potenz als pe Leilbar sein. Denn aus einer Kongruenz 

~ Q(~)r ~ 0 (modp ,~) 
wiirde auch 

~. Q (a) N~_, cp (a)~ p~ =- 0 (rood pe+,) 

folgen, was aber nicht m(iglieh ist, indem nach Satz 5 die Zahlen 

ein Fundamentalsystem fiir die Zahlen des Ideals pr in Bezug auf den Modul 
pe+, bilden. Man hat daher den Satz: 

Satz 7. ~s  sei der Grad des Polynoms r(x) kleiner als der Grad yon ~(x), 
und die .Entwicklung (lp, ~ (x)) yon r(x) sei dutch 

= Z Q,(x) 

gegeben. 1)ann ist r(~) genau dutch pe teilbar, wenn 0 die kleinste unter den Zahlen 
a~ ~r q- fli Jt ist. 

w 4. Bestimmung des Partialfllhrers in Bezug auf p. 

In Satz 6 ist gezeigt worden, wie jede ZahI des Ideals p', wo 

ist, kongruent einer Zahl des Ringes (rood p'+') ist. Nach w 1 kann man ein 
Fundamentalsystem ffir p' in Bezug auf p aufstellen, indem ein solches Funda- 
mentalsystem einfach aus den ~undamentalsystemen fiir die Ideale p', p'+', ..., p'~'-~ 
in Bezug auf bzw. den Moduln (rood p'§ (rood p'+~) zusammengesetzt ist. Daher 
wird jede Zahl, welche zum Ideale 

p~ ____ pe~-x-J.+l 

gehiirt, kongruent einer Zahl des Ringes fiir eine beliebig grofle Potenz p~ als 
Modul. Der Partialfiihrer f~ in Bezug auf p ist daher p~ oder eine niedrigere 
Potenz yon p. Um nun 

= p+ = 

zu beweisen, braucht man nur zu zeigen, daft nicht alle Zahlen des Ideals p~-' 
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Zahlen des Ringes kongruent  sein k~innen, weml der l~Iodul ~ hinreiehend groit 
gew~ihlt wird. 

W~iren n~imlich alle Zahlen des K~irpers, welehe durch p~-I teilbar sind, 
kongruent  Zahlen des Ringes (rood p~), so mii~te es unter  den Zahlen des Ringes 
~m solche Zahlen 

(30) v, (a), , ,  . . . .  

geben, die ein Fmidamentalsystem fiir die Zahlen des Ideals in Bezug auf den 
Modal p~ bilden. Dann k~imite aber naeh w 1 keine Kongruenz 

(31) a, 01 (#) Jr a, ~, (a) Jr . . .  Jr a~m ~ ,  (~) - 0 (mod p~) 

bestehen, wobei alle a i ganz rational sind, autter wenn alle a; durch p teilbar sind. 
Ich werde aber zeigen, daft ein solehes Fundamentalsystem (30) nicht 

miiglieh ist. Zuniiehst kaml man voraussetzem daft ein O(#) in (30) einen Grad 
in # hat, der kleiner als der Grad yon ~(a )  ist. Deml wenn man ~ (x) dureh 
�9 (x) dividiert,  erh~ilt man 

v (x) = �9 (x) g (x) + (x). 

Wird hier x ----- a gesetzt, so erh~ilt man 

(a) _= r (a) (mod p'), 

indem man immer erreiehen kamn, daft �9 (a)) dutch p", a :> v, teilbar wird. Eine 
Zahl r(#) kaml man abet in der Form 

(32) r (a) ~--- Z Q (a) cp (a) a p,~ 

schreil~en, wo Q(x)~. 0 (moddp, ~(x)) und also Q(#) nicht durch 0 teflbar ist. 
Da r(@) genau durch p~-I teflbar ist, muff in (32) immer naeh Satz 7 

auJrfll~ ~--i 

sein. Da man aber die Zahlen e (a) oder r(a)  nur (rood P0 mltersuchen soU, 
kaml man in (32) alle Glieder weglassen, wofiir at. Jr flit ~ z ist. Eine Zahl 
r (a) wird also immer kongruent  einer linearen Summe der Glieder 

(33) a" (a)~ f ,  

fiir die a r Jr fllt ~--- v -  1 ~ e~ i t - u - i t  ist. Welter  miissen natiirlich die Expo- 
nenten a und ~ beide nicht negativ sein. Nun gibt es aber nach w 3 auf L~_, 
nut  ~ -  1 Git terpunkte  oberhalb der X- iehse ,  and folglieh gibt es nut  ( e -  1)m 
verschiedene Zahlen der Form (33). 
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Es ist daher bewiesen, dab alle Zahlen ~ ( # )  in (30) sich linear (mod p ~) 
durch die ( e - l ) Z a h l e n  in (33) ausdriieken lassen, und nach der Theorie der 
linearen Kongruenzen folgt daraus, daft die ~(#)( rood 0 f) linear abh/ingig sind, 
d.h.  es besteht eine Kongruenz yon der Form (31). Die Zahlen (30) bilden 
daher kein Fundamentalsystem fiir p~-i (rood p~). 

Es folgt daher:  

Sat~ 8. Der Partialfiihrer des Ringes in Bezug auf ~ ist 

(34)  f~ = ~-x-~+l. 
Weiter  werde ieh ein Fundamenfalsystem fiir die Zahlen des Ideals f~ in 

Bezug auf p aufstellen. Ein solches Fundamentalsystem besteht, wie schon 
bemerkt, aus den Fundamentalsystemen der Ideale p~, p~+', . . . ,  p~+~-' in Bezug 
auf den Moduln (rood p~+') . . .  (rood p~+~), d.h.  aus den Zahlen 

~" 9~ O)~ b, 

wo (a, b) Giiterpunkte auf den Geraden L~, L~+,, . . . ,  L~.~_, sin& Diese Punkte 
(a, b) sind dann, wie man aus der Figur ersieht, diejenigen Gitterpunkte, welehe 
auf oder am n~ehsten unter der Geraden L~+~_, liegen. 

Die Gerade L~+~._, hat die Gleiehung 

w o r a u s  

Daher sind 

~f ~f 
- - - -  x-{-~u----.  Y ~t ~t 

(i ----- 0, 1, . . . ,  e / t - l )  

diejenigen Gitterpunkte, welche am n~ehsten unter L~a_, liegen. Daher wird also 

L | 

~t  ~,c--~- (i + 1) 

~'~(@)'p ' ~ (i = O, 1, . . . ,  e~t-1) 

das gewiinschte Fundamentalsystem'.  

Es bedeutet tiberall "~ die kleinste ganze rationale Zahl, welche ~ - - i  ist. Wie gewShnlich 
ist [i] die grSBte ganze rationale Zahl, welche ~ i ist. Wean a eine ganze rationale Zahl ist, 
bemerkt man leicht, dab ffir alle i 

h - / '  = a-[~] 
und 

[ a - t ]  = a - j L  
ist. 
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Vert~uscht man hier i mit ~ t - i - 1 ,  so erh~ilt man: 

Sat~ 9. Die Zahlen 

~,. r (@)~a-~-, p ~ -  (r = O, 1 , . . . ,  m -  1, i = O, 1, . . . ,  ~it - 1) 

bilden ein Fundamentalsystem fiir ~ in Bezug auf p. 

w 5. B e s t i m m u n g  des  Ft lhrers .  

In w 4 i s t  der Partialfiihrer f ~  in Bezug auf ein Primideal p~' bestimmt 

worden, und zwar ist nach (34) 

Wei ter  bilden nach Satz 9 die ~;' itim Zahlen 

(35) 0 s~ ~,j lpL ~ J (r . . . . . .  0, 1, ., m--1 ,  s -  0, 1, ,~}'~t~-- 1) 

ein Fundamentalsystem f'tir fpj,~ in Bezug auf D c~ r j  �9 

~Tach C, Satz 5 zerf~illt f(x) (mod p ~) in ein Produkt von verschiedenen 
Faktoren O~/~(x), welche den verschiedenen Primidealen p~i, entsprechen. Ich be- 
zeichne nun das Produkt yon allen diesen, aafier O~ i~ (x), mit H~ i' (x). Dann ist 
nach C, Satz 1 

H~" @) = H(x)  ~ ,  (x) V~ (x) . . .  ~ ,  (x) ~+,  (x) . . .  ~ , ( z )  
�9 ~'(x) . . .  ~ "  .. t~ (*), ,_, (x) ~,(x). ~"~ 

wobei 11@) das Produkt  derjenigen Faktoren bezeichnet, welche (modp) nicht 
dutch ~ (x) teilbar sin& 

Es soll nun bestimmt werden, durch welche Potenz yon p~ die Zahl 
Hci) (#) td lbar  ist. Die Zahl / /(#) ist nieht dureh ~j~'~ tdlbar.  Das Produkt 

�9 , (~) . . .  ~ _ ,  (~)  ~,+, (~) .. �9 ~ (~)  

ist nach C, Satz 2 (und folgende Bemerkung) genau durch 

p~,~(h, + ~, + ... + h~_,) ~ + (~,  + ... + ~) ~ 

teilbar. Das Proflukt 

�9 ':~ ( ~ ) . . .  ~'_','(~) ~+,  (~)'~ . . .  ~'"~, (a) 
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ist naeh C, Kap. II,  w 3 (Gleichung (49)) genau durch 

teilbar. 

teilbar. 
Der Kiirze 

j 

Daher wird //~'~(#) genau duroh n(;) in einer Potenz mit dem Exponenten 1-j 

= = (h, + h, + . . .  + h,) ~, + (l,+, + . . .  + 1D u~- (~'" 

wegen bezeichne ieh die ~~ Zahlen (35) in irgend einer 

l,~i, (r 1, 2, . . . ,  ~., (e) = g'> ~, m). 
Ordnung mit 

//,(./) (~) T a' _ , . ,  (e) 

Dann bilden die Zahlen 

(86) 

ein Fundamentalsystem in Bezug auf p~' fiir ein Ideal, 
v c~' mit dem Exponenten v o n  ~.~ 

�9 (i, ; t , m )  (r---- l ,  2, ..~j 

das gleieh einer Potenz 

(B7) = + ,  = ( h , + h , + . . . + h , ) ~ . , + ( 4 + , + . . . + l k ) , , , - , , , - ~ . , + l .  

ist. 
Bildet man welter die Zahlen (36) fiir alle versehiedenen Primidealteiler 

yon p, so erh~ilt man, da ~/').i m d e r  Grad yon ~J/> (x) ist, ein System yon n Zahlen, 
und diese n Zahlen bilden nach w 1 ein Fundamentalsystem fiir ein Ideal a in 
Bezug anf p, well T/~'~(a) dutch eine beliebig hohe Potenz yon allen yon pip ver- 
schiedenen Primidealen teilbar ist. Das Ideal a wird nach (37) allgemein dutch 
ein Ideal p~/' in der Potenz mit dem Exponenten 

F : (h, + . . .  + h,) ;t~ + (l~+, + . . .  + l~) ~, - u, - ;q + 1. 

teilbar. 
Da die Zahlen (36) alle zum Ringe geh6ren, wlrd jede zu a geh6rlge Zahl 

kongruent einer Zahl des Ringes f'tir eine beliebig hohe Potenz yon p. Daher 
wird der Partialfiihrer I~ in Bezug auf p sicher ein Teiler yon a. Ich werde 
abet zeigen, dag man eben f~ =- a hat. 

W~ire n~imlieh Ip darch eine niedrigere Potenz yon p~o teilbar als a, so 
Q 

wiirden schon alle Zahlen des Ideals ~ kongruent Zahlen des Ringes fiir eine 

yon p. Dies ist aber nicht der Fall, wie man leicht beliebig hohe Potenz 
zeigen kann. 

Die Zahl 
~(0 i .  - -  1 

.4(0)  , _ . , , , ,  ~ @ ) ~  ' 
- - -  - - , - , , - ' t , ~  ID 

P P 
Ae~ tmiff~mah~. 46. Imprim6 le 4 d6cembre 1925. 49 
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ist, wie man leicht bemerkt, ganz und gehiirt zum Ideale ~ .  Denn /i~'(#) ist 
, j  

durch alle yon p~!~ verschiedenen Primideale in einer beliebig hohen Potenz 
teilbar, w~ihrend p(i ~ in ~ in genau der Potenz 

P -  1 = (h, + . . .  + h,) ~, + q,§ + . . .  + z~) ~, - ~, - ~, 

enthalten ist. Die Zahl ~ kann aber nicht kongruent  einer Zahl des Ringes fiir 
eine beliebig hohe Potenz yon p als Modul sein. Denn zunjichst ist der Grad 
yon A (#) in ~ kleiner als n. Wenn man niimlich eine Kongruenz 

h~itte, so wiirde daraus 

(38) 

------ B (#) (rood p~) 

folgen, wo 7 eine ganze Kiirperzahl ist. Wenn nun der Index k der Zahl 
durch pC genau teilbar ist, kann man 

k ---- f k ~  

setzen, wobei k, nicht dutch p teilbar ist. Man kann bier natiirlich q ~ M vor- 
aussetzen und multipliziert  man dann (38) mit  k,, erh~it man 

k, A (a)  
k , ~  = - -  k , B ( O ) + k y ,  , 

P 

wo auch ~'1 eine ganze Kiirperzahl ist. Naeh w 2 ist k~,, immer eine Zahl des 
Ringes, also wird auch 

k. A (a) 

P 

eine Zahl des Ringes,  was offenbar unmiiglich ist. Man mul~ also a ~ fp 
haben. 

Sat~ 10. Der Partialfiihrer fp in Bezug auf p ist durch das Primideal 
E i) genau in der t)otenz 

p(f(h, + . . .  ~- hi) Ii ~- (l,+, -[ - . . .  + lk) ul - -  ui - -  hl + 1 
(39) 

teilbar. 

Nach Satz 4, w 2 ist damit die vollst~indige Zusammensetzung de.~ Fiihrers 
des Ringes ermittelt .  
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w 6. Bestlmmung der K6rperdifferente. 

Die Bestimmung der KSrperdifferente kann nun leicht geschehen. In C, 
Satz 9 ist  n/imlich gezeigt worden, dal~ die Differente /" (#) der Zahl @ durch 
das Primideal p/' genau in der Potenz mit dem Exponenten 

(40) (h, "Jr- �9 �9 �9 - ~  ~ i )  Xi + (/~+l "~- " ' " .Jr_ lk ) ~ i  - -  }fi + ~)]0 

teilbar ist. t t ier bedeutet 0 (~; eine ganze rationale Zahl, welche gleich Null J 
ist, wenn Xl nicht durch p teilbar ist. In jedem Falle kann OJ i~ nach CI 
Kap. II,  w 3 einfach bestimmt werden; ieh werde iibrigens am Schlusse dieses 
Abschnittes noch einmal die Bestimmung dieser Zahlen 0~ i~ bohandeln. 

Der Fiihrer des Ringes enth/flt nach Satz 10, (39) die Potenz yon ~j 
dem Exponenten 

(41) (h, + . . .  + h,) 1~, + (1,+, + . . .  + lk) x,-- u,-- 1~, + 1, 

Aus der Gleichung (12) folgt dann, wenn man also (41) yon (40) abzieht, dab 
die KSrperdifferente genau durch 

teilbar ist. 

Sa tz  11. Die K6rperdifferente ist genau durch 

teilbar. Hier ist p~ ~ 0, wenn Z i nicht durch p teilbar ist, und 0~r176 ~ O, wenn 
).i dutch p teilbar ist, und in jedem Falle einfach bestimmbar. 

Man kann diesen Satz etwas umformen, indem man annimmt, daft 

die Primidealzerlegung yon p ist. Dann folgt: 

Sa tz  19.. Die KSrperdifferente ist durch 

~ , -  1 + ~, 

genau teilbar, wobei Pi ~ O, wenn e~ nicht durch p teilbar, und Oi ~ O, wenn e i durch 
p teilbar ist. 

In C, Kap. II, w 4 ist gezeigt worden, dab die KSrperdiskriminante genau 
dutch 

h~(e~--1 + ~,) 
p~.= 1 

49* 
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teilbar ist, mad daraus folgt sofort die Richtigkeit des Dedekindschen Haupt- 
satzes : 

Die KSrperdiskriminante ist, vom Vorzeivhen abgesehen, gleich der 2Vorm der 

K~perdifferente, also 

Idl = Nb. 

Die Zahlen 0, welche fiir die Bestimmung der K6rperdifferente v o n d e r  
grSfiten Wichtigkeit sind, werden nach C, Kap. II, w 3 dadurch definlert, dab 

t(i) ~t. ~ -- ~ + e~ '~ 
die Zahl r genau durch pC J ' teilbar ist. Praktisch kann man 
die Zahl 0J ~ folgendermaBen einfach bestimmen. Indem ich wieder die Indizes 
weglasse, ist 

(x) ---- q~ (x) a + a, (x)p s (p (x) ta-' + a~ (x) p'~' q~ (x) ~z-' + . . .  + atz (x) ~ ,  

wo fiir alle Glieder 

T + ( t i t - i )~  >= tax 

ist. Diejenigen Glieder, file die das Gleichheitszeichen gilt, sind 

(42) ~ (x) ~ + az (x) p~ ~ (x) ̀ ~-''~ + . . .  + aa (x) P ~. 

Man kann also kurz 

(43) 

setzen, wobel 

(44) 

(x) = Z a(x) ~ (x)= f 

ist. Differentiiert man (43), so erh~lt man 

�9 ' (x) = Z a' (x) 9o (x)" p~ + ~' (x) Z a a (x) r (x) "-1 p~ 

und hier ist nach (44) 

(a-l)z+~it ---- au+t~it-u ~ t).u-u, 

so dab @'(@) immer durch pt~-= teilbar wird. Wenn it nicht durch p teilbar 
ist, wird ~ ' (~)  genau darch diese Potenz yon p teilbar. Denn bei der Diffe- 
rentiation der Glieder (42) erh~lt man 

A r (x) [t ~ (x). ~-a + a z (~)px. (t --1) cp (x) (t-')z-~ + . . .  + a,t_,) z (x)p (~-')~ ~ (x~ -I] 
+ aI(x) f ~ (x) ('-''~ + . . .  + a~ @) f " .  
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Setzt man bier ~---~ ~, so werden die:Glleder der zweiten Zeile gewifl durch p~" 
teilbar. Wenn aber X nicht durch p teilbar ist, wird X~ ' (a )n ich t  dureh p 
teflbar, und daher werden alle Glieder der ersten Zeile genau durch p~-~ teilbar. 
Man bemerkt welter lelcht, dat] die Summe dieser Glieder nicht eine hShere 
Potenz yon p enthalten kann (man sehe C, Kap. II, w 3), und folglich ist 
0 -~- 0, wenn ~L nieht dutch iv teilbar ist. Wenn ~ durch p teilbar ist, so sieht 
man ein, daft ~ '  (g) durch eine hiihere Potenz als p'~'~-~ teilbar wird, und daher 
wird Q ~ 1, wenn it durch p teilbar ist. 

Die wirkliche Bestimmung yon 0 erfolgt nun leieht folgendermal~en: Man 
bildet die Entwieklung (p, ~(x)) yon r  (x), also 

r (x) = ~ b, (x) ~ (x):'ip ~i, 

wo b,(x)~. 0 (modd p, ~(x)) ist. Setzt  man bier x ---- a ,  so folgt nach Satz 7, daft 
�9 '(#) genau dureh pa teflbar wird, wo R die kleinste unter den Zahlen x~+it6~ 
ist. Daber wird also ~ ~ R - ~xit + x. 

Sa tz  13. Ist 

r (x) = Z b,(x) q~ (x) v' p#' 

die Entwicklung (p, ~ (x)) yon ~'(x), so wird, wenn R die kleinste unter den Zahlen 
~ i +  itdi bezeichnet, die Zahl Q dutch 

bestimmt. 

w 7. Bestimmung einer oberen Grenze fllr die Zahlen c. 

Ich werde zuletzt zeigen, wie man eine obere Grenze fiir die Zahlen Q 
angeben kann. Zu diesem Zweeke werde ieh aber zun~iehst zeigen, wie man 
dem zu p~i, geh~rigen Faktor  ~/~ (x) eine ganz einfache Form geben kann. 

Es seien 

"r  lk ~ ~ " ~ , 

in irgend einer Reihenfolge' diejenigen Primldealteiler yon p, welehe yore Grade m 

sind, fiir die also ~ ' )  p% Die Primzahl p soll dutch p~e~) ---- genau teilbar sein. 
Zu den Zahlen 

e l l )  (m) (4)  e~ , . . . ,  e, 

Kann man ein solehes System yon s ganzen rationalen Zahlen 

1 ~ " 1  , ~ 1 7 6 1 7 6  
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(~) relativ prim ist, und weiter konstruieren, da6 h~ ) zu e~ 

,m) ~ ~ ~ " "  (~)  
e~ e, e s 

ist. Wenn dann ~p (x) eine Primfanl~tion m- ten  Grades ist, so kann man nach 
B, w 2 eine solche Zahl ~ des K~irpers bestimmen, dab ~ einer regul~ren Glei- 
chang F(x)  --~ 0 in Bezug auf p geniigt, and welter wird die Zahl ~(~) durch 

ein Prlmideal p'~) genau in der Potenz ~!~) hT) �9 ~ teilbar. Dann wird das Polygon 
(p, ~(x)) yon F(x)  die Neigungszahlen (45) haben. 

Speziell kann man aber h(,"*)= 1 w~hlen; dann wird der Faktor  ~(~)(x), der 
p(~) entspricht, die Form 1 

�9 ~' (x) = r (x) ei~', + 1o a, (x) r (x) e([~) -- 1 _~.....~ P aelm) (X) 

haben, oder kurz 

= + p A (z),  
wobei 

ist.  
A (x) ~ 0 (modd p, r (x)) 

Man kann also sagen: 
Wenn p durch das Primideal p m-ten Grades genau in der _Potenz p~ teilbar 

ist, kann man eine solche reguldre Gleiehung F(x)  ----- 0 finden, daft der zu p ent- 
sprechende Faktor ~ (x )  in der Zerlegung yon F(x)  (mod p ~) die Form 

(46) V(x) = (x), + p 

hat, wobei ~(x) eine Primfuvktion m-ten Grades ist, ;M(x) ~. 0 (moddp, ~(x)) und 
der Grad yon M(x)  kleiner als der Grad yon ~(x)  ~ ist. 

Wenn man im folgenden voraussetzt, dab ~(x) die spezielle Form (46) hat, 
so i s t  it-----e, ~ ~ 1 and e ~ 1, and die Kiirperdifferente wird dutch p,-,+e. 
teflbar. Die Zahl F'(co) wird aber nach C, Kap. II ,  w 3 dureh 

genau teilbar, d. h. F'(~)  ist durch dieselbe Potenz yon p wie die K(irperdifferente 
teilbar. 

Wei ter  bilden in diesem Falle, da r genau durch die erste Potenz yon 
p teflbar ist, die Zahlen 

co' ~ (~)' (r ---- 0, 1 , . . . ,  m -  1, s ---- 0,:1, ..., e - ,1)  

ein FnndamenhLlsystem ffir a l le  Zahlen des Kiirpers in Bezug auf  p. Daraas 
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fo]gt abet auch, daft die Zahlen 

~t~ ID~ (DI~ . . , ~ 0} ~  

ein solehes Fmadamentalsystem bilden, mad na~h w 1 ka.nn folglich keine Kongruenz 

a o q- a~ ~ -t- ... -t- a ~_~ co ~-a _ 0 (rood p*) 

bestehen, antler wenn alle a i dutch p teflbar sind, d. h. man hat  identisch 

a, Jr a~ x q-.-. -I- ae~_~ x *=-' ~ 0 (rood p). 

Wie sehon bewiesen worden ist, hat  man nut  dama Q > 0, wean die Zahl e 
dutch /9 teflbar ist. Die Zahl # kann aber nicht beliebig grot} werdem Ist 
n~imlieh 

e ~ ~s  et 

w o e '  nieht darch p teilbar ist, so werde ich zeigen, dal~ man immer 

Q ~_~se 
hat. 

Die Zahl 
~,(~) _- ~ , ( ~ )  ~(~)'-, + p ~ ' ( ~ )  

ist durch p*-~+e teilbar. W~ire nun o ~ s e + l ,  so wiirde F'(r durch p (~i~ 
teilbax mad man h~itte elne Kongruenz 

e ~' (~) ~ (~)'-' + p 2u'(~)  - 0 (rood r 

Eine solehe Kongruenz kann aber naeh der friiheren Bemerkung nicht bestehen, 
attBer wean identiseh 

(47) e~'(x)~(x)'- '  + p M'(z) -- 0 (modp ~+') 

ist. Eine solche Kongruenz ist aber unmSglich, wie ich  zeigen werde. 
Allgemein kann man n~imlich aus einer Kongruenz 

H'(x) =_ G'(x) (modlo) 
attf die Kongraenz 

H(x) = G(x)+ A(x~) (modp) 

schliefien, wobei A(x) ein Polynom ist. Ist der Modal eine Primzahlpotonz p", 
so folgt aus der Kongruenz 

H'(x) - G'(x) (mod p~ 

eine Kongruenz von der F o r e  

H(x) --= a (x) + A, (xP3 + P A, (~~ + . . .  + p~ Ao_, (x~) (rood p"), 

wobei alle A~(x) Polynome sin& 
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Wende t  man diese , In tegra t ion  der Kongruenzen ~ auf  die Kongruenz  ( 4 7 )  

an, folgt  also 

+ p (x) =_ (moaf§  

Diese Kongruenz ist  abet  unmSglich, denn aus ihr wiirde man 

- (modp) 

erhalten. Es ist  aber bekanntl ieh 

p'+') - (moap) 

and folglich 

(x) ~ =_ [A o (x)] p'+' (rood p). 

Diese letzte  Kongruenz ist  nicht m~glich, dean die Zerlegung in Pr imfaktoren  

(mod p) ist  eindeutig, and d a e  nicht  dutch f+~ tei lbar  ist, kann r ~ nicht 

(rood p) eine f + ' - t e  Potenz sein. 

Es ist  daher bewiesen: 
S a t z  14. W e n n  e nicht du tch  p teilbar ist, w ird  ~ ~ O. W e n n  e genau 

dutch f teilbar ist, wird  

(48) 1 ~ ~ < s e. 

Dieser Satz ist  sehon yon Dedekind ~ vermute t  worden, der erste Beweis 

wurde yon Her rn  t tensel  2 gegeben. Ein  etwas anderer  Beweis ist von Herrn 

Bauer 3 angegeben worden. 
Herr  Bauer  4 hat  wei ter  gezeigt, daft fiir K~rper, worin p ~ p~ ist, O so- 

wold die obere als die untere Grenze erreichen kaan,  d .h .  man kaan KSrper  

angeben, in denen 0 = 1 oder q ~ s e ist. In  einer anderen Arbei t  (Math. 

Zeitschrift) bestimme ieh allgemein, welehe Zalden ,o bei einem gegebenen Ex- 

ponent e vorkommen kSanen; es stell t  sich dabei heraus, daft es immer Ausnahme- 

werte  gibt, welche nicht als Zalden ~ vorkommen kSnnen. 
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