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Einleitung.

In den fritheren Arbeiten: ,Zur Theorie der algebraischen Zahlkirper®!,
» Weitere Untersuchungen zur Theorie der algebraischen Kérper“? und ,Bestim-
mung der Diskriminante eines algebraischen Zahlkorpers“® habe ich eine neue
Methode in der Theorie der algebraischen Zahlktrper angegeben und zwar ge-
zeigt, wie man fiir die zentralen Probleme der Kérpertheorie eine einfache und
besonders praktisch anwendbare Auflssung geben kann. Unter Anwendung der
Newtonschen Polygone kann man fiir jede Primzahl die zugehdrige Primideal-
zerlegung bestimmen, und weiter kann man fiir die Primzahl und alle ihre Prim-
idealteiler, einfache Fundamentalsysteme aufstellen. Daraus leitet man die
Zusammensetzung der Korperdiskriminante ab, und erhdlt eine einfache Formel,

! Acta mathematica, Bd. 44. Diese Abhandlung wird im Folgenden mit A bezeichnet.
? Acta mathematica, Bd. 45. Diese Abhandlung wird im Folgenden mit B bezeichnet.
3 Acta mathematica, Bd. 45. Diese Abhandlung wird im Folgenden mit C bezeichnet.
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364 Oystein Ore.

die auch fiir die sogenannten Ausnahmeprimzahlen richtig bleibt. Zuletzt be-
merke ich, daB man auch fiir die grofe Klasse der reguldren Gleichungen ein-
fache Formeln fiir die Zusammensetzung des Index und der Gleichungsdiskrimi-
nante erhilt.

Die vorliegende Arbeit bildet eine direkte Fortsetzung der Arbeit C, und
ich wende die Bezeichnungen dieser Abhandlung an. Ich behandle erstens die
Fihrer der natiirlichen Ordnungen, d.h. Ringe, welche aus = algebraischen
Zahlen

1, 9, 9, ..., 9

gebildet sind. Unter Anwendung dieser Untersuchungen auf regulire Glei-
chungen wird fiic jede solche Gleichung der zugehorige Fiihrer bestimmt; der
Fiihrer wird nur von den geometrischen Verhiltnissen der zugehdrigen Poly-
gone abhingig.

Aus der Bestimmung des Fiihrers folgt dann auch die Zusammensetzung
der Korperdifferente, indem ich in C die Gleichungsdifferente einer reguliren
Gleichung bestimmt habe. :

Aus dieser Herleitung der Kéorperdifferente folgt natiirlich auch ein nemer
Beweis fiir den Dedekindschen Satz iiber die Aquivalenz der Korperdiskrimi-
nante mit der Norm der Korperdifferente. Es mag von theoretischem Interesse
sein, daf dieser Beweis nicht auf der Anwendung der Theorie der komplemen-
tiren Systeme berubt. Weiter gebe ich eine einfache Herleitung der Dedekind-
Henselschen Ungleichheiten tiir die Primidealexponenten in der Zerlegung der
Korperdifferente, wenn die zugehérige Primzahl zu den Ausnahmeprimzahlen
gehort. Alle Beweise werden im vorgelegten Korper gefiihrt; Hilfskirper,
auch Galois'sche Korper, sind nicht erforderlich.

Ich habe hier immer nur algebraische Korper in Bezug auf den rationalen
Bereich behandelt. Die Methode l:ift sich aber ohne weiteres auf Relativkérper
ibertragen und man erbidlt fiir Relativkorper die entsprechenden Sitze iiber
Primidealzerlegung, Relativdiskriminante und Relativdifferente.

§ 1. Fundamentalsysteme fiir die Multipla eines Ideals.

In der Arbeit C, Kap. I, § 1 habe ich Fundamentalsysteme fiir Primeahlen
und Primidealpotenzen definiert. Fiir die folgenden Untersuchungen braunche ich
den allgemeineren Begriff der Fundamentalsysteme fiir die Multipla eines Ideals,
welcher hier definiert werden soll.
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Es sei p eine Primzahl und p ein Primideal ften Grades, das in p aufgeht.
Weiter seien
&) 0y O ey
f ganze Zahlen des Korpers, welche sdmtlich durch das Ideal p" teilbar sein
sollen. Ich sage dann, daB die Zahlen (1) ein Fundamentalsystem fir die Zahlen
des Ideals p" in Besug auf den Modul p™* bilden, wenn jede Zahl « des Ideals

p" kongruent einer linearen Summe mit ganzen rationalen Koeffizienten von den
Zghlen (1) ist, also

(2) ¢ =0;0,+a0,+ - +a,0 (modp™*),
wo die Koeffizienten ¢;(mod p) eindeutig bestimmt sind. Die notwendige und
hinreichende Bedingung dafiir, daf die Zahlen (1) ein Fundamentalsystem fiir

die Zahlen des Ideals " in Bezug auf den Modul p™** bilden, wird dadurch aas-
gedriickt, dafl eine Kongruenz

a0, +a,0,++a,0, =0 (mod p™)
mit ganzen rationalen a; nur dann bestehen kann, wenn
=a,=--=a,=0 (mod p)

ist. Denn in diesem Xalle erhélt man,”wenn man in (2) die Koeffizienten a; voll-
stindige Restsysteme (mod p) unabhiingig durchlaufen 1i8t, eben p” verschiedene
inkongruente Zahlen (mod p™*') und es gibt auch im Ideale p" genaun p’ ver-
schiedene inkongruente Zahlen (mod p™*).

Man bemerkt weiter leicht, daB wenn eine Zahl § durch p genau in der
Potenz p° teilbar ist, so bilden die Zablen

Bo,, B, ..., ﬁm/

ein Fundamentalsystem fiir die Zahlen des Ideals p** in Bezug auf den Modul
p'**, indem némlich aus einer Kongruenz

afo, +a,fe,+--+a fo, =0 (modp™*)
notwendigerweise
a, 0,4+ a, 0,4+ -+ a,0, = 0 (mod p™)
folgen wiirde. Eine solche Kongruenz ist aber nicht moglich, aufler wenn alle
Koeffizienten a; durch p teilbar sind.
Es sei nun p genau durch p° teilbar. Ein System von ef Zahlen des
Ideals p"

(3) @y Dgy.ovy @,
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soll dann ein Fundamentalsystem fiir die Zahlen des ldeals y" in Bezug auf p
heiBen, wenn jede Zahl « in p” kongruent einer linearen Summe von diesen
Zahlen mit ganzen rationalen Koeffizienten ist, also

(4:) C=Ea0,4+a,60,+- -+ ae/'.m:/ (mOd pr+e),

wobei die Koeffizienten a; (mod p) eindeutig bestimmt sind. Man zeigt leicht,
daf die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf Zahlen (3) des ldeals
p, ein Fundamentalsystem in Bezug auf p fiir dieses Ideal bilden, dadurch aus-
gedriickt wird, daB eine Kongruenz

a,0,+0,0,+ - +a,0, =0 (mod p'*)

nur dann bestehen kann, wenn die ganzen rationalen Koeffizienten o, die Be-
dingung

lif
2

M
If

a,, = 0 (mod p)
erfiillen.

Man kann nun weiter zeigen:

Satz 1. Wenn die Zahlen (3) ein Fundamentalsystem fir die Zuhlen des
Ideals p" in Bezug auf p bilden, so besteht immer, wenn M eine belicbige ganze ratio-
nale Zahl ist, fiir jede Zahl o des Ideals eine Darstellung von der Form

¢« =00 +00,+ - +4a,0, (mod p¥),

wo alle Koeffizienten a, ganz rational sind.
Nach (4) hat man ndmlich

— ® 0) (0)
e=aw,+a o,+-+a, 0,4+ 6,

wo f,,, zum ldeale p™*¢ gehort. Da nun, wie man einfach bemerkt, die Zahlen
pwo, ein Fundamentalsystem fiir das Ideal p™° in Bezug auf p bilden, kann man
weiter

r+e

Broo =1 a0, +pa’ 0+ +p a::l/) @+ Brize
schreiben, wo alle a” ganz rational sind und 8,,,, zum Ideale p'*** gehért. Fahrt.

man so fort, erhdlt man im allgemeinen
ﬁr+te = pt aib @, +pt ag) 0,4+ pta'i,tr) @,y + Britrue
woraus darch Addition
¢=b0,4b,0,+ -+, 0, (mod prtr)

folgt, wo alle b, ganz rational sind, und wo ¢ beliebig groB gewihlt werden
kann, also sicher grifer als eine beliebig bestimmte Zahl M.
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Ein Fundamentalsystem fiir p” in Bezug auf p kann in der folgenden Weise
konstruiert werden. Man bildet fiir alle Ideale

p‘:‘, pH-l’ . pﬂ»a—x
entsprechende Fundamentalsysteme
(mod pr+1), (mod p"*"), . (mod pr+e)

und bezeichnet diese mit

[ 0, @y, ceey @ (pr)’
(5) [Te) @Dypgy ooy @y (pr“)1
m(ﬂ—l)/+l b m(c—l) e 2t mef (pr+s-‘)'

Dann bildet die Gesamtheit der Zahlen (5) ein Fundamentalsystem fiir p" in
Bezug auf p, denn eine Kongruenz

8,0,+ +0,0,+a,,0,,+ +0a,0,= 0 (mod »™*)

kann nur dann bestehen, wenn alle ¢, durch p teilbar sind. Man hat ndmlich
dann auch

a,0,+- - +a,0,=0(mod p*').
und folglich miissen a,, a,, ..., a, durch p teilbar sein. Daraus folgt weiter
Qrgy @ pyy et Gy, By, = 0 (mOd p"ﬂ) ’

und aus dieser Kongruenz folgt natiirlich, daf a,,, a,,,..., a,, alle durch p
teilbar sein miissen, usw.
Es sei nun
p=pipi.py Np =l
die Primidealzerlegung von p und weiter

7s

®) =it
ein Ideal, das keinen zu p relativ primen Idealteiler besitzt. Einige oder sogar

alle Exponenten . diirfen gleich O sein. Ich sage dann, daB ein System von
n Zahlen

(7) By Moy ooy My

welche alle zum Ideale a gehdren, ein Fundamentalsystem fiir die Zahlen des
Ideals a in Bezug auf p bilden, wenn jede Zahl in a kongruent einer linearen
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Summe mit ganzen rationalen Koeffizienten von diesen Zahlen ist, also

(8) e=am, +a, /e e + @, M, (mOd ap)’

wobei die Koeffizienten @,(mod p) eindeutig bestimmt sind. Man bemerkt einfach,
daf die notwendige und hinreichende Bedingung fiir ein solches Fandamental-
system ist, daB eine Kongruenz

) an,+a,n+---+a,m,=0 (modap)
nur dann bestehen kann, wenn alle Koeffizienten a; durch p teilbar sind.

Es folgt weiter die Richtigkeit des folgenden Satzes:

Satz 2. Wenn die, Zaklen (7) ein Fundamentalsystem fiir die Zahlen des
Ideals a in Besug auf p bilden, so besteht, wenn M eine beliebige ganze rationale
Zahl bezeichnet, fiir jede Zahl o des Ideals eine Darstellung von der Form

e=a,0,+a0,+ -+a,0, (modp¥),

wo alle Koeffizienten a; ganz rational sind.
Aus (8) folgt nimlich

0

@ = a’n+a nt o+ aln tpe,
wo auch «, zu a gehort. Dann kommt weiter

€ = gt al 0P+ Dy
wo «, zu a gehort. Im allgemeinen erhilt man

o = aln+aln+ el ntpey,,

woraus, wenn man diese Gleichungen bzw. mit 1, p, p’, ..., » multipliziert und
dann addiert, eine Gleichung von der Form

& = blnx +b2na+ ot '+bnnn+pt+l T8}

folgt, wobei alle Koeffizienten b, ganz rational sind, und der Exponent {41
beliebig grof gewihlt werden kann.

Kennt man fiir alle Teiler p;° von a entsprechende Fundamentalsysteme in
Bezug auf p;:

(O] (1)

@)
@, @0, ..., ©
2. eifi,

so kann man einfach ein Fundamentalsystem fiir a in Bezug auf p ableiten.
Man bestimmt nimlich fiir alle i eine Zahl », welche nicht durch p, teilbar
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ist, aber fiir alle j i soll y; durch p:’+e" teilbar sein. Dann gehtren die
Zahlen

N ; = %.m;') t=12...575=12 ..¢f)

alle zam Ideale a und bilden in der Tat ein Fundamentalsystem fiir die Zahlen
in a in Bezug anf p. Denn eine Kongruenz

%J
(10) >a;;m,;, =0 (modap)

kann nur dann bestehen, wenn alle @, durch p teilbar sind. Aus (10) wird
némlich fiir alle ¢

_e‘zf'l @, 7, = 0 {mod [ T%)
J=
folgen, aber nach den Eigenschaften der 7, miissen dann alle a;, durch p
teilbar sein.

Man kann die notwendige und hinreichende Bedingung fiir ein Funda-
mentalsystem fiir die Zahlen des Ideals a in Bezug auf p etwas umformen. Es
sel nidmlich

@y, Dy ...y @

eine Basis des Ideals a. Dann bestehen Gleichungen von der Form

7 = a¢’o,+a w,+ -+a e,
(11 .o .

T = a‘,”’ml+a‘,"’m,+---+a‘,f"m,,,
wo die Koeffizienten a ganz rational sind. Die Diskriminante der » Basis-
zahlen ist von der speziellen Wahl der Basis unabhingig und bekanntlich gleich

4 (v, @, ..., o,) = (Na)d,

wobei d die Korperdiskriminante bezeichnet. Die Diskriminante 4 (w,, o,, ... @,)
werde ich die Diskriminante des Ideals nennen. Man zeigt dann leicht:

Satz 3. Die notwendige und hinreichende Bedingung fir ein Fundamental-
system in Bezug auf p ist, dafi dic Diskriminanie 4(nq,, %,y ..., %,) Gurch genau
dieselbe Potenz von p teilbar ist wie die Diskriminante des Ideals a.

Aus (11) folgt nédmlich die Beziehung

4(7717 Ngy vovy M) = Ia’gnl’d(mn @y ooy w’n)}

Acta mathematies. 46. Imprimé le 3 décembre 1925. 47
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und daraus nach der Bedingung, daf die Determinante |a?’| nicht durch p teilbar
sein kann. Soll aber eine Kongruenz von der Form (9) bestehen, so kann man
darin die Werte (11) eintragen, und erhilt

(bx a(xl) + ba a:” +eeet bu a(lm) @,
+ (0, 0,00+ + b, o,
+ . . . . . . . . .
+5,a” +b,aP +--+b,a") 0, =0 (mod ap),
und da die Zahlen w; eine Basis des Ideals a bilden, bestehen auch die Kon-
gruenzen

ba+b,a8 +- - +8,00 =0 (mod p)
bla,(,”-i-bga:)'*' et b0 =0 (modp),

und die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Aufldsbarkeit dieser
Kongruenzen ist, daf die Determinante [a'| des Systems durch p teilbar ist.

Wenn man in diesen Untersuchungen fiir a das Einbeitsideal setzt, bilden
die Zahlen (7) ein Fundamentalsystem in Bezug auf p fiir alle ganzen Zahlen
des Korpers, wie ich dies in C, Kap. I, § 1 definiert habe.

§ 2. Bemerkungen iiber Fiihrer.
Im folgenden werde ich mit o den Ring
0o =[1, &, ..., 7]

bezeichnen, d.h. o ist die Menge aller ganzen Zahlen 5 des Korpers, welche in
der Form

1 = a,+a,d+a, &+ - +a, 8

mit ganzen rationalen Koeffizienten a,; geschrieben werden kinnen.
Bekanntlich gibt es, wenn die Zahlen

1, 9, 9, ..., o

keine Basis des Korpers bilden, auch ganze Zahlen des Korpers, welche nicht
zum Ringe o gehtren. Bezeichnet man aber mit g die Gesamtheit aller ganzen
Zablen des Korpers, so gibt es solche Zahlen ¢ des Kirpers, daB das Produkt
von ¢ mit einer beliebigen Zahl aus g immer eine Zahl des Ringes ist. Man
sieht leicht ein, daB die Zahlen ¢ ein Ideal f bilden, und daB alle Zahblen ¢
und also auch das Ideal { zum Ringe gehtrt. Dieses Ideal wird nach Deprwp
der Fiihrer des Ringes genannt.
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Zwischen der Differente f'(#) von & und dem Fiihrer des entsprechenden
Ringes besteht die leicht zu beweisende Relation

(12) f'#®) =

wo das Ideal b von der speziellen Wahl der Zahl & unabhingig ist, und die
Korperdifferente genannt wird. Im folgenden werde ich die Zusammensetzung
des Fiihrers untersuchen, und da ich friiher (man sehe C, Kap. 1I, §3) fiir
die sogenannten reguldren Gleichungen die vollstindige Zusammensetzung der
Differente f'(#) ermittelt habe, folgt darans auch die Zusammensetzung der
Kérperdifferente.

Ich gehe nun zu einem anderen Fiihrerbegriff iiber, welcher fiir die fol-
genden Untersuchungen von Wichtigkeit ist. Es sollen alle Zablen ¢ ermittelt
werden, welche die folgende Eigenschaft besitzen: Wenn o eine behebxge ganze
Korperzahl ist, so besteht immer eine Kongruenz

0g,’ = R(9) (modp®),

wobei E(9) eine Zahl des Ringes ist. Die Zahlen ¢’ bilden fiir ein beliebig
fest gewihltes « ein Ideal f;°. Denn wenn @’ und %{’ zur Menge f;° gehoren,
so hat auch ¢’ & %’ diese Eigenschaft, und wenn , eine beliebige ganze
Korperzahl ist, so gehort auch o, p” zu f;”. Denn man hat nach der Definition
von @y

©o,¢,” = R,(#) (mod p*),

wo E,(9) zum Ringe gehort, wie anch o gewihlt wird.

Das Ideal {5 soll als Partialfiihrer in Beeug auf den Modul p* bezeichnet
werden.

f" hiingt natiirlich von « ab. Man kann aber beweisen, daB f° von « un-
abhiingig ist, wenn « oberhalb einer bestimmten endlichen Grenze liegt.

Es sei ndmlich

Dyy Dgy -0 oy O

eine Basis des Korpers, und es sei weiter & der Index der Zahl #. Dann folgt
nach A, Kap. 3, § 4, daB die Zahlen

ko, ko, ..., ko,

immer Zahlen des Ringes sind, und wenn @ eine beliebige ganze Kirperzahl
bezeiehnet, so ist folglich ke sicher eine Zahl des Ringes.
Wenn daher & nicht durch p teilbar ist, kann man eine solche Zahl ! be-

stimmen, daB
47*
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kl =1 (mod p%)
ist, und darauws folgt
o = ko.l =1.R(9) (mod p®),

also o immer kongruent einer Zahl des Ringes (mod p*). Man hat also in diesem
Falle f = 1, und es gibt daher nur endlich viele Primzahlen, nimlich solche,
welche Teiler von % sind, wofiir {;° vom Einheitsideale verschieden sein kann.

Wenn nun % genau durch die Potenz p¢ teilbar ist, so werde ich zeigen,
daf man immer, wenn « > ¢ gewihlt wird,

f(u) — ;‘9)
P
hat. Dies folgt, indem man zeigt: wenn eine ganze Zahl o einer Kongruenz
(13) ® = P,(¥) (mod p?)
geniigt, so gibt es immer auch eine Zahl P, (9) des Ringes, so daB
o = P,(9) (modp®) a>p

ist. Setzt man

k= kl 5

wo k, zu p relativ prim ist, und schreibt man nach (13)

0—Py(9) = p°8,
wo L eine ganze Zahl ist, so folgt durch Multiplikation mit %,
(14) kio—k, Py (8) = k&,
wo nach einer fritheren Bemerkung kR = Q(?) eine Zahl des Ringes ist. Be-
stimmt man weiter eine ganze rationale Zahl [, so daB

k1l =1 (modp%),
so folgt, wenn man (14) mit /, maultipliziert,

o =klio= P,(8)+5LQ(® (modp®),

w. z b. w.

Das von « unabhingige Ideal

fo =9 = fo, > o

soll der Partialfiihrer des Ringes in Becug auf p heifen. Wie man sieht, sind
alle anderen Partialfithrer f,° Teiler von f,.
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Es soll zugleich bemerkt werden, daB f, durch keine anderen Primideale
teilbar sein kann, als solche, welche auch in p vorkommen. Denn schreibt man

(16) fo = Tobs

wo f, nur Primideale enthilt, welche in p aufgehen and f, zu p relativ prim
ist, so kann man eine solche Potenz p“, « = ¢ bestimmen, daB f, in p* aufgeht.
Dann ist f, der griBte gemeinsame Faktor von den Idealen [p°] und f,, und jede
Zahl ¢’ vou f, kann dann als eine Summe von zwei Zahlen aus diesen Idealen
geschrieben werden, also

¢ = yp‘+o,

wo y eine ganze Zahl ist und ¢ zum Ideale f, gehirt. Daraus folgt aber ein-
fach, daB fiir eine beliebige ganze Korperzahl o stets

0 = y.p'0t+op = g (modp®)

ist, also w ¢’ immer kongruent einer Zahl w¢ des Ringes. Alle Zahlen des Ideals
f,y das umfassender als f, ist, sollten daher zum Partialfiihrer in Bezug auf p
gehoren. Man mu8 folglich in (16) §, = 1 und f), = f, haben.

Es soll nun der folgende wichtige Satz bewiesen werden:

Satz 4. Der Fiihrer | des Ringes ist gleich dem Produkte aller Partialfiihrer
fp in Besug auf p, indem p alle verschiedene Primzahlteiler des Index k des Ringes

durchlduft; in Zeichen:

f= I1f,

k/p

Ich zeige erstens: wenn ¢ eine Zahl des Produktideals []f, ist, so ist
®¢ immer eine Zahl des Ringes. Daraus folgt sofort, daB J]f, durch den
Fiihrer f teilbar sein muB. '

Man hat, da ¢ auch zum Ideale f, gehirt,

wp = Pp(#) (mod p%),
wo o > o beliebig fest gewdhlt wird. Daraus folgt also
(16) op = P (3)+p"0,

wo o, eine ganze Korperzahl ist. Da aber ¢ auch zum Ideale f, gehort, wenn
g einen anderen Primzahlteiler von % bezeichnet, so ist in (16) @@ anch kon-
gruent einer Zahl des Ringes (mod ¢”) und daraus folgt, daB p®@, und also auch
®, kongruent einer Zahl des Ringes (mod ¢”) ist. Man kann also

w, = @@ +¢fw,,
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setzen, wodarch (16) in
g = P, (@) +p°dfo,,
ibergeht, wobei P, (9) eine Zahl des Ringes bezeichnet. Wenn daher
Pq - T

die verschiedenen Primzahlen bezeichnen, welche in % aufgehen, so erhilt man
darch Fortsetzung dieser Methode

wp =P, (@ +p¢...7"0,, .,

wobei «, f, ...,y feste, beliebig groB wihlbare Zahlen bezeichnen. Man kann
aber diese Exponenten so groB wihlen, daf p*¢f...»" durch %k teilbar wird,
woraus eine Darstellung

wp = F,, .  (®)+ko

folgt, und hier ist nach einer fritheren Bemerkung %o’ sicher eine Zahl des
Ringes.
Ist aber andererseits ¢ eine Zahl des Fiihrers {, so ist immer

wp = P9

und daher bestehen auch entsprechende Kongruenzen fiir den Modulu % ¢%, ..., #?,
d.h. ¢ muB auch zu allen Idealen f,, f,, ..., f, gehoren, also ist anch { durch
das Produkt J]f, teilbar. Der Satz 4 ist daher bewiesen.

Im Folgenden werde ich den Fiihrer f des Ringes bestimmen, und dies
geschieht nach Satz 4 so, daf ich die Partialfiihrer f, bestimme.

Ich erwihne zuletzt noch einen weiteren Fiihrerbegriff. Es sei p ein be-
liebiges Primideal, das in p aufgeht. Dann bilden alle Zahlen ¢ mit der Eigen-
schaft, daB eine Kongruenz

wp = P(3) (mod p*)

besteht, wobei @ eine beliebige ganze Korperzahl ist, ein Ideal fi. Dieses
Ideal wird natiirlich ein Teiler des Ideals {;°. Weiter folgt, daB f;’ von « un-
abhingig ist, wenn « oberhalb einer bestimmten Grenze liegt. Wenn ndmlich p

genan durch p° teilbar ist, so wird
(17) o =% =" @>ep

und das Ideal f, soll der Partialfiihrer des Ringes in Bezug auf p heifien,
Die Richtigkeit von (17) ist bewiesen, wenn man zeigt, daB aus einer Kon-
gruenz
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(18) 0@ = Py(8) (mod p%)
auch eine Kongruenz
0@ = P, () (mod p7) (¢ >eo)
abgeleitet werden kann. Man hat nun
k= p=a,

wo das Ideal a nicht darch p teilbar ist. Daher kann man immer eine solche
Zahl y bestimmen, daB die Kongruenzen

= 1 (mod p%),
¥ = 0 (mod a)

erfiillt sind. Wenn man dann nach (18)
[mq’ = Paq('s')] = p%b
schreibt, so folgt, wenn man mit y multipliziert,

[¥ (@ — P,y (8)] = p*ac

oder
V(g —P,(3) = ko, = Q(3),
woraus
0 = Py(8) +Q(9) (mod p?)
folgt.

Weiter beweist man, daf f, keine andere Primideale als p enthalten kann,
d. h. der Partialfiihrer in Bezug auf p ist gleich einer Potenz von p. Wire
nidmlich

fh = p° q,
go wire p® der grofte gemeinsame Faktor von f, und einem Ideal p*, wo « = ep
geniigend grof gewihlt wird. Man hitte daher fiir jede Zahl ¢ in p°* eine Dar-
stellung

6 =09+y

gefunden, wo ¢ und y bzw. Zahlen aus f, und p* sind. Daraus folgt aber immer
6 = ¢ (mod p*), und jede Zahl ¢ wiirde also zum Fithrer f, gehoren. Also muB
g = 1 sein.

Zwischen den Partialfiihrern f, und f, besteht ein gewisser Zusammen-
hang, den ich in einer spiiteren Arbeit iiber die allgemeinen Eigenschaften der
Zahlenkorper behandeln werde.
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§ 3. Untersuchung der K3rperzahlen fiir einen Primidealpotenzmodnul.

Ich werde in diesem Abschnitte die Korperzahlen in Bezug auf Moduln,
speziell Primidealpotenzmoduln, untersuchen. U. a. werde ich angeben, wie man
die in § 1 erwihnten Fundamentalsysteme wirklich aufstellen kann.

Es sei im folgenden & eine ganze, algebraische Zahl, welche einer reguliren
Gleichung geniigt. Die reguldren Gleichungen in Bezug auf eine Primzahl sind
in der Arbeit B, § 1 und C, Kap. I, § 2 definiert worden. Weiter habe ich in
‘B die Existenz der reguliiren Gleichungen fiir jeden Korper nachgewiesen.

Es sollen hier die Bezeichnungen der Arbeit C angewandt werden. Das
Primideal p® soll ein Primideal der i-ten Seite sein, d.h. » soll genau durch

p‘j’k und ¢ (¥) genau durch Jf"’u‘ teilbar sein. Weiter sei

'3
) W 1 ; E 2. —1 i (@ g,
19) @ = 9@ @rEe@T T @™

der Faktor in der Zerlegung von f(«) (mod p*), welcher dem Primideale p® ent-
spricht. (Man sehe C, Satz 1 und Satz 5) Wenn man den Exponenten M
geniigend groffi wihlt, kann man erreichen, daf die Zahl! @?(9) durch eine be-
liebig hohe (von M abhingige) Potenz von p{® teilbar wird. (C, Satz b.)

Im folgenden werde ich alle Indizes weglassen und schreibe fiir den Augen-
blick kurz p = p und ¢ = *. Dann ist Np = p*", p wird durch p* und
@ (D) durch p* genau teilbar. Weiter geht (19) in

—
2X

(20)  D(2) = p(@)F+a,(2)pEe@)F + a,(1) P @@+ -+ + 4y (2) 2™

%]

iiber.

In C, Kap. I, § b habe ich ein Fundamentalsystem fiir alle Korperzahlen
(mod p) gebildet. Die sm ganzen Korperzahlen
(E—-1)2

" i-1 E-1%
b

(21) N, ¥, N

-1

2
s
¥4
r=01..,m—-1

bilden néimlich ein solches System, d.h. jede ganze Korperzahl ist kongruent
einer linearen Summe mit ganzen rationalen Koeffizienten von diesen Zahlen.
Hier ist nach C, Satz 3
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@) N, = 052G
4

und diese Zahl ist ganz und zu p relativ prim.

Aus (21) leitet man einfach ein Fundamentalsystem fiir die Zahlen eines
Ideals p* in Bezug auf den Modul p°*' ab. Nach § 1 braucht man nimlich nur
um dies zu erreichen, eine Korperzahl o so zu bestimmen, daB  genau durch
p* teilbar ist, und dann alle Zahlen (21) mit o zu multiplizieren.

Da x zu 1 relativ prim ist, kann man solche ganze rationale Zahlen x und
y bestimmen, daB

@3) zx+yd = s

ist. Unter den Losungen (z, y) dieser Gleichung kann man weiter eine solche
(z,, y;) finden, daB 0 ==z, <1 ist. Diese Losung werde ich die kleinste positive
Lisung x nennen. Dann sind alle anderen Lsungen von (23) in der Form

= x,+ik, y=y,—i%

enthalten, wobei i eine ganze rationale Zahl ist. Fiir ein gegebenes ¢ werde
ich die Losungen

(24) (.’Es, Y:) (xs+ly ys_x)’ (‘/rs+2'1> ys—2x), o (xs+(£—1)17 ys—(é‘— 1)")

als die & kleinsten positiven Losungen x bezeichnen. Dabei sind alle z positiv,
unter den y konnen aber auch negative Werte vorkommen.
Die Zahl
o = N._, p(®"p"

wird dann ganz und durch p* genau teilbar, was man analog wie in C, Kap. I,
§ 6 beweist. Der Faktor N_, ist hier zugesetzt, damit man eine ganze Zahl
erhalte, indem y, negativ sein kann.

Multipliziert man nun die Zahlen (21) mit ®, erhilt man das System

N o @)Y, NLoTe@" It NLere@n TN L
N._, 8,rq,(8,)xa +(E—D2 pys'_‘(s"‘ 1 ",
und diese Zahlen bilden also ein Fundamentalsystem fiir die Zahlen des Ideals,
p° in Bezug auf den Modul p**'. Man kann aber dieses System etwas vereinfachen.
N,_, ist ndmlich nicht darch p teilbar, und folglich bilden auch die Zahlen

N 0" p@"p", N, o79@" T p" T L, N org(et Dl

(r=20,1,...,,m-1)

Acta mathematica. 46. Imprimé le 8 décembre 1925. 48
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ein solches Fundamentalsystem. Weiter sind die Exponenten

(xsl y&)’ (x8+l’ ?/a_x)7 e (x8+(8~— 1)1? y&‘_(s_l)l)

eben gleich den Zahlen (24), so dafl man einfach sagen kann:
Satz 5. Die Zahlen

(25) lv.'-x 'ﬂ‘r‘}’(&)apb, (r =0,1,..,m— 1)
wober
(26) ax+bl = s

ist, und wo a die ¢ kleinsten positiven Losungen dieser Gleichung durchliuft, bilden
ein Fundamentalsystem fiir die Zahlen des Ideals p* in Bezug auf den Modul p**.

Die Zahlen (25) gehtren gewiB nicht zu dem von & abgeleiteten Ringe,
indem nach (22) N_, gleich einem Polynome in #& dividiert durch eine Potenz
von p ist. Weiter wird auch in (25) die Zahl b negativ ausfallen kidnnen. Ich
werde nun untersuchen, wann in einem Fundamentalsysteme (25) alle b nicht
negativ sind. Diese Untersuchung kann man mittels einer geometrischen Hilfs-
betrachtung sehr vereinfachen.

Bildet man némlich die Zahl

(8P

durch den Gitterpunkt (a, ) in einem rechtwinkligen Koordinatensysteme ab,
so sieht man ein, daf die in (21) vorkommenden Glieder

L@ e@) ey
! x ) 2% ’ b

p p p(E—l) %

durch die Punkte
©,0), 4, —=), (24, — 2%), ... (=14, — (¢ —1)%)

abgebildet werden. Diese liegen alle auf einer Geraden IL,, die durch den
Anfangspunkt geht und die Neigungszahl — % hat. Teilt man nun jede Einheits-

strecke auf der positiven Y-Achse in 1 Teile, und zieht man durch diese Teil-
punkte Parallelen zu L,, erhdlt man ein System von Geraden, welche ich mit
L, L, ... bezeichne. Diese Geraden teilen jede Einheitsstrecke der positiven
X-Achse in x Teilstrecken.

Man findet ohne Schwierigkeiten, da8 die Gerade L, die Gleichung

rx+yA = s
hat, and folglich werden die Glieder ¢ (9)*p’, welche in (25) vorkommen, durch
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Gitterpunkte auf L, abgebildet. Da a die & kleinsten positiven Losungen dieser
Gleichung (26) durchlaufen sollte, werden die entsprechenden Gitterpunkte inner-
halb eines Streifens zwischen der Y-Achse und der Parallelen dazu in dem Ab-
stand £1 liegen.

Y
R T A S
+ + + + + + + + + + 1 A5
X-3
7- L e T T P
+ + + + + -+ + +
+ o+
4
+ +
4 +
d —
+
s »]‘T’
+ 4+ o+ 4+ + o+ 4+ e
+ + + + + + \k\-o
Y
+ + t + + + + .\\i\\lrl‘j
L T T T > +L0
+ o+ o+ o+ 4+ o+ 4+ 44
Y|

Es sollte nun untersucht werden, wann die Exponenten b in (25) positiv
sind, d. h. wann die entsprechenden Gitterpunkte oberhalb der X-Achse liegen.
Dies folgt aber leicht aus der Figur, indem die letzte Gerade L, welche noch
nicht ¢ Gitterpunkte: oberhalb der X-Achse enthilt, notwendigerweise durch den
Punkt (¢4—1, —1) gehen muf, und folglich die Gleichung

T +yl = exdl—x— 4
hat. Wenn daher in Satz 5
s=exd—x—21+1
ist, werden alle 6 = 0. Im folgenden werde ich der Kiirze wegen
(27) T = exd—x—1+1

setzen. Wenn also s=t ist, kann man in dem Fundamentalsysteme (25) die

Zahl N_, weglassen, indem sie nicht durch p teilbar ist.
48#
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Man kann daher sagen:

Satz 6. Wenn
st = gxd—x—A4+1

ist, so bilden die Zahlen
9 () (r=20,1,...,m—1)
wo
ax+bl = s

ist, und wo a die & kleinsten positiven Losungen dieser Gleichung durchliuft, en
Fundamentalsystem fiir die Zahlen des Ideals p°* in Beoug auf den Modul p**'.

Wemn also s =7 ist, kann man fiir p* ein Fundamentalsystem (mod p
aufstellen, worin alle Basiszahlen zom Ringe o gehéren.

Wegen der spiteren Anwendungen erwihne ich hier noch kurz, wie man
allgemein die Potenz bestimmen kann, in welcher eine Zahl v (8) des Ringes das
Primideal p enthilt.

Man kann hier voraussetzen, daf der Grad von y(z) kleiner als der Grad
&im von ®(z) ist. Denn sonst braucht man nur y(z) durch @(2) zu dividieren
und erhélt

(28) ¥(z) = O(2)g(x)+ 7 (),

wo der Grad von r(x) kleiner als der Grad von @(z) ist. Wenn nun #(8)

genan durch p° teilbar ist, kann man, wenigstens theoretisch, erreichen, daf

®(9) darch eine Potenz p° teilbar wird, wo « > ¢ ist. Daher kommt nach (28)
¥(9) = r(3) (mod p°),

und die Zahlen ¢ (#) und »(®) sind durch dieselbe Potenz von p teilbar.
Um nun die Teilbarkeit einer Zahl »(9) durch p zu untersuchen, bilde ich
die Entwicklung (p, ¢(2)) von »(z), also

29) r@) = 3 0:) p@%p%,

wo

8+1)

Q:(z) % 0 (modd p, ()
ist. Setzt man hier z = @, wird ein Glied Q,(9) ¢ (®)™ pp" genau durch

pa,-n + B:d

teilbar. Ist nun ¢ die kleinste unter den Zahlen
%+ B4,
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so werde ich zeigen, daB r(9) genau durch p? teilbar ist. Denn ist

@) @)’

die Summe derjenigen Glieder in (29), wofiir ex + f4 = ¢ ist, kann diese Summe
nicht dorch eine hdhere Potenz als p? teilbar sein. Denn aus einer Kongruenz

0@ 9 @) p" = 0 (mod p*)
wiirde auch
2 Q@) N,9(9)pf = 0 (mod p***)
folgen, was aber nicht moglich ist, indem nach Satz 5 die Zahlen
N9 g@)rpf
ein Fundamentalsystem fiir die Zahlen des Ideals p¢ in Bezug aunf den Modul
p¢*! bilden. Man hat daher den Satz:

Satz 7. Es sei der Grad des Polynoms r(z) kleiner als der Grad von ®(z),
und die Entwicklung (p, @ (x)) von r(x) sei durch

r@ = 3 Q@) 0@ pf

gegeben. Dann ist v (8) genau durch p° teilbar, wenn o die kleinste unter den Zahlen
o %+ B4 ist.

§ 4. Bestimmung des Partialftihrers in Bezug auf p.
In Satz 6 ist gezeigt worden, wie jede Zahl des Ideals p*, wo
SZexd—x—2+1

ist, kongruent einer Zahl des Ringes (mod p**') ist. Nach § 1 kann man ein
Fundamentalsystem fiir p° in Bezug auf p aufstellen, indem ein solches Funda-
mentalsystem einfach ans den Fundamentalsystemen fiir die Ideale p°, p**, ..., p*"*™
in Bezug auf bzw. den Moduln (mod p***)... (mod p***) zusammengesetzt ist. Daher
wird jede Zahl, welche zum Ideale

p't —_ psxl—x—lﬂ

gehort, kongruent einer Zahl des Ringes fiir eine beliebig groBe Potenz p* als
Modul. Der Partialfiihrer f, in Bezug auf p ist daher p* oder eine niedrigere
Potenz von p. Um nun

fb i pz —_ pe‘x).—x—l-H

zu beweisen, braucht man nur zu zeigen, da8 nicht alle Zahlen des Ideals p*!
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Zahlen des Ringes kongruent sein kionnen, wenn der Modul p* hinreichend grof
gewdhlt wird.

Wiren nidmlich alle Zahlen des Korpers, welche durch p*' teilbar sind,
kongruent Zahlen des Ringes (mod p®), so miiBte es unter den Zahlen des Ringes
em solche Zahlen

(80) D.(8), (), -..; Yem (D)

geben, die ein Fundamentalsystem fiir die Zahlen des Ideals in Bezug auf den
Modul p® bilden. Dann kinnte aber nach § 1 keine Kongruenz

(31) 0y 0y (3) 4+ 0y U, (9) + -+ + G e (8) = O (mod p7)

bestehen, wobei alle ¢, ganz rational sind, auBer wenn alle a, durch p teilbar sind.
Ich werde aber zeigen, daB ein solches Fundamentalsystem (30) nicht
miglich ist. Zundchst kann man voraussetzen, daf ein ¥(8) in (30) einen Grad
m & hat, der kleiner als der Grad von @(&) ist. Denn wenn man ¢ (z) durch
@(z) dividiert, erhédlt man
¥(z) = @ (2)g9 (@) +r(2)

Wird hier # = & gesetzt, so erhilt man
Y (@) =7(®) (mod p7),

indem man immer erreichen kann, da @ (%)) durch p* « = 7, teilbar wird. Kine
Zahl r(9) kann man aber in der Form

(32) r(®) = 2@ e(®)p?

schreiben, wo Q(z)%0 (moddp, ¢(z)) und also Q() nicht durch p teilbar ist.

Da r(#) genau durch p** teilbar ist, muB in (32) immer nach Satz 7
ex+pL=t—1

sein. Da man aber die Zahlen ¢ (8) oder 7(#) nur (mod yp*) untersuchen soll,
kann man in (32) alle Glieder weglassen, wofiir «x+f4 = 7 ist. Eine Zahl
r(®#) wird also immer kongruent einer linearen Summe der Glieder

(33) ¥ @ (8)°p7,

fiir die ax+p4 = t—1 = sxd—x— A ist. Weiter miissen natiirlich die Expo-
nenten « und § beide nicht negativ sein. Nun gibt es aber nach §3 auf L,
nur ¢— 1 Gitterpunkte oberhalb der X-Achse, und folglich gibt es nur (¢ —1)m
verschiedene Zahlen der Form (33).
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Es ist daher bewiesen, daf alle Zahlen y,(8) in (30) sich linear (mod p®)
durch die (¢—1) Zahlen in (33) aunsdriicken lassen, und nach der Theorie der
linearen Kongruenzen folgt daraus, daf die v, (9) (mod p®) linear abhidngig sind,
d.h. es besteht eine Kongruenz von der Form (31). Die Zahlen (30) bilden
daher kein Fundamentalsystem fiir p*™ (mod p”).

Es folgt daher: '

Satz 8. Der Partialfiihrer des Ringes in Bezug auf p ist
(34) fp _— prI—N—l-H.

Weiter werde ich ein Fundamentalsystem fiir die Zahlen des Ideals f, in
Bezug auf p aufstellen. Ein solches Fundamentalsystem besteht, wie schon

bemerkt, aus den Fundamentalsystemen der Ideale p7, p**, ..., p**' in Bezug
auf den Moduln (mod p**) ... (mod p**), d. h. aus den Zahlen

¥ (90,
wo (a, b) Gitterpunkte auf den Geraden L, L,,,, ..., L,,,_, sind. Diese Punkte

(a, b) sind dann, wie man aus der Figur ersieht, diejenigen Gitterpunkte, welche
anf oder am niichsten unter der Geraden L, , liegen.
Die Gerade L,,,_, hat die Gleichung

Zr+yh = t4+A—1 = sxh—un
woraus

x %
Y = ——[x-{-sx——f.

Daher sind

) % . .
(z, [eu—%—-l—z]) =201, ..., 4-1)
diejenigen Gitterpunkte, welche am néchsten unter L, ,; , liegen. Daher wird also

—
su—;—(i+l)

Fo®p — (t=01,...,e4—1)

das gewiinschte Fundamentalsystem 1.

! Es bedeutet ﬁbera.llZdie kleinste ganze rationale Zahl, welche = ¢ ist. Wie gewdhnlich
ist [¢) die groBte ganze rationale Zahl, welche =T ¢ ist. Wenn a eine ganze rationale Zahl ist,
bemerkt man leicht, da8 fir alle ¢

a—1 = a—[1]
und

[6—1 = a— ¢
ist.
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Vertauscht man hier ¢ mit é2—i—1, so erhdlt man:
Satz 9. Die Zahlen

%
i

1‘)"91(1‘})‘1""1)[ ] (r=01..,m—1i=0,1,...,e4~1)

bilden ein Fundamentalsystem fiir f, in Beeug auf p.

§ 5. Bestimmung des Fiihrers.

In §4 ist der Partialfiihrer fpjm in Bezug auf ein Primideal p? bestimmt
worden, und zwar ist nach (34)

fp](.‘) — p;i)sj(i) wli—x— 441

Weiter bilden nach Satz 9 die ¢”1,m Zahlen

8%

(35) a*qp(a)*§"“‘s“p[ 4 ] (r=0,1,...,m—1, s=0,1, ..., 2 4—1)

ein Fundamentalsystem fiir fy» in Bezug auf pj’.

Nach C, Satz 5 zerfillt f(z) (modp*) in ein Produkt von verschiedenen
Faktoren @ (), welche den verschiedenen Primidealen p;” entsprechen. Ich be-
zeichne nun das Produkt von allen diesen, anBer @ (z), mit II/’(z). Dann ist
nach C, Satz 1

P @) = I@)2, (2) 2,(2) ... s (2) 0@ .. B(a)
W) B W) . W)

wobei II1(z) das Produkt derjenigen Faktoren bezeichnet, welche (modp) nicht
durch ¢ (z) teilbar sind.
Es soll nun bestimmt werden, durch welche Potenz von p;” die Zahl
II® (9) teilbar ist. Die Zahl IT(9) ist nicht durch p;° teilbar. Das Produkt
Ql (8) G Qi-x (8) QH-I ('8') ere Qk ('8')
ist nach C, Satz 2 (und folgende Bemerkung) genau durch

p(ﬂ(h1+h:+ R S Y E T o (/TR SR + )%
]

teilbar. Das Produkt
DY () ... B2(3) DY, (9) ... DY (B)
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ist nach C, Kap. II, § 3 (Gleichung (49)) genau durch

pmli w(a—e) il
i =5

teilbar. Daher wird II{(9) genau durch p in einer Potenz mit dem Exponen{:,en

T o= (bt byt h) At (- L) — 87 Ay,
teilbar.
Der Kiirze wegen bezeichne ich die &”m Zahlen (35) in irgend einer
Ordnung mit
7%, (9) (r=1,2, ..., 4,m).
Dann bilden die Zahlen
(36) oo @) 12,(9) (r=1,2,...&" 4,m)

ein Fundamentalsystem in Bezug aunf p® fiir ein Ideal, das gleich einer Potenz
von pf mit dem Exponenten

(37) mtt = (btht+ +R) 4+ G+ )% -5 — A+ 1
ist.

Bildet man weiter die Zabhlen (36) fiir alle verschiedenen Primidealteiler
von p, so erhdlt man, da &’4,m der Grad von @ () ist, ein System von » Zahlen,
und diese n Zahlen bilden nach § 1 ein Fundamentalsystem fiir ein Ideal a in
Bezug auf p, weil II’(8) durch eine beliebig hohe Potenz von allen von p° ver-
schiedenen Primidealen teilbar ist. Das Ideal a wird nach (37) a.llgemem durch
ein Ideal p¥ in der Potenz mit dem Exponenten

F =G4 +h) A+t -+ 1) n—n,—24+1.
teilbar.

Da die Zahlen (36) alle zum Ringe gehoren, wird jede zu a gehorige Zahl
kongruent einer Zahl des Ringes fiir eine beliebig hohe Potenz von p. Daher
wird der Partialfihrer f, in Bezug auf p sicher ein Teiler von a. Ich werde
aber zeigen, daf man eben f, = a hat.

Waire ndmlich f, darch eine niedrigere Potenz von p;” teilbar als a, so

wiirden schon alle Zahlen des Ideals p“’ kongruent Zahlen des Ringes fiir eine

beliebig hohe Potenz von p. Dies ist aber nicht der Fall, wie man leicht

zeigen kann.

Die Zahl
1 —1
1’ 4
Acta mathematioa. 46. Imprimé le 4 décembre 1925. 49

© =
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ist, wie man leicht bemerkt, ganz und gehort zum Ideale % Denn I7{ (9) ist
durch alle von p;” verschiedenen Primideale in einer beliebig hohen Potenz

teitbar, wihrend p” in @ in genau der Potenz
F—1= (hy+--+h) A+ + -+ 1) —%,— 4

enthalten ist. Die Zahl o kann aber nicht kongruent einer Zahl des Ringes fiir
eine beliebig hohe Potenz von p als Modul sein. Denn zunichst ist der Grad
von A(#) in & kleiner als ». Wenn man nidmlich eine Kongruenz

@ = B(#) (mod p*)
hitte, so wiirde daraas

(38) o= B@®)+p¥y

folgen, wo y eine ganze Korperzahl ist. Wenn nun der Index % der Zahl &
durch p° genau teilbar ist, kann man

k= pok,

setzen, wobei %, nicht durch p teilbar ist. Man kann hier natiirlich ¢ < M vor-
aussetzen und multipliziert man dann (38) mit %,, erhilt man
ko =

1

L2080 — L B@)+hs,

wo auch y, eine ganze Kiorperzahl ist. Nach § 2 ist ky, immer eine Zahl des
Ringes, also wird auch
k,A(®)
p

eine Zahl des Ringes, was offenbar unméglich ist. Man muf also a = f,
haben.

Satz 10. Der Partialfiihrer f, in Besug auf p ist durch das Primideal
» genau in der Potenz

]
(39) @Bt B+ G+ F ) — =4+ 1

teilbar.

Nach Satz 4, § 2 ist damit die vollstindige Zusammensetzung des IKiihrers
f des Ringes ermittelt.
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§ 6. Bestimmung der Korperdifferente.

Die Bestimmung der Korperdifferente kann nun leicht geschehen. In C,
Satz 9 ist pdmlich gezeigt worden, daB die Differente f'(#) der Zahl & durch
das Primideal p;” genau in der Potenz mit dem Exponenten

(40) (hx+'"+hi)li+(l'i+l+"'+Zk)xi_xi+9(;)

teilbar ist. Hier bedeutet o eine ganze rationale Zahl, welche gleich Null
ist, wenn 1, nicht durch p teilbar ist. In jedem Falle kann ¢® nach C,
Kap. II, § 8 einfach bestimmt werden; ich werde iibrigens am Schlusse dieses
Abschnittes noch einmal die Bestimmung dieser Zahlen ¢ behandeln.

Der Fiihrer des Ringes enthilt nach Satz 10, (39) die Potenz von p mit
dem Exponenten

(41) (h1+"'+hi)}~;+(li+1+"‘+lk)".'—"s—}~i+1'

Aus der Gleichung (12) folgt dann, wenn man also (41) von (40) abzieht, da8

die Korperdifferente genau durch

ohi— 1+

£l
teilbar ist.

Satz 11. Die Korperdifferente ist genau durch

ah—1+e?

)
teilbar. Hier ist ¢ = 0, wenn i; nicht durch p teilbar ist, und o >0, wenn
4; durch p teilbar ist, und in jedem Falle einfach bestimmbar.

Man kann diesen Satz etwas umformen, indem man annimmt, da8

1 r 'hi
P=prpw, Np=p
die Primidealzerlegung von p ist. Dann folgt:
Satz 12. Die Korperdifferente ist durch

pel_l+el

genau teilbar, wobei o, = 0, wenn e, nicht durch p teilbar, und o; > 0, wenn e; durch
p teilbar ist.

In C, Kap. II, § 4 ist gezeigt worden, daB die Korperdiskriminante genan
darch

11} S0P

,h.'(ei.— 14 ¢
b4
49*
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teilbar ist, und daraus folgt sofort die Richtigkeit des Dedekindschen Haupt-
satzes:
Die Kirperdiskriminante ist, vom Vorzeichen abgesehen, gleich der Norm der
Korperdifferente, also
|d] = Nb.

Die Zahlen ¢, welche fiir die Bestimmung der Korperdifferente von der
grofiten Wichtigkeit sind, werden nach C, Kap. II, § 3 dadurch definiert, daB

Plig—w+of |, . .
die Zahl ®7”(9) genau durch p‘,.‘)s' Womte teilbar ist. Praktisch kann man

die Zabl ¢}° folgendermafen einfach bestimmen. Indem ich wieder die Indizes
weglasse, ist

—

o
@ (%)% + a,(@) p= @ (@) - - + 2 (8) P

[x]

[~

D(z) = 9(@)*+a,(x)p
wo fiir alle Glieder

—
’T"+(ex-i)xgeu

—

ist. Diejenigen Glieder, fiir die das Gleichheitszeichen gilt, sind

(42) ¢ @)% +a, (@) 1" (@) + - - + ag (@) p™.
Man kann also kurz
(43) D (2) = Ya(z)p@)rpt

setzen, wobei
(44) axt Pl = six
ist. Differentiiert man (43), so erhdlt man
?'(z) = a'(2) p(2)° 1’ +9' (2) T ea(@) p(2)" pf
und hier ist nach (44)
(e—1D)%+PLl = ax+Pr—x=clx—x,

so daf &'(9) immer durch p*** teilbar wird. Wenn 4 nicht durch p teilbar
ist, wird @'(9) genau darch diese Potenz von p teilbar. Denn bei der Diffe-
rentiation der Glieder (42) erhilt man

19 (@) ep @P + 4@)7" (= Dp @ - (D" § ()
+ @ P @+ o+ aly (@)™
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Setzt man hier x = #, so werden dieGlieder der zweiten Zeile gewifi durch p™*
teilbar. Wenn aber A1 nicht durch p teilbar ist, wird i¢’(®) nicht darch p
teilbar, und daher werden alle Glieder der ersten Zeile genau durch p** teilbar.
Man bemerkt weiter leicht, daB die Summe dieser Glieder nicht eine hohere
Potenz von p enthalten kann (man sehe C, Kap.1I, §38), und folglich ist
¢ = 0, wenn 1 nicht durch p teilbar ist. Weun 4 durch p teilbar ist, so sieht
man ein, daf @'(9) durch eine hohere Potenz als p'*~* teilbar wird, und daher
wird ¢ = 1, wenn 4 durch p teilbar ist.

Die wirkliche Bestimmung von ¢ erfolgt nun leicht folgendermafen: Man
bildet die Entwicklung (p, ¢ (2)) von @' (z), also

P (z) = 3 b)) p%

wo b,(z)$0 (modd p, p(z)) ist. Setzt man hier x = #, so folgt nach Satz 7, daB
@' (#) genau durch p? teilbar wird, wo R die kleinste unter den Zahlen xy,+ A9,
ist. Daber wird also ¢ = R— ¢xd + x.

Satz 13. Ist
@) = 3 o) pa)" ™
13

die Entwicklung (p, ¢ (2)) von @' (z), so wird, wenn R die Kleinste unter den Zahlen
%y;+ A0; bezeichnet, die Zahl o durch

0 = R—¢exi+x
bestimmd.

§ 7. Bestimmung einer oberen Grenze fiir die Zahlen o.

Ich werde zuletzt zeigen, wie man eine obere Grenze fiir die Zahlen o
angeben kann. Zu diesem Zwecke werde ich aber zunichst zeigen, wie man
dem zu p° gehorigen Faktor @ (x) eine ganz einfache Form geben kann.

Es seien

0 ey B
in irgend einer Reihenfolge* diejenigen Primidealteiler von p, welche vom Grade m

(m)
(m)el
1

sind, fiir die also Np/” = p™. Die Primzahl p soll durch p¢
Zn den Zahlen

genau teilbar sein.

(m) (m) (m)
el ’ ea LS ] ea

kann man ein solches System von s ganzen rationalen Zahlen

{(m) (m) (m)
T R .
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konstruieren, daB A zu ™ relativ prim ist, und weiter

1

h(m) h(m) h(m)
(45) 1 .’_< ...<__.8_‘.
' m) m) (m)

el [ es

ist. Wenn dann ¢(z) eine Primfunktion m-ten Grades ist, so kann man nach
B, § 2 eine solche Zahl o des Korpers bestimmen, daf o einer reguliren Glei-
chung F(x) = 0 in Bezug auf p geniigt, und weiter wird die Zahl ¢(w) durch

(m)
ein Primideal p'/™ genau in der Potenz pi™ * teilbar. Dann wird das Polygon
(p, ©(z)) von F(x) die Neigungszahlen (45) haben.
Speziell kann man aber %" = 1 wihlen; dann wird der Faktor ®™ (z), der

p™ entspricht, die Form

m = ™ —~1
2" (2) = @(@)" +pa,(2) 9@ +o 4 pa (@)
haben, oder kurz

e(lm)
P (c) = ¢)" +pA(z),
wobei
A(x) %0 (modd p, (2))

ist.

Man kann also sagen:

Wenn p durch das Primideal p m-ten Grades genaw in der Potenz p° teilbar
ist, kann man eine solche regulire Gleichung F(x) = O finden, dof8 der zu p ent-
sprechende Faktor @ (x) in der Zerlegung von F(z) (mod p¥) die Form

(46) ®(z) = p(@f+p M)
hat, wobet @(x) eine Primfunktion m-ten Grades ist, M(z)% 0 (modd p, ¢ (z)) und
der Grad von M(x) kleiner als der Grad von ¢(z)° ist.

Wenn man im folgenden voraussetzt, daf @(z) die spezielle Form (46) hat,

so ist-2=¢, x =1 und ¢=1, und die Korperdifferente wird durch p***
teilbar. Die Zahl F’(0) wird aber nach C, Kap. I, § 3 durch

pEZH+Q —_ pe—l+9

genau teilbar, d. h. F'(w) ist durch dieselbe Potenz von p wie die Korperdifferente
teilbar.
Weiter bilden in diesem Falle, da ¢ (o) genau durch die erste Potenz von
p teilbar ist, die Zahlen
o (r=01..,m—1 s=0;1,...,e~1)

ein Fundamentalsystem fiir alle Zahlen des Ké6rpers in Bezug auf p. Daraus
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folgt aber auch, daf die Zahlen
1, 0, @, ..., o’

ein solches Fundamentalsystem bilden, und nach § 1 kann folglich keine Kongruenz
a,+a,0+ - +a, 0™ =0 (modp’)

bestehen, aufler wenn alle a; durch p teilbar sind, d. h. man hat identisch
ay+a, x4+ +a,, 2" =0 (modp)

Wie schon bewiesen worden ist, hat man nur dann ¢ > 0, wenn die Zahl e
durch p teilbar ist. Die Zahl ¢ kann aber nicht beliebig groB werden. Ist
ndmlich

€ = ps ely
wo ¢ nicht darch p teilbar ist, so werde ich zeigen, daf man immer

o =se
hat.

Die Zahl
F'(o) = e¢'(0) ¢(0) +p M (o)
ist durch p***¢ teilbar. Wire nun ¢ =se+1, so wiirde F'(w) durch p*¢
teilbar und man hitte eine Kongruenz
eq,'(m)(p(m)e—l +p M'(m) =0 (mod p(s'H)e).

Eine solche Kongruenz kann aber nach der friiheren Bemerkung nicht bestehen,
auBer wenn identisch

(47) e@' (@) px)'+pM'(z) = 0 (mod p*)

ist. Eine solche Kongruenz ist aber unméglich, wie ich zeigen werde.
Allgemein kann man ndmlich aus einer Kongruenz

H'(z) = ¢ (2) (mod p)
auf die Kongruenz
H(z) = G(x)+ A(x?) (mod p)

schlieBen, wobei A(z) ein Polynom ist. Ist der Modul eine Primzahlpotenz p®,
so folgt aus der Kongruenz

H(z) = G'(x) (mod p¥)
eine Kongruenz von der Form

H(z) = @)+ 4,(6") +04,(e"7) + - + 9" 4,.,(27) (wod p*),
wobei alle 4;(x) Polynome sind.
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Wendet man diese ,Integration der Kongruenzen* auf die Kongruenz (47)
an, folgt also

@ +pM@) = A,(7") +p 4,(") +- + 5 4,(27) (mod p**).

Diese Kongruenz ist aber unmiglich, denn aus ihr wiirde man

g+1
o) = 4,") (mod p)
erhalten. Es ist aber bekanntlich

4,z"") = [4,@F " (mod p)
und folglich i
p@) = [4,@)]" (modp).

Diese letzte Kongruenz ist nicht mglich, denn die Zerlegung in Primfaktoren
(mod p) ist eindeutig, und da e nicht durch p**' teilbar ist, kann ¢(z)° nicht
(mod p) eine p**'-te Potenz sein.

Es ist daher bewiesen:

Satz 14, Wenn ¢ nicht durch p teilbar ist, wird ¢ = 0. Wenn e genau
durch p° teilbar ist, wird

(48) 1= =se

Dieser Satz ist schon von Dedekind! vermutet worden, der erste Beweis
wurde von Herrn Hensel? gegeben. Ein etwas anderer Beweis ist von Herrn
Bauer® angegeben worden. ,

Herr Bauer* hat weiter gezeigt, daB fiir Korper, worin p = p° ist, ¢ so-
wohl die obere als die untere Grenze erreichen kann, d.h. man kann Korper
angeben, in denen ¢ = 1 oder ¢ = se ist. In einer anderen Arbeit (Math.
Zeitschrift) bestimme ich allgemein, welche Zahlen ¢ bei einem gegebenen Ex-

ponent e vorkommen kinnen; es stellt sich dabei heraus, daf es immer Ausnahme-
werte gibt, welche nicht als Zahlen ¢ vorkommen kinnen.
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