SUR LA FONCTION GAMMA GENERALISEE.

Par

L. BENDERSKY

a TILFF (BELGIQUE).

1. Introduction.
Considérons le produit
(a) 1 g2 g8t g

oi k=o0, 1,2 3, ...
Evaluons le logarithme de ce produit au moyen de la formule sommatoire
d'Euler et Maclaurin

w)Aéﬂ@=JVWMx—BAﬂH+ﬂM

B~ o v B 17! 44
+ ;f[f () —f (1)] +j[f () — /" (1)] +
ou les cofficients B sont les nombres de Bernoulli:
Blz—;; Biwsi=o0 (n=1, 2, 3, )
I I I 1
(1) B BT el Bt B g
1
_ 5 _ 691 _7. __ 3617,
BIO 66, 2 27307 14_6’ Blb— 510:
B :43867 _ 174611
18 798 ) 20 330 3
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On trouve alors, en faisant successivement k=0, 1, 2, 3, .. .,

(2) log (x!) == é log x

=1
I B, B B
=L0+(;c+ )logx—x—{»' =+ L 2+
2 1.2 3.42° 5.6

x=1
2 2
=L, + (gc_—{—x + L) log . — —
12
(..Bs. . By By, )
2.3.42°  4.5.6x' 6.7.82°

2(»__34 ., B, B )

—6 . . e
(2.3.4.5.690”+4.5.6.7.8904+6.7.8.9.109{:"+ )

ou les constantes L,, L, L,, ..., représentent les valeurs des sommes des termes
constants des séries (2), (3), ...

- Ces séries, bien que divergentes quand on prend un grand nombre de termes,
convergent trés rapidement vers la vraie valeur quand on se borne aux premiers
termes de chaque série. _

Les valeurs numériques des constantes L,, L,, L., ..., se déterminent au

moyen des séries respectives (2), (3), ..., en donnant & x une valeur particuliére,

par exemple, x == 10.
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On trouve alors

L
6 Lo =77 0:399 089 934 179 057 52. ...
L, ;ﬁ 0,108 032 696 724 476 89. ...

L, 0,013 223 596 882 928 40. ...

M
L, =ﬂij 1,091 029 050 382 693 89. ...

I -
L“ZJTI 1,006 532 674 74. ... ...

M étant le module des logarithmes décimaux.

Nous donnerons, dans la suite, les développements en séries convergentes
pour les constantes Ly, L,, L,, ...

La formule (2) avait été découverte par Moivre avant la découverte de la
formule sommatoire (b) par Euler.

Stirling n’a pas redécouvert la formule (2); il a seulement montré, i l'aide
de la formule de Wallis, que

(7) Ly=1logV2m.

Nous désignerons, dans ce qui suit, la formule (2) moyennant (7), par for-
mule de Moivre-Stirling. ,

On sait que, en étendant la formule (2) aux valeurs non entiéres de z, elle
représente alors log I'(x + 1).

Tl est donc naturel de faire la méme extension dans les formules (3), (4), ...,
et de rechercher les propriétés de ces nouvelles fonctions. Nous verrons que ces
propriétés présentent des analogies remarquables avec celles de la fonction I'(x).

Nous désignerons par conséquent les seconds membres de (3), (4), ... par
log I'y(xz + 1), log Ty(x+ 1),..., log Ni(x + 1), ...

Voici les principales propriétés de la fonction I'(xz), que nous retrouverons
sous forme géndéralisée dans 1'étude de la fonction I'i(x) ot k=0, 1, 2, ...

34—3343. Acta mathematica. 61. Tmprimé le 10 aodtt 1933.
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1°.  Propriété fondamentale:
n IFez+1)==zI(x),
x étant quelconque.
(1) ri=r1; I(2)=r1.
En particulier, pour z entier,
(x”) Iz +1)=2x!

2°.  Faxpression de log I'(x + 1) au moyen d’'une intégrale définie:
; et 1 — %!
w tog o+ )= [ o= ") a.

3°.  Développement en série convergente.

(I11) lmrh+@=~%m+%ﬁ—%ﬁ+%y_m’

valable pour —1 <z = 1. C est la constante d’Euler, et

1 1
Sp = + -+

I
ot at

1
4_n
4°. Formule de Moivre-Stirlz'ng.

C'est la formule (2), que nous écrirons, pour abréger,
(IV) logI'(w + 1)=Ly + Az + 1) (L,=1logV2zm).

5°.  Formule de Raabe:

(V) flog I'ix+ 1)de=zxzloge—x + logV2zx.

r—1

En particulier,

o (n=2,3,4,..

)
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L :
(V') : flogF(x+I)dx=logV2n——1,

0

(v flog I)de==logVarm.

0
6°. Formule de multiplication (Gauss):

(V1) I'(na)= n’”’_é(z n)_ﬂ;lx F(a)F(a + 7—12) I‘(a + 7 ; 1)-

En particulier, pour na = 1, on a la formule donnée par Kuler:

R

et pour » — 2,

(V1) r (g ) —Vn.

La formule (V) de Raabe donne I'intégrale de log I'(x) seulement dans le
"cas ou lintervalle d'intégration est égal & l'unité. Mais nous verrons plus loin
que, d’'aprés la définition de log I'k(z), chacune des fonetions log I't(x) (k=o, 1,
2, ...) pourra étre intégrée au moyen de la suivante. Nous pouvons donc ajouter
la propriété qui suit.

70, Intégrale de log T"(x):

@
9
x

(VII) f log I'(x)dz = log I'y(x) —*-

0

;ﬁ +zlogVam.

Nous donnerons (au n° 5) la définition de I'i(z), ainsi que 'énumération des
propriétés (Ii), (LLy), ..., (VIL:) de cette fonction. .Ces propriétés, dépendant du
paramétre %, donneront, pour k=0, les propriétés (I), (II), ..., (VII) relatives
& I'(x), que nous venons d’énumérer. Nous établirons ensuite (n° 6—n° 13) que
les propriétés (Ix) & (VIL;) relatives & I%(x), sont vraies quel que soit l'entier
positif .. Nous terminerons la théorie relative au cas général par le développe-
ment du parameétre L, en série convergente. '
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Pour ne pas allonger trop ce mémoire, nous ne donnerons que 2—3 exemples
d’application aux intégrales définies et indéfinies.

Remarque. En posant

(8) Lk == lOg‘ Ak

les formules (2), (3), ... pourront s'éerire, eu égard a (7),

. .’L-{-l _-+_§3, _Bs -+
= Vaomax 2 12z 54
w12 B B _
11,2238 gt =A,x * g ¢ 23420 4.5 64

En supprimant, dans les seconds membres de (6), le facteur

' 1
-, on a les
M’
logarithmes décimaux des constantes A,, A4,, 4,,

IAozl/;r i A, =1,282 427 13

A,=:1,030016 75; A3 =0,979 557 46
IA4 =0,992047 9 ;

On trouve alors

(9)

2. Préliminaires.

A. Dérivée d’ordre r de la fonction y = a*logx

On a, pour r <k,

et pour r=%k+s{s=r1,2,3,...),

@) = (= prklle = 1)

On vérifie immédiatement, en dérivant (a) et (a’), que, ces formules étant

vraies pour r, elles le sont également pour r + 1, et que, en particulier, la dé-
rivée de (a) pour +==£, donne (a’) o s=-1. Comme, d'autre part, (a) est vérifiée
pour 7 ==1, les formules (a) et (a’) sont vraies pour » quelconque
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B. Nombres et polynémes de Bernoulli.

Ces nombres et polynémes jouant dans cette étude un rdle capital, nous
allons encore une fois préciser le systéme de notations adopté ici pour ces
nombres.

Dans l'établissement de la formule sommatoire d'Buler et Maclaurin s'intro-

duit de la maniére la plus naturelle la relation symbolique:
(b) : (1 + B — B,=o,

ou, dans le développement du bindéme, les B"(r =1, 2, ..., n), doivent étre rem-
placées par les symboles B;.

En faisant, dans (b), successivement » =2, 3, ..., on obtient, de proche en
proche, les valeurs numériques des nombres Bernoulliens, données par les formules

(1) du n® 1. 1l faut bien noter que

- .
BI:—"—E, B2n+1:O (')l:I,Z, 3,)

Les polynimes de Bernoulli seront désignés ici toujours par ¢y (x) (k=o, 1, 2, ...},

ces polyndomes devant satisfaire a 1'équation fonctionnelle
@ gilo + 1) — pufa) — o,

z étant quelcongue. .
L’expression de @i(x) s'obtient d’une maniére immédiate par l'application

de la formule d’Euler

z+h

e * 9 ’ h4 224 .
(A) kyx-—‘—fg/cix-f—k.Bldy—%-}—Lé]fzdy +-ﬁ}~'~'-dy + .-

En y faisant h = 1, y, = 2%, on aura

x+1

r= | 2&¥de + B [;ck]mﬂ + 'ng[xk_"llx_ﬂ‘
P e 2! x
z

+ R = D — 2+ = )
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@) gr(0) = 72— (@ + (b + 1) Byt + Chas Byt

+ Ciy1 Byab=3 4 -+ + Ciyy By + (k + 1) Brx].

Dans cette expression, l'un des deux derniers termes s’annule i cause de
By,t1=0. Les symboles Cii1, Ciy1, ... sont les coefficients bindmianx.
La formule (d) peut s'écrire d'une maniére symbolique

I

@) pela) = [+ B — B
ou les puissances B'(r=1, 2, ..., k + 1) doivent étre remplacées par les sym-
boles B,.
En faisant, dans (d), k=0, 1, 2, ..., on a
. x:— 2

pole) = Cple =T
(6) 23 2 T ozt 8 2

l%(x)= s T2t Ps (%) = LT T

Eu égard A (c) et (d), il vient

(@) =" +% Cfir By,
¢ il Tk+1 o2 k'Jr-IZ_L'l r®

ou, sous le signe 2, les termes en B,,4+1 s’annuleront.
Si nous faisons, dans (c), successivement r =, x=a + 1, x —a + 2,

z=a + n—1, il vient, en ajoutant les égalités obtenues membre a4 membre

(f) ak + (a + I)k + -+ (a +n— I) [¢L( )]a+'n

valable pour a quelconque.
En particulier, (f) est valable pour @ tendant vers o et pour k==0,1,2,....
Rappelons que, d'aprés (d), on a

(g) ‘/-QL (x) dx=—:- I'"i- [QH 1 (.’l?) —_ Bk.q 1 .’L]
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Rappelons encore les autres propriétés des polyndmes de Bernoulli, que nous

aurons 3 utiliser dans la suite,
(b) @r(0)=o0 (k=o0,1,2,...)

(i) [e(1)=o0 k=1,23,...)
o (1) =1, car @o(x) = .

. 1 B 2k+l — 1 1
(]) Pr (5) = k :_4-11 TR (Bl = 2 B2p+1 =O) .
(k) [@2p(2) + @2y (1 —z) =0

P2p+1(2) — @ap+1 (1 — 2) = 0.

Remarque. Nous avons repris la déduction de l'expression bien connue de
@i (), afin que le lecteur puisse facilement vérifier que le polyndéme g (x) =z,
que mnous avons introduit, satisfajt & toutes les propriétés des polynbémes de
Bernoulli, que vous venons de considérer. Le polyndéme @, (x) = x nous permettra,
dans la suite, de faire entrer le cas de I'(z) (£ = o), dans le cas général de la
fonction I'(z), dont 'étude fera l'objet de ce qui suit.

C. Nous poserons encore, pour abréger l'écriture,

k—1

(m) WY (z) = Z Cr Ly b,
r—0 ’

c'est-a-dire

(') Yi(2) = Ly + kot Ly + 2ot L,

m

+ Gt Ly + -+ Ca® Ly + kax Ly

ol les constantes L.(r =0, 1, 2,...) ont les valeurs numériques données par (6)

et (7) du n° 1. Nous donnerons plus loin le développement de L; en série con-

vergente. '

Il résulte de la définition (m') de i (x):

(n) fwk(x) dx = A i . [(Wt1 (2) — (Zc + 1) Ly .

Signalons,  titre mnémonique, que (m') peut s'écrire symboliquement:

(m") Ve (@) = (z + L)W — Ly,
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ot il faut toutefois moter que, dans le développement du binéme, le premier

3 \ !
terme est, d’aprés (m’),

2* L, au lieu de «F.

D. Nous ferons encore usage des abréviations suivantes:

I,(x)=1log I'(x + 1)

a

’ Il(x)z(flo(x)drcz(flog Il + 1) de

Ig(w)=ffl(x)doc=:f[flog Iz + l)dx]doc,

et, d’'une maniére générale,

x
(o) ' Ik(x)szk_l(x)dx.
. 0
I.(x) est donc le résultat de % intégrations successives de log I'(x + 1),
depuis o jusqu'a =.

Si nous posons, d'autre part,

ka+1 8y xl‘+2 Sq xl\'+3
( [ S e DO () AR U (S B
p) ‘ s, wkt4 g5 xk+S
l RPN Sy RO S R

ou C est la constante d'Euler, et

(@) sn-—~1i,n+ P b h=2,34,...,

27L 317.
on voit aisément que la série (p), convergente pour |z| < 1, est le résultat de %
intégrations successives, depuis o jusqu'a z, de la série

Cx x? 3 !

’ X
=log I Z)= — 7 4 8gr — &g ey— —
(p) 0, (x) og I'(1 + ) [ 322 "33 +‘44 ,

convergente pour — 1 << x =.1.

Comme la série o,{x) =1log I'(x + 1) n’a aucun point singulier dans le demi-
plan positif, il en est de méme de la série (p); elle peut donc étre prolongée

analytiquement pour @ positif quelconque. On peut done éerire
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(r) - L(x) = o ().
Nous poserons encore
11 1
(s) | Ok—1+£+3+---+k k=1,2,3,..)
Pour % = 0, nous verrons au n° 4 que, d'aprés la formule fondamentale (14)-,

ou C intervient, on doit prendre

(s') C,=o.

C (sans indice) désignera toujours la constante d’Euler.

ok gk

3. Evaluation du logarithme du produit 1**.22*. 3% .. . 2" dans le cas général.

En appliquant la formule sommatoire (a) du n° 1, on a, en tenant compte

de la relation
x

xk‘+1 xk+1
E — . p_
(a) fac log zdx k+Ilogx Gr
0

ainsi que de 'expression générale de la dérivée d'ordre  de la fonction y =x* log x,
donné par (a) et (a’) du n® 2 (section A),

(10) Zr"log r=Li+ Mfx + 1)
r=1
ol
A xk-?-l 1 mk+1 1 l
AX = — - oo x — —_— 4 -
ez + 1) 71 logw (k1 ;& log «
?’12_ r—1 E‘ k—3 k! ( 1 I I
+ (kloga:+1)+4!x T3 10gx+k+k~—1+k—2
By ;5 k! L T !
+6!x (k—;)!(lng+ka—x+ +k—-4)
(ra) {+- - Coe
B: k! I 1 o
+ k!xﬁ(logx-f ]—‘;+7—0—_—I‘+"'+5)
Byy1 Bi+o k! Byys k!
k1 4 _Dkt2 A Dre43 L
T ktle Tt G T k)l
+_Bki4 k!Z!__.BH“-’_ k'3'
(k + 4)! «* (k+ 5)1 «*

valable pour x entier.
35-—3343. Acta mathematica. 61. Imprimé le 10 aolt 1933.



274 L. Bendersky.

Nous avons, dans ce développement, écrit d'une manidre consécutive les
termes en B, By, Br+s,... I'un ou lautre de deux termes conséeutifs quelcon-
qués s'annulera & cause de Bsy,+; =o0.

En réunissant les termes en log w, la relation (11) peut s’écrire, eu egard
a (@”) du n° 2 (section B),

Ml + 1)= [¢k(x + 1) + —]i'ﬁ—ll] log

X k-1
k1 By gt ( I 1 I )

PO I 2z -
(1r) 2 TG+ ][)ﬁk'gl(wr ME—ra0i\e T e—=1 " Y i

«*x

_ Bk+1+s (S— I)!
I . p)s—1
TR 2 (=) +1+9! a

r=1

ou les termes en By,;; s’'annuleront.

Nous emploierons plus loin la relation (11) sous la forme:

k+1 xk+1

_ o Lk
lk(x+1)—k+llogx (k+1)2+2x10gw

k—1
BT+1 x’k_" 1 I 1
' AT py I —— PR
+k.g—l“*‘l)!(k—r)!(bgm_l-7c+/c—1+ Rl 1)

(117)

By

+Ic+1

Bk+2 o
log@ + B+ 1)k + 2)x

_ Briiys (S— I)!
1 — 1)s1 W
+k2'( 1) E+1+6)! o

8=2

Notons que, d’aprés la théorie du terme complémentaire de la formule som-
matoire d'BEuler et Maclaurin !, la série divergente (11) peut toujours étre rem-
placée par un développement fini, en remplagant le reste de la série, commencgant
au terme en Byn,(2m >k + 1), par le terme complémentaire:

(; I)kekB2m
(2m—k—1)(2m—Fk)...2ma?m "

(12) Rym =
o<b,<1).

En désignant le terme en Bawm par Usm, on voit, d’aprés (12), que

(12’) IR2m|<|U2m|

! Voir Acta malhemaltica, tome V (1885) p. 2, Mémoire de MALMSTEN.
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Pour une valeur donnée de m, la valeur de | Usn| diminue lorsque = grandit.

Ainsi, par exemple, pour k=6 et m = 10, on a, d'aprés (1) du n° 1,
[ By | < 529,064 < 530.
On aura done, pour z = I0,

530 '
IRZ°I<13.14.15.16.17.18.19.20.1013<

et pour x = 100,

' 530
lR?(’I<13,14.15.16.17.18.19.20.1026<9-I,0

32"

Pour une valeur donnée de w, la valeur de | Usm] décroit lorsque m croit,

tant que
F+ti<zm<2mzx.

Ainsi, dans le cas de x = 10, les valeurs de | Uz | vont en diminuant jusqu’a
| Uss]- On pourra done choisir un reste Ryn notablement plus petit que le reste
Ry, ci-dessus.

Remarque. Dans la section B du n° 2, nous avons déterminé, au moyen
de la formule d’Euler (A), I'expression de g (x), en partant de la définition

prix + 1) — g (x) = 2.

z

Si nous appliquons le méme procédé & la détermination de A (x), en partant
de I'équation fonctionnelle

(b) el + 1) — A () = 2" log x,

ol = est quelconque, on retrouve, pour X (x), l'expression (11) dans laquelle le
terme

1 , I
- x* log x est remplacé par — > x* log z,

conformément & (b). Cette derniére relation est donc valable pour x quelconque.

4. Identité fondamentale.

Au moyen de la formule sommatoire (a) du n°® 1, évaluons le logarithme du

produit
k41 k41 k+1 k+1
DR LA O i

I [
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En tenant compte de (a) et (a’) du n° 2, ainsi que de (a) du n° 3, il vient
z ¥ Jog 1= Lgy1 + Aesr(x + 1),
r—1

k+2 k2

log
2

. E,knl
g (k+2)._,+2.n og X

Bk,+.1f” ) (S'—' I)'

. )

+ (& + 1)! 2(“ I)S(k +1+ ) xtt

ou les termes en Bs,41 disparaitront, eu égard & Byny1=o0.

(14)

Nous allons maintenant vérifier que l'on a ¢dentiquement:

(k + 1)flk(x + 1)dx
1

— lk;,l(x + I) —m¢k+1(x + I) — Ce By x.

Pour cet effet, intégrons 'expression de Ax(xz + 1) donnée par (11”) du n® 3.

En ayant égard & (a) du méme n° 3, il vient, en multipliant par & + 1,

k+2 k42
(& + I)f),k(m+ 1)dx v log @ — z

T k42 &+ 2)
T x) (k:;) + ( log @ — ;f:])
 k+ 1)t ii_:(f:;)! (kfk::n‘i (l%’ R 2)
+ Biiilx log . — x) + kB—rlz log x

* ]f' +5 S “2)!
LRIl (‘k‘f';“rs)!‘( P
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Dans cette expression, les termes généraux sous les deux signes = sont
respectivement les résultats de l'intégration des termes généraux sous les deux
signes 3 de (11”) du n° 3.

En retranchant (b) de (a) membre & membre, il vient

1 k2 1 k—1 Bt g
o gkl 4 (R Pk
[ , T &+ 1)1 D " nY

Tkt a|k+o2 S+ Ol + 11—
1 I 1 I
+Bk+1x(m+l—c+7c“:—_ -+ +5+I)
~ % _I_ I9’1L‘+1(x + 1) + Ce Byqy,

eu égard & (d”) et (s) du n° 2.
Il en résulte immédiatement l'identité (14).

Si nous appliquons la formule (14) au cas de k= o, il vient
(c) fi,o(x+l)d:c=.,(x+ 1)— @, (z+1)— C,B,x.

Pour déterminer la signification qu'il faut attribuer au coefficient C,, qui
entre dans la derniére relation, comparons directement

flo(x + 1)dz et A, (x + 1).

Les relations (2) et (3) du n° 1 peuvent s'écrire

log (1t.28. .. 2% =L, + 4 (x + 1)
ol
— I _ B, B, B -
Zo(x+1)—(x+2)logx z+ s 56m‘+
_ (¥ t=z B @ B, _ B« _
Al(xﬂ)._( * 2)1 YT T 23,48 4.5.62
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On trouve alors aisément

. ,
() 'f?.o(x + 1)dx=1(z + 1)———?"1—:-_ ©

=Mhlz+1)—g(xz+ 1)
En comparant (c) et (d), on a
¢, B,z =o.
Comme B, = — ; # 0, il vient

(e) Cy = 0.

C'est la formule (s') du n° 2.

Remarque. Si nous remplacons, dans (14), la série divergente A (x + 1) par
le développement fin, en utilisant l'expression (12) du reste Rym, on obtient,
aprés lintégration, le second membre de (14), dans lequel la série divergente
Ak+1({z + 1) est remplacée par le développement fini correspondant. En effet,
quand, dans lintégrale du développement fini de A;(x + 1), « varie dans l'inter-
valle d'intégration, la constante 6; varie avec z; 6; devient donc une fonction
0y (x), vérifiant la condition

0 <Olr)<1.

En appliquant le théoréme de la moyenne a l'intégrale du terme complé-

mentaire (12), relatif & A¢(x + 1), il vient

dx
Y &2 e 2 Mk
rm—h—1 (zm—k—1)...2m | 2m*1

Bim f Ocle) , __ BanlOe(x)

(2m—k—1)(zm—k)...2m )

BQm 0L (7/‘1)

(zm—k—2)(2m—k—1)... 2ma2nr—2

En remplacant, dans le dernier membre, la constante
Ocle,) par Opss,

on obtient le terme complémentaire de Jx+:(x + 1), conformément 4 la formule
(12) du n° 3.
La formule fondamentale (14) reste donc vraie quand on y remplace les

deux séries divergentes par leurs développements finis respectifs.
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5. Définition et propriétés de I'i(x).

La fonction I'if(z+1) (k=o0, 1, 2, ...) est définie par

log I'i(x + 1)

(15)
= O',cqak(x + 1) — Y (z) + k! ok (),

o Ci, @r(z + 1), Wr(x) et o () ont respectivement pour expressions (s), (d”), (m)
et (p) du n° 2.

La relation (135) définit donc log I'x(xz + 1) par une série uniformément con-
vergente pour |x| < 1; elle est encore convergente pour |z|= 1, sauf le cas de
k=0, ou elle est convergente pour x =1, et divergente pour x == — 1.

~ En ayant égard & la relation (r) du n° 2, la formule (15) peut s'écrire

» log I'x(z + 1)
5
I — Gigulz + 1) — () + B (o)

ot Ir(x) est défini par (o) et (0) du n° 2. La définition (15") est valable pour
— I <<x <<,

Nous nous servirons surtout de la définition (15") pour l'établissement des
propriétés de I'(x).

Nous donnerons, au n° 7, une variante de la définition (15').

Nous allons démontrer que la fonction Ix(x) définie par (15'), jouit des
propriétés qui suivent. Nous les désignerons respectivement par (Ip), (ITy), ...,
(VIL), par analogie avec les propriétés (I), ..., (VII) relatives & I'(x), énumérées
dans l'introduction. B

Propriétés de I'x(x):

1°.  Propriété fondamentale:

(Ie) Il 4 1) = Tilw),
x étant quelconque.
1% Iifo)=1; I(t)=1; Iy(2)=1.

En particulier, pour = entier,

1k gk gk k

(I¥) . (e + 1)== 1" .27 3% | ™.
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2°.  Expression de log I'v(z + 1) au moyen d'une intégrale définie:

(1) ~ - log iz + 1) = Ck(P’k (x + 1) —wk(oc)

0

. et b+t %! r=k . k P kHe—mt
+f7{k+ 1 I—e_t[z(—l) (k—f")!t"—l—(—l) Tt s,

S r=0

3%, Développement de log I'x(1 + x) en série convergente.:

(TITy) log Tk(I + .%') = Oka(x +1)— lpk(%’)

Oxk"'l S.’Ek+2 Smk+3
76' _ 2 o 3
+ [ (/c+1)!+2.3...(/c+2) 3.4...(k+3)

84xk+4 S5xk+5 ]
+ -— +
4.5...(k+4) 5.6...(k+5)

valable pour |z| < 1.
On peut encore obtenir le développement de log I'x(1+ ) en une série plus

rapidement convergente (voir n° 14).

4°.  L’analogue de la formule de Mozvre-Stirling.

On a, pour x quelconque,
(IVy) log I'i(x + 1)== Ly + Ax(z + 1),
ou A (x + 1) a pour expression (11) du n° 3.

5°.  L’analogue de la formule de Raabe:

@

(Vi) flog Di{x + 1)dx

- a—1

k+1

(x"‘“ log x — i

T OkBk+1) + Lz

:Ic+1

x étant quelconque.
En particulier,

1

, » . 7 _CBiyr 1
(Vi) floglk(x+ 1)dax= L [l (A
0
- C
’” : . . k-BIH-l_
(V2) f log I' () d = L — 221

[



Sur la fonction gamma généralisée. 281

6°. Formule de multiplication:

Brt1 k+1
P n —1
x 9rna) T4

: T ()T
(VI "“(na)y=mn Are kA

><1“k(a)rk(a+ I~)...r,c(a+”“*l)~
n n

(Ak = eLk).

En faisant na =1, et ayant égard a

pe(1)=o0 k=123, ...

Qo (1) =1 [d’aprés la premiére relation (e) du n° 2],

il vient, pour k=1, 2,3, ...

(VIZ) I (i) Fk(i) ... Ty (” = I)

k+1_
Bryy Cchk-Fl)&—l
o 7

= (+1nk (Ak e k1

)

et pour k= o,

(V1) o (;) I(Z) F(z%;): “(am) 7,

En particulier, pour n = 2, (V;) devient

N e A@Bk_ﬂ)i*—}*—l
(VI¥) I (5) =2 K+1ek\4e FH1 =
7°.  Intégrale et dérivée de log I'i(x):
(VII) flog I'ilx + Ndx
’ 0
1 I
= m{log‘ Igya (ac + I) —m¢k+1(7ﬁ + I) + x[Lk(k + I) — OkBk+1]}

ou, sous une autre forme,

36—3343. Acta mathematica. 61. Imprimé le 10 aott 1933.
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X

(VIL) f log T'y(z)d x
) 0
= A _L I{log Fk+1(.%‘) — A j_ Iq>1¢+1 (x) + x[Lk(k + I) —_ OkBk+1]}
(VIIY) d—l%k(x) =k log I't—1 () + @r—(x) + Cp B — k L.

Pour % = o0, en tenant compte de
Co=0; 4=Vzm Bi=—_ @)=z @)=1,

les formules (Ij), (ITy), ..., (VIL;) donnent les propriétés (I), (IL), ..., (VIL), rela-
tives & I'(x), énumérées dans l'introduction.

Pour démontrer que les formules (Iy), ..., (VII;) sont valables pour % entier
positif quelconque, il suffit de vérifier que dés qu’elles sont vraies pour I (x),
elles le sont également pour Iiyi(x). Cest ce que nous allons faire dans les

n° suivants.

6. Propriété fondamentale (I;;.) pour Ik (x).

Puisque, par hypothése, les formules (I), ..., (VIL;) sont vraies pour I%(x),

nous avons, d'aprés (VIL),

(k + I)j log I'i(x + 1)dx
a—1

={log g (e + 1) — %J + o [Le(k + 1) — CkBHI]} 1

ou, eu égard a la propriété des polynémes de Bernoulli

Pri1 (e + 1) — @i (2) = 24,
(a) (£ + I)flog INi(x + 1)dz
x—1
xk*i‘l

= [lOg’ Fk+1 (LC -+ I)]‘L

i~ o k4 ) Ly — Gy By,
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D’autre part, on a, également par hypothése, par (Vy),

X

(b) (k + 1)flong(x+ 1) dw
z—1
phH1 :
= 2+ log & — 4+ (k + 1) Ly — Ci Biy;y.

E+1

283

En égalant les seconds membres de (a) et (b), on obtient la propriété fonda-

mentale pour Iy (x):

(16) log I'iy1(x + 1) = «**1 log = + log I'i+1(x),
ou
(Ik+1) . . I'iya (:L‘ + I) = xo‘kH D“H (x),

2 étant quelconque.
Comme, d'aprés (0'), (i) et (m’) du n° 2

?

[

Iis1(0) = fIk (@)dx = o,

0
Pr+1 (I) =0, W11 (0) = o,
il vient, en remplagant, dans la définition (15"), £ par % + 1,

(c) log I'v4+1(1) =o0; T (1) =1.

En tenant ensuite compte de

lim 2 = 1 (k=1,2,3,..
=0

on a, en vertu de (Iri1) ci-dessus, .

(Lira) ea(0)=1; Traa(1)=1; Iipa(2) = 1.

En particulier, pour « entier, on a

(Le+a) Firr(z + 1) = p#F0 g2 ft gsbtl - paktt
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7. Variante de la définiton (15') de log I'i(x + 1).

Posons, pour abréger 1'écriture,

(a) Jo(x) = log I'(x),
ll(x)—fJO(x)d;czflog I'(x)dx

et d'une maniére générale,

€

(a) Iy () == j S {r)dx.
[}]
Comme, d’aprés (o) et (o') du n° 2,

»

Liz)=log I'lz + 1); Tl(a). f T (@) da,

0

il vient
(b) Iy(x) — Jy(x) =log I'(x + 1) — log I'(x): log =
(b") I (x) — J; (x) = flog rdx -z log x — x,
0
et, d'une maniére générale,
(c) T (@) — Ji(x) = k‘, (a* log 2 — Cy ).

Cette relation est vraie pour k entier positif quelconque, car en intégrant
cette relation depuis 0 jusqu'a z, on a, eu égard & (a) du n° 3,

Livr (2) — Jrya () =

ZFt1 log z — CkaHl)’

i (
&+ 1)!
qui est bien de la forme (c).

Cela étant, remplagons, dans (15") du n° s,
E! I (x) par k!Ji(x) + xF log 2 — CioF,

gi(x + 1) par gi(x) + =
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en vertu de la propriété fondamentale des polyndémes de Bernoulli, et
log I'n(x + 1) par log I'i(x) + z* log x,
d’aprés la propriété (I} de I't(x). On aura alors

(157) log I't(z) = Cr e () — (%) + &! ().

8. Formules (Il;41) et (TLT;4,) pour I, (w).

A. En intégrant successivement £ fois par rapport i x, depuis o jusqu'a

xz, la relation bien connue

v —t — p—t
(Im . | log I'(z + 1) = [ét[x——L e‘_t]dt,

il vient, en multipliant le résultat par %!,

- —t £7’+1 Al r=k ) xk—r k+le e
f {]g—|— I—I—-e tl:go(_—l) (]C—7)'tr+(— I) t dt.

En substituant cette valeur de %! Ii(z) dans (15") du n° 5, on a la formule
(IL;) du méme n° 5. BElle est donc vraie pour % entier positif quelconque, done

pour Fk+1 (x)

B. La formule (IIT;) du n° § n’est que la transcription de la définition (15)
du méme n° 5. Elle est donc vraie pour % entier positif quelconque, done

pour Ii1(x).
Nous donnerons au n° 14 une série plus rapidement convergente pour

log I'k(1 + x).

9. L’analogue de la formule de Moivre-Stirling pour log i1z + 1).
. Pqisque,ypar hypothése, on a, pour x quelconque,

(IVk) ) 10g Ie(x + I) =Ly + Xz + 1),
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il vient, en remplagant, dans l'identité fondamentale (14) du n°® 4, Ax(x + 1) par
].Og‘ Fk(oc+ I)—Lk,

X

(a) (k+ 1)flog I'(z + 1) dx

=t 1) = PRI Lk + 1) — GeBid] + €

(' étant la constante d'intégration.

D’autre part, on a, également par hypothese,

(VIL) (k + I)flog Ii(z + 1)dx

_ g+ 1)

= log I'is1(x + 1) 41

+ a2 [Ly(k + 1) — Cy Byt1].

En égalant les seconds membres des deux derniéres relations, il vient, pour z
quelconque,

(b) log I'ni41(z + 1) =dipi(z + 1)+ C.
Comme, pour z entier, on a, en vertu de (13) du n° 4 et (It+:) du n° 6,
(c) log I'ks1(x + 1) = Jasa (@ + 1) + Liss
il vient, en égalant (b) et (c),
() o
On a donc, moyennant (b) et (@), pour = quelconque,

(IVi4a) log I'i41{@ + 1) = Liy1 + Aggr (@ + 1).

10. L’analogue de la formule de Raabe pour la fonetion I'iy,(z).

Nous allons démontrer que, dés que la fonction I:.:(z) jouit des propriétés
(Tx+1) et (IViy1), elle jouit également de la propriété (Viii). Seulement, pour
avoir l'éeriture plus simple, nous le démontrerons pour I'i{x) au lieu de I'py:(x).

Nous avons donec & démontrer la propriété (Vi) pour I'i(x), en supposant
que cette fonction jouit des propriétés (Ix) et (IVy). '
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On a, d'aprés (b) du n° 3 (Remarque),
(17) Aeyr{z + I)“lk+1(x)¥xk+1 log x,

valable, pour z quelconque.
D’autre part, on a, par hypothése,

(IV) ' log I'y(x + 1)= Ly + & (x + 1),

x étant quelcongque.

En intégrant, depuis x— 1 jusqu’'as 2, on a

(a) flogl’ﬂx—l—I)dx:jlk(x—l-l)dx—i—ljk.
—1 ) a—1

En remplacant lintégrale du second membre par son expression (14) du

n° 4, il vient
@

flogl’ﬂoc—!— 1)dax

a—1

1 1

~r+1 [lk+1(x + 1) — pa— Pri (@ + I)]

o Ciy B4y

o k4t + L.

En tenant compte de la relation (17) ci-dessus ainsi que de la propriété
des polyndémes de Bernoulli

Qi1 (x + 1) — Qo1 () = ab+!,

il vient
(V) flog (e + 1)dax
a—1
1 xk+1
= P (a:"“ IOg' x—l e — OkBk+1) + Lk,
valable, pour x gquelcongue.
En particulier, on a
: C:.B
"N o _ Uk D41 I
(Vk) jlog Fk(x+ I) dx Ly b1 (]C+ 1)2
[
A C:. B
(Vi) j log T (&) dw = Ly — -

0
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11. Formule d’addition: pour les polynomes de Bernoulli.

n—1 -
Bk»x. 1 n"“ — I

X N1 . B
(18) _Z;"Oq)k (a + n) TRk @i (na) k-1 nk

I.e lecteur en trouvera la démonstration dans le Mémoire de M. N. K. Nor-
lund: Sur les polynomes de Bernoulli (Acta mathematica, tome 43, formule (18)
a la page 128).

Pour a = o, (18} devient

n—1 r ] L
(o) 2 () T Tk

Remarque. Kn faisant, dans (19), successivement n="2, - 3, n: 6,

il vient
(_I)__Bkﬂ Skt g
P\2) T k4 PL
(1) =+ (2)_ Biw 3% — 1
q)‘(s)'q)"s k1o 3
! N E . 5):_,____33_1,_ 6t —1
W(@)“’”‘(G)‘ toelg Fr1 e

En retranchant les deux premiéres relations de la derniere, il vient, aprés

une petite réduction,
I 5\ _6"+3"+2k—1 Biia
(©) P (6) A (6) 6" B+

que nous utiliserons plus loin.’

! Ce paragraphe et le suivant ont ¢té remaniés aprés la réception de ce Mémoire par la
Rédaction des Acta mathematica. Dans sa premiére rédaction, ce paragraphe contenait nune démon-
stration de la formule (18), que nous avons crue inédife. Mais ayant depuis lu le Mémoire sus-
mentionné de M. N. . Norlund, ot cette formule est démontrée par une méthode plus rapide que
la nétre, nous avons jugé inutile de donner notre démonstration. En outre, en nous inspirant de la
méthode employée par M. N. K. Norlund pour I'établissement de la formule {18), nous avons obtenu,
dans le paragraphe sunivant, une démonstration plus rapide de la formule de multiplication, gui,
primitivement, a été démontrée d'une autre maniére.
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12. Formule de multiplication pour I'i.,(x).

Nous allons établir la formule (VI) du n° 5 pour % entier positif quelconque;
elle sera donc valable pour I'ii:(x).

Posons

f(a):ni'llog Fk(a+ ;)

r=0

1 Bty
fila) = ;,;,llog Iy (na) — [q)k(na) + m] log n}
En vertu de la propriété fondamentale:
(a) : log Iy (a + 1) — log I't(a) = a* log a,

on a

f(a—l—i) — f(a) = a* log a.A

En tenant compte de (a), ainsi que de la propriété des polynomes de Bernoulli:
(b) gr(na + 1) — @r(na) = n*at,
on a

fl(a—%;)——fl(a):a’“loga.

fla) et f,(a) vérifiant la méme équation aux différences finies, il vient

(e) El log I (a + :;)

r=0 .
. i . Bk+1 l v/
— nk{log Iy (na) [97k (na) + A 1] log n} + 0,

(' étant une constante. Pour déterminer cette constante, intégrons les deux

membres de (¢), depuis @ jusqu'a a + 1/%; on aura

a+l

. .n
n—1

(a) ™) 4
| ZZ'O log T a+ da

a-!—%
_1f log I'y (na) — (p;(na)—kﬁﬁ—l]locrn da+ —-
n* T kE+1 | n
(12

37 — 8343. Acta mathematica. 61. Imprimé le 11 aolt 1933.
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Nous utiliserons la formule d'intégration (VII;) du n° 5 (qui est, comme
nous le verrons dans le paragraphe suivant, une conséquence de la définition de
I';(x), done indépendante de la formule (VI;), que nous sommes en train d’établir),
ainsi que la formule (g) du n°® 2. ’

Le premier membre de (d) donne, en tenant compte de (a) et (b),

1
ot a a+1

n—1
1’- 2]
(e) ,Z=0 log I (a + ;Z).da—flog I'i(a)da

Ja+1

:].c%{log Lo () — 92“;( )b Lk + 1)—0kBk+1]}

a

g pras Oy Biss
_lc+1logw—(k+1)2+L’C E+o1

Le second membre de (d) donne

a+l
n

I

;Iz f {log Ii(na) — [tpk (na) + kal] log n}da + ¢

na+1

Nog 1iis @) 228 4 0 14+ 1= B

I
(£) Tk + 1) nktl k+ 1

na

4

I N C
Tk + 1)l (G X logm ¥ o

ald—l ak+1 I 1 (Lk_ OkBk+1) N OrA

TET OB T g P T

En égalant les derniers membres de (e) et (f), on trouve

;o nkt1 — 1 Ok Bk+1)
¢ = nt (Lk E+1

Au moyen de cette valeur de (, la relation (c) donnera

n—1
logF,, na) = ) log Fk(a+ )

r=0

B v B
*é%{[wwmi* Firosn e o (n G2
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ou, en ayant égard a

Ly = log Ay,
1
") — 1
(VI I‘i_‘" (na) = I(a) I'x (a + )_lz) R 3 (a+ @n )
¢ (na) + Bl;‘ ak+l 4

i krr _Ck Brii1\— n‘_,
n s
X n Ak e k+1

13. Intégrale et dérivée de log Iy, (z).

Nous allons vérifier que la formule (VII) est une conséquence de la formule
de définition (15") du n° 5; elle est donc vraie pour % entier positif quelconque,
donc pour Iy (z).

En intégrant (15") multipliée par & + 1, il vient, eu égard aux formules (g),
(n) et (o) du n° 2,

(k + I)-flog rk(l‘ + I)dw—-— qu);;+1(.23 + I) — Cv Bryrx — le(x)
0

+ (b + 1)Lz + (B + 1) gy ().

, I
En remplacant C. par Crpyi — »on a

E+1
(]C + I)flog FL(.’L‘ + 1)(1:10: Ck+1 (pkﬂ(x + I) '—"l,[)};+1(.’li) + (]C -+ I)l Ik+1(.’l})
0

b gl ) o+ 1) T — GeBial,

ou, en tenant compte de la définition (15') du n° 5, dans laquelle on remplacera
k par £+ 1, '

x

(VIL) (& + 1)flog li(x + 1)dx
0
=10g I‘k+1($ + I)— 2 :_ I‘q)}”l(.’t + I) + x[(k + I)Lk —_ 0kBk+1].
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Semblablement, en intégrant la définition (15”) du n° 7, on obtiendra l'inté-
grale (VII;) du n° 3.
On en déduit immédiatement 'expression (VII;) de la dérivée de log I'i(x)

du méme n° 3.

Conclusion. La fonction I':(x) définie par (15), ou (1%'), ou (15”), jouit des
propriétés (L), (ILx), . ..., (VIL) du n° 5, quel que soit Uentier positif k.

14. Développement de log I'x(1 + z) en une série plus rapidement convergente
que la série (ITIy).

En intégrant successivement depuis o jusqu'a x, la série

(ITI) log I'(1 + x)=I,(x)
1._ I — J —_— Cpe—
= — log (1 +:c)—(’ Lo g & e Sl 5 g
1 2 3 4
——S"';Ix"’—k (—1<z=1),
on a, eu égard 4 (o) du n° 2 et a (a) du n° 3,
. ) ) Toc Nag Ol s S 1 4
(a) I, (x) (1 +x)log (1 + =) +« L 2.3 x
I . U (x| = 1)
3.4 4.5
(b) 2!12(x):—(1+x)210g(1+w)+§x2+w

+ 2![—-- G g
1.2.3 2.3.4 3.4.5%

et, en général,

(c) B! () = — (1 4 «)f log (1 + x) + Pi(«)
I C—1 8y — 1
' k41 2 k4
+k'l (k-i-l)!m +2.3...(Ic-i~2)‘lc
_ Sy = 1 LE+3 J
X + - ’
3.4...k+3)

ot Pi{z) est un polynéme en x de degré k sans terme constant.
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Ces polyndmes Py (x) se déterminent de proche en proche, au moyen de la
formule de récurrence
X
L+ aftt—1

(d) Pryy(x) = (& + I)ka(x)dx+( L

0

En effet, si nous intégrons la relation (c) multipliée par £ + 1, on a

B+ ) Ligr (@)= — (1 +2)* 1 log (1 + x) + Pitri(x)

C—1 $g— 1 .

, 1l — K42 2 k43
+(L+I)'[ (k + 2)t” +2.3,...(]»*—#3)

ot Pii1(z) a bien pour expression (d).

Comme, d'aprés (a), P, (x) ==, il vient, en appliquant successivement (d),

Py (w) = z; Py (x) ;uL +a; 1’3(w)'—-%x" + ;ﬁ + x;
Pi(x)—'zsw'*+ By ey x;
12 3 2
I37 77 47
Py(x)= b &% 690 + - x + w;
(22) Py () = 4906 4 8745 4 57yt 1 3Ty My x;
20 10 4 3 2
Py )Z@wﬂ%- 223 o 43950 4 31904 107 g T3 4 o
140 20 20 12 6 2
PS(/ ):76,1 x8 + 9?2:67 + _:’ﬁx(i + 3252.’1/'5
280 70 10 100
12 3 2

En remplagant, dans la définition (15) du n° 5, I () par sa valeur (c) ci-
dessus, il vient, pour |z] =1,
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(TII:) log I't(1 + )
= — (1 +zflog (1 + z) + Cegr(x+ 1) — Y (x) + Pr(x)

C—1 S8g— 1 )
+ k! [— C S TEET el 4 2 )w" +2

§3— 1 k+3 ]
3.4...(+3)

Cette série converge plus rapidement que (I1L;).
Legendre a donné (Fonctions Elliptiques, tome II) une table des valeurs
numériques de s,, jusqu'a 7 = 35, avec 16 décimales.

Remarque. Tonsidérons le tableau ci-dessous formé de la maniére suivante.
La premiére colonne contient les nombres inverses 1/n (n==1, 2, 3, ...); la se-
conde colonne, les sommes des nombres de la premiére colonne, c¢'est-d-dire les
nombres (), d'aprés la notation (s) du n° 2. Les autres colonnes sont formés
d’'une maniére analogue: le n*™° terme d'une colonne quelconque est égal & la
somme des » premiers termes de la colonne précédente. '

Détachons du tableau la premiére colonne (que nous avons, dans ce but,
séparée des autres par une barre verticale). Dans le tableau formé des autres
colonnes, les diagonales donnent les coefficients des polynomes P;(x) donnés par
les formules {22) ci-dessus.

Si nous éerivons
Pilx)=CPx* + CPa* + - + OO+ + CF g,
on a, pour r==1, 2, 3, ...,
© op = 0, + ¢
et pour r = o0, d’'aprés le mode de formation du tableau,

) o= o+

o

Entre les coefficients de deux termes consécutifs de Pi(z), on a la relation

: k!
£ - __ L oy B
() e /c+1—r(k B+ 1 —n)tr!
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N |-

L]

-~ - -G

o0 |-

15. Développement de la constante L, en série convergente.

Ces constantes peuvent &tre développées en séries convergentes de diverses
maniéres. Nous n’en donnerons ici que deux développements, qui sont tres rapi-
dement convergents. } ‘

Premier développement. En vertu de (VIY) et (VIi) du n° 5, on a

1\ Bitilog2 2’“‘1——1( __CkBkLl)f
(a) log Fk(z)— F+1 2 T 2 L= ,

' t 2\ __ Birilogz 3 —1 ( _ G Bk+1)
(b) log Fk(.’i) + log It (3) R + 3k ” -
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() log I': (é) + log Fk(g) + -+ log I'; (é)

o Briilog6 65—y (B
Tkt o6f 6 \"'T ko

En retranchant (a) et (b) de (c) membre & membre, on a, aprés une petite

réduction,
Biya (3F—1)log 2 + (2 — 1) log 3
{(23) log TL(6)+logI (6) P Y
6k+3k+2k—' I CkBlH-l

d’oul

(3* —1)log 2 + (2* —1)log3) B i1

4y (7— -

(24) : L ('k 6 + 3¢ + 2k — 1 k+1

o 1 EAY
* oF + 3F + 28 — 1 [10'9“ L (6) + lOgI"(6)>I'

Comme, d’aprés les propriétés fondamentales de I (x) et gr(x),

(d) | log I’k(;) 6 log 6 + log I (I + é)
1 I 1
(e) Pr (I + 6) = a + P ((:)) )

il vient, en appliquant le développement (T1I;) du n° 3,

N I o o 1
{f) loglx-(6)~~ (Llo 6 + log ]"(I+6)

Cr+ log 6 1 I

s a(g) i)

+ /r' l_ (,J’ - 1 . T E — B T +
o* (/c+1)16 3. (B+2)6 3.4...(k+3)6°

De méme, en faisant, dans (1IIy), x —=—
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] ¢ 1\F+1 Se 1\F+2
+’“‘[ (k+1)!(~5) +2_.‘3...(k¥7)(—6)

SEs Tt 1 I

Ramplacons, dans (24), log I ((—5) et log I' ( ?) par leurs développements
respectifs (f) et (g). En tenant compte de la relation (c) du n° 11 (Remarque), on
aura, suivant que % est pair ou impair, deux développements différents, a savoir.

1°. Pour £ pair:

1

(25) Li= 6F + 3¢ + 28 —

{(/] + 100' 6

2(log V2w CR6° Ly + CL6* L, + -+ C} 652 Ly_y)

S, 1 S, Sa I
| A _ £ [ S S
+ 2k [2 5 T T ek ) S ke ]}

2%, Pour k tmpair:

, I B+
(25") Lk=6k+3z‘i’;gl~jl‘{ ot log 6— 7 [(3 —1)logz+ (2 —1)10g3]

—2(k.6.L + CL6° Ly + CL6° Ly + - + C} 682 [1_y)

DA i __I [ L S - e J
Zk'_(/c+1)!6+3.4...(lc+3)63+5.6...(Ic 5)6“+ J

Dans ces développements, C est la constante d’Euler, C; désigne la somme

des %k premiers nombres inverses, et C, C%, ..., sont les coefficients binomiaua.

Remarque. En désignant, dans (25) et (25°), par U, et Unys deux termes
conséeutifs en s, et 8,12, on a, pour n:=2, 3, ..

*y

: I
(h) | Unial < 51 Unl.

38—3343. Acta mathematica. 61. lmprimé le 11 aofit 1933.
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Il en résulte, pour le reste R, de ces séries commencant au terme Upyq,

6
|Un+2|<|Rn|<§g| Unial.

16. Second développement de L, en série convergente

En appliquant le développement (IIT3) du n° 14, il vient, en ayant égard 4

(@) et (e) du n° 13,
l.ogl“k(é) 6k100'6+long(I +6)

(a)
Cy+log6 E
=g —+0k¢k() wk()+Pk() (é)logé

C—1 1 So— 1 I S — 1 I
N+t — 2 4 ... |
+k'[ (k+1)!6’~'+1+2.3...(ls+2)6’“+2 3.4,.‘(k+3)6k+3+ ]
I
67

De méme, en faisant, dans (IIT;) du n°® 14, z =
log I': (%) =log I'; (1 — é)

e R

O'_I _ l)k+1+ ______Si____ _ l)k+2
2.3...(k+2) 6

+k1[—(k—+l—)! :
_3-4-8'-%-“(/’c1+3)(—é)k+34r ]

En rempia(;ant dans (24) du n° 135, log I (é) et log I' ( 6) par leurs dé
veloppements (a) et (b) ci-dessus, on aura, en tenant compte de la relation (c)
du n° 11 (Remarque),

1°. Pour k paer:

(26) Ly= 676“:3—:_‘2—k“~ {OL + 10g‘ 6— 7k lOg’* — 57”10
sor|mnfg) v (=)

5

O\
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—2(logV2m+ C36 Ly + CL6* Ly + -+ 4+ C} 652 Liyy)

, Sg— 1 1 84— 1 I 85— 1 1
C! _ 2 = 4 B N - .
2k [2.3...(/»‘+2)6‘-*-4.6...(/k+4)6“+6.7...(k+6)6"+ ]}

2°. Pour k impazr:

5

: R R | kloe ]k log S
(26"}  Lp= 3 _ —1[Ck+10g6 710g6 510g6

35 =1)log 2 + (2"~ 1) log 3] + 6" [Pk (é) + Pk(_ é)J
—2(k. 6L, + Ci6® Ly + CR6° Ly + - + Ct 62 L)

" C—1 1 §q— 1 1 Sp 1 1 1
. A Z 3 __ _ 2] R A
2k'l(k+1)!6+3.4...(1c+3)6‘°’+5.6...(k+5)6"’+ JJ

Les valeurs de 6* [P;c (1) + I’k(—— 1)] se déterminent aisément au moyen

6 6
de (22) du n° 14. Voici ces valeurs pour £==1, 2, ..., 7, 8.
Pour k=1, 6 ~P,‘.(é) + Pk(—é)J = o
» k=2 6"'(1)[; I‘)‘f‘])k _lﬁ: 3
! | 6 6/ ]
» k=3 6F TPL (I) + I)k('— I)—1 = 30
B (¢ 6/
— 1l > (1 4 — 1
k=24, 6 LJL((3)+P;¢( 6)_ 2566
» /CZS 6F rPk(—l) + I)k(—'l-)u == 2021
oL\ 6/ ]
> k=6, 6 _Pk(é) + M(—é)J — 15286,9
» k=17 6 rPk(1 + B —1)_ =112705,8
¥ | 6 6_J )
_s elp () (=)= 89
» k=28,6 _Pk(6) + lk( 6)_ 817428 110
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Remarque. En désignant, dans (26) et (26'), par U, et Up;, deux termes

consécutifs en s, et sy42, on a pour n=2, 3, ...,

(c) | Unie] < T Spsp —

Ly .., I ,
- -\
36 sp— 1 IU"|<I44|L"I'

Il en résulte, pour le reste R, de ces séries commengant au terme Uy,
144 | 5pr
(d) | U;z+2| < |-R;l| < agl Un»+2|-

Comparons la reste I, avec le reste correspondant R, des séries (25) et (23')
du n° 15. Nous avons trouvé (dans la Remarque) la double inégalité:

. 36
(e) I U7l+2| < |R"v| < g_sl [/rn+2 I

Comme

- Sn4+a — I
(f) nia == Unya
Snte

il résulte de la combinaison des doubles inégalités (d) et (e):

35 Saq2 — 1 ’ 144 Snto — 1
3 . - R < | Rul < T R.].
(g) 6 Sarn | B | < | 2] 143 $nes | B. |

Or on a sensiblement

Sngz — 1 1 [I - (Z)n”]
.- _ ! .
Sn+2 2nt? i 3 -

11 vient done, par la double inégalité (g), la relation approchée:

(h) R = # Ra.
L'erreur que 'on commet en s’arrétant, dans (26) et (26'), au terme U, est
2™t? fois plus petite que celle qu'on commet en s'arrétant au terme U, des séries
(25) et (25") du n° 135.
En faisant, dans (26'), k=1, k-- 3, et dans (26), k==2, k==4, on aura, en
logarithmes décimaux, M désignant leur module,
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ML, -=log A, = %{2 log_zlw-;_rlog6
_ﬂ[z (}—I +33—I-I_ q,) 11
6 L 2! " 3.46 5.6¢6

+13log6—7log7—5logs+ M

+E5 11 ]]

7.8 6° J

Ji[L._,-——logA2=418{75log6—4910g7——25 log 5—2log V2w + M2
2

M.4 “’2—'_+,34_Ii I T | &L T |
6 |2.3.4 4.5.66° " 6.7.86'  8.9.106° |

[261og 2 + 7log 3

J_ILS == lOg 113 = 2501 120

+469log 6—343 log 7 —125 log §
+ M( + 30 — 36L1)

UL |
4l " 3.4.5.66 5.6.7.86" " 7.8.9.106°

_M.2.3! [U""I R

6 f
ML,=1log4, —'4—13027 log 6 — 2401 log 7 — 625 log 5—2log Va2
+ M(zi + 156£—432 L2)
T e o R |1

On retrouve alors les valeurs numériques données par les formules (6) du n° 1.

Quelques applications.

17. La fonction I (x).

En appliquant les formules du n° 5, en y faisant £ ==1, il vient que la

fonction I';(x), définie par 1'une des formules:

28 x z

T8 T8 -
2.3 3.4 Tas

4 5

(27) log I'y(z+ 1) == (é — log szi)x —(C— I)%—2 + 8,

lzl=1)

T . )
(28) log I'y{x + 1)=flog I'lix+ 1)dx + g:__z-t‘p_ —xlogV2n

0
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kg

, . o
(28") log I'y (x) = flog I'z)dz + x_;_ag —zlogVan

0
jouit des propriétés suivantes:

1°.  Propriété fondamentale.

(Il) Iz + I):yxr1(x)

(13) ro)=1; I()=1; Ij2)=r1
Pour 2« entier:

(1Y) e+ 1)=1'.2%.3%. .. a°,

2°.  Expression de log I'y(x + 1) par une intégrale définie.

I
z— S (1—e )
(1L,) et ¢
' log I'j(x + 1)= Y dt
0
2 o
+x—jvc—xlog1/2n.

3°.  Développement de log I';(1 -+ x) en série convergente.

C’est la formule (27) ci-dessus. On a encore, d’'aprés (IIT;) du n° 14,

(L1I14) logI'i(z + 1) =-—{(1 + z)log (1 + x) + (2 — log V;z)x

.%'5

=)~

x a8 4
3.4 4.5

'_(Cﬁz)f’g2 + (32_1)7_(33_ 1)-

—
w

(x| = 1).
4°.  Expression de log I'y(x + 1) par une série asymptotique ('analogue de la
formule de Moivre-Stirling).

C'est la formule (3) du n° 1.

5°.  Lanalogue de la formule de Raabe.

X

2 2
(Vy) flog'l“l(mJ.- ) da =2 logx « 1

2 4 P
—1
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1

(V1) | flogI‘l(x—F I)dx:-Ll—;
0
1
(VY) flog I(@)de= L, — %
0
6°. Formule de multiplication.
2 1 n—1
(V1) plz(na)=1“1(a)1"l(a+7;)-~-F1(a+—n‘)
”a:—a 1 1 n?—1
X n 2 +12"(A1€ 12) n
(4;=e")
1\nt—1 1
(V1Y) r, (7—11) T, (%) N (ZM—I) = (Ale 12) "oom B
! § -3 —%
(V1)) r, S %Ale .2 .
7°.  Intégrale de log I'y(z).
7 I 2 oz
(VIL) logl“l(x)dx=5 10g1‘2(x)——g+z—2+21}1x .

0

Nous donnons ici une petite table donnant les logarithmes décimaux ainsi
que les valeurs numériques de I7(z), pour z variant de o,1 en 0,1 depuis o
jusqu’a 2. , . ' 7 '

Cette table nous fait voir l'allure de la fonetion I'j(z). En s'aidant de la
table des valeurs de log I'(x) de Legendre (Fonctions Elliptiques, tome I1), on trouve
au moyen de la formule

dlog I'y(x I S
'—ixi(—)zlog 1"(90) + x—(; -+ IOszﬂ)

que I (z) est maximum pour z=0,29006, et minimum pour == 1,53769.
A partir de cette valeur de x, la fonetion I'y(x) croit constamment.
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Table I.

@« Logarithme décimal de I,(x) Valeur de I',(x)
0,0 0,0000 0000 1,000 000
0,1 0,0828 3873 1,210 148
0,2 0,1079 6732 1,282 234
0,3 0,1134 5379 1,298 535
0,4 o,1077 8685 1,281 701
9,5 0,0952 1932 1,245 143
0,0 0,0784 0545 1,197 858
0,7 0,0592 0722 1,146 o6o
0,8 0,0390 3003 1,094 032
0,9 0,0189 8867 1,044 693
1,0 0,0000 0000 1,000 000
1,1 1,9828 3873 0,901 255
1,2 1,9681 7332 0,929 337
1,3 1,9565 9016 0,904 878
1,4 1,9486 1085 0,888 405
Ly ° 1,9447 0432 0,880 449
1,6 1,9452 9621 0,881 650
1,7 1,9507 7585 0,892 844
1,8 1,9615 0202 0,915 170
1,9 1,9778 0693 0,950 182
2,0 0,0000 G000 1,000 000

Remarque I. Cette table permet de vérifier la formule de multiplication
(VI,) ci-dessus. Cette formule, transcrite en logarithmes décimaux (dont M
désigne le module), devient

(29) ! log I'; (na) =log I'y(a) + log I, (a + )17) + - +log I} (a. + " I)

n 7

;2 2
n?—1 1 na®— a I
— M L, — + =+ log n.
n 12 2 127
En faisant, dans (2¢), n==35 ou n =10, et a==0; 0,1; 0,2;...; O,9; I, On
aura 22 exemples différents de cette formule, (ue l'on vérifiera au moyen de la
table ci-dessus.

Remarque II. En général, dans la construction des tables de log I'k(x),
la formule de multiplication (VI;) du n°® 5 permet de diminuer notablement le
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nombre des valeurs de log I':(z), que l'on doit calculer directement & l'aide des
séries (III) ou (ILI%).

Ainsi, pour la construction de la table ci-dessus, nous avons calculé directe-
ment log I'y(1 + x), au moyen de la série (ITII}) ci-dessus, seulement pour les
quatre valeurs: x =0,1; £ =0,2; x= — 0,1; T == — 0,2.

Les quatre valeurs de log I';(1 + ) obtenues de la sorte permirent d'obtenir
les autres valeurs de log I';(z), au moyen des formules (I,), (VI)) et (VL,), en
faisant dans cette derniére, » =2. Ces formules donnent respectivement, M

désignant le module des logarithmes décimaux,

(a) log Iy (x + 1) =z log  + log I'; (x)
I 1
(b tog 130.9) = 220 (2, — L) = [ o 2
(e) ;I’ log I';(2a) = log I';(a) + log Iy (a + i)
2 __
— gM(L1 — ’112) + (2~~“ S ZL) log 2.
4

En faisant, dans (c), successivement a==0,1; 0,9; 0,3; 0,7, on obtient
log Iy (0,6); log I'i{1,4); log I'y(0,3); log I, (0,7)-

18. Intégrale de log sin m .

A. La formule d'Euler

. 7T
l(x)l“(l—x)zﬁnx o<xz<i)

donne
log I'(z) + log I'(1 — x) ==log = — log sin 7c
d’'otu, en intégrant,

X z X

(a) flog I'(x)dx + flog r(: —x)dxzoclogn—f]og sin nx dz.

0 0 0

Ayant égard &
39—3343. Acta mathematica. 61. Imprimé le 11 aolt 1933.
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@

flog I't —x)de = — flog It + x)dvx,
0 o 0 '
on tire de (a)

@ —X @

flog sin ﬂxdx=xlogn:+flog I'(x +x)dx——flog I'(z)dzx,

0

ou, en tenant compte de (28) et (28') du n° 17,

z
2—-— [N
flogsin mrdx=2xlog n + log I'y(1 ——x)—x——z—x—xlog Vor

0

2 .
—log T’y (x) +£2l—-xlog Van

= —2xlog 2 + log I'y (1 — x) — log I’ (x),

ou
(30) log sin 7w x dx=logr1—(1:—£) o=xz=<1)
: 2*° Ty (x) =T=
0
Ayant égard a
I(x)=a*T(1 + a),

(30) peut s'écrire
’ ’ s — '? ’ Fl (I —.’E)]
(30") flog sin 7 x dx = log [(2) T+ )
0

. . I
Remarque. En faisant successivement, dans (30), z =1, x = > on retrouve,

eu égard & (I1) du n° 17, les intégrales définies bien connues:

1
1

flog sin wxdx = — log 2; flog sin wx dx = —é log 2.

0

B. On a

l+ac
x 2

flog cos nxdx:flog sin zx dx
1

0 —
2
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done, moyennant (30),

; 1"1(5—00) 1
(31) flogcosnxdaczlog Y S (o<x<5)-
0 2761"'1(5 +.’}C)

C. Comme

Zz

flog tang n:xdx=flog sin nxdx-—flog cos zxdx
f 5 . ,

1]

il vient, en vertu de (30) et (31),

p r(a ——x)Fl(é +x) .
(32) flog tang = x dx = log : - (o<x<2)-
0 ] Fl(x)rl(z_x)

19. Valeurs de ldg I, (i) et log I, (i)

Les formules (VIi) (pour »=4) et (VI{) du n° 17 donnent respectivement
I 1) 3y 5 T
log Tl(4)+log F1(2)+logfl(4) 4L1 G 4810g'4

1 I I
(33) V 10gT1(5)=gL1—§*510g2-

En retranchant cette derniére relation de la précédente, membre i membre,
il vient

: 1
(a) log Iy (Zl) +log I' (i) = iLL 3.

D’autre part, d’aprés (30) du n° 18,

1
Z .
o i o 1 (3) = oz 1 () -
b I xdr=1log I''{=}) —log I'| |-} — - log 2.
(b) fog sin 7w x dx= log 1(4 og I', 2 4 og
: ;
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Or, d’aprés la formule bien connue:

T
) 7T I

flog smxdw—-—;logz_zUﬂ

1]
ou

; I I I

. Uy—1——+ ,—— + - =0,91 217,
(o) it pteTnt 915 97 7.

il vient, en changeant x en wx,

1

nflog sin zx dx = —-j:log 2 — ; Us,.

0

Au moyen de cette relation, la formule (b) deviendra

1 . U.
(d) log 11(4) —log I (i) = &

—276

En combinant (a) et (d), par addition et soustraction, on obtient

e (V=97 4 U3
lo,,l“l(4) 8L1+27r -
3y =9 _ Us _ 3
(34) 10g11(4)—8L1 27 32
U‘a__ , . M,,Uﬂ_ z
(27;_0’14’ 781 498; o = 0,063 31210,)-

Au moyen de (34) on trouve, en logarithmes décimaux,

log Iy (i) =0,112 477 73; 1} (i) = 1,295 620

log I, (i) == 0,049 165 52; I} (i) == 1,119 864.

Application. En appliquant la formule (VII) du n° 1, relative & I'(z), on
a, moyennant (33) et (34),



Sur la fonction gamma généralisée.

1

309

: 97 4 U I P
(33) flog](@)dx—8L1+4n+4logV2n.
0
1
z ,
(36) log I‘(x)dw=§L +12 log Van— - log 2.
271 2 24 °
0
3
N
97 _Us 3 .
(37) flog I'(z)dx 8L1 4”+4 log Van,
0
Faisons, dans la formule de Raabe:
zrl
log T'x)dx =z log z — 2 + log V2,
successivement,
a) ==, -+1, L NN
4 4 4
b) me=t, 41, -+ 2 L i4n—1;
2 2
c) x=3, §+I, §+2, ,3-+n—1;
4’ 4 4 4

et ajoutons les résultats obtenus dans le cas
ceux de c) & (37).
On aura alors

+n

flog rz)dx =%

0

U— n
an T2

r=1

.
4

4r—3 lo

a) & (35); ceux de b) & (36); et

4r—3
g F—=

4 4

an+1)log Vam—n(zn— 1)
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o +n
n
. pe=3 T e 2r—t 2r—1

(39) flog I'(x)dx s 24 log 2 + %1 , “log 2

Y —

N (2n +I) log Vé@ﬁt n‘“'.
2
i+n
_9 . U, y 111 4r—1 47 -1

(40) Bflogl“(x)dx—SLI 4”1—%1 A log .

+ (4m + 3) log Vaor - nlzn + 1)
4
Il en résulte que les intégrales

n n m

(41) flog 1‘(x)dw-—~-flog I'(x) dx—flog I'(x)dz,

4

ou m et n sont des nombres entiers, s'expriment, moyennant (38), (39) et (40), &

l'aide des constantes L,, U, et m. Ainsi, par exemple, moyennant (35) et (37):

3

Uy 1, e
2 o 2 - /
(42) flogl(x)d;v o T 210;;'127:.

1
r

20. Courbes intégrales de divers ordres de log sin .

La formule (VI:) du n° 5 donne, pour % pair (Bi1 = 0),

— Sk+1
(a) log I“k(;) + log I';,-(fl) + - + log rk(ﬂ_h 1__):71 . ILk.

n

En y faisant successivement n = 2, 3, 4, on a, pour £ pair,

k+1
(43) log I (I) == g-";k L L.
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k+1
(44) log I': (;) + log I (g) =3 5 ' L.
1 2 3\ gt
log Ii (") + log Iy -)+1 r.(--)=— L.
(45] ? '(4) o8 ‘(4 %8 T4 4

En retranchant (43) de (45) membre & membre, on a, pour & pair,
I 3\ 24 2k
(46) log I': (;) + log Iy (;) =" 4k———Lk.
De méme, la formule (23) du n° 15 donne, pour % pair,

(1 5 6+ 3F 42k —
W n) o () oo,

Cela étant, posons, pour abréger,

&

uy () - :flog sin zx dx

0

(b) iy () = ful(x)dx =:fflog sin zxdedz
0 0 0

T

(@) — f Y

0

En intégrant yu,(x) ayant pour expression (30) du n° 18, on a

(c) ps () = fflog sin wxdxdx
0 0

x X 2
== logl"l(l——x)dx—flog]“l(x)dx—a; log 2.

0

Comme, en vertu de (VII:) et (VIL) du n° 5, on a, pour k=1,
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x -2

flog I, (1 —x)=—flog (1t + x)dx

0 0

[ 1 1
=§[——log1‘2(1—x)+2—q>2(1—x)+x(2L1—8)],

~ I ‘ 1 I
_./‘IOgIl(x)dx:_g[lOg lz(x)*5¢z(x)+x(2 Ll—é)],
0

et que, d’aprés la propriété des polynbémes de Bernoulli,

P2 (x) + (1 —2) =0,
(¢) devient

(48) yg(x)=f] log sinwxdxdx
0 o0

= — é [2® log 2 + log I'y (x) + log I'; (1 — x)].
En intégrant cette relation, au moyen de (VIIi) et (VII;) du n° 5, pour
k= 2, il vient, ayant égard 4

s (@) — @3 (1 — ) =0,

(49) ya(x)szflogsinnacdxdxdx
0o 0 o

= —é-[xs log 2 + 6 L, + log I, () — log I's (1 — 2.

D

L'expression générale de py(x) s'obtient aisément par la méthode de récur-
rence. On a

1°.  Powr k pair:
(50) pi () = — kI' llog Ik {xx) + log ' (1 — x) + z*log 2

+2(CR Lyx* 2+ CE Lyx** + -+ + C} Li—2%)]

(5= =)
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2°,  Powr k tmpair:

(50 wi(x) = — kI' (log I' () — log I'k(1 — z) + z*log 2

+2(Ci Ly + Ci Lyxd* + - + k Ly 2)).

En particulier, en faisant, dans (48), sucessivement = =1, /2, /3, /s, /s, il
vient, en tenant compte de (43), (44), (46) et (47), pour k = 2,

1 4
(51) i (1) =/ (f log sinvadx)da:-—-—;logz.
0 0

x

1
{(52) . - log sinwade)de = — Llog2z — L1,
52 m )= g 1. de)dx = — ¢ log 2l
0

0

!

3 z
.. ; — Y e 131
(53) TR (3) f(f log sin nrx(lac) dx 3 log 2 o L.
0 0
1
4 ©
n.. o o , 35
(54) e (4) f(f log sin ﬂxdg,) dx 32 log 2 22 L,.
0 0 :

§ @
I : cde)dp — — L _2
(55) 7 (6) —j (f log sin 751(1.5) dx 72 log 2 3L2.
0 0

On aura de méme, cu égard & (50), (43), (44), (46) et (47), pour k = 4,

i 2

(56) pala) = — 5 llog Ty (@) + log Iy (1 — ) + 2* log 2] = L.

roEz %
5 (1) = logsin wxdedrdx)dx = — ' log 2 — 1Lg'.
7 Hy 24 =] 2

v o 0 0

1

3 X x x 1

n_ : v dr .82 L, 31,

(58) uy (J—f(ffflogsm nxda:dxdm)dx 384 SL“’ 1921*'

0 0o 0 o

40—3343. Acta mathematica. 61. Imprimé le 11 aolit 1933.
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1
]

MR | _legzraazl, 1
(59) (3)_“] ] fbgs“”mdxmx)dx_ 2481 i
0 0 0 0

1

4

(60) M(I) :f(ffj log sin nxdxdxdac) de = _log2 4527 Ly 1 Ls.
4 24.256 32
0o 0 0 )

0

1
¢ r 2 X
N [ "Jog sin 7 . 1flgz,20,) 1
(61) ;L4(6)-f(ffjlogsmn:xdxdxdm)dm— 24(1296+27L") 72112.
v o 0

0

La formule (49) devient, pour x == 1, x = ;,

Y
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1 T .
(62) us (1) :f(fflog sinnxdmdw)dxz———élogz-Lz.
0 00 '
(fflogsmnxdxdx) :—-——logz ;Lz,

Remarque. La courbe intégrale

ol

(63) (~ =

@

py (x) = f log sin zx dx

0

est représentée sur la figure ci-contre par la courbe OCFIKM P; les points A,
D, G, J, L et N correspondent aux abscisses /s, /s, /3, '/2, et 1. Les points
d’inflexion O, K et P sont des centres de symétrie de la courbe. L’ordonnée NP
est égale & u,(1)= — log 2. Les tangentes aux points C et M sont paralléles 3
la droite OKP. |

L'aire du triangle OJK étant égale a — é—log 2, il résulte de (52) que V'aire
comprise entre 'arc O CK et la corde OK (I'espace hachuré) est égale & — (*/s) L
11 résulte de méme de (53), (54) et (55) que
L'aire OHI=p,(Ys)— A OGH= — (%)y) L
L'aire OEF = u,(*s) — A ODE = — (*/32) L,
L'aire OBC =pu,(*s) — A OAB= — (*/s) L

. 21. Application aux intégrales définies dépendant d’un paramétre.

Certaines intégrales définies dépendant d'un paramétrevp s'expriment au
moyen des fonctions
log I'(mp + n) et %} log I"(mp + n),
m et n étant des valeurs numériques données. Legendre en a donné plusieufs
exemples dans ses Fxercices de Caleul Intégral.

En tenant compte de l'intégrale de log I't(x) du n° 5 (formules VII; et VII), -
pour k=o, 1, 2,...,'on obtiendra, au moyen d'une ou plusieurs intégrations
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successives par rapport au parameétre p, des nouvelles intégrales définies s'expri-

mant & Vaide de log I'y (), log I';(x),..., et éventuellement de polyndémes en p.
Pour certaines valeurs particuliéres du parameétre p, ces intégrales s'expri-
meront & l'aide des seules constantes L,, L, ..., U, et =.

Intégrons depuis 1 jusqu'a p, la relation donné par Legendre (Exercices de
Calcul Intégral): ' '

I+ 2 dp 2 dp

. pt1 (@
fx?—l Idlogf( , ) Idlogl" 2)
d
0
En ayant égard & I'(Y/2) =V 7, il vient

1

w1 de (PR P\ ;
f — logx_logr( 2 )—lobF(z) tlogVn

0

Nous allons intégrer cette relation par rapport & p, plusieurs fois de suite.
1°. En intégrant cette relation depuis o jusqu'a p, on a, en tenant compte

de (VII) du n° 1,
a—1 ) dx
x log = p (1 + 2 logx

N o
:2[10g T, (p—ii) —5(}’ ha I) + 1(m) A 1oszn]
.2 2 2 2 0

— |P —
(}2) +§ log V2 n] +plogVm
0

ce qui, en vertu de (33) du n° 19, s'écrira

1
a? — 1 dx
(64 f ) [

0

: - 1
—2log I, (p¥)_210g1,1(§) +p(logyﬂ_2)~3Ll+i+ggz.
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En particulier, pour p ='/2, on a, eu égard i (d) du n° 19,
Ve—1 1 dx Uy 1 - log 2
65 Ye—-1_1 z . U og
©3) j(wlogw 2)(I+x)logac 3L n+210gl/ﬂ+ 12

Pour p = 1, (64) devient, en ayant égard & (33) du n° 19,

1

r—1 dx - 1
(66) f(x—logz_l)(l +—x)logw—__6Ll +logV,c+810g2.
0
2°. En intégrant (64) par rapport a p, depuis o jusqu'a p, il vient, en tenant
compte de (VII;) du n° s,

1
ar— I.—J’loa-”c__zf) o dx
x log® x 2/(1 + x) log x
0

n+ 1

=2 [log I;(x) — ;%(x) +9c(2L1—])’2)]1_
2

N
* |

P
2

_, [log I, (@) — ;_% () + (2 L, — B2)]O_

Pt P .1 P+ 1 p
=210g12(]7)—210g12(5)—zloglg(g)—%(- 2~)+q>2(5)

o (1 1, logz P (100 Vo — !
f(p2(2)+p(4+ 2 3L1)+2(105V7r 2)

Eu égard & (43) du n° 20 et &

pray_ Py (1)
"”2( z) 9"*(2) 8 %(2) >

il vient
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1 9 Z
P —1—plogx p\  dx
(67) ]( x log* 2)(I+a:)1oga:
0
L fpF
I"( 2 ) log Ve 3 3, log2
- A2 7 2 (102 _ 3} a3 n= S
=2 log . (]7) ( ; 8) 1 p (8 + p 3 Ll) L,
"2
En particulier, pour p- -1,
1
fr—1—logx 1 dx
(68) j ( xlogtz 2) (1 + z) log
0
1 s~ log2 _
—-210g1n4 s 3L, —7 L,

ou, en multipliant par 2,
1

'(290—2—210;1‘90 dx
, —1
(1 4 z) log x

(68) x log?
]
=log Vm + é log 2— 6L, — 14 L,.
En retranchant cette relation de (66) membre 4 membre, il vient
@+ 1) @~ 1)
w+1)logx—2(x—1 .
f z(1 + ) log® o dr=141L,
0
ou
' (1—a) | d
2\ —=x axr
(69) ] (1 * (1 + a) logwaé) xlog®z 14 L.
0
En faisant, dans (67), p == 2, on a, eu égard a (I;) du n° 5 et & (43) du n° 20,
1
(70) (x —1o2logx ) de
7 z log® x “J(1 + 2)log x

0

I :
w2 log Va -3 + 610g 2—6L,.
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En retranchant (68") de (70) membre & membre, il vient

2
— d ,
7 ](fﬁ.c ”5)‘“‘)G%=1"g"””i+‘“‘2'

En retranchant (69) de (71) membre & membre, on a

1

-1 —(+a)logx _ \  dz  _ - _3
f( I)(1+m)logx_10g]/n n

s
x log® @
0

1

qc—rl—logx___ml" a’x<_ /3
(72) f( z log® I+;c)log;v_lo"]n 4

0

3°. Intégrons (67) par rapport & p deuis o jusqu'd p, en ayant égard a
(VII;) et (VI{) du n°® 5, pour £ =3. On aura, toutes réductions faites,

. o
x”—l——plogx—zlog‘“’:c

(73) o2 ) dw
73 x log® x 6/ (1 +2)logx
(]
pt+1I
4 ] pd ;o11y o pPf11 | log 2
=ZTlog o=+ (log Voa— —) + —('—~ + =5 —3 Ll)
3 . (p) 6 12 2 \24 12
(£
2
— _ It 5
L,p Ologz 568 2Lu
En particulier, pour p =1, on a
"1
o4 coiTheem e L) g,
74 ' x log® x 6] (1 + 2) log x
0
e Yoo Ve p7log2z 3Lyt 7L+ 101,
—6log|/7ck (80 ;
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En multipliant cette relation par 2 et la retranchant de (68), membre 4
membre, il vient

(75) _ f[(x+1)logx~2(x—1)_1] dx

z log® x 6 (I—l—x)logx'
0
I — log 2
—— 1 2B
6logV7t | 180‘+ 10 Ly.

Si nous faisons, dans (73), p =2, on trouve, eu égard a (I;) et (VI{) du n °s,

1 ’ .
(76) xg—l—zlogm—zlog2x_4) dx
7 x log® x 3/ (1 + z) log z

]

zglloglf;—;—é—éLl—wg.

En retranchant (74) multipliée par 2 de (76), membre & membre, il vient

1

(1—a) —log*z ] dx
(77) f[ x log® x ! (1 + z) log x
. 0
— w11 _7logz
log Vr 36 90 3L, + 10L,.

Notes additionnelles.
A.

La fonction I'y(x) est, d'aprés (15) du n° 5, définie par la série convergente:

log Iy(1 +2) = 29, (& + 1) — wu (@) + 20,(2)

3 2 I
@y lz + 1)= +x?+ . Y, (@) =a%log Var + 2 L, x;

w8
IR

5 Sy 6

+ x® + b — -
3.4.5 4.5.6

0y () = — a2 g 53
1.2.3 2.3.4

Nous donnons ici une petite table des valeurs de log I',(x) et de I'y(x),
pour x variant de o,1 en 0,1, depuis & = 0 jusqu'ad x = 2.
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Les considérations exprimées dans les Remarques I et II a la table I,
relative & I (), du n° 17, s'appliquent égalemént & la table II ci-dessous.

Ainsi la formule de multiplication relative & I'(x) donne, en logarithmes
décimaux (M désignant le module),

(a) 7;; log I, (na) =log I'y(a) + log I (a . ;) + ot log I (a+ n— I)

7

3 2 3
+ e’ & + @ log n— " "-';J“I- ML,
3 2 6n n ;

En y faisant successivement:

n=135; n= 10,

=0, 0,1; 0,2; ...; 0,9; I,

on aura 22 exemples différents de la formule (a) ci-dessus, que 1'on vérifiera au
moyen des valeurs de log I'y(x) de la table II.

Table 11
x Logarithme décimal de I',(r) Valeur de I',{x)
0,0 0,000 000 000 O 1,000 000
0,1 1,998 656 505 3 0,996 911
0,2 0,004 684 511 8 1,010 845
0,3 0,012 260021 9 1,028 632
0,4 0,018 856 449 6 1,044 375
0,5 0,023 141 294 § 1,054 730
0,6 0,024 451 797 2 1,057 916
0,7 0,022 568 835 2 1,053 341
0,8 0,017 596 282 0 1,041 349
0,9 0,009 888 035 4 1,023 029
1,0 0,000 000 000 O 1,000 000
1,1 1,988 656 505 3 0,974 219
1,2 1,976 725 711 6 0,947 820
1,3 1,965 200 934 8 0,922 998
1,4 1,955 186048 3 0,901 957
15 1,947 883 795 6 0,886 919
1,6 1,944 586 247 3 ’ 0,880 210
1,7 1,946 666 874 8 0,884 437
1,8 1,955 5738736 0,902 763
1,9 1,972 824 468 0 0,039 344
2,0 0,000 000 000 O 1,000 000

41—3343. Acta mathematica. 61. TImprimé le 9 octobre 1933.
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Cette table II nous fait, en outre, voir l'allure de la fonction I%{x), dans
Vintervalle (0 = = < 2).
Ainsi, I'éguation
Ty(x)—1=o0,
a, outre les trois racines habituelles: x = o0, x =1, x =: 2, encore une quatriéme
racine entre o,1 et 0,2.

=

Allure de TI'v(z) dans Uintervalle (o

IA

x = 2). IL'équation

(a) . Ii(x) — 1 == k=1,23...)

a, d’aprés (Iz) du n° 5, les trois racines: z =0, x =1, x = 2. Entre ces trois
racines s'intercalent généralement encore d'autres racines.

Nous venons de voir, dans la Note A, que, pour ¥ = 2, I'équation (a) a une
quatridme racine entre x = 0,1 et  ==0,2. Si nous appliquons la formule (VII})
du n° 5, on a, pour la dérivée de I'x(z): '

(b) Ti(x) = I (@) (k log T (@) + @rs (@) + Ci By — &k Li—s).

On en tire d'abord, eu égard a ¢i(0) = gi(1) =0,

(c) I't(o) = I':(1) (k=234 ...).
Puis, en tenant compte des valeurs numériques des constantes L,, Ly, L, L,,

données par (6) du n° 1, on a, moyennant (b) et (c),

(@) ;o) Iy(1)<o; I:af2)>o0
(e) I's(0)=13%(1)<o0; I'i(2)>o0
(£) I'i(e)=1%(1)>0; I'i(2)>o0
() I's(0)=:I'5(1) > 0; Is(2)>o0
Il résulte de (c) que l'équation (a) a, pour k=2, 3, 4, ..., au moins une

quatridme racine entre z =0 et x = 1. En outre, les inégalités (f) et (g) mon-
trent que, pour k=4 et k==3, I'équation (a) a aw moins une racine entre x=1
et x=2.

La fonction I'i(x)a donc généralement, dans l'intervale (0 << # < 2), plusieurs
maximums et minimums.

Bien entendu, la fonction I'x(z), pour x = o, est toujours réelle, positive
et continue.



