
SUR LA F01qCTION GAMMA GI~NI~RALISEE. 
P a r  

L. BENDERSKY 

TILFF (BELGIQUE). 

:. Introduction.  

Consid6rons le produit 

(a) 1 :'~ . 2 2k . 33~ . . .  x ~ . 

Oll k = O ,  I, 2, 3, ' ' '  

Ev~luons le log~rithme de ee produit uu moyen de la formule sommatoire 
d'Euler et M~claurin 

(b) 
x 

x f f( ~ f ( x )  = x) 

1 

dx - -  B ,  [ f ( : )  + f ( x ) ]  

+ ~[f(x)---f'(,)] + ~4[f'"(x)-f'"(i)] + ... 

off les cofficients B sont les hombres de Bernoul l i :  

(:) 

B ,  = - -  :-', B 2 n + l  = 0 
2 

( n  = I ,  2 ,  3 ,  " '  ') 

- -  I B 6 = _ I .  B s ~ _ ~ .  
B ~ = ~ ;  B 4 =  3o; 42, 30' 

69I 
Blo~-6~; B 1 2 = - - 2 7 3 o  

- - "  B , ~ - ~ ;  B16- -  3617" 
' 5 i  O ' 

Bls~43867 .  B ~ 0 = _ _ : 7 4 6 I I  
798 ' 330 
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On t rouve  alors, en f a i s a n t  suecess ivement  k := o, i, 2, 3 . . . .  , 

(2) 
.T 

log (x!) - -  ~ log x 

= Lo + (X + ~2) log x - x +  - B3 -+ B4_ + . . . .  
i . 2 x 3 �9 4 x:~ 

B 6 

5 ~ -~x'~ § 

(3) log (I t �9 2". 3 '~ . . .  ~ )  --  ~ ,  x log  x 
X---1 i) = L l  + x_ x + ~  l o g x - - - -  

4 

_ (  ...... B., + B~ .B~ ) 
\ 2 . 3 . 4 x "  4 .5 .~Sx4  + 6 . 7 . 8 x  ~-~ . . . .  

(4) log  (I V 
9~ 

�9 2 ~''-' . 3 '~ . . .  ~ ' )  = ~ x ~ l o g  x 

= : L  2 +  + - -  + l o g x - - - -  
2 

. . . .  B4 
+ 2 \ 1 . 2 . 3 . 4 x +  

X ~ X q - - -  
9 I2 

B~ _ d- B~  ) 
3 . 4 . 5 - 6 x ' ~  ' 5 - ' 6 " 7 " 8 x "  + ' ' '  

(s) l o g ( I  (' . 2 "~ . 3 s'~ . . .  x ~') = ~ x  s log x 

L .~+ + - -  § - - -  log 
2 4 I 2 0  

- -  6 ( B~  B~  
2 . 3 . 4 . 5 . 6 x ~ "  + - - 

X 4 X '2 
x - - ~ + - -  

1 2  

B l 0  - - -  -~ 

4 . 5 . 6 . 7  . 8 x a  § 6 - . 7 . 8 . 9 . I o x g  
) 

oh les cons t an t e s  L 0' L t ,  L o, . . . ,  r ep rdsen ten t  les va leurs  des sommes des t e rmes  

cons t an t s  des s~ries (2), (3), - . -  

Ces sdries, bien que d ive rgen tes  quand  on p rend  un  g r a n d  nombre  de termes,  

c o n v e r g e n t  tr~s r~p idemen t  vers la vraie valeur  q u a n d  on se borne  aux  premiers  

t e rmes  de chaque  sdrie. 

Les valeurs  numgr iques  des cons tan tes  Lo, L 1, L2 . . . .  , se dd t e rminen t  au 

m o y e n  des sdries respect ivcs  (2), (3) . . . .  , en d o n n a n t  '~ x une  va leur  partieuli~xe, 

par  exemple,  x - -  IO. 
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On trouve alors 

I 
(6) L0 = ~[  0,399 089 934 179 057 52 . . . .  

I 
L~ --- ~ o, Io8 o32 696 724 476 89 . . . .  

I 
L2 = M ~176 223 596 882 928 40 . . . .  

I 
L3 = ~  i,991 029 050 382 693 89 . . . .  

I 
L~ = ~ -  Y,996 532 674 74 . . . .  . . .  

M 6tant le module des logarithmes d6cimaux. 

Nous donnerons, dans la suite, les d6veloppements en s6ries convergentes 

pour les constantes L0, L~, L.~, . . .  

La  forlnule (2) avait 6t6 d6couverte par Moivre avant  la d6couverte de la 

formule sommatoire (b) par Euler. 

Stirl ing n ' a  pas reddcouvert la formule (2); il a seulement montr6, 's l 'aide 

de la fornmle de Wallis, que 

(7) L0 = lo~ V 2 ~ .  

Nous ddsignerons, dans ce qui suit, la formule (2) moyennant  (7), par for- 
mule de J3loivre-Stirling. 

On sait que, en 6tendant  la formule (2) aux valeurs non enti~res de x, elle 

repr~sente alors log F(x + I). 
I1 est donc naturel  de faire la m~me extension dans les formnles (3), (4) . . . . .  

et de rechercher les propri~t~s de ces nouvelles fonctions. Nous verrons que ces 

propri6t~s pr~sentent des analogies remarquables avec celles de la fonction F(x). 
Nous ddsignerons par consSquent les seconds membres de (3), (4), . . .  par 

log r~ (z + ~), log r~(x + i), . . . ,  log r~.(x + i), . . .  

Voici les principales proprigtgs de la fonction F(x), que nous retrouverons 

sous forme g6n6ralis~e clans l '~tude de l a f o n c t i o n  Fk(x) off k - - o ,  !, 2, . . .  

3 4 - - 3 3 4 3 .  Acta mathematiea. 61. Imprim6 le 10 aofit 1933. 
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I ~ . 

(I) 

x 6rant quelconque. 

(r) 

L. Bendersky. 

Pro~'i6t6 fondamentale: 

r (~  + ~)= ~V(x), 

r ( ~ ) - - i ;  r ( 2 ) = ~ .  

En particulier, pour x entier, 

(r') r (x  + ~) ~- ~! 

2 ~ Expression de log F ( x  + I) au moyen d'une int6grale d6finie: 

r162 

f (II) log /~ (Z + I) = X I --  e - t  ] d t. 

0 

(III) 

o. D6veloppement en s6rie convergente." 

log F ( I  + X ) - -  ~ C x  .-[- 8-~x'~ - - S S x 8  -4- 8 -4x4  . . . .  , 
2 3 4 

C est la constante d'Euler, et valable pour -- I < x < I. 

(IV) 

(v) 

I I I I 
~,,=: ,, + ~ + p + ; ; +  ( n = 2 , 3 , 4 , . . . )  

4 ~ Formule de Moivre-Stirling. 

C'est la formule (2), que nous 6crirons, pour abr6ger, 

log I ' ( x  + I ) =  Lo + Zo(X + I) ( L o - -  logl/2J~).  

5 ~ s  de Raabe." 

log I ' ( x  + I) d x  = x log x --  x + log l/2-~. 

X--1 

En par~iculier, 
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(v') 

1 

f log 

0 

F(x  + l ) d x  = l o g V 2 z - -  I, 

1 

(v,,) f , o g  r(x) dx ,og 
0 

(vI) 

o. Formule de multiplication (Gauss): 

( : ) (  r ( , ~ ) = ~ " ~ - ~ : ( 2 ~ )  - , x r ( ~ ) r  ~ +  ... r ~  
n - ~) 

. ~ -  . o 

(VI') 

et pour ,n 2, 

En particulier, pour na ~ I, on a la formule donn6e par Euler:  

La  formule (V) de Raabe  donne l ' int6grale de log F(x)  seulement dans le 

cas off l ' intervalle d ' int6gration es~ 6gal s l 'unit& Mais nous verrons plus loin 

que, d'apr~s la d6finition de log Fk(x), chacune des fonctions log Fk(x) (k : o, I, 

2, . . . )  pourra ~tre int6gr6e au moyen de la suivante. Nous pouvons donc ajouter  

la propri6t6 qui suit. 

7 ~ Int~grale de log F (x)." 

(v i i )  log r ( x ) d x - -  log r , ( x ) -  ---:Z + x l o g l / 2 ~ .  
2 

0 

Nous donnerons ( a u n  ~ 5) la d6finition de Fk(x), ainsi que l '6num6ration des 

propri6t6s (Ik), (IIk), . . . ,  (VIIk) de cette fonction. Ces  propri6t6s, d6pendant  du 

param~tre k, donneront,  pour  k ~ o, les proprigt6s (I), (II), . . . ,  (VII) relatives 

F(x), que nous venons d'gnum6rer. Nous  6tablirons ensuite (n ~ 6 - - n  ~ I3) que 

les propri6t~s (Ik) s (VIIk) relatives ~ Fk (x), sont vraies quel que soit l 'entier 

posRif  k. Nous terminerons la th6orie relative au cas g6n6ral par  le d6veloppe- 

ment  du param~tre Lk en s6rie convergente. 
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P o u r  ne  pus a l longe r  t r op  ce m6moi re ,  nous  ne d o n n e r o n s  que 2 - -  3 exemples  

d ' a p p l i c a t i o n  aux  in t6gra les  d6finies e t  inddfinies. 

R e m a r q u e .  E n  p o s a n t  

(8) L k = - l o g A k  ( k = o ,  I, 2 . . . .  ) 

les f o r m u l e s  (2), (3), . . .  p o u r r o n t  s '6cr i re ,  eu  6gard  ,h. (7), 

1 B., B4 
x + 7, e - ~  + i - - 2 x  + ,~_~ x~ r . . . .  x l = : l / 2 Z x  " 

�9 ~+  �9 I x2 J]4 Be• 

11.22 . 3 s " . .  x ~ = A1 x 2 - + i~ e -  u ~-~.5-.6%4 . . . .  

I 
E n  s u p p r i m a n t ,  duns les seconds  m e m b r e s  de (6), le f a e t e u r  M '  on a l e s  

l o g a r i t h m e s  dde imaux  des e o n s t a n t e s  Ao, Ai ,  A~, . . . .  On t r ouve  a lors  

/ A o - - | / ~  ; A ~ =  1 ,282427 13 

(9) A2 =: 1 ,o3o9  I 6 7 S ,  As = o,979 557 46 

[ A ~ -  0,992 047 9 , - . . . . . . .  

2. P r 6 1 i m i n a i r e s .  

A. D d r i v d e  d ' o r d r e  r d e  l a  f o n c t i o n  y - - x  ~ log x .  

On a, p o u r  r =< k, 

k! -!x~-" ( I I + . -  + I --i) 
(u) Cr) = (T- - i : )  10~ ~ + k + k - - I  k - - ~  ~ ' 

e t  p o u r  r =  k + s (s  = I ,  2 ,  3 ,  �9 �9 . ) ,  

(u') y/r/_- ( _  17-1 k! (s - I)1 
X ~ 

On v6rifie i m m 6 d i a t e m e n t ,  en  d6 r ivan t  (a) e t  (a'), que,  ces f o r m u l e s  6 t an t  

vra ies  p o u r  r, elles le son t  ~ g a l e m e n t  p o u r  r +  I, et  que,  en pa r t i eu l i e r ,  la  d~- 

r iv6e de (a) p o u r  r =  k, d o n n e  (a') off s .... 1. Comme ,  d 'au~re  pa r t ,  (a) es t  v6rifide 

p o u r  r - -  1, les fo rmu le s  (a) e~ (a') son t  vra ies  p o u r  r que leonque .  
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B. N o m b r e s  e t  p o l y n 6 m e s  d e  B e r n o u l l i .  

Ces nombres  et polynbmes  jouan t  dans eet te &ude un r61e capital ,  nous 

allons encore une fois prdciser le systSme de nota t ions  adopt~ ici pour  ces 

nombres.  

Dans  l 'd~ablissement de la formule  sommatoi re  d 'Eule r  ct Maclaur in  s ' intro- 

dui t  de la mani~re la plus na ture l le  la re la t ion symbolique: 

(b) (I + B) (") -- B,~ = o, 

off, dans  le ddveloppement  du bin6me, les B~(r--: I, 2 . . . .  , n), doiven~ &re  rem- 

plac6es par  les symboles Br.  

En  faisant ,  dans (b), success ivement  n = 2, 3, . . . ,  on obt ient ,  de proche cn 

proche,  les valeurs  num~riques des nombres  Bernoulliens,  donn~es par  les formules  

(I) d u n "  I. I1 fau~ bien no~er que 

I 
B1 . . . . .  , B,., n+l = 0 

2 
(?$ --  I ,  2 ,  3 ,  ""  ")- 

Les pol?p~6nws de Bernoulli  seron~ ddsignds ici toujours  par  9~k (x) (k- -o ,  I, 2, ...), 

ces polyn6mes devant  sat isfaire g l 'dquat ion fonct ionnel le  

( c )  

x 6tant  quelcouque. 

L'express ion  de 

de la formule  d 'Eule r  

~ok(x) s 'obt ien t  d 'une  manigre  immddiate  par  l ' appl ica t ion 

( a )  

off 

x + h  

f h" B,a h ~ Bt j ,,, hg.--  y d x  + h .B~JY + - 2 [  A y '  +-4! : -  y . . .  

En y fa i san t  h = f, y~ = x ~, on aura  

x + l  

x 

. k'z+l B~ r , - o k - - l l x + 1  

+ (k - -  ) (k - -  2) + . . . .  
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[x k+~ + (k + i ) B ~ x  k + C ~ ( d )  + k  ( x )  - -  k -{- I k + l  B 2  x k - 1  

f f4  B . -Jr- Wk§ 4X k-3 ~, "'"-[- C ~ + l B k - l X  ~ q- (~, -{- I ) B k x ]  

D a n s  cet, te  express ion ,  l ' un  des  deux  de rn ie r s  t e r m e s  s ' a n n u l e  "~ cause  de 

C~+I, ~+~, . son t  les coeff ic ients  b m o m m u x .  B , . ,~+~=o .  Les  symboles  ~ C "~ . . " ^ " 

La  f o r m u l e  (d) p e u t  s 'dcr i re  d ' u n e  man i~ re  s y m b o l i q u e  

I 

(~') ~ ( x )  k + [(x + B)(~") - -  B~_, 1] 

off les pu i ssances  B~(r  - -  I, 2, . . . ,  k q- I) doiven~ 5tre  r emplac~es  pa r  les sym- 

boles  B~. 

E n  f a i san t ,  dans  (d), k o, I, 2, . . . ,  on a 

(e) 

X 2 - -  X 

| , , X 3 X 2 X , , X 4 X a Z 2 

E u  dgard  's (c) et  (d), il v ien t  

(d") 
k 

X T M  X k I 
+ ~- - - - Z  C ~ ; 1 B r x k - ~ l - " '  

~ k ( x +  I ) - = k  + i 2- ' k +  
r - -2  - 

off, sous  le s igne  ~ ,  les t e r m e s  en B2n+l  s ' a n n u l e r o n t .  

Si nous  fa isons ,  dans  (c), succe s s ivemen t  x = a ,  x = a +  I, x - a +  2 . . . .  , 

x = a + n - -  I, il v ienL en a jou t an~  les ~galit~s ob t enues  m e m b r e  '~ m e m b r e ,  

(f) ~ + (~ + i)~ + . . .  + (~ + . - ~)~-- [ ~ ( x ) ] V ~  

va lab le  p o u r  a q u e l c o ~ q u e .  

E n  par t icu l ie r ,  (f) es t  va lab le  p o u r  a t e n d a n t  v e r s o  et  p o u r  k = : o ,  I, 2 . . . . .  

R a p p e l o n s  que, d ' ap rSs  (d), on a 

(g) 

(g') 

f i .... [q~k~l (x) - Bk~x x] qDk (X) d x  ~: 1~ + I 

_d_ ~ (~! = ~ ~ - ~  (x) + B~. 
d x  



Sur la fonction gamma g6n6ralis6e. 271 

Rappelons encore les autres propridtds des polyn6mes de Bernoulli, que nous 

aurons s utiliser dans la suite, 

(h) 

(i) 

(J) 

(k)  

Remarque. 

~ ( o )  = o (k  = o ,  ~, : , . . . )  

f~0k(I)---~ 0 (It= I, 2, ~,...) 
[ q~o (I) == I, car 90o (x) : x. 

(~) Bk+l 2k+l-- I ( I ) 
qDk -= - -  k + I 2 k B~ = - -  2'  B.,.p+l = 0 �9 

~92p (x) + ~92p (I -- x) = o 

~ §  (x )  - ~ §  (~ - ~) = o .  

5Tous avons repris la d6duction de l 'expression bien connue de 

~ok(x), afin que le lecteur puisse facilement v6rifier que le polynSme ~00(x)--x, 

que nous avons introduiL satisfait  's routes les propridtds des polynSmes de 

Bernoulli, que vous venons de consid6rer. Le polynbme ~0o (x) ~ x nous permettra, 

dans la suite, de faire entrer le cas de I ' (x) (k = o), dans le cas g6n6ral de la 

fonction Fk(x), dont  l '6tude fera l 'objet  de ce qui suit. 

C. N o u s  p o s e r o n s  enco re ,  p o u r  abr@ger l '@criture,  

k--1 
(m) ~k (x) = ~,  C~ Lr x ~-r. 

r:0 
c'est-'~-dire 

~ p k ( X ) = X k L o  + k x ~ - ' L 1  + ~ x k - - 2 L 2  
(.1') 

+ C~. x ~ 3  L~ + . . .  + ~'' ~ x L ~ - 2  + k x  L k - 1  

oh les constantes L r ( r =  o, I, z , . . . )  ont les valeurs num&riques donn6es par (6) 

et (7) du n ~ I. Nous donnerons plus lo in  le d6veloppement de Lk en s&rie con- 

vergente. 

[1 r6sulte de la d6finition (m') de ~pk(x): 

j ~ [~§ (~) - (k + ~) L~x]. (n) ~)k (x) d x  = ~ + I 

Signalons, 's t i tre mn6monique, que (m') peut s'~crire s y m b o l i q u e m e n t :  

(m") lpk (x) : (x + L) (k) -- Lk, 
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off il faut  toutefois rioter 

terme est, d'aprSs (m'), 

que, dans le d6veloppement du bin6me, le prenfier 

x kL o au lieu de x k. 

(o) 

D. N o u s  f e r o n s  e n c o r e  u s a g e  d e s  a b r 6 v i a t i o n s  s u i v a n t e s :  

z 0  (z) = 

/1 (x) = 

log F(x  + I) 
T, 92 dx=/lo rlx 

0 0 

+ i )dx  

,.,x,= f[f o , (. + 
0 0 0 

et, d 'une mani~re g6n6rale, 

(o') 

Ik(x) est done le 

0 

rdsultat  de k intdgrations suecessives de log l ' ( x  + i), 

82 X~'+2 88 X~'§ 

e . 3 . . . ( k +  2) 3 . 4 . . . [ / c  + 3) 

depuis o jusqu'g x. 

Si nous posons, d 'autre part, 

CXk+ 1 

o~(x) = - (k 7 i ) i  + 
(p) 

84 Xk. +~ 85 X k+5 + 
4 . 5 . . .  (~. ~_43 -- 5 . 6 . . .  (k + 5) + ' "  

o~1 C est la eonstante d'Euler, et 

I _L I I 
(q) s,~-- r, ~ , 2, i +  3, ~ + - '  (n = 2, 3, 4, . . .) , 

on voit ais6ment que la s6rie (p), eonvergente pour I zl=< ,, est le rdsultat  de k 

int6grations suceessives, depuis o jusqu'g x, de lu s&ie 

~ X  X 2 X 3 X 4 

(p') a 0 ( x ) = l o g l ' ( I  + x ) -  --  I + s2k2 --ss-  3 - + ' ' a 4  ' 

eonvergente pour --  I < x =_<. I. 

Comme la s6rie ao(X ) = log ] ' ( x  + i) n 'a  aueun point singulier dans le demi- 

plan positif, il en est de mSme de la s6rie (p); elle peut done 5tre prolongde 

analyt iquement  pour x positif queleonque. On peut done 6erire 
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z~ (x) = ~ (~). 
Nous poserons encore 

(S) Ck = I + I + I "1- . . .  -~- I ( k -  I, 2, 3, ") 
3 k " 

273 

Pour  k = o, nous verrons au n ~ 4 que, d'aprSs la formule fondamentale  (I4), 

off Ck intervien~., on doit prendre 

(~') Co = o. 

C (sans indice) d6signera toujours  la constante d'Euler. 

3. ]~valuation du l o g a r i t h m e  du p r o d u i t  i ~k . 2 '-'k . 3'~k... x ~k, dans le cas g6n6ral.  

En appliquant  la formule sommatoire (a) d u n  ~ I, on a, en tenant  compte 

de la relation 

- l o g  x (a) x ~ l ~  + I (k + I) ~' 

0 

ainsi que de l 'expression g~n6rale de la d6riv6e d'ordre r de la fonct ion y = x  k log x, 

donn6 par (a) et (a') d u n  ~ 2 (section A), 

(IO) Z r k l ~  + I) 
r~l 

off 

(i1) 

[ .  X TM X T M  I 
t~k(x + I ) - - f ~ - [  loft X - - ( k  + i) ~ + 2 - x k log x 

+ x~'-' (k l~ x + I ) + 4 !  (k - -  3)! k + k - J ~ +  ~ 

.B6:L~__5 ]~' ( I I + . . . +  ~ 4 )  
+6~  ( k - 5 ) !  l o g x + ~ + k _  
-4-  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

B k  } ! (  I I + . . .  + I )  
+ klX~. . l o g x +  ] ~ + k - I  

Bk+l Bk+2 k! Bk+a k[ 
+ (~: ~ i)~k! logx + (k~ 2)--.~ x - ( k  + 3)!x" 

BE+~ k!2! Bk+5 k l3!  

+ (k ~ - -4 ) !  ~ - (k § 5 ~ 1 7  + 

valable pour x entier. 
,~5--3343. Acta mathematica. 61. Imprim6 ]o 10 aoflt 1933. 
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Nous avons, dans ee dgveloppement, 5crii~ d'une manigre consdcutive les 

termes en Bk, Bk+l, B~+~,... l'un ou l'autre de deux termes consOcutifs quelcon- 
ques s'annulera s cause de B2"+~ = o. 

En rdunissant les termes en log x, la relation (~I) peut s%crire, eu egard 

s (d") d u n  ~ 2 (section B), 

Bk+~ ] 
~k (X q- I ) =  ~0k (X -t- I) "~- ]~ -t- I.] log x 

x k+l ~ - - ~ B ~ + I  X k - r  ( ~  I 
( I I ' )  (/~ -~- I)~ n t - ~ ! Z ( r  -~ - I ) ! ( ]g- - , "  -t- I)! '~ k - -  I 

| B ~ + I + .  ( s - -  I)[ 
nt- ~! Z ( - -  I)S--l(~_/_ i _~ 8)[ X s 

- - + . . . +  i )  
k - - r +  I 

off les termes e n  B2n+l s'annuleront. 

Nous emploierons plus loin la relation (I I) SOILS la forme: 

I I pp) 

X/r X TM I 
- -  l o g x  + - x  ~ l o g x  

k--1 B r  + l X k - r  ( I I "Jr "'" -~- 
+ k! ~, (1" + I ) l  (k -- 1")! log x + ]c + k - - I  

Bk+2 
+ log X -~- (k -{- I ) (k  + 2) X 

Bk+l+. ( s -  I)! 
+ k! Y,(-~)~-~(~ + ,  + 4 t ~ 

8~2 

i )  
k - - r + t  

Notons que, d'aprbs la th6orie du terme compl6mentaire de la formule som- 

matoire d'Euler et lVIaclaurin 1, la sdrie divergente (ii)  peut toujours 6tre rem- 

plac6e par un d6veloppement fini, en remplagant le reste de la s6rie, commengant 

au terme en B2m(2m > k  + I), par le terme compl6mentaire: 

(" I)k0k B2.~ 
( 2 ~ g -  ]~ - -  I ) ( 2 9 ~ - -  k ) . . .  2 "$X 2~n-/:-I 

(O < 0k < I ) .  

En d6signant le terme en B2.~ par U~.t, on volt, d'aprgs (I2), que 

023 IR2:I < I u2ml. 

1 Voir Acta malhemalica, tome V (I885) p. 2, Mdmoire de MALSISTEN. 
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P o u r  une valeur donn4e de m, la valeur  de I U2 ~ I diminue lorsque x grandit .  

Ainsi, par  exemple, pour  k = 6 et m = Io, on a, d'aprSs (I) du n ~ I, 

] B20 ] < 529,064 < 530. 

On aura donc, pour  x = io, 

530 r 
IR 01 < i3 . . . . .  i4 i5 i 6 .  i7 I8 .  i9 2o .  Io 1~ < 9 ~ o  ~ .  

et pour x ~ ioo,  

530 I 
[R2o[< I3 . . . . . .  I4 I5 1 6 . I  7 I8 19 2o.  Io ~6 < ~ - I o  z ~ ' 9  

P o u r  

rant  que 

une valeur donn4e de x, la valeur  de I U2m] d4erolt lorsque m crolt, 

]c + I < 2 m <  2 ~ x .  

Ainsi, dans le cas de x = Io, les valeurs de I U~ml vont en dimiuuan~ jusqu's  

I U6"~I" On pour ra  donc choisir un reste R2,~ notablement  plus pet i t  que le reste 

R20 ci-dessus. 

Remarque .  Dans la section 13 du n ~ 2, nous avons d&ermin4, au moyen  

de la formule  d 'Euler  (A), l 'expression de 99k(x), en par tan t  de la d4finition 

 k(x + 

Si nous appliquons le mSme proc4d4 ~ la d&erminat ion de ~k (x), en pa r tan t  

de l '4quation fonct ionnel le  

~k(X -'[- I) - -  J~k(X) = X  k log X, 

on retrouve,  pour  ~k(x), l 'expression (I i) dans laquelle le 

I xk log x est remplac4 par  - -  I xk log x,  
2 2 

(b) 

off x est quelconque, 
te rme 

conform4ment  s (b). Cette derni~re relat ion est done valable pour  x ffuelconque. 

4. Identit6 fondamentale .  
p 

Au moyen  de la formule sommatoire  (a) d u n  ~ I, 4valuons le logarRhme du 

produi t  
1 1 ~ + 1  ' 2 2  k + l  . ~ 3 k + l  . . . X xk+l. 
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En tenant  eompte de (a) et (u') d u n  ~ 2, ainsi que de (~) du n ~ 3, il vient 

( I 3 )  

o~ 

(~) 

r--J3 

r ~+' log r - -  L~+~ + ~+~(x + ~), 
r =  i 

x k  + 2 X ~" § 2 I k ' 
-- l o g x  - §  ' ~ l o g x  J~k-{1 (;~ ~- 1) ]~J "[- 2 - - ( k  + 2) 2 2 

l:--i Br ~ 1 X k § i - r  ( I -'~ I 

+ (k + ~)! ~,  ():- ~ ~)! (k--+-i - -  i:)i \ l~  x + ~--~- } k + "  + 

( i 
+ Bk+l x log x + k + ~ + ]r + "'" + -3 + + k-~---2 log x 

B ~ + I ~  ~ (8 - -  I ) !  

+ (~ + ~)! Y ' ( -  ~)'(~ + i + 8)! ~-~ ' 
a=2 

i )  
k +  2 - r  

off les termes en B2~+1 disparaltront,  eu 6gard "s B2=~1---o. 
Nous allons main tenan t  v6rifier que l'on a identiquement: 

(14) (k + ,) + , ) d z  

I qp~+~(x + I)--  C~.Bk~x. ~ktl(X 2~ I) k -~- I 

Pour  eet effet, int@rons l'expression de )q.(x + I) donnde par (I I") d u n  ~ 3. 

En ayant  dgard ~ (a) du m~me n ~ 3, il vient, en multiplia.nt par k + I, 

I ~ X k+2 x k + 2  
(k + ,)j~.k(x + , ) d x =  k + 2 log x - -~k~  2) ~ 

o X k4 " I [ k+l  ~ ' + 1  \ 

I I Bk+2 rr 
+ Bk+I (x lo~ x - -  x) + ~ lo~ x 

i .  ~',_---, xT,  ,. Bk,z.,~ ( s - - 2 ) .  
[ ~ t~ ~ ~J' ~ t - ~  ( k - + - - V ; ~ ) !  x r=~- .... 
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Dans cette expression, les termes g6n6raux sous les deux signes ~ sont 

respect ivement  les r6sultats de l ' intdgrat ion des termes g6n6raux sous les deux 

signes 2~ de ( I i " )  du n ~ 3. 

En re t r anchan t  (b) de (a) membre '~ membre,  il vient  

k--I Br+l Xk4 1--r ] ' XX:-~ 2 I 

: -  ~ "[- I ] k  § -- -zc- 2 xk -t-1 § ( k -[- I) [. Z (r + I)!(]C -~- I - -  ,')[ 
1. r:=l 

(~ f f~ ,  I I I I -t- I) + B k + : x  i + ~ + k - : - - i + "  + 

I 
k + l  
- -qDk+l (X  + I) + CkBk+ix, 

eu ~gar4 s (d") et (s) du n ~ 2. 

I l  en r~sulte imm6diatement  l ' identitd (I4). 

Si nous appliquons la formule (I4) au cas de k = o, il vient 

(c) f ~.o(X + i)dx--Z,(x + l)--q~,(x + i)--CoBlx. 

Pour  ddtermincr  la signification qu'il  faut  a t t r ibuer  au coefficient Co, qui 

entre dans la derni~re relation, comparons d i rec tement  

f ),o(x + l )dx  et )~l(x + I). 

Les re la t ions (2) et  (3) d u n  ~ I peuvent  s'6crire 

off 

log ( 1 . 2 . . . x )  == L o + )'o(X + I) 

log ( I I . 2 2 . . . x Z )  = L1 + s  + I) 

B~ B4 B6 x - - x +  + - - - -  + - - -  
I . 2 x  3 . 4  x3 5 .6x5  

+ ... 

~ l ( x + I ) =  x 2 + - x +  l o g x  . . . .  . x,  
2 4 2 . 3 4  

B6 
4" 5 "6X4 
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On trouve alors ais6ment 

(d) 

= ~ ( .  + ~ ) - ~ , ( ~  + ~). 

En comparant  (c) et (d), on a 

CoB, x = o.  

I 
Comme B~ . . . . .  ~ o, il vient 

2 

(e) Co = o .  

C'est la formule (s') du n ~ 2. 

Remarque. Si nous remplagons, dans (I4), la s6rie divergente ).k(x + I) par 

le ddveloppement fi~i, en util isant l 'expression (i2) du reste R2m, on obtient, 

aprSs l ' intdgration, le second membre de (I4), dans lequel la s&ie divergente 

Zk+l(x + I) est remplac~e par le d@eloppement  fi.ni correspondant.  En effet, 

quand, dans l ' intdgrale du d6veloppement fini de ).k(x + I), x varie dans l'inter- 

valle d'intdgration, la constante Ok varie avec x; Ok dcvient donc une fonct ioa 

Ok(x), vdrifiant la condit ion 

o < 0k @) < i .  

En appliquant  le th~orSme de la moyenne g l ' intdgrale du terme compl& 

mentaire (I2), relatif  's ).k(x + I), il vient 

(2  , , ,  - k - i ) ( e  m - k )  . . . 2 , ,  x -~ g ~  - ( a  , ,  - ~ - - ~  ) . . e-,-~ , 2 m - ~ - ~  

(2 m - k - 2) (2 m - k - i ) . . .  z ,~  x'-' ~-~-~ 

En remplaqant,  dans le dernier membre, la constante  

Ok(x1) par OL" .~' 1 , 

oll obtient  le tcrme compl~mentaire de ).k+l(X + I), conform6ment g la formule 

( I 2 )  d u  n ~ 3.  

La formule fondamentale  (I4) reste donc vraie quand on y remplace les 

deux s~ries divergentes par leurs d~veloppements finis respectifs. 
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5. D6finit ion et  propr i4 t4s  de Fk(x). 

La fonction Fk(x+ 1) (k=o ,  I, 2 . . . .  ) est d6finie par 

log Fk (x + I) 
(I~) 

= G ~ (x + 1) - W~ (~) + k! ~ (x), 

off Ck, 99k(x + I), ~pk(x) et ak(x) ont respectivemen~ pour  expressions (s), (d"), (m) 

et (p) d u n  ~ 2. 

La relation (15) d6finit done log Fk(x + I) par une s6rie uniformgment  con- 

vergente pour  [ x ] < I ;  elle est encore convergente pour  I x [ =  I, saul  le cas de 

k ~ o, off elle est convergente pour x = I, et divergente pour x ~- - -  I. 

En ayant  6gard s la relation (r) du n ~ 2, la formule (15) peut  s'6crire 

(is') 
log Fk (x + 1) 

= c~ ~ (z  + ~) - ~p~ (x) + k ! zk (x) 

off I t(x) est d6fini par (o') et (o) au n ~ 2. La  d6finition (I5') est valable pour 

- - I < X < ~ .  

Nous nous servirons sur tout  de la d6finition ( I5 ' )  pour l '6tablissement des 

propri6t6s de Fk (x). 

Nous  donnerons, au n ~ 7, nne variante de la d6finition (15'). 

Nous allons d6montrer  que la fonction Fk(x) d6finie par  05'),  joui t  des 

propri6t6s qui suivent. Nous les d6signerons respect ivement  par (Ik), ( I Ik) , . . . ,  

(VIIi), par analogie avee les propri6t6s (I), . . . ,  (VII) relatives ~ F(x), 6num6rdes 

dans l ' introduction. 

Propri6t6s de F~ (x) : 

I~ Propri~td fondamentale : 

(Ik) 

x 6~ant queleo,nque. 

(1;3 

Fk (X + I) - -  X ~k Fk(X), 

r k ( O )  = I ;  . F k ( I )  = I ;  / ' k ( 2 )  = I ,  

En particulier,  pour  x entier, 

itt ~ . . . . . .  ( k )  l~k(X + I) 1 lk 2 ~k 3 8k X zck 
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(IIk) 

2 ~ . 

+ 

Expression de log Fk(x + I) au moyen d'une intdgrale ddfinie." 

log/ 'k  (x + 1) ----- Ck ~k (x + I) -- ~Pk (x) 
or 

T ~-~- I I ~e-t[r-~o(--'I)r(k--r)!tr+(--I)k+l~-ll dt, 

3 ~ D&eloppement de log Fk(1 + x) era s&ie convergente: 

(IIIk) log Fk(I + x) = CkqgkCx + I) -- ~pk(x) 

C x k +  1 8 2 X/a+2 8 3 X/c+3 
+ k! (k + 1)! + 2 . 3 . . . ( k +  2) 3 . 4 . . . (  k +  3) 

8 4 X TM 8 5 X k+5 ] 
O U . . . . .  

4 . S . . . ( k + 4 )  5 . 6 . . . ( k +  S) + l 
val~ble pour I xl =< I. 

On peut encore ob{enir le d6veloppement de log Fk(I -~ x) en une s&ie plus 

rapidement convergente (voir n ~ 14) .  

4 ~ L'analogue de la formule de Moiw'e-Stirling. 

On ~, pour x quelconque, 

(Iv,) 10~ F k ( X  "{- I) = n k  "+ ~ k ( X  -~- I),  

off ~k(x + 1) a pour expression (II) du n ~ 3. 

5 ~ L'analogue de la formule de Raabe." 

/ I(  x +i ) 
X T M  log x C k B k + i  + Lk (gk) l o g  F k ( x - ~ - I ) d x - - ] ~  + I k-~- I 

x-1 

x 6runt quelconque. 
En purticulier, 

1 

(v;) fiog I~(X + I ) d X =  Lk CkBk+l i 
k -{- I (k q- I) ~ 

0 

1 

(V~') f 10g Fk (x) dx = Lk Ckk + iBk+l 
0 
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6 ~ F o r m u l e  de mult ipl icat ion."  

(vI~) 

Bk+l nk+l__l 
1 q)k(na)-~ k+i ( C~+1+1 ) -  nk 
~k ,~k Ak d F k (ha) = n 

(Ak =- elk). 

En fa i san t  n a - ~  I, et  ayan t  6gard 

~(~)=o 
~9 0 (I) ~- I 

( k =  i, 2, 3, . . . )  

[d'npr~s la premibre relation (e) du n ~ 2], 

il vient, pour  k ~- I, 2, 3 , . . . ,  

(v k) 

et pour  k - ~ o ,  

(VI')  F 

Bk+l ( CkBk+l~ nk+l-1 
(k+l) nk A k e  ~+1 f nk , 

( I )  (2)  ( ~ )  1 ~--1 
r . . .  r A = n - ~  (2 ~ ) T .  

Vt En part icul ier ,  pour  n = 2, ( k )  devient  

v k) 

2k+l--1 
Fk = 2  (k+l)2~ Ake  V ~  ] 2 . 

7 ~ Intdgrale et ddrivde de log Fk(x): 

(VH~) 

s 
_ I ~log /~k+l (X @ I) 

k + I  ( 

~d 

f log Fk(x  + l ) d x  

0 
) I 

k + i  ) 

ou, sous une autre  forme,  

36--3343. Acta mathematica. 61. Imprim6 lo 10 aofit 1933. 
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I 
{log Fk+l (x) 

k + I  ( 

x 

f log Fk (x) d x 

0 

I ~gk+l(X)+ x[nk(k + I)- CkBk+l]} 

d log 
, x j  k log Fk--1 (x) + q)k,1 (x) + Ck Bk --  k Lk--1. 

d x  

Pour  k = o, en ~enant eompte de 

Co=O ; Ao=V-21z:; BI= . - -~ ;  ~00(x)=x; ~00(I)= I, 

les formules (I~), (IIk), .~., (VIIi) donnen* les propri6t6s (I), (II) ,  . . . ,  (v i i ) ,  rela- 

tives '~ F(x), 6num6r6es dans l 'in~roduction. 

Pour  d6montrer  que les formules (Ik), . . . ,  (vI Ik)  son~ valables pour k entier 

posi~if quelconque, il suffit de v6rifier que d6s qu'elles sont vraies pour Fk(x), 

elles le sont 6galemen~ pour  Fk+l(x). C'es~ ee que nous allons faire darts les 

n ~ suivants. 

5. Propr i~ t~  fondamenta le  (I~+1) pou r  Fk+l(x). 

Puisque, par hypoth~se, les formules (Ik), . . . ,  (VlIk) sont vraies pour I'k(x), 

nous avons, d'apr~s (VIIk), 

[ 
(]C + 1 ) t  log Fk(X + I)dx 

.2 
x--1 

= {log I'k+, (x + I) 
+ ,) 

k + I  + x ILk (k + ,) - -  Ck Bk+l]~x_ 1 

ou, eu 6gard ~t la propri6t6 des polynbmes de Bernoulli 

~9k+l (X -~- I ) -  ~gk+l (X) = X k+l, 

(a) (k + I ) f l o g  I~(X + I)dx 
X--1 

xk+l 
=[ log"  I~k+l(X -~ I)]X 1 - - I t  ~ I ~- ()~ -~ I ) L k - -  C~Bk+I. 
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D 'aut re  part, on a, 6galemenb par hypoth~se, par (Vk), 

x 

(k + I) f log irk (x + I) dx 
X--1 

.~;k+ 1 
x k+~ log x - -  

k + i  
+ (k + I ) L k - -  CkBk+l. 
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En 6galan~ les seconds membres de (a) et (b), on obtient  la propri&6 fonda- 

mentale pour  I~+1 (x): 

(16) log Fk+i (X + I) = X k+i log x + log F k + i  (JC), 

OU 

(I,r r~+,  (X -]- I) = X xk+l  /~k+l (X), 

x &an~ quelconque. 
Comme, d'apr~s (o'), (i) et  (m') d u n  ~ 2, 

0 

/k+l (O) = / h (X) d x  = O, 

0 

~k+ l  ( I )  = O, ~ k + l  (O) = O, 

il vienk en remplagant , d a n s  la d6finition (I5'), k par k + I, 

(e) l o g  / ' k + l ( I )  = O; rk+l ( i )  = I.  

En ~enan~ ensuite compte de 

lira x # - -  I 
X=0 

on a, en ver tu de (Ik+l) ci-dessus, 

I ' k+ l (O)  = I ;  F k + l ( I )  = I ;  P k + l ( 2 )  = I,  

En partieulier, pour x en~ier, on a 

r k + l ( X ~ - I )  1 lk+1 22k+l ~ 3/c+1 xk41 

(k= I, 2, 3 , . . - ) ,  
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(a) 

7. Var iante  de la d6flniton (15') de log Fk(x + i). 

Posons, pour abr6ger l '6criture, 

go (x) ---- log I" (x), 

/ / gi (~) = go(x) dx = lo~ r(:~) d~ 
0 0 

et d 'une mani~re g~n6rale, 

(a') .h (x) =~ j" 

0 

il vient 

(b) 

J~._~ (x) dx.  

Comme,  d 'apr6s (o) et  ( o ' ) d u  n ~ 2, 

0 

(b') 

Io (x  ) - -  J o ( x ) =  log F ( x  + l) - -  log l"(x):- log x 

L (x) - J~ (~) -= / 
0 

eg, d 'une mani6re g6n6rale, 

log x d x  .... x log x - -  x, 

(c) I (x ~ l o g  x - -  C~. xk). 

Cette relation est vraie pour k entier positif quelconque, car en int6grant 

cegte relation depuis o jusqu"~ x, on a, eu 6gard ,~ (a) d u n  ~ 3, 

I (x T M  l o g  x - -  Ck+l x~'+l), h + l  (x) -- J~- t I (x) -- (~-~_ I)! 

qui est bien de la forme (c). 

Cela ~ a n k  rempla~ons, dans (I5') du n ~ 5, 

k ! h ( x )  par k!Jk(X) + x  k l o g x -  C~x ~, 

qgk(x+ l) par Tk(x) + x k 
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en vertu de la propri~t~ fondamentale  des polyn6mes de Bernoulli, et 

log irk (x + I) 

d'apr~s la propridt~ (Ik) de Fk (x). 

(~5") 

par log irk (x) + x k log x, 

On aura alors 

log Fk (x) = Ck q~k (x) --  ~Pk (x) + k! Jk (x). 
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8. F o r m u l e s  (Ilk+l) et (IIIk+~) pour  Fk+~(X). 

A. En intdgrant  successivement k fois par rapport  s x, depuis o jusqu 's  

x, la relation bien connue 

(II) l o g r ( x + ~ ) = .  -t  ~ ~--~-~_ldt' 
0 

il vient, en multi  )liant le r~sultat par ]~!, 

k! Ik (x) 
ov 

i 
L Lr=O J )  

En subst i tuant  cette valeur de k[ h(x)  duns (I5') du n ~ 5, on a la formule 

(IIk) du m~me n ~ 5. Elle est donc vraie pour  k entier positif quelconque, donc  

pour rk+l (x). 

B. La formule ([I.Ik) d u n  ~ 5 n 'est  que la t ranscript ion de 1~ d~finition (I5) 

du m~me n ~ 5. Elle est done vraie pour /c entier positif quelconque, donc 

pour Fk+l (x). 

Iqous donnerons au n ~ 14 une s~rie p l u s  rapidement  convergente pour 

log irk (I + x) .  

9. L 'ana logue  de la fo rmule  de Moivre-St i r l ing  pour  log Fk+l(X § I). 

Puisque,  par hypoth~se, on a, pour x quelconque, 

(IVk) log l~(x  + i ) =  Lk + ~k(x + i), 
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il vient, en remplagant, dans l'identiL6 fondamentale  (I4) du n ~ 4, )~k(x + I) par 

log Fk (x + I )  - -  Lk, 

(a) 

= ,~k+, (x + I) 

93 

0 

~k+l(X + I) 
k + I  

+ x[Lk(k + I ) -  C~Bk+~] + C' 

C' 4Lant la consLante d'int4graLion. 

D'autre  part, on a, 4galement par hypoth~se, 

(w k) 
o~ 

0 

= log Fk+l (x + I) 
~kq-1 (X "~ I) 

k + 1  
+ x [ L k ( k  + I ) -  CkBk+l]. 

En dgalanL les seconds membres des deux derni~res relations, il vienL, pour x 

quelconque, 

(b) log I'k+l (x --{- I ) =  Zk+l (x -{- 1) -~- C p. 

Comme, pour x entier, on a, en vertu de (I3) du n ~ 4 et ~ k+~j d u n  ~ 6, 

(e) log Fk+l (x + x) = Xk+l (x + I) + Lk+~ 

il vienL, en ~galanL (b) eL (c), 

(d) C' ~ Lk+l. 

On a donc, moyennant  (b) eL (d), pour x quelconque, 

(IVk+~) log Fk+I(X q- I ) = L k + l  + ~k+l(x + I). 

io. Uana logue  de la fo rmule  de Raabe pour  la fonction Fk+l(x). 

Nous allons d~montrer  que, d~s que la fonction Fk+l(X)jouiL des propri~t~s 

([k+i) eL (IVk+i), elle jouit  dgMemenL de la propridLd (Vk+l). Seulement, pour 

avoir l 'dcriture plus simple, nous le ddmontrerons pour Fk(x) au lieu de Fk+~(x). 

I~ous avons donc g ddmontrer  la propri6L6 (Vk) pour Fk(x), en supposant 

que cetLe fonction jouit  des propriSL6s (Ik) eL (IVk). 
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On a, d'apr~s (b) du n ~ 3 (Remarque), 

( I7 )  ~k+l (X q- I ) -  ~k+l ( X ) - - X  T M  l o g  x ,  

rulable, pour x quelconque. 

D'autre part, on a, par hypothgse, 

(IVk) log rk (X -~- I )  = Lk + gk (x + I), 

x 6~ant quelconque. 

En int6grant, depuis x - -  I jusqu'~ x, on a 

(a) log F k  (3?, -~- 1) d x  = (X + I) dx  + Lk. 
.r 

x--1 9~--1 

E l l  

n~ 4, il vient 
x 

f logFk(x  + I )dx  
X--1 

]C -}- I ~ d- I --1 

remplugant l'int6grale du second membre par son expression (I4) du 

En tenant eompte de la 

des polynSmes de Bernoulli 

CkBk+l + Lk. 
k + I  

il vient 

(v~) 

relation (I7) ci-dessus ainsi que de la propridt6 

~0k+l (X Jr- I) - -  qOk+l(X) = X k + l ,  

log Fk (x + I) d x  

X--1 

i (  x +i ) 
- -  X T M  log x 6~Bk+l + Lk, 

k + i  k + I  

valable, pour x queleonque. 

En partieulier, on a 

1 

V' j '  ( k )  lo~ rk (x + i) dx  = Lk 

0 

1 

V" f ( k )  log r~ (x) d x  = 5~ 

0 

6'k Bk+ 1 i 
k + i (k + i)-" 

Ok Bk+l 
k + I  
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x t. F o r m u l e  d ' a d d i t i o n ,  p o u r  l e s  I m l y n o m e s  de  B e r n o u l l i .  

O n  a 

n--1 ( 
( IS )  Z ~ O k  a 

~r--O 

~'~ I Bk.~ I ~$k+1 __ I 
+ ] = -  ~ok(~a) . . . . .  

L e  l e e , c u r  en  t r o u v e r a  la  d d m o n s t r a t i o n  dans  le M d m o i r e  de M. N.  E. NSr-  

h i n d :  Sur les polynomes de Bernoulli ( A c t a  m a t h e m a t i c a ,  t o m e  43, f o r m u l e  (18) 

's la  p a g e  128). 

P o u r  a = o,  (I8) d e v i e n t  

"-: (r )  Bk+_:.n~+'--: 
(19) Z ~k ;~ - -  k "~ I ?,k . 

r -- 11 

Remarque. En f a i s a n t ,  d a n s  (I9), 
il  v i e n t  

~I: = - -  k + I 2 k ' 

s u c c e s s i v e m e n t  n =  2, ~ :  3, n :  6, 

~k + ~k . . . .  k + I 3 k " ' 

E n  r e t r a n c h a n t  les  deux  p r e m i b r e s  r e l a t i o n s  de la  de rn i~re ,  i l  v ient ,  apr6s  

une  p e t i t e  r dduc t i on ,  

(e) ~k + ~k :- - -  6 ~: k + I '  

que nous  u t i l i s e r o n s  p lus  l o in . '  

t Ce 1)aragraphe et le suivant  on ,  dt~ remanids apr6s la rdception de ce Mdmoire par  la 

R6daction des Ac t ,  mathemat ic , .  I)ans sa premibre r6daction, ce paragraphc contenMt une ddmon- 

s trat ion de la formule (r8), que nous  avons t rue  inddi/e. Mais ayant  depuis Ill lc Md,noire sns- 

mcntionnd de M. N. E. NSrlund, ()h cette formulc est ddmontrde par  unc m6thude plus rapide que 

la nbtre, nous avons jug6 inutilc de donner notre d6monstrat ion.  En outre, en nous insp i ran t  de ]a 

m6thodc cmploydc par M. N. E. NSrlund pour  l ' ( tab l i sscment  de la furmule (18), nous avons obtenu,  

duns le paragraphc suivant,  unc ddmonstrat ion plus rapide de la formule de mult ipl icat ion,  qui, 

1)rimitivement, a dt.d ddmontrde d 'une autrc re ,n i t re .  
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12. Formule de multiplication pour /~k+l(X). 

Nous allons 6tablir la formule (VIk) d u n  ~ 5 pour k entier  positif quelconque; 

elle sera done wlable  pour Fk+l(X). 

Posons 

f(~) = ~ log r~ ~ + 
r = 0  

__ I ~ Bk+l 1 n} A (a) - -  ~ l log Fk (n a) --  [gk (n a) + k + I_] l o g  - 

En vertu de la propri6t6 fondamentMe: 

(a) log V~ (a + I) - -  log rk  (a) = ~ log a, 

on rL 

f ( a  + I )  -- f ( a ) = a k  log a. 

En tenant  eompte de (a), ainsi que de la propri6t6 des polynomes de Bernoulli: 

(b) q~k(na + I) -- q~k(na) = nk a k, 

o n  a 

f (a )  et f~ (a) ~;@ifiant la mSme 6quation aux diff6rences finies, il vient 

( 
r = O  

r~ (ha) - [~k (~) 

C' 6~ant Pour  d6terminer cette 

membres de (e), depuis a jusqu's a + I/n; on aura 

une eonstante. 

Bk+l ] } 
+ k  + I j l ~  + C',  

constante,  int6grons les deux 

1 

a +  n 

n f ( : )  (d) ~, log Ck a +  da  
r ~ O  a 

1 
a +  n 

~-nk log I lk(ha)--  qDk(na) + k + I j l ~  d a +  n "  
a 

37 3343. A c t a  m a t h e m a t i c a .  61. I m p r i m 6  le 11 aof i t  1933. 
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Nous utiliserons la formule d ' int6gration (VIii) d u n  ~ 5 (qui est, eomme 

nous le verrons dans le paragraphe suivant, une cons6quence de la d6finition de 

Fk (x), donc ind6pendante de la formule (u que nous sommes en train d'6tablir), 

ainsi que la formule (g) d u n  ~ 2. 

Le premier membre de (d) donne, en tenant  compte de (a) et (b), 

1 
a +  n a+ l  

~-lf ( ~,1 f (e) ~ log Ck a + , d a =  log I'k(a)da 
a a 

_ t 9~+~ (z) I l o g  F k + l  (x)  
k + i  [ k + I  

| a + l  
+ x [Lk(k + i ) -  Ck Bk+l]t a 

a k+l a k+l G -Bk+l 
- -  l o g  a + Lk  - -  - -  

k +  I ( k + I )  ~ k + I  

Le second membre de (d) donne 

(f) 

1 
a +  n 

a 

__ I { 
(~ + ~) ~ log vk+, (x) 

_.._Bk + 1 ] } C'  
+ k  + IJ logn  da+--~ 

q~k+x(X) x --  C B ~n~+l + [L~(k+ I) ~ ~+~]}a) 
k + I  

i C' --  X na+l (]C + I) . k * l  [~)k+l( )]na X lOg . + --n 

a k+l a T M  I t ~:  _B_ k_+ 1~ C' 
--  log a +nk+i ~Lk + --  �9 

k + I (k + I) ~ k + I / ~ 

En 6galant les derniers membres de (e) et (f), on trouve 

C ' - - n k + l - - n  k I ( L k -  CkBk+ll  ~ + I ]" " 

Au moyen de cette valeur de C', la relation (c) donnera  

.-, ( : )  
% log r~ (n a) = ~ log' F,  a +  

7'=0 

+n-~ ~ k ( n a ) + k +  ~ ] l ~  - -  
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ou, en ayan~ 6gard 

LE = log Ak, 

(vI~) 
1 

- ( ) (  ) I n - -  I 
_r"d:k ( n a )  --- F k ( a )  Fx. a + ,~ " l'k a +  - n 

X n 

Bka- 1 
. . . . . .  , ~ k + l  - - 1  

,pk(na) + -k-S,_- i " [ Ck Bk+l i -  s 

,,k (Ak e V ~  ] . 

9.91 

13. In t~gra le  et d~riv~e de log I'kr 

Nous allons vSrifier que la formule (VIIk) est une cons6quence de la formule 

de d6finition (I5') d u n  ~ 5; elle est donc vraie pour k entier positif quelconque, 

donc pour I'k+l(x). 

En int6grant  (I5') multipli6e par k + I, il vient, eu 6gard aux formules (g), 

(,) e~ (o') du n ~ 2, 

x 

0 

+ (k + , ) L k x  + (k + I)[ /k+l (X). 

I 
En rempla(~ant Ck par Ck~1 k + I , o n  ~ 

x 

(k + ~) f log 
0 

Fk(X  + l ) ( l X :  Ck+lqgk+l(X + I ) - - ~ / ) k + l ( X ) +  (It + I)!  /k+l (X)  

I 
# + i ~0k+l(x + I) + x[(k  + I ) L k - -  CkBk+l], 

ou, en tenant  compte de la ddfinition (15')  d u n  ~ 5, dans iaquelle on remplacera 

k par k +  I, 

(viii) (k + i)/ og v (x + i), x 
0 

I 
= l o g  I~+l(X + i ) - -  k + i q~k'l(x + I) + x[(k + 1)Lk -- CEBk+I]. 
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S e m b l a b l e m e n t ,  cn  i n t d g r a n t  la  ddfini t ion (15") du n ~ 7, on o b t i e n d r a  l ' int6- 

g ra le  (VIIi.) du n ~ 5. 

On  en d~dui t  i m m 6 d i a t e m e n t  l ' exp res s ion  (VIIi. ') de la  d~riv6e de log I'~(x) 
du  mOme n ~ 5. 

Conc lus ion .  L a  fonc t ion  F~(x) ddfinie pa r  (I5), ou (I5 ') ,  ou (15"), joui~ des 

propr id tds  (Ik), (IIk), . . . . .  (VIlk) du n ~ 5, quel que soit l'entier positif k. 

14. D ~ v e l o p p e m e n t  de  log 1"~.(i + x) en une  s6 r i e  p l u s  r a p i d e m e n t  c o n v e r g e n t e  
que  la  s~r ie  (IIIk).  

( I I I ' )  

E n  i n t 6 g r a n t  succes s ivemen t  depuis  o jusqu"~ x, la  s6rie 

log F ( I  + x)-- -  I o (x) 

~- - - l o g ( I  4 - x ) - - C - -  Ix+S. , . - -1 .  x ~ _ S . ~ - - l x .  ~ + s . , - I  
2 3 4 

X 4 

8 5 -  I X5 -]- .. .  ( .... I < X ~  I),  
5 

on a, eu  dgard  ,r (o') d u n  ~ 2 e t  s (a) du n ~ 3, 

(a)  (7-- -  I 3~2 b ' ~ -  I 
I i (X) . . . .  (1 q- X) lOg ( ,  q- :C) q - ; Z - -  -{ X 3 

I .2 2 . 3  

_ s.~ - ~ x '  + s~ - ,  x.~ . . . .  ( I x l  -<-- ,) 
3 . 4  4 . 5  

(b) 

et, en  g6n6ral ,  

(c) 

2! 12(x)  - -  - -  (l  -1- X) ~ lOg (l  ~- 3,') n L 3_X 2 -t- :C 
2 

+ 2 !  C - - -  I x3 q- 8 2 - -  I x4 8:~ - - . I  :L.5 . . . .  ] 

1 . 2 . 3  2 . 3 . 4  3 . 4 . 5  . ! 

k[ lk(x) -- - -  (1 + x) x" log (i -t x) + ])k(x) 

+ k !  C---  I xk.l 1 4- 8 2 --- I ~ck4_ 2 
(k + ~1! 2 . 3  . . .  (k + 2) 

8 ~ - -  I ,/~k+3 + . . . / ,  

3 . 4 . . . ( k + 3 ) :  1 

off Pk(x)  es t  un  po lynbnm en x de degrd  ~ sans  t e r m e  cons tan t .  
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Ces polyn6mes Pk(x) se d6terminent  de proche en proche, au moyen de la 

formule de r6currence 

(d) 
. k + I  

0 

En effet, si nous int6grons la relat ion (c) multipli6e par  k + I, on & 

(k q- I)! [k+l(X) =- - - ( I  +X) T M  log (I + X) + Pk+I(X) 

+ ( k +  I)! [ -  S + 2 1 ! x k + ~  + 
8, 2 - -  I 

2 . 3  (k + -3) xk~ 

off t)k+l(X) a bien pour  expression (d). 

(22) 

Comme, d'aprSs (a), P i ( x ) - - x ,  il vient, en appl iquant  suecessivement (d), 

I I  ,~ 5X ~ P I (x )  - - -x ;  P2(x) ,3x,, + z ;  l ~ ( x )  ~ - x '  + �9 + x ;  
2 2 

P ~ ( x ) ~ 2 5 x ~ +  13x  ~+  7 x , , + x ;  
12 3 2 

P s ( x ) =  ooi37 x~ 77 x t 4Jx3 9x~ ~ -  + + - + - + ~; 
I2 2 

P6(x) 49xG --- 57 x 4 37 x~ 1I xe ...... r + 87 x 5 + + + - -  + x;  
20 Io 4 3 2 

223 459x5__ 3 1 9 x  ~ IO7xa 13 pTtx)~36--3x 7 " '  + x ~+ + + + - x  ~ + x ;  
140 20 20 12 6 2 

- -  962 341 6 3252 Ps(x) 761xS+ - - x  7 + - x  + x 5 
- - 2 8 o  7 ~ IO IOO 

+_533x4+_73x3 4_ 1 5 x " + x "  
12 3 2 

En remplagant,  dans la d6finition (15') du n ~ 5, h (x )  pax" sa valeur (c) ci- 

dessus, il vient, pore' ] x ] ~  I,  
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log I'~ (~ + x) 

= - (i + x) k log (I + x) + C,k qDk (X + I) - -  ~ (X) + P~: (x) 

+ [ -  . . . .  
I. ~ . 2 . . . ( ] ~ +  ~) 

8 f t - -  I 
x ~  ~ + - 2) x~ *'~ 2 . 3 .  ( k +  

1 

'Ca-- I X k+3 + . . . I  
3 . 4 . . .  (k + 3) ] 

b 

Cette s6rie converge plus rapidement  que ([iI~.). 

Legendre  a donn~ (Fonctions Elliptiques, tome II) une table des valeurs 

numdriques de s , ,  jusqu's ~ = 35, avec I6 ddcimales. 

Remarque. Considdrons le tableau ci-dessous formg de la mani6re suivante. 

La  premiere colonne cont ient  les hombres inverses I/n ( n - -  I, 2, 3, . . . ) ;  ]a se- 

conde colonne, les sommes des nombres de la premiere colonnc, c'est-'~-dire les 

nombres C,, d'apr~s la notat ion (s) du n ~ 2. Les autres colonnes sont form4s 

d 'une mani~re analogue:  le n ~'~ terme d 'une colonne quelconque est ~gal "s la 

somme des n premiers termes de la colonne pr6c6dente. 

D&achons  du tableau la premiere colonne (que nous avons, dans ce but, 

sdpar6e des autres par une barre verticale). Dans le tableau form6 des autres 

colonnes, les diagonales donnent  les coefficients des polyn6mes Pk(X) donn6s par 

les formules (22) ci-dcssus. 

Si nous 5crivons 

Pk(X)  : C(k~ X k ~- "~k(l'l) xk--1 - 1 -  "~- (~(]r r) x k - r  - t - - ~ -  C~k--1) X,  

o n  a ,  [ ) o u r  r - -  I:  2: ~ . . . ~  

et pour  r - - o ,  d'aprSs le mode de format ion  du tableau, 

l (e') qo) = Cio) 1 + ~ 

(f) 

Ent re  les coefficients de deux termes cons~cutifs de t)k(X), on a la relat ion 

r k! 
. . . . . . . . .  p(r) 

-k -~)  k +  I -- r - ,Jk + (~ _ ~ - _ ; : ; ~  



I 

2 

T 

3 

T 

4 

I 

5 

I 

I 

7 

T 
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; / / Y ) / 2 "  h" h" 
,~ /~ /~ /~'? ,,'~ / 

,v y,/,y ;/ 
6o / lO / 2o / TO0 / 

/ / / /  
y y ; v  
; Y Y  

I5. D~veloppement  de la cons tan te  Lk en s~rie convergen te .  

Ces constantes peuvent  ~tre d~velopp~,es en s~ries convergentes  de diverses 

mani~res. •ous n 'en donnerons ici que deux d6veloppements, qui sont tr~s rapi- 

dement  convergents.  

i pt Premier dgveloppement. En vertu de (V k) et (VI'~) d u n  ~ 5, on 

(.) .~+1.o~ ~+1_.( ~-~11 
(a) log F~ ~ k §  I 2 k § 2 k L k - -  k +  I I 

�9 (~) (~) Bk+l 10~3 3k-tl -- I ( 
(b) l o g F k  + logFk  - -  k +  ~ 3 k + 3 k L~ 

Ck Bk+l~ 
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Bk}, l o g 6  6 k q l -  I ( CkBk+l~. 
= : - - k + T  b -k- + 6 k L ~ . -  k-+- i ] 

En  r e t r anehan t  (a) et  (b) de (c) membre  "~ membre,  on a, apr6s une pet i te  

r6duct ion,  

d'ofl 

(24) 

B,:+I (r ~)log ~. + (2 ~ - i ) l o g  3 
k +  I 6 k 

6 ~ +  3 k +  2 k -  I ( GB~.2-2/ 
+ - 6k ......... L k - -  / c+  I ] 

[ C k - -  ( 3 k -  ' ) l ~  2 + (2 ~ -  I ) log  3~ B~-~ La. 
6 k + 3 k q- 2 k - -  I ] k -t- I 

4- 3k 2~. 1o~ ~,: + log I'~. �9 6~" -t - + - -  I 6 " 

Comme, d'apr~s les propridt6s fondamenta les  de l k ( x )  et ~k(x), 

(d) log F~. 6~. 

(e) q~A. I + : - ~  + 9~k , 

il. vient,  en ,nppliquant le ddveloppement  (lI.[~.) du n ~ 5, 

() ( ' )  I I 6 + log l'k I n t -~  (f) logl '~: 6 : 6  k l~  

(') . =Ck+ 10g6_L Ckrfk --~Pk 6 
6 k 

k ! [  C i 
+ ~ - ( k  + ,ii 5 + - - -  

s.~ I ........... S3 . . . . . . .  I I 
2.3. .7(~'-q---2)d "~ --  3 . 4 . . .  (k + 3)6" + "  _l 

I 
De m&ne, en fMsa,nt, duns (llIk), x = - - ( 5 '  
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+ kl (k + ~)! ~ + 

_ ss + �9 ] 
3 . 4 . . : - ( k  + 3) ( - -  6 )  I:+3 '" " 

, ( 
2 .  3 . . 7 ( k  + z )  - 
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pa r  leurs  ddve loppements  

respect i f s  (f) e t  (g). E n  tenan~ compte  de la re la t ion  (c )du  n ~ I I (Remarque) ,  on 

aura,  su ivan t  que k es~ pMr ou impair ,  deux  dd.veloppements  diffdrents ,  a savoir.  

(25) 

(25') 

I ~ P o u r  k pair." 

, { 
L k = 6 V ~ _ - 3  7 . +  2 e _ _ 7  G : +  l o g 6  

- -  2 (log I' 2 er '= " C' ,.4 ~-- -- C~. 6 L~ + ,k u L.I + " -+- C~, 6 k-2 L,:-2) 

,q~ I 

+ 2k![2.3.. .(~,+216. 
8 4 I 8 6 I 

-+- . . . .  6~ + 4 . 5  - . .  (k + 4) 6 . 7 . . .  (k + 6) 6 ~ 
+ .. .  ]} 

2 ~ P o u r  k i m p a i r :  

L k =  I [ Bk_+l [ ( 3 ~ _  i) log 2 + ( 2 k _  i) log 3]  6 k + 3i-7~-2 - i ~  I ' 6~ + log 6 - -  k + 

f~8 L:3 ~- - - 2  (k. 6 .  L1 + ~k o l ,  s + Ui': 6 ~ L5 + "" + CZ 6 k-2 L~.-~) 

I_(k+ i)!6 ' 3 . 4 . . . ( k + 3 ) 6  s 5 . 6 . . . ( k + 5 )  6 '~+ . . . .  _ll" 

Dans  ces d & e l o p p e m e n t s ,  C est  la c0ns tan te  d 'Euler ,  Ck d4signe la somme 

des k p remiers  nombres  inverses,  e t  C~., C~ . . . .  , son t  les coefficients b in6miaux .  

R e m a r q u e .  E n  d & i g n a n t ,  dans  (25) e t  (25'), pa r  Un et  Un+2 deux  t e rmes  

consgcut i fs  en s,~ et  Sn+2, on a, pour  n : = 2 ,  3, . . . ,  

I (h) I U=+~I <~1U, ,I .  
3 8 - - 3 3 4 3 .  Acta mathernatica. 61. l m p r i m 6  lo 11 ao f l t  1933. 
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I1 en r4sulte, pour  le reste 1:l~ de ces s6ries commenqant  au terme 

(i) I U,,+2 [ < IR . I  < 3 6 1  U,+21. 
3 5  

U~+2, 

~6. Second d~,veloppement de L~. en s~rie eonvergente .  

f 
En appl iquant  le d5veloppement  (IIIk) d u n  ~ I4, il vient, en ayan~ ~gard 

(d) ok (e) dR n ~ I5, 

(~) i ( i )  
(a) l o g r k  ~ = ~ l o g 6 + l o g F k  I + 

~.~o~ (~) (~ ) (~ ) (~ )~  
- -  6 ~  + Ckq~k --gak + P k  ~ log 

[ C - - I  I ,9~--I I 8 ~ - - 1  I ] 
-Jr- l~:[ (/g q- I)! 6 k+l q- 2. 3 . . .  (k + 2) 6 k+') --  3 . 4 -7 - ( / c  + 3)6k+a -b . . . .  

(b) 

I 
De ^ meme, en faisant,  dans (IIIk) du n ~ I4, x -  

6 '  

veloppements  (a) e~ (b) 

d u n  ~ I I (Remarque), 

[ ~_,(~)~+1 ~_i  (~)~+~ 
-~- k! (k + I) 1 -- ~- �9 2 .3~  ~(]~q- 2 ) 

_ _  8 . ~ - -  I q -  . ]  

ci-dessus, on aura, en t enan t  compte de la re la t ion (c) 

I ~ Pour  k pair: 

(26) Lk = 7 5 k l o g  5 I C~ + l o g  6 - -  7 k l og  6 - -  6 k + 3 k + 2 k -  I 

+~b(~)+ ~( ~)] 



(26') 

Stir la fonction ga mma  g6n6ralis6e. 

- -  2 ( log I/2e~ + C :k 6 ~ L2 + C~- 64 La + "'" + C 2k 6 k-2 L~--2) 

8 ~ - -  I I 

+ 2k! ~. s-:-(~ + 2)6 '~ 

2 ~ P o u r  k impair: 

"1 "t, 
8 4 ~ I I 8 6 - -  I I | | 

�9 ] ~ ." + 4  6 . . : ( k  + 4 ) d  + 6-. ] .  . :-(k ~7 636 ~ + ' 

7 5 k 5 1 ' C k + l o g 6 - - 7  k l o g 6  log  Lk = 6~--q_-s-~-u 2 ~ - -  

- - 2 ( k . 6 L a +  C"6  n L 3 +  C ~ "" k , 6 5  L~ + + C~. 6 k-2 Lk-2) 

[ ( k + ~ ) ! ~  ~ " ' s .  4 . . .  (k + s) 6 ~ + 5-  6 . . .  (~ + - 5 ) 6 '  + 

Les va leurs  de 

de (22) du  n ~ 14. Voici  ces va leu r s  pou r  

P o u r  k ~  

>~ k = 3 ,  6 k 

299 

i, k = 8 ,  6 k Pk + Pk - -  = 8 1 7 4 2 8  14o 

,7 k 6 ,  6 ~: 

'~ k - 5 ,  6 k 

,> k = 4, 6k 

- -  0 

I i11 + 

k== I, 2, . . . ,  7, 8. 
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R e m a r q u e .  E n  d6s ignan t ,  dans  (26) e t  (26'), p a r  U,'~ et  Un+2 deux  t e r m e s  

cons6cut i f s  en  s~ e t  s,,+2, on a p o u r  n =  2, 3 . . . .  , 

(e) , I 8n:-.2 - -  I , I , 

- -  I u,,I < 1441 u,,I. I U,.~,,. 1 <  36 ,% _ _  I 

t t 
I I e n  r6sul te ,  pou r  le reste 1t,~ de ees s6ries e o m m e n g a n t  au  t e r m e  U,,+~, 

(d) , /~, 144_ , 
I u.+~l <1 .I < u.,~l. 

I43 

C o m p a r o n s  la res te  R~ avee  le res te  c o r r e s p o n d a n t  R,~ des s6ries ( 2 5 ) e t  (25') 

du  n ~ I5. N o u s  avons  t rouvg  (dans la  R e m a r q u e )  la  doub le  in6gal i t6:  

(e) I u,+~l < II~,1 < 361G~+.,  I. 
35 

C o m m e  

(f) U~,~ 2 - s,+2 - -  I IZ. ~.,. 
8 n + 2  

il r6sul te  de la  c o m b i n a i s o n  des doubles  in6gal i t6s  (d) e t  (e): 

(g) 3 5 , % ~  - -  I IB,~ I < I le ; I  < I44Sn+2 - -  I I R.,I. 
36 s.+,, 143 sn +'., 

Or  on a s ens ib l emen t  

8 n + 2  - = 2 n + 2  I ,-I- 

I1 vien~ done,  p a r  la  double  in6gal i t6  (g), la  r e l a t i on  approchde: 

(h) R ~ - -  I 
2,,+2 ]~n . 

L ' e r r e u r  que l ' on  c o m m e t  en s ' a r r4 t an t ,  dans  (26) e t  (26'), au  t e r m e  U,',, es t  

2 n+2 fois p lus  pe t i t e  que celle qu ' on  c o m m e t  en s ' a r r S t a n t  au  t e r m e  U,, des s6ries 

(25) et (25') du n ~ IS. 
E n  faisan~, dans  (26'), k = I, Z" - -  3, et  dans  (26), k - -  2, It- - 4, on aunt ,  en 

l o g a r i t h m e s  dde imaux ,  M d d s i g n a n t  l eur  ,nodule,  
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3I L~ 

31L., 

- - l ogA~  .... I j ' 2 1 o g 2 + l o g  6 + I 3 1 o g 6 _ 7 1 o g 7 _ 5 1 o g S + M  
I 0 [  12 

M . 2 [ ( J - - I  8 8 - - i  i 8 5 - - i  i 8 7 - - 1  i ] 

6 [ 2! + 62 + ' 6 i + + " "  3.4  5.6 ~-:~3- 6 8 } 

i{ 
~- log A~ = 48' 75 log 6 -- 49 log 7 -- 25 log 5 --  2 log 1 /2~ + M 92 

~ [ 8  2 - -  I 8 4 - -  I I 8 ( ; -  I I 8 s - -  I I !! 
+ L2.34 + + 6" § . . . .  + "  4 . 5 . 6 6  ~ 6 .7 .8  8 .9 .  IO6 ~ ] i 

I J26 log 2 + 7 l o g  3 
M L 8 = log A 3 : z 5 o ~ . . . . .  ' --z2o + 469 log 6 -- 343 log 7 -- 125 log' 5 

+ + a o _  

3 1 .  2,3 ! [ C-- I 88 - -  I I 85 - -  I I 87 - -  I I 

- -  - - 6 -  [ 4!  + 6" + - -  + 6 ~ + 3 .4 .5 .6  5 . 6 . 7 . 8 6  1 7 .8 .9 . IO 
]} 

M L.~ 
I ( 

= log A 4 - " i I392.3~ log 6 - -  24o~ log 7 --625 log 5 - -2  log V27r 

+ 3 1 (  25 + 1537 ) 
I2 ~ - -  -- 43z L,.2 

M.2.4! F ,%--I 8 4 - - I  I 8 6 - - I  I 8 8 - - I  I I I  

6~+ + + . . . .  ] j  + 6" [ 2 . 3  : ~:6-~- 415-i..  8 6 . 7 . . ~ I O 6  ~ 8 .9 .  _.~-2 6 ~ 

On retrouve alors les valeurs num&iques donndcs par les formules (6) d u n  ~ I. 

Q u e l q u e s  a p p l i c a t i o n s .  

I7. La fonct ion El(X). 

En appliquant les formules du n ~ 5, en y faisant  k - -  I, il vient que la 

fonction /'l(x), dgfinie par l 'une des formules: 

(• ) Z2 X 8 X 4 
(27) logr~(~+~)-- - l o g V 2 )  z - ( c - 1 ) - ~ + 8 . ~ ? ~ - 8 ~ . . %  

(1~1 =< i) 

x ~ + x  
(28) log I ' l(x+ I ) =  log F (x  + I)dx + x l o g  lz2~r 

2 
0 

X 5 

4.5 
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(28') f X 2 --  X log r ,  (x)- -  log F (x) dx + 
2 

0 

X log V 2 z  

jouit  des propri&ds suivantes: 

I~ Propridtd fondamentale. 

(I,) 

(i;) 

(I~') 

Pour  x entier: 

/ '1( x -]- I):xXl~l(X) 
El(O) : I;  /Y'I (I) = I; El(2)  = I .  

F~(X + I)----~ I t . 2 = . 3 a . . . X  z. 

2 ~ Expression de log F~(x + I ) p a r  une intdgrale ddfinie. 

(I1,) 

oo 
f : : [ ~  I zt,-'] x i(I--~- )1 

log  /'1 (X -~- I ) =  i" ~ 7__ ~ ] 

0 

x~ + x  
+ x log V2~ .  

2 

dt  

3 ~ D&eloppement de log F 1 (I + x) en s&'ie convergente. 

C'es~ la formule (27) ci-dessus. On a encore, d'apr8s (III~r du n ~ I4, 

(IIIi) X o g r l ( x  + I ) = - - ( I  + x ; l o g ( I  + x) -~- ( ~ - - l o g  ] / 2 ~ ) x  

( C -  2) x~ x~ x'  x ~ 
- -  - -  -}- ( 8 ~ - - I ) 2 - 3 . 3 - - ( 8 3 - - I ) 3 ~  + ( 8 ~ - - I ) 4 : ~ I . 2  . . . .  

( ix]  < i). 

4 ~ Expression de log I] (x + I) par une s&ie asymptotique (l 'unalogue de la 

formule de Moivre-Stirling). 

C'est la formule (3) d u n  ~ I. 

5 ~ L'analogue de la formule de Raabe. 

X 2 log X ~ X I 
(V~) ~ l o g  F, (x + I) dx -- + L~ - - - - .  

J 2 4 i2 
X--1 
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(vl) 

1 

f log "~1 (X "J- I) d x  --- 51 --  I .  
3 

0 

(vT) 

1 

f log F 1 (x) dx = L 1 -- I .  
I2 

0 

6 ~ Formule de multiplication. 

(VI1) 
1 

I F n - - I  

X n  2 ~ le--  n 

(At  = e L,) 

(vii) c l  ; q .. r l  ~ = A1 . .  . .  

(i) 1 
(vii') r l  = A ~ e  .2 ~ 

7 ~ Intdgrale de .log F I (x). 

f I [ [  X ~ X 2 X ] (VII1) logFl (x)  d x = ~  o g F s ( x ) - - ~ - + - - - - - + 2 L l x  �9 
4 4 

0 

Nous donnons ici une petite table dormant les logarithmes d6cimaux Mnsi 

que les valeurs num6r iques  de Fl(X), pour x variant  de o,~ en o,~ depuis o 

jusqu a 2. 

Cette table nous fair voir l 'Mlure de la fonetion Fl(x). En s'Mdant de la 

table des valeurs de log F(x) de Legendre (Fonetions Elliptiques, tome II), on trouve 

au moyen  de la formule 

dl~ F~(X)=l~ F(x) + x - - ( ~  l o g l f ~ )  

que F 1 (x) est maximum pour x = o , 2 9 o 9 6 ,  et minimum pour x =  i,53769 . 

A part ir  de ee t t e  valeur de x, la fonetion F 1 (x) erolt eonstamment.. 
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Table L 

w Logarithme ddcimal de I'~(x) Valeur de Pl(x) 

O,O O~OOOO OOOO I ,OOO OOO 

O,I 0,0828 3873 1,210 I48 

0,2 O, IO79 6732 1,282 234 

0,3 O,1134 5379 1,298 535 

0,4 O, IO77 8685 1,28I 7OI 

0,5 0,0952 1932 1,245 I43 

O,6 0,0784 0545 ~,I97 858 

0,7 0,0592 0722 I, 146 060 

O,8 0,039 ~ 3OO3 1 ,O94 032 

0,9 O,O189 8867 I ,O44 693 

I ,O O~OOOO OOOO I ,CKX) OOO 

I,I ]-,9828 3873 O,961 255 

1,2 Y,968I 7332 0,929 337 

x,3 7,9565 9 o16 o,9o4 878 

1,4 ]-,9486 lO85 o,888 4o 5 

1,5 " ]-,9447 o432 o,88o 449 

1,6 i,9452 962I o,88I 65o 

1,7 7,95o7 7585 o,892 844 

1,8 7,96I 5 0202 ~ 170 

1,9 ]',9778 o693 o,95o 182 

2,0 0~0000 0000  1~OOO 000 

Remarque  I. Cette table permet  de v6rifier la formule de mult ipl icat ion 

(VI1) ci-dessus. Cette formule, t ranseri te  en logari thmes ddcimaux (dont M 

d6signe le module), devient 

( i )  ( i) 
(29) 1~I l o g  / ' l ( R a )  = ]o~" F 1 (a) -~- l o g  I" 1 tt-~- .i? + "'" + l o g  1"1 a + I? 

( I) 
- -M ~?n I L~--I2 + + I2n 

En faisant,  dans (29), n = 5 ou ~ - -  IO, e t a  =- o; 0,1; 0,2; . . . ;  0,9; I, on 

aura  22 exemples diff6rents d e  cette formule,  que 1'01l vgrifiera au moyen de la 

table ci-dessus. 

Remarque  II .  En g6n6ral, dans la construct ion des tables de log Fk(x), 

la formule de mult ipl icat ion (VIk) du n ~ 5 permet  de diminuer  notablement  le 
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nombre  des valeurs de log Fk(x), que l 'on doi~ calculer directemen~ s l 'aide des 

s6ries (III ) ou (III ). 
Ainsi, pour  ls construct ion de la table ci-dessus, nous avons caleul6 directe- 

men~ log F , ( I  + x), au moyen de lu s6rie (111'1)ci-dessus, seulement  pour  les 

qua~re valeurs: x----o,~; x = o , 2 ;  x ~ - ~ - - o , i ;  x = - - o , 2 .  

Les quatre valeurs de log F 1 (~ + x) obtenues de la sorte permireng d 'obtenir  

les autres vuleurs de log F l(x), au moyen des formules (L), (Vii) et (VI1), en 

fuisant  duns cette derni6re, n =  2. Ces formules donnent  respectivement,  M 

d6signant le module des logar i thmes d6cimaux, 

(u) log F 1 (x + I) = x log x + log Fa (x) 

(b) 
( 1) i 

3 M L1 --  log 2 log 1"1 (o,5) = 2 --  ~ 2 4 

(e) --I 10~O" I~1 (2 It) = log 1"1 ((t) "~- log  F1 (fl~ -~- ~)  2 

2. 

En faisant,  duns (c), suecessivement a - - o , ~ ;  0,9; 0,3; 0,7, on obt ient  

log I" 1 (0,6); log  /11 (1,4); log  /'1 (0,3); log  iT' 1 (0,7). 

18. I n t 6 g r a l e  de log sin z x .  

A. La  formule d 'Euler  

I ' (x)  F (I - -  X) --- . ' f  
Sln 7r X 

donne 
log l ' (x)  + log I '(I  - -  x) =-~ log 7r - -  log sin ~rx 

d'ofi, en int6grant,  

(a) 

( o < x <  i) 

f log F ( x ) d x  + log F(I  - -  x ) d x  = x log z - -  log sin z x d x .  

0 0 0 

Ayan~ 6gard "s 

39--3343. Acta mathematica. 61. Imprlm6 le 11 aoflt 1933. 
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on tire de (u) 

/ log F ( I  - -  x) d x  -~ - -  log / ' ( I  

0 0 

+ x)dx, 

/ ; / log sin ~r x d x  = x l og  ~ + l og . /" ( I  + x)  d x  - -  l og  i" (x) d x ,  

0 0 o 

ou, en t enan t  Compte de (28) et (28') d u n  ~ I7, 

x 

f l o g  sin z x dx  = x log z ~- log /"1 ( I  X) X 2 - -  X - -  x log ~ 2  z 
2 

0 

- -  l og  /"1  ( X )  "[- 
X 2 ~ X 

x log V 2 z  

OU 

(30) 

Ayun t  4gurd 

(30) peut  s'4crire 

(3o') 

= - - X  l O g  2 q- l o g  / " 1 ( I  - - x ) - - l o g  / " I ( X ) ,  

x 

f l o g  sin z x  d x  ---- log/"~ ( I  - -  X) 
2 ~ r ~  (x) 

0 

(o=<x=< t) 

r i ( x )  = ~-~/"1(~ + x), 

9J 

f l o g  sin ~xdx = log [ ( : / / "  (' -- xx))] 
r , ( ,  :~ " 

0 

R e m a r q u e .  En faisant  successivement,  duns (3o), x ~ I, x = I ,  o n  retrouve,  

eu 4gurd s (I~) du  n ~ I7, les int4gr~les d4finies bien connues:  

1 

1 2 

f l ~  s in  z x d x  = - -  l ~  2" f l ~  sin z x d x  = - I- l ~  2 2 

o 0 

B. On u 
1 

x 2 

flo co   .x=f o  
0 1 

2 

sin zr x d x  
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done, moyennan~ (3o), 

(3,) f 
0 

(3. Comme 

x 

f log tang 

0 

log cos ~ x d x  = log 
2~(; +~) 

~xdx-flogsi.~x~x-flog 
0 0 

cos z x d x  

il vient, en vertu de (3 o) e~ (3I), 

(3 2 ) 

~ ;~<I-X/;~(~+~) 
f log tang z x d x  ~ log 

19. Valeurs de 10g F~ et log F1 �9 

Les formules (vii) (pour n = 4) e~ (V[~') d u n  ~ 17 donnent respeetivement 

log F~ + log F1 + log F~ = Li I6 48 

(33) l o g F l / ~ l = 3  L I I log 2 .  
2 1 8 24 \ z !  

E n  retmnchant cette derniSre relation de la prge6dente, membre ~ membre, 

il vient 

(~) log q + log q = -  

D'autre part, d'apr~s (30)du n ~ 18, 

(b) 

1 

f (~) (~) I log sin ~ x d x  ~ -  log F~ log F~ -- 4 log 2. 

0 



308 L. Bendersky. 

Or, d 'aprbs la formule bien eonnue:  

4 

f log 

o 

sin xdx  -- . . . . .  log 2 - -  U~ 
4 2 

off 
I I I 

(o) 7: - - - -  + . . . . .  0,9i 5 97 2 I7, 

il vient,  en changean t  x en z x ,  

1 

log sin ~cxdx = Jr log 2 --  U~. 
4 2 

0 

Au moyen  de eette relation, la formule  (b) deviendra  

(a) log 1"1 ( 4 ) -  log 1"1 (34 )=  2U2'zr 

En eombinan t  (a) et (d), par  addi t ion et soustraet ion,  on obt ient  

(34) 

2 ~  1 2  

9 LI U: 3 
log 1"1 = 8 2 ~ 32 

( 2  M U : =  0,063 3 I2 1o5) . --  o, I45 781 498; --) 

Au moyen  de (34) on trouve, en logar i thmes d6eimaux, 

logF1(4)=o, II247773; 1"~(4)--1,29562o 

l o g r 1 ( ~ ) - - o , o 4 9 1 6 5  52; F1(~)- - - - - I , I I9864.  

Appl ica t ion .  En appl iquant  la formule (VII) du  n ~ I, relative "s F(x), on 

a, moyennan t  (33) et (34), 
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(35) 

1 

f log I ' ( x )  

0 

9 U, I 
dx =-8 L, + ~ + - log V ~ .  

4 

(36) 

1 
g 

f log I ' (x)  

0 

d X  = _3 LI .~_ I I log 2 .  2 2 log V2 zr -- 24 

(37) 

3 
u 

f log F (x) 

0 

9 L 1 _  Us+_3  log V ~  
d x -  8 4 ~  4 ' 

Faisons, dans la formule de Raabe:  

successivemen~, 

~ + I  

log F(x) dx 

z 

• x log x - -  x + log I f 2 ~ ,  

= -  ._ I I 
I I 4_ i ' @ 2 , . .  - + ) $ - -  I ;  

a) x 4 ' 4  74 " ' 4  

I I I I 
b) x = = - ,  - + I ,  + 2 , . .  - + n - - I ;  

2 2 2 "~ 2 

3 - t - i ,  c) x .... 34, 4 
3 3 
4 + 2 , . . . ,  - -+  n - -  I; 

4 
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et a joutons les rdsultats obtenus 

ceux de e) ~ (37). 
On aura alors 

dans le cas a) s (35); ceux de b) "s (36); et  

(38) 

1 
4, + n  

log F (x) d z = g LI + - - -  + log - - -  
4 ~  4 

0 r =  1 

4 r - - 3  

+ !4n + })_log ] /2~- -_  n(2n_~.-- i). 

4 
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1 

f ;4 n 2 r - - I I ~  (39) log I'(x) d x - -  J-'l-- log2 + Z -  2 - 
0 r=: 1 

+ (2 n + i) lor  V 2  ~ - ~?" 
2 

2 r - - I  

2 

3 
i 

f 98 '~ 
_ _ 4 r - -  I 4 r - -  I U; + ~ _ -- log . . . .  (40) lor v ( . )  dx  = L~ 4,~ 4 4 

0 r - -  1 

+ !4_.+ 3) lo~ 2 ~ - -  . ( 2  n + i) 
4 

I1 en r~sulte que les in~grales  

t t i 

(4,) f f ,oa f 
m 0 0 

4 

off m et n sont des nombres entiers, s'expriment, moyennant (38), (39) et (4o), g 

l'aide des constantes L~, U,~ et z .  Ainsi, par exemple, moyennant (35) et (37): 

3 

(42) f log I" (x) dx =: -- 2~vUs + _I2 log ]/-2 ~. 
1 
u 

2o. Courbes int~grales  de divers ordres de log sin x. 

i t  La formule (V k) d u n  ~ 5 donne, pour k pair (B~ql = o), 

(a) log irk n + l o g l ' k  n -- n k 

En y faisant successivement n - - 2 ,  3, 4, on a, pour k pair, 

(_~)  2 '('+1 - -  I 
(43) log I'k . . . . .  2k -L~.. 
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log l'k + log l'k 3k Lk. 
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(45) 

(46) 

(4) (4) (~) = 4)+1-- I log Fk + log Fk + log Fk 4k Lk. 

En re t ranchant  (43) de (45) membre '~ membre, on a, pour k pair ,  

(4) (3) 22~t1+ 2~- '  log Fk + log Fk = 4k Lk. 

(47) 

(b) 

(e) 

De mSme, la formule (23) du n ~ 15 donne, pour ]c pair ,  

log l"k + log l"k = 6j = ---  Lk. 

Cela ~tant, posons, pour abr~ger, 

tq (x) : : f log sin ~r x d x  

0 

f ff  tt2(x) - -  t h ( x ) d x  == log sin z x d x d x  

0 0 0 

0 

En intggrant  ttt(x) ayant  pour expression (3o) du n ~ I8, on a 

0 0 

X X 

-- f log Fl (I -- x) dx -- f log Fl (x) 
0 o 

X 2 
d x -  log 2. 2 

Comme, en vertu de (VIik) eL (VIIi.) d u n  ~ 5, on a, pour k = I, 
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/ / l o g  I ' 1 ( I  - -  x )  = - -  log I'~ (I + x) dx 
0 0 

[= ( -~2I l o g l " ~ ( I - - X ) +  2 9 2 ( I - - X ) + X  2 L ~ - -  , 

9= 

�9 2 

0 

et que, d'upr~s is  propridt6 des polynSmes de Bernoulli,  

(c) devient 

(48) 

92 (X) + 9 2 ( I  - -  X) = O, 

V~(x)= f J logsinzxdxdx 
0 0 

- -  [ [x s log 2 + log I'~ (x) + log I's (i - -  x)]. 
2 

En int6grant  cette relation, au moyen de (VIIk) et ( v i i i )  d u  n o 5, pour 

k = 2, il vient, ayant  6gard 'i 

~ (x)  - q~  (~ - x )  - o ,  

(49)  

92 �9 9J 

f 
0 0 0 

I 
6[x  s log 2 + 6L2 + log I'~ (x) - -  log I 's(I --  x)]. 

L'expression g6n6mle de ttk(x) s 'obtient ais6ment par la m6thode de r6cur- 

rence. On a 

( s o )  

I ~ . Pour k pair." 

I [log Fk(x) + log Fk(I --  x) + x~log 2 m (x) = - k! 

+ 2 ~ ( 0 '  L ,  x ~-2 + C/, L~ x ~-~ + . . .  + (2. L~-2  x')] 

(,r ) 
Ck: k ! ( k - - r ) !  " 
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2 ~ Pour k impair: 

(50') 
I 

m (x) : - -  k l [log I'k (x)  - -  l o g  I ~  (I - -  x )  + x k log 2 

+ 2 (C~ L~ ~ - 2  + C~ L4 x ~-~ + ' "  + k Lz_~ x)]. 

E n  par t icul ier ,  e n . f a i s a n t ,  dans  (48), sucess ivement  x = I ,  1/% 1/3 , 1/4 , 1/6 , il 

vient ,  en t e n a n t  compte  de (43), (44), (46) e~ (47), pou r  k • 2, 

(5i) 
x 

0 o 

(5~) 

1 

f ( f  ) #2 =: log s i n ~ x d x  d X = - - s l o g 2 - - 7 L . 2 .  
4 

o o 

(53) 

1 

f i #2 := l o g s i n J c x d x  d x - -  i8 l ~  
9 

o o 

(54) 

1 

#., == l o g s i n z x d x  d x = = - - 3 2  l o g 2 - - 3 2  . 

o 0 

(55) 
6 a~ (,) j ( f  ) J~-I 32L tt.,. = log sin ~r x dx  dx  --  l o g 2 - - =  2. 

0 0 

On aura  de mSme, eu 6gar4  ,~ (5o), (43), (44), (46) e t  (47), pour  k = 4, 

(56) 
x 2 

t i t  ( x )  - -  24~ [log r,. (x) + log  1"4 (~ - -  x) + x '  log  2] - -  2 Lo.. 

(57) t q  ( I )  = f(fff,o  ) , i s i n ~ r x d x d x d x  d x =  -- 2 4 1 0 9 2 - -  2- Li._ 

0 0 0 0 

1 

) 384 8 " i92 
0 0 0 0 

4 0 - - 3 3 4 3 .  Aeta mathematica, 61.  I m p r i m 6  le  11 a o f i t  1933.  

L~. 



314 L. Bendersky .  

(59) 

1 

0 0 0 0 

l o g s i n ~ x d x d x d x ~ d x  ~ log  2 + 2 4 2 L  ~ I L.,. 
I - . . . .  ~4-: S-~ ~ s " 

(6o) 

! 
4 2" 2' X 

24 .  256 32 L2.  
0 0 0 0 

( 6 I )  

1 

) 
0 U 0 0 

I [ log2+29L~/_  I L., 

~-4~9-6 27 ~ 7 -  

I 
L a  f o r m u l e  (49) dev iml t ,  p o u r  x == I, x =  , 

2 

Y 

0 

- y  

A D G  3" 

I 

h N 

P 

X 
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~3 ( I )  ) -- log s i n ~ x d x d x  d x = - - ~ l o g 2 - - L ~ .  

0 0 0 

(63) /-~3 

1 
x x 

(:) f (f f .) 1 IL, log 2 -  . - -  log sin ~ x d x  d d x  - -  48 2 

0 0 0 

Remarque. La courbe intdgrale 

tq (x) = / log sin ~ x d x  

0 

est repr~sentde sur la figure ci-contre par la courbe O C F I K M P ;  les points A, 

D, G, or, L et LV correspondent aux abseisses 1/% 1/4 ' 1/3 , 1/~, et I. Les points 

d'inflexion O, K et P sont des centres de sym&rie de la courbe. L'ordonnge N P  

est ~gale s #1(I) = -- log 2. Les tangentes aux points C et M sont parall~les s 

ta droite O K P .  

I 
L'aire du triangle O J K  dtant ~gale s --  ~ log 2, il r&ulte de (5 2) qu e l'aire 

comprise entre Fare 0 C K  et la eorde O K  (l'espace haehurQ est dgale s --  (Va) L2. 

I1 r6sulte de mSme de (53), (54) et (55) que 

L'aire 

L'aire 

L'aire 

O H I  = #9 (1/3) - -  A 0 G H  = - -  (13/9) L~ ,  

O E F  - -  ~.2 (1/4) - -  A O D E  = - -  (3~/3~) L2,  

O B C =  / ~ ( I A )  - -  A O A B  = - -  (V3) L~.  

21. Application aux int6grales d6finies d6pendant d'un param~tre.  

Certaines intdgrales d5finies d@endant d'un param~tre p s'expriment au 

moyen des fonetions 

d 
l o g F ( m p + n )  et ~ p l o g F ( m p + n ) ,  

m e t  n 6rant des valeurs num&iques d0nn~es. Legendre en a donn6 plusieurs 

exemples dans ses Exere i ce s  de Calcul  In tdgra l .  

En tenant eompte de l'int@rale de log Fk (x) d u n  ~ 5 (formules u  et VIIi), 

pour k = o ,  I, 2 , . . . ,  "on obtiendra, au moyen d'une ou plusieurs integrations 
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successives par rappor~ au param&re ~o, des nouvelles int6grales d6finies s'expri- 

man t  & l 'aide de log F 1 (x), log F~(x), : . . ,  et 6ventuellement de polynSmes en p~. 

Pour  cer~aines valeurs particuli~res du param~tre p, ces int6grales s'expri- 

meron~ & l 'aide des seules constantes L1, L ~ , . . . ,  U,2 eL z .  

Int6grons depuis I jusqu~& p, la relat ion donn6 par Legendre (Exercices de 

Calcul Int6gral) : 

; XP--1 d x  = ! I 

J I + x 2 dp 2 dp  
0 

En ayant  6gard & /~(1/2)=|/-~, il vient 

i 

f xp-l--I dx _logF(p_~)=logF(p)+logV~. 
}%-x lo-gx 

lqous allons int6grer cette relation par rapport  s p, plusieurs fois de suite. 

I ~ En int6grant  cette relation depuis o jusqu'& p, on a, en tenant  compte 

de (VII) du n ~ I, 

1 

f(xp_i ) x l o g x  29 (I + x) l o g x  
0 

=~[,o~ r, C_{__~)_~,~+,r+,(~ ) ~ ,  ~ , ~ +,~+,~ ,o~.],,o 

[ (~) '(~)' '(~)+~-,o~r~41~+~,o~r~ - - 2  log  F, - - 2  + 2- 2 2 a o 

=21o~ ~ (~{~i)_ ~ ~o~ (~) +~ (~o~-~_-~)_ ~,o~,~ (~) 

ce qui, en vertu de (33) d u n  ~ x9, s'6crira 

(64) 
1 

x log x -P] ( I  

0 

d x  
+ x) log x 

-- +p Iogl/~e-- - - 3 L , + -  +- - - - -  
4 12 



Sur la fonction gamma g6n6ralisde. 317 

E n  par t icu l ie r ,  pou r  p = 1/,, on a, eu 6gard 'i (d) d u n  ~ 19, 

(65) 
1 

_T_ I d x U, I -- log 2 
\ x l o g x  (I + x )  l o g x -  - - 3 L ~ - - - -  + l o g l / z +  -- /1: 2 12 

0 

P o u r  p ~- I, (64) devient ,  en a y a n t  6gard  g (33) d u n  ~ I9, 

(66) 
1 

f(X_l )i dx 
X i O ~  X (I -[- X)10~ X 

0 

I 
. . . .  6 L~ + log l / ~  + ~ log 2. 

2 ~ En  i n t 6 g r a n t  (64) pa r  r a p p o r t  ~,p, depuis  o jusqu 'h  p, il vient ,  en t e n a n t  

compte  de (VII[.) an  n ~ 5, 

1 

ftx,,-:i-,,,o~x (-,) ~,~ 
x log* x - -  (I + x) log 

o 

[ ' I -  ~ 2  l o g  l ' 2 (x )  - -  2~,2(x)  + x ( 2 L  l - - B o )  12 
- , i  

- 2 l o g  r ,  (x) - ~ .  (x) + x (2 L ,  - -  B , )  

I2---3L' +2 logV~- 

~'(lo~ ;) 
Eu  6gard "~ (43) d u n  ~ 20 et  g 

il v ien t  

,, ( )  - -  I 
./2 ; qD~ 

8 -2 = 
O, 
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(67) 

1 

x log" x (I + X) log X 

.I ,2 ~ 2 F'Tr log 2 7 
- - 2 l o g  . . . . . . .  + p 2  !_~ i - - ~  + P  + ~2 3 L  1 - - L ` ' .  

E n  par t icul ier ,  pou r  p ~ - I, 

(68) 

1 

x log` '  ~ - ( , - +  x ) l o ~ : ; 5  
0 

_ .  I log  I"r~ + 1o~ 2 
- 2  I2 - - 3 L I - - 7 L o  

ou, en mul t ip l i an t  pa r  2, 

(68') 

1 

f(2x_2_21o x)_i dx 
x log`' x (~ + x) i0~, x 

o 

I l og  2 - -  6 L 1 - -  14 L`' = log k r z  + 6 

E n  r e t r a n c h a n t  ce t te  r e l a t ion  de (66) m e m b r e  s membre ,  il v ien t  

o n  

(69) 

1 

f ( x +  I) log x - -  2 (x - -  I)dx= I4L2 
. . . .  x ( i  + x) l o g  "~ x .... 

o 

1 

i + ( i  + x )  l o g x l x l o g  ~x  
0 

En  fa isant ,  dans  (67) , p - - -  2, on a, eu 6gard  'k (Ik) d u n  ~ 5 et  '~ (43) du n ~ 20, 

(70) 

1 

f( ) x '  - -x l  l~  ~ 7  2 xl~ __ 2 (i--~--xi-iog 

o 

~-- 2 log I./.~ - -  3_ + I 4 6 log 2 - -  6 L 1. 

X 
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En re t ranchant  (68') de (70) membre g membre, il vient 

1 

['[(x--Iff ) dx - - l o g  1/~ - 3  + I4L~.  
(7 I) J ~x log'-;x I (I + x) log x 4 

0 

En re t ranchant  (69) de (7 I) membre g membre, on a 

1 lo x ) 
- - -  I - -  l o g  IZ~r 3 

x log" x (I + x) log x 4 
0 

ou  
1 ) dx 

f t x .  I - - l o g  x__ i_+_x l o g x  4 (72) J ~ x log "~ x - = log 1/~ -- 3. 
0 

3 ~ . Int6grons (67) par rapport  g p deuis o jusqu'g p, en ayant  6gard s 

(VIIi) et (VI~') du n ~ 5, pour k = 3. On aura, routes rSductions faites, 

(73) 

1 

- -  I - - p  l o g  x - -  2 l ~  x 

x log 3 x 
0 

- - - - -  

4 
- -  3 log 

p ~ ( I I  + lo~2  ) 
2 \24 --i2- -- 3 L1 

i i  5 7 L.2 p - -  I log  2 . . . . . . .  L 3. 
2 720 288 2 

(74) 

En particulier, pour p = I, on a 

1 

- -  1 - - 1 o ~ x - - -  lo_~- x 
2 

x log 3 x 
0 

) d x  .... 
�9 (I + x )  l o g  x 

I 7 l o g  2 
- -~  log ~rT~ + ,80 

3 L, + 7L.2 + IoL~. 
2 



320 L. Bendersky. 

En mult ipl iant  cette relation 

membre, il vient  

(75) 

par 2 et la re t ranehant  de  (68); membre g 

1 �9 

f[(x+ 61 d .  x log 8 x ( I  + x) log x 
0 

_ _ I  l o g l / ~ + I ~  
- - 6  I8O  + IoLs .  

Si nous faisons, dans (73), ~o - 2, on trouve, eu ~gard g (Ik) et (VI~') d u n  05, 

(76 ) 

1 

x log 3 x ( I  + x) log x 
0 

__ 4 l o g  1 / ~  I I 
- -  3 - -  3 6  - -  6 L~  - -  7 L , .  

En re t ranchant  (74) multipli~e par 2 de (76), membre g membre, i l  vient 

(77) 
1 

x log ~ x (I + x) log' x 
o 

36 9 ~ 

off 

N o t e s  a d d i t i o n n e l l e s .  

A. 

La fonction r2(x) est, d'apr~s (I5) d u n  ~ 5, d6finie par la s&ie convergente:  

(i + x) = 3 ~ (x + i) - ~,~ (x) + 2 ~ (~) log F~ 
Z 

X 3 X 2 X 
~%(x+ I ) = = 3  + - 2  + 6 ;  ~Pa (x )=x  ~ l o g V 2 . +  2 L ,  x; 

C x~ + s3 xi + s ~  si . 
o,~(x)-- I . Z ~  . . . . .  2 3 4 3 4 5 x S + - 6 x 6 4 . 5 .  . . . .  

Nous donnons ici une peti te table des valeurs de log F~(x)et de F2(x ), 

pour x variant  de o,, en o,~, depuis x - - o  jusqu 'g  x = 2. 
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Les consid6rations exprim6es dans les Remarques I et I I  k la table I, 

relative '~ /'1 (x), du n ~ I7, s 'appliquent 6galement ~ la table I I  ci-dessous. 

Ainsi la formule de multiplication relative ~ F~ (x) donne, en i0garithmes 

d6cimaux (M d6signant le module), 

( I )  + ""  + l o g  l'o(a+ n - - I )  (a) n ~I log  F.,_ (n a) = log  I'~. (a) + log  1:2 a + ,  " n 

( n 3 a  a 2 a )  n S - - l ]  + + log  n . . . . . . . .  2 ~ ,~? l [ L 2. 

En  y fa i sant  sueeess ivement:  

n ~  5; n - -  IO; 

a - - - O ;  0 ,  I ;  0 , 2 ;  . . . ;  0 , 9  ; I ,  

on aura 22 exemples diff6rents de la formule (a) ei-dessus, que l'on v6rifiera au 

moyen des valeurs de log 1",, (x) de la table II .  

41 --3343.  

Table I I .  
,r / x Logarithme d~cimal de /'2(:r) Valeur de 12'~x) 

O,O O,OOO OOO OOO O I ,O00 OOO 

0, I 7,998 656 505 3 0,996 911 

0,2 0,004 684 5I 1 8 I,OlO 845 

0,3 0,012 260 021 9 1,028 632 

0,4 o,o18 856 449 6 I,O44 375 

0,5 0,023 I41 294 5 I,o54 73 ~ 

0,6 o,o24 45I 797 2 I,O57 916 

0,7 0,022 568 835 2 1,o53 341 

o,8 o,o17 596 282 o I,O4I 349 

o,9 o,oo 9 888 o35 4 I,O23 029 
1,0 0 , 0 0 0  0 0 0  0 0 0  0 1 ,000  000  

I,I T,988 656 505 3 0,974 219 

1,2 7,976 725 711 6 0,947 820 

1,3 i,965 2OO 934 8 0,922 998 

1,4 7055 I86048 3 0,90I 957 

,5 7,947 883 795 6 0,886 919 

J,6 7,944 586 247 3 O,88O 210 

1,7 u 666 874 8 0,884 437 

1,8 7,955 573 873 6 0,902 763 

1,9 7,972 824 468 0 0,939 344 
2~0 0 ,000  000  000  0 I~000 000  

Acta mathematica. 61, lmprlm~4 1o 9 oetobre 1933. 
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Ce t t e  tab le  I I  nous  fair ,  en  out re ,  voi r  l ' a l lu re  de la  f onc t i on  l'~(x), dans  

l ' i n t e rva l l e  (o _--< x _--< 2). 

Ainsi ,  l ' dqua t ion  
r~ (x) - I = o, 

a, ou t r e  les t ro is  r ae ines  hab i tue l l e s :  x = o ,  x - =  I, x = :  2, encore  une  q u a t r i b m e  

rac ine  en t r e  o,~ et  o,2. 

BQ 

Al lure  de F~:(x) dans l ' intervalle (o-<_ x <= 2). L ' d q u a t i o n  

(a) �9 F k ( x ) - -  ' == O (k = I ,  2 ,  3,  "" ') 

I '  a, d ' ap rSs  ( k )  d u n  ~ 5, les t ro i s  rac ines :  x = o ,  x - -  I, x = 2 .  E n t r e  ces t ro is  

r ac ines  s ' i n t e r c a l e n t  g d n d r a l e m e n t  encore  d ' a u t r e s  rac ines .  

N o u s  venous  de voi r ,  clans la  N o t e  A, que,  p o u r  k = 2, l ' ~qua t i on  ( a ) a  une  

q u a t r i g m e  rac ine  en t re  x = o,~ et  x - - o , 2 .  Si nous  app l iquons  la f o r m u l e  (VIIi.') 

du n ~ 5, on a, pou r  la  ddriv~e de Fk(x):  

(b) ~ ( ~ ) =  I"~ (x) ~k log r~_~ (x) + ~ . -~  (x) + C~ ~,: - -  ~ L~_~]. 

On en t i re  d ' a b o r d ,  eu gga rd  's f k ( o ) =  ~ i : ( I ) = o ,  

(c) F~-(O) = F'~.(1) (/c = 2, 3, 4 . . . .  ). 

Puis ,  en t e n a n t  c o m p t e  des va leu r s  numdr iques  des c o n s t a n t e s  L ,  L~, L3, L4, 

donndes  p a r  (6) d u n  ~ I, on a, m o y e n n a n t  (b) et  (c), 

(a) r ' ( o ) =  1";(~) < o; 

(e) I"; (o) = I'; (~) < o; 

(f) .I'4(o) -- l ' i ( I )  ) o; 

(g) l '; (o)~: l ';  (i) > o; 

I1 rgsulte de (c) que l'dquation (a )a ,  

q u a t r i b m e  rac ine  en t r e  x = o et  x = I. E n  

t r e a t  que, pou r  k = 4  e t  k - - 5 ,  l ' g q u a t i o n  (a) 

e t  x = 2 .  

r ;  (2) > o. 

r,~ (2) > o. 

r~ (2) > o. 

r ;  (2) > o. 

p o u r  k = 2, 3, 4, . . . ,  au moins une 

out re ,  les in@al i t~s  (f) e t  ( g ) m o n -  

a art moi~8 une  rac ine  en t re  x ~ i 

L a  fonc t ion  Fk(x) a done  gdn~ra lemen t ,  dans  l ' i n t e rva l e  (o < x < 2), p lus ieurs  

m a x i m u m s  et  m i n i m u m s .  

Bien  en tendu ,  la  fonc t ion  l~(x) ,  pour  x =  > o, es t  t o u j o u r s  r~elle, pos i t ive  

e t  con t inue .  


