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Introduection.

Le présent mémoire est consacré a l'application, a 1'étude des domaines de
détermination infinie des fonctions entiéres, d'une inégalité dite fondamentale,
démontrée dans le chapitre I. Cette inégalité est obtenue par une combinaison
du principe de la majorante harmonique et du théoréme fondamental de la thése
de M. Ahlfors. Elle concerne une fonction holomorphe et assez grande en mo-
dule dans un domaine simplement connexe situé dans une couronne circulaire,
et fait intervenir les maxima des modules de la fonction sur 2 portions détermi-
nées de la frontidre du domaine, la valeur de la fonction (en module) en un
point intérieur, ainsi que la grandeur angulaire du domaine sur chaque circon-
férence concentrique a la couronne (voir théoréme I).

Dans le chapitre 1T, nous faisons intervenir, dans le seul but de simplifier
les énoncés,v la notion de domaine associé d'un domaine multiplement connexe;
puis nous traduisons briévement l'inégalité fondamentale, la fonction considérée
étant entiére, mais non astreinte & d’autres conditions.

Dans le chapitre IIT, nous appliquons a 1'étude des fonctions entiéres d’ordre

I

‘supérieur ou égal a 5+ mous tirons de l'inégalité fondamentale des conséquences

diverses, notamment de forme et de nombre des domaines de détermination in-
finie: le nombre de ces domaines, si ¢ est l'ordre de la fonction, est au plus égal
a 20, comme l'a déja montré M. Bieberbach aprés les travaux de M. Ahlfors

sur le théoréme de M. Denjoy (M. Valiron avait déji remarqué que ce nombre
14—3343. Acta mathematica. 61. Imprimé le 9 mars 1933
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est inférieur 4 590). Nous sommes amenéds 4 rechercher le nombre maximum des
domaines s'étendant a linfini, olt la fonction ne croit pas plus rapidement qu'un
polyndéme, ou qu'une fonetion d'ordre inférieur a4 ¢: nous montrons que ce nom-
bre maximum est encore 2¢, et donnons une propriété des fonctions atteignant
la limite.

Le chapitre IV a trait aux fonctions entiéres d'ordre infini: a celles-ci s’ap-
plique encore l'inégalité fondamentale. Nous donnons une proposition générale
de grandeur angulaire des domaines de détermination infinie, de méme qu'une
limitation simplé, en fonction de #, du nombre de ces domaines intérieurs au
cercle de centre origine et de rayon ». Une méthode spéciale nous permet d’exa-
miner avec fruit une certaine classe de ces fonctions, pour lesquelles la gran-
deur angulaire des domaines en question est celle minimum qui est trouvée
théoriquement. '

Enfin, dans le chapitre V, nous étudions briévement le cas des fonections
N ) sops . . s 1 TSR TV
entiéres d'ordre inférieur ou égal a 5 Abandonnant l'inégalité fondamentale,

nous établissons que le principe de la majorante harmonique suffit pour retrouver
et préeciser le théoréme bien connu de M. Wiman. Nous faisons finalement re-

tour 4 l'inégalité fondamentale pour retrouver et préciser une propriété, due i
M. Valiron, sur les domaines ol une fonction entiére d’ordre nul reste bornée,

P v e e . N
et étendons au cas de l'ordre fini inférieur ou égal a —-
= 2

L'inégaliﬁé fondamentale qui sert de base & ce mémoire a été citée dans
une note des C.R. de 1'Ac. des Sc. (15 fév. 1932, p. 587) et quelques-unes de
ses conséquences pressenties.

Toutes ces propriétés s'étendent aux fonctions méromorphes possédant une
valeur exceptionnelle au sens de M. Borel (valeur qu'on peut supposer étre
I'infini).

Une inégalité fondamentale.
1. — Probléme préliminaire. — Soit § un domaine simplement connexe
du plan {=§& + ¢y, limité, d’'une part par des segments des droites = t+ :,

d’autre part par deux courbes [, et [, traversant la bande comprise entre les
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deux droites précédentes. Il n'est pas interdit aux courbes [/, et [, d’avoir chaec-
une plusieurs arcs intérieurs & la bande, comme l'indique la figure ci-contre.

Nous supposerons que le minimum

. . d
o des. abscisses des p.oullts de\ la C(')urbe T~ 7
I, (qui est la courbe limitant a droite le '
domaine d) surpasse le maximum des ab- g ' Ql
scisses des points de la courbe ;. ':
Soit ¢(;) une fonction holomorphe = K J)

dans le domaine J; on désigne par m,

une quantité supérieure ou égale aux valeurs de |@({)| sur la courbe [,, et par
m, une quantité supéricurc ou égale aux valeurs de | ()| sur le reste du con-
tour du domaine d. On suppose my supériewr & m,.

Ceci posé, nous nous proposons de rechercher une limite supérieure de
|@(E + in)| en un point £ + <7 intérieur au domaine 4, et situé & gauche de la
courbe [, (c’est-a-dire tel que & soit inféricur a «).

Ce probléme est analogue 4 un probléme traité récemment par M. G. Julia?,
et dans lequel cet auteur étudie une extension d'une inégalité de M. Carleman.
La démonstration qui va suivre du probléme que nous traitons ici est inspirée
directement du mémoire de M. G. Julia.

Sur la droite CI) d’abscisse « (limitée en C et D aux droites = + er)’

la borne supérieure de |@({)| est évidemment inférieure ou égale & my; nous
pouvons donc nous contenter de traiter le probléme pour le domaine d, extrait
du domaine J en supprimant de celui-ci la portion comprise entre le segment
de droite C'D et la courbe I,.

Posons

Y == esmatin

. . 7T .
A la portion £ = « de la bande rectangulaire |5| = > correspond le demi-

cercle

|Z|]<1;, —"=Argz<

U G. Julia: Sur quelgues majorantes utiles dans la théorie des fonctions analytiques ow har-
moniques (Ann. Ee. Norm. Sup., t. XLVIII, p. 38
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“Au segment COD correspond la demi-circonférence limite ('D’; a chacune
des demi-droites 7 = *+ g correspondent les rayons OC' et OD'. Enfin, & la

frontidre de gauche !, du domaine d, correspond une courbe [, limitant le do-
maine transformé d;. '

La fonction ¢(f) se transforme en une fonction ®@(Z) holomorphe dans d;.
Son module est inférieur ou égal i m, sur la demi-circonférence C'ID’, et & m
sur le reste du contour de d,. Considérons la fonction harmonique (%) qui
prend les valeurs log m, sur le diamdtre ('), et log m, sur la demi-circonférence
C'D'. m, étant supérieur & m,, sur la courbe I, la fonction harmonique u(Z)
est supérieure a log m;. Il en résulte que dans tout le domaine transformé d;,
on a l'inégalité

log |@(Z)| = u(Z).

Remarquons que l'égalité ne peut pas avoir lieu si la courbe I, existe,
c'est-d-dire ne se réduit pas au point o.

Tout revient donc & former cette fonetion u(Z). Or, la fonction

U-—Argz 7

(Z, et Z, sont les affixes des points €' et D') prend des valeurs constantes, et
différentes, sur le diamétre et sur la demi-circonférence ¢'D’. Une combinaison
linéaire de v donnera la fonction wu:
u=—""1og ™ + 2log m, — log m
T g ml g 2 g 1:

d'ot l'inégalité

2 M, Z—Z
log | ®(Z)| < 2logmy, — logm, — ~log -2 Arg = - 1.
gl ()I g Mg gy = 8 om, r__ZO
Revenons maintenant au plan &; nous avons
e+ = — 1 + 2465 cosyy
v=Arg —— .= Ar,
8 8 @2l 4 | — z¢5sin 7
d’ou
2e57%cos
tg o= O
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Le numérateur du second membre est positif, car 5 est compris entre
7T 7T . . L L
- et + 5 le dénominateur est négatif (§ < «); tg v est négative, et comme v
: . 7T .
est compris entre > et =, il faut prendre

265 % cosn

v=m — Arc tg PR

Suivant les notations- habituelles, Arc tg est compris entre —% et -+ 7—;

Portant cette valeur de v dans la limitation supérieure de log | ®(Z)],
c'est-d-dire de log |@(C)|, il vient la limitation suivante, qui résout la question

posée dans ce probléme préliminaire:

265%cos

. 2 My
(1) log | p(& + in)| < log m, + - log s Arc tg T
2. — Cette inégalité ne peut étre améliorée si 'on ne tient pas compte

de la forme du domaine 6. En effet, la méthode employée permet de constru-

ire une fonction harmonique prenant les valeurs m, — & sur les demi-droites
7 .
n=1 (—2— + a'), E<a+ ¢’ et la valeur m, sur le segment de la droite {=a + &

compris entre les demi-droites précédentes.

~Soit @,(0) la fonction analytique de { telle que log ¢, admet la fonction
‘harmonique précédente comme partie réelle. TLa fonction ¢, est holomorphe dans
le domaine d; et en choisissant convenablement les quantités positives ¢,¢’, ¢”, on
constate que log |, (§+4n)| est aussi voisine que I'en veut du deuxiéme membre
de l'inégalité (1), les conditions requises dans le probléme préliminaire étant

réalisées, pourvu que la courbe I, soit suffisamment éloignée a gauche.

3. — Nous nous proposons de revenir plus loin sur les applications de
I'inégalité (1) aux fonctions entidres d'ordre inférieur & S
4. — Soit maintenant D un domaine simplement connexe du plan z.= re‘,

limité, d'une part par des arcs des circonférences de centre o .et de rayons 7,
et #, (ry <r,), d'autre part par deux courbes A et B, dont chacune peut étre
composée de plusieurs arcs, comme lindique la figure ci-apres. On désigne
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par 8(r) la somme des angles au centre déterminés par le domaine D sur la
circonférence de centre o et de rayon r.

La transformation ¢’ = log # permet de ramener le
domaine précédent & un morceau de bande au sens em-
ployé par M. Ahlfors dans sa thése.! Le premier théo-
réme fondamental de ce mémoire conduit alors au résul-
tat suivant: on peut représenter conformément le domaine
D sur un domaine ¢ du type étudié dans le probléme

préliminaire, de fagon que A4 et B correspondent respec-
tivement aux segments des droites = t g limitant le

domaine d, et les arcs des circonférences de centre o et

de rayons r; et r, aux courbes [/, et I;. Alors, le mini-
mum o des abscisses des points de la courbe [, et le
maximum J des abscisses des points de la courbe [/, satisfont a 1'inégalité fonda-

mentale
T2

dt a— B 9
ft_aTt—)é g + 4

11

(le domaine D est supposé d'une forme telle que l'intégrale du premier membre
est supérieure 4 4, d'ou il résulte que « est supérieur a B).
D'une fagon plus générale, soit 2 un point intérieur & I, de module r,

et soit { =& + ¢y son transformé dans le domaine J. On a l'inégalité

Tzdt a—§&
=3 — <
4 ftﬂ(t)z P

si l'intégrale du premier membre surpasse 4, ce gue nous supposerons.

Ceci rappelé, soit maintenant f(z) une fonction holomorphe dans le do-
maine D; m, et m; deux quantités (m, > m;) majorant les valeurs de [f(2}], m,

sur les arcs situés i la distance r, de lorigine, m, sur le reste du contour de D.

! Voir L. Ahlfors: Untersuchungen zur Theoric der konformen Abbildung und der ganzen
Funktionen (Acta Soc. Sc. Fennicae, Nova Series A t. 1 no 9, 1930). Voir aussi du méme auteur
le lemme 2 de: Sur wune généralisation du théoréme de Picard (C.R. Ac. des Se., 18 janv. 1932).

2 En reprenant le raisonnement de M. Ahlfors, on peut arriver i remplacer §(f) par une
quantité qui peut étre plus petite, suivant les cas de figure.- Mais on perd en simplicité ce que
l'on gagne en précision,
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Apre\é représentation conforme, la fonction f(z) devient la fonction ¢((),
et nous retombons sur le probléme préliminaire. La transcription de l'inégalité

(1) dans le plan de la variable ¢ fournit I'inégalité

2¢~ "4 cog g

1 — g—2nli—4)’

(1) log | f(re®)| < log m; + 2 log M2 Arc tg
: 7 my

n est l'ordonnée du point { du domaine ¢ qui correspond au point z = re®f.
En général, l'intérét de la conservation de % dans la formule précédente ne
peut se faire sentir que pour des valeurs de cos7 trés voisines de o. Nous
nous contenterons ici de majorer le deuxidéme membre de I'inégalité (1') en rem-
pléu;ant cosn par 1. De linégalité ainsi simplifiée résulte alors immédiatement
I'inégalité suivante:

1o €

e —¢ 7 m
(2) Arc cotg — > = L
2 2 2
log —
1
Deux cas peuvent se présenter:
a. — |fre’?)] est infériewr & m,. Alors le deuxiéme membre de l'inégalité

(2) est négatif. Ce cas ne présente aucun intérét, car I a été supposé supérieur

r'd N . 22N . : ”
ou égal a 4, donc le premier membre est déja compris entre o et 5

b. — |f(re®)| est supériewr ou égal & m, (mais inférieur & m, puisque le

point 76 est intérieur au domaine D). Désignons par y le deuxiéme membre
. " . i o .

de l'inégalité (2): y est compris entre o et S On peut écrire 'inégalité (2) sous

la forme

e2rl—4) 5 gr(F—4) cotg y—1<<o,
d'ot

U4 < cotg y + Vi + cotgé; — cotgg

et par suite

. "l O

g log M
At T ote |
160 =4 8% |, g

r -
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Cette inégalité peut étre remplacée par une inégalité plus simple; l'argu-

0N . 7T
ment de la tg figurant dans le deuxiéme membre est compris entre o et —»
4

; 7T tog « .
et lorsque o est compris entre o et 4 le rapport -~ = est compris entre 71 et 4.
« Vs

D’ou 'inégalité

i My

log =

dt <4 oo 4 - 110g‘ Z m,
to(?) 7T T log | £ (re)|

. 7

Eun résumé, nous avons démontré le

Theoréeme I. — Soit f(z) une fonction holomorphe dans le domaine simple-
ment connexe D lLimité, d'wunc part par des arcs des circonférences de centre o et
de rayons 1y et vy, d'autre part par des courbes A et B, chacune de ces courbes
pouvant étre composée de plusieurs arcs continus. On désigne par t0(t) la somme
des arcs de la circonférence de centre o et de rayon t intérieurs aw domaine D:
sozt my et my deux quantités majorant les valewrs de | f(2}], la premicre sur les ares
sttués a la distance r, de Uorigine, la deuriéme swr le reste dw contour de D. On
suppose m, supériewre a my. Soit enfin z=—ret® un point ntériewr a D. Dans le

cas otv | f(re'®)| est supériewr @ my, on a Uinégalité

v My
(3) dl log my
61t tog /71

70y

< O(1)+ "I[-log

Remarque. — Dans la démonstration, nous avons supposé l'intégrale du
premier membre de l'inégalité (3) supéricure & 4. Il est évident que si l'inté-
grale était inférieure ou égale & 4, I'inégalité (3) serait a fortiori vérifiée car la
constante numérique O(1) qui y figure est un peu supdrieure 4 4, et le terme

complémentaire est positif.
1L
Application générale aux fonctions entiéres.

5. - - Soit f(z) une fonction entiére et soit M un point ot son module est

supérienr 4 une constante positive (/. L'ensemble des points ot |f(z)]| est



Sur les domaines de détermination infinie des fonctions entiéres. 113

supérieur 4 € comprend un domaine connexe ouvert contenant M, s'étendant a
linfini, et sur la frontiére duquel |f(z)] est égal &4 C. Ceci ne prouve pas qu'il
existe une courbe frontiére s'éloignant indéfiniment (et continue): D’aprés le
théoréme de M. Wiman, cette courbe frontiére ne peut exister pour aucune fone-

3 . . z 3 N I
tion entiére d'ordre inférieur a - -

N

Cest D'étude de la forme des domaines qui précédent que nous entrepre-

nons iei; il nous sera utile auparavant de définir une notion nouvelle:

6. — Domaine assocté D d’'un domaine borné multiplement connexe A et gran-
deur angulaire. — Adjoignons au domaine .7 les domaines intérieurs ne faisant
pas partie de 7. Nous constituons ainsi un domaine simplement connexe I que
nous appellerons assocté de A.

Coupons D par la circonférence |z|=¢; soit 6(f) la somme des longueurs
des arcs intérieurs & D. 6(f) sera appelé grandewr angulatre du domaine D sur
la circonférence |z|=t¢. ‘

Dans la suite, nous n’aurons 4 examiner presque uniquement que le eas o 6(¢)
n'est jamais égal & 27, c'est-d-dire le cas ol aucune circonférence de centre o

n’est intérieure au domaine D).

7. — Cette notion une fois posée, il nous est maintenant possible d’énoncer

le théoréme suivant:

Theoreme YI. — Soit f(2) une fonction entiére, dont la valewr en un point M
de module r est au moins égale en module & une quantité posttive m, et soit my une
quantité positive infériewre 4 m. I’ensemble des points on |f(2)| est supériewre a
m, comprend un domaine ouvert A contenant le point M. Limitons ce domaine A
& la circonférence |z| =ry (g > 1), et désignons par my une quantité au moins égale
aux vdewrs de |f(2)| sur les arcs de la circonférence |z|=r, limitant 4. 6(%)
désignant la grandeur angulaire du domaine associé D de A sur la circonférence

lz| =¢, on a Uinégalité

T2

(@) f 05 < 0+ Log |28 M oM |

log m — log my
r

dans le cas o 0(t) west jamais égal & 27.
15 — 3343. Acta mathematica. 61. Tmprimé le 9 mars 1933.
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Ce théoreme n’est que la transcription du théoréme T au domaine D, en

remarquant que la condition:

log | f(re’)| > m,

est réalisée au point M, et que l'on peut remplacer log | f(r¢%)| par une quantité
plus petite: l'inégalité (3) étant a fortiori vérifiée.

I11.

Cas des fonctions entiéres d’ordre fini supérieur ou égal a -

[ ]

8. — Une conséquence immédiate du théoréme II est la suivante:

Théoréme III (complément du théoréme I1). — Soit f(2) une fonction entiére
d’ordre fini o supérieur ou égal a ; & etant une petite quantité positive, on peut

trowver un point M de module r tel que log m soit égal a r°U—9; log m, est inféri-
eur & 190+ enfin, choisissons m,=Vm. On a Uinégalité

* 0 ?"‘z 0¢ -
() fw—(t)<0(l)+nlog 74—%— nlogMQ

st 0(t) watteint pas la valewr 2w dans le domaine D.

9. — Désignons par 6 le maximum de 60(¢) lorsque ¢ varie de r a r,. De
I'inégalité précédente découle l'inégalité

O(1) + Q; log r7,

(5) 0 T,
log 2
,
si 6(t) est inférieur & 27, d'ou le
Corollaire I. — Le maximum 0 de la grandewr angulairve 9(t) du domaine D

associé de A lorsque t est compris entre v et ry est auw moins égal 4 une quantité

d’ autant plus voisine de Z que le rapport 77 et le quantité ¢ sont plus petits.
X .

Ceci suppose que 6(¢) n'est jamais égal & 2.
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10. — Si la fonction entidre f(z) ne posséde quun seul domaine de déter-
mination infinie, le corollaire précédent s’applique pour une suite de sections.de
ce domaine s'éloignant indéfiniment. On peut alors affirmer que le maximum 6

de la grandewr anguloire du domaine associé aw domaine de détermination infinie
est aw moins égal a g .

Supposons que la fonetion f(z) posséde plus d'un domaine de détermination
infinie, et soit J I'un de ces domaines. Les domaines de détermination infinie
contigiis de J sont séparés de d par des bandes ot la fonction entiére reste
bornée. Il en résulte que la grandeur angulaire 6(¢f) du domaine associé de o ‘
n'est jamais égale a 27z, Soit ¢’ I'ordre de la fonction entiére dans le domaine
d (o' =< o); l'application de l'inégalité (5) montre que le maximum 6 de la gran-

. . . . . ) 7T N
deur angulaire du domaine associé de d est au moins égal a d [d’ou la consta-

1
tation, fait en passant, que ¢ est au moins égal & > ] La remarque faite pour

le cas d'un seul domaine de détermination infinie s'étend done, d'ol le:

Corollaire II. — Le maximum 6 de la grandeur. angulaire de chacun des
domaines associés aux. domaines de détermination infinie d'une fonction entiére f(z)
' I

dordre fine o supériewr & — est aw moins égal a o

»
B

. . . 1
Ce corollaire s'applique encore au cas de ¢ =

La limite % est atteinte pour les fonctions de Mittag-Leffler, fonctions qui

' . - ' 7
restent bornées i l'extérieur d’'un angle d’ouverture — -
@

11. — Introduisons quelques précisions et posons la définition suivante:

Un domaine A sera dit d’ordre aw moins (1 — n) st la fonction enticre f(z) satis-

' 1
! Autrement dit, aucune fonction entidre d'ordre fini ¢ supérieur & > wadmet de domaine de

X
détermination infinie ot elle est d'ordre inférieur a .

En effet, d’aprés 1'inégalité (4) qui ne peut étre vérifiée, le domaine associé d'un tel domaine
contient nécessairement une suite de. circonférences de centre o g'éloignant indéfiniment; il n'y
aurait donc dans ce eas qu'un seul domaine de détermination infinie, d'olt la contradiction, puisque
Vordre de la fonction y serait nécessairement g.
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 fait en tout point de ce domaine i Pinégalité

log |/(6)] = |-,

Cette inégalité se trouve précisément vérifiée en tous les points du domaine

A du théoréme IIT si r, n’est pas trop grand; d'une fagon précise, si

7"1—5 g r12-——11

(bien entendu, % est supérieur & ¢). Nous choisirons r, de fagon que l'égalité
soit vérifide.* ' ‘
L’inégalité (5') donne alors

oe(z2—e—m)logr

O(1) +
_I<Q,+ _N(I) 7’:(1_77)
0 =& (n—e) log r
I—7

7 étant domné, nous pouvons choisir ¢, puisqu'a chaque valeur de e correspon-
dent une infinité de points M. Prenons & = 9® (d'ott 7, =r'*7). Le deuxiéme
terme du deuxiéme membre de l'inégalité précédente est alors de l'ordre de

grandeur de

0 | zen
7 log» 7

quantité petite si » est assez grand. D'ou le

Corollaire III. — Soit f(2) wune fonction enticre dordre find o supériewr @ é

La fonction f(2) est au moins d’ordre ¢(1 — 1) dans une suite de domaines 4; §'é-

loignant indéfiniment, chacun de ces domaines étant compris entre deux circonférences
1—3 & A1
rin < 2] <

Le maximum de la grandewr angulaive du domaine associé du domaine A; est au

motns égal a4 une quantité trés vorsine de — -
¢

On peut choisir une valeur de 7 dépendant de l'indice z, de fagon que #;

tende vers o, mais que 7;logr; tende vers l'infini lorsque ¢ augmente indéfini-

I NN \
!y, est alors supérieur 4 r1—2¢, car log m, = —ro(1—¢) et log M (r,, f) est inférieur & VQ(H").
1 p g 2 g 1
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ment, Alors 0, maximum de la grandewr angulaire du domaine associé de A; est

an moins égal 4 wne quantité qui tend vers — lorsque ¢ augmente indéfiniment.
0

Iei encore, la limite z; est atteinte pour les fonctions de Mittag-Leffler.

12. — Comparaison avec des résultats déj@ connus. — Diverses applications

du principe de Phragmén-Lindelof aux fonctions entiéres d'ordre fini ¢ supérieur
I , N .
a 5 e retrouvent comme conséquences particuliéres du théoréeme III ou de ses
corollaires. C'est ainsi qu'une fonction holomorphe et d’ordre au plus égal a ¢
K . Lo» hY ﬂ . A Ve
dans un angle d'ouverture inférieure & — ne peut manifestement pas étre bornée
e

sur les deux cotés de l'angle sans étre bornde a lintérieur. (Ici, la propriété
est aussi immédidte pour des augles dont les cdtés sont curvilignes ou méme
pour des domaines plus généraux.)

Les résultats plus précis que j'ai donnés au chapitre III de mon mémoire:
Les cercles de remplissage des fonctions méromorphes ou enticéres et le théoréme de
Picard-Borel (Acta math., t. 52) chapitre ayant trait a 1'étude angulaire des do-
maines oll une fonction entiére est trés grande, sont également dépassés par les
propriétés qui viennent d'étre établies.

A un autre point de vue, on comparera le corollaire III & une propriété

obtenue par M. Valiron!, et qui s’énonce ainsi:

. . . : . I .
Soit f(2) une fonction entiére d'ordre fini ¢ supérieur & , et 4 croissance

réguliére. Il existe une suite de circonférences dont les rayons r; tendent vers
linfini, et sur chacune desquelles les points ot la fonction f(z) est d’ordre au

. 27y
moins ¢ — ¢ forment des arcs dont la longueur totale est au moins %; q est

le plus grand entier contenu dans 2e.
Enfin, on pourra comparer aussi a quelques-uns des résultats ‘d'un mémoire

récent de M. Shimizu.?

1 G. Valiron. — Sur quelgues propriélés des fonctions entitres (C.R. de I'Ac. des Sc., t. 135,
p- 1439). -
2 P, Shimizu. — On the paths of defermination and indetermination of Integral Functions
(Proc. of the Phys. Math, Soe. of Japan, 3¢ Ser., Vol. 12 no 9, Oct. 1930). Voir par ex. p. 181—184.
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13. — Fxtension des corollavres précédents. — Nous avons introduit, dans
ces corollaires, le maximum 6 de la grandeur angulaire des domaines D. On
peut remplacer 6 par une autre quantité donnant plus de préeision a ces co-
rollaires. . /

Posons: 7 =1log ¢; la fonction 6(t) devient une fonction 6,(z), et l'on a:

ry log 7y
dt dr
1= f W0 f 6.(s)
r logr

D'aprés l'inégalité de Schwarz, on a:

Or, l'expression By est la valeur moyenne 6, de la fonction 6,(z)

b—
dans l'intervalle ab. On a donec:

log -’%2-
7 7

%

1

0
d’ou la proposition suivante: 1

Les corollaires du théoréme III sont encore exacts lorsque Uon substitue au
maximum 0 de la grandewr angulaire du domaine associé D la valewr moyenne 6,
de la fonction 0,(z) [v=1log ¢; 0,(v) = 0(t)] lorsque t est compris entre les limites

envisagées.

14. — Les fonctions entiéres que mnous avons citées, pour les-quelles le
maximum (ou la valeur moyenne au sens du n° 13) de la grandeur angulaire

des domaines associés aux domaines de détermination infinie, est égal exactement

\ . . 7r . N . Ve LY

a la limite Z)», sont des fonctions a croissance réguliére au sens de M. Borel.
15. ~— Cette remarque suggére la question suivante: Cerfaznes fonctions &

croissance réguliére sont-elles les seules & atterndre la limite mangmum - ?
4
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Comme nous allons le voir, la réponse est affirmative.

Nous supposerons d’abord l'existence d'un seul domaine de détermination
infinie.

D'une fagon générale, supposons que la valeur moyenne 6, relative a la

grandeur angulaire 6(f) du domaine associé au domaine de détermination infinie,
S fe N T o . , A
ne soit pas supérieure a rd & partir d'une certaine valeur de ¢ (¢" ne peut étre

supérieur & ¢; mais il peut lui étre inférieur). On suppose que ¢  est supérieur
Ve Y I ¥ . . r'd Y . ye ’
ou égal a > et que 0(f) n'est jamais égal & 2. Le premier membre de 1'iné-

galité (3) est a.l_ors supérieur & —i log " of Ton a, en reprenant les notations du

théoréme II,

On peut prendre pour valeur de m, le maximum M (r,, f) de |f(z)| sur le cercle

|z| =7,. On pourra prendre m assez grand pour que log % soit supérieur 4 1.
L

On déduit alors de V'inégalité qui précéde la suivante:

tog M, /)= 0(0) ()

Laissant 7 fixe, et faisant tendre r, vers 1’inﬁni., on constate Que log M (r,, f)
ne peut descendre en dessous de 7¢*. :
Autrement dit, en désignant par 7¢") la quantité log M (r, f), on a:

’

lim o(r) = ¢

Il résulte de cette inégalité que, seules, les fonctions a croissance reguliére ?eu-
vent atteindre la limite Z— que leur impose le corollaire ITI.

Nous avons supposé l'existence d'un seul domaine de détermination infinie.

Sil en existe plusieurs, la démonstration est analogue pour chacun d’eux.

6. — Lemitation du nombre des domaines de détermination infinde. — Soit
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N

. . , . 4o . I .
f(z) une fonction entiére d'ordre fini ¢ supérieur ou égal & -. Supposons l'exis-
_ 2

tence d'an moins » domaines de détermination infinie. Soit J; 'un de ces do-
maines. Il est séparé des domaines de détermination contigiis par des bandes
ot la fonction reste bornée, de sorte que #;(f), grandeur angulaire du domaine
associé de 0; est constamment inférieur & 2sc. L'inégalité (4) est donec applica-
ble 4 chaque section du domaine d;. On supposera r assez grand pour que dans
chaque domaine d; il existe un point de module r en lequel | f(z)| est assez grand.
On peut toujours choisir m, de facon que log m — log i, soit supéricur & 1; en-

fin, log m, est inférieur & »¢*e. L’inégalité (4) entraine la suivante:
) g 2 2

]

dat 0+¢ .
fm << O(I)+ e 10g‘72.

v
Sommons l'inégalité précédente pour les » domaines d;: les domaines associés
aux sections étudiées des domaines d; n'ont évidemment aucun point commun

. . \ o 1 e \
entre eux, de sorte que Z6;(f) est inférieur & 2sr; donc Z b est supérieur a
i

t)

n2
—; par suite, on a:
2

" f__t<"()(l)+n(g “ log ry,

27 ;
ou
(6) n < 0 + 2(ete) ,

100‘ 7‘2 I — lOg r
2 log 7,

A . . . , : r
¢ peut étre pris aussi petit que l'on veut, de méme que . i ne peut done
’

surpasser 2¢, d'ou le
Théoréme IV (Bieberbach). -— Le nombre des domaines de détermination in-
. . N . L. s L1 P
finte des jonctions entitves d’ordre fini o supérieur ow égal & ) est au plus égal

a 29.
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17. — Ce théoréme, déja dédust par M. Bieberbach de la these de M. Ahl-
forst, est une ewtension du théoréme de Denjoy-Ahlfors limitant A 2¢ le nombre
maximum des valeurs asymptotiques de la fonction entiére d’ordre fini ¢. En
effet, pour retrouver ce théoréme, il suffit de remarquer, avec M. Lindelof,
qu'entre 2 chemins asymptotiques contigfis (correspondant & des valeurs asymp-
totiques différentes) il existe nécessairement un domaine de détermination infinie.?

Il convient d’ailleurs de noter que la premieére inégalité fondamentale de
la thése de M. Ahlfors joue également ici un réle important, et qu'un raisonne-
ment analogne 4 celui du n°® 16 se trouve dégalement dans cette thése.

. . , . . .
18. — Pour les fonctions entiéres d’ordre inférieur i e il résulte du théo-

réme de M. Wiman qu'il n'existe qu'un seul domaine de détermination infinie.

19. — Les exemples cités par M. Denjoy, de fonctions entiéres d’ordre fini
o admettant 2¢ valeurs asymptotiques (2¢ est entier) peuvent aussi bien servir
ici pour montrer que la borne supérieure 2¢ du nombre des domaines de déter-
mination infinie est atteinte. Il en est plus simplement de méme, lorsque ¢ est
entier, de la fonction
fl2) = cos 2.

Sur les rayons:

Argz=k?n (k=1,2,...,20)

la fonction est bornée, et entre chacun de ces rayons existe un domaine de dé-
termination infinie. D’autre part, cos z¢ ne posséde pas de valeur asymptotique finie.
Il en est de méme lorsque ¢ est égal & la moitié d'un entier (f(z) est tou-

jours entiére).

! Bieberbach: Lehrbuch der Funklionentheorie, 11, 2¢ éd., p. 287—288. ,
? Cette maniére de scinder en deux la démonstration du théoréme de Denjoy-Ahlfors a déja
été utilisée par M. G. Valiron, qui avait remarqué, dés 1923, dans son livre: Lectures on the gen-

9

eral theory of Integral fumctions, que la démonstration de M. Carleman, limitant & go le nombre

des valeurs asymptotiques d'une fonction entiére, n'utilisait pas directement le fait que la fonction
tendait vers une valeur finie le long d'un chemin s'éloignant indéfiniment. M. Valiron limitait

2

. .
ainsi & ?@ le nombre des domaines de détermination infinie (Voir le livre cité, p. 138—145).

M. Bieberbach redémontrait la méme propriété dans un article de la Mathematische Zeitschrift
(Asymptotische Werte ganzer Funktionen, 22. Band, 1925, p. 33—40). Je dois & l'obligeance de
M. Valiron ces divers renseignements bibliographiques.

16—38343. Acta mathematica. 6l. Imprimé le 10 mars 1933.
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20. — Eaxtension du théoréme I'V. — I/ existence de # domaines distinets de
détermination infinie entraine l'existence, entre ces domaines, de » bandes ou la
fonction reste bornée. Cest 4 cette condition que le théoreme IV s'applique,
pour affirmer.que » est au plus égal & 2¢.

On peut un peu généraliser cette condition: soit .# un domaine s'étendant
4 linfini, tel que le domaine associé D ne contienne aucune circonférence de
centre 0, et soit C la courbe limitant D. Désignons par m(t) le maximum de
|£(z)| sur la portion du cercle |z|= ¢ intérieure & D, par 6(f) la grandeur an-
gulaire de cette portion, par m,(f) une borne supérieure de |f(z)| sur la partie
de O situde & une distance de l'origine inférieure a t. 8¢ m,(r,) est inférieur a
m(r)—1, linégalité (3) s'applique, et l'existence de » domaines du genre de 7
conduit, en employant la méme méthode que plus haut, & la méme limitation
(6) pour n. '

Au lieu de faire tendre 7, vers l'infini, faisons:

ol

Fo==1c.
Il vient I'extension suivante:

Soit n domaines A, sétendant & Uinfint, % ayant aucun point commun entre
eux, soit C la fronticre du domaine D associé de 4. On désigne par m,(t) une
quantité supériewre ou égale aux valeurs de |f(2)| sur la partie de C intériewre au
cercle |z|=t, par m(r) le maximum de |f(e)| sur la portion du cercle |z|=r in-
téreewre au domaine D. On suppose que pour chaque valewr de r, on a:

1
my (7‘;) Smr) — 1
et cect pour chaque domaine A .
Alors n est inférieur & 20[1 + £ 0(1)].
On déduit en particulier de cette extension le:

Théoréeme V. — Le nombre des domarnes, s'étendant & Uinfine, ot une fone-
. . . , . , L1 N .
tion entiére d’ordre fine o supériewr ou égal & , e crott pas plus rapidement qu'un
polynome, est au plus égal a 29.
21. — Remarque sur les fonctions entiéres d’ordre ¢ admettant 20 bandes ot
elles restent bornées (ces bandes étant séparées par des domaines de détermination

infinie). — Conservons les notations précédentes. A chaque section du domaine

4;.on peut appliquer l'inégalité (3) qui donne a fortiori
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Fdi I
f fo() = O T 1oz mir)

r

log log my(ry) est inférieur & (g; + &) log ry; o désigne V'ordre de la fonction f(z)
dans le domaine ; (0; = ¢).

En sommant, on obtient l'inégalité
4€°) T2 IS o+ :
e log " <oO(1)+ ”Z((h + &) log 75.

Il résulte de cette inégalité que dans aucun domaine 4 la fonction f(z) ne
peut étre d’ordre infériewr & ¢. ‘ »
En outre, la fonction f(2) est, dans chacun de ces domaines A;, & croissance

réguliére aw sens de M. Borel: c’est ce qui résulte de la démonstration.

22. — Autre extension du théoréme IV. — Supposons que la fonction f(z)
posséde % domaines distinets 7, s'étendant a l'infini, tels que sur la portion du
cercle |z|=r intérieure & .7;, il existe au moins un point en lequel log |f(2)]
est supérieur & 75, £(y) étant une quantité tendant vers o lorsque » tend vers
Vinfini.? Alors n est au plus égal a 29.

La démonstration est analogue a celle qui a été faite au n° 20: il existe en
effet » bandes distinctes, s’étendant a l'infini, dans chacune desquelles log | f(2)]
croit moins rapidement que |z|", ¢, étant inférieur & g; on choisira: ry = ri+4,

7 étant suffisamment petit, et on achévera comme plus haut.

IV.
Cas des fonetions entiéres d’ordre infini.

23. — Fuxistence de domaines assez larges, on la fonction entiére est trés
grande. — Soit f(z) une fonction entiére dont le maximum du module sur le
cercle |z| =, désigné par M(r,f), est obtenu en un point M. Appliquons
Pinégalité (3) en prenant: my, = Vm, m= M(r, f), et my= M (15, f); soit o le
domaine correspondant i ce choix, et D le domaine associé, de grandeur angu-

laire 6(f). On a linégalité:

! Autrement dit: la fonction f(z) est d'ordre ¢ et & croissance réguliere dans chaque do-
maine J:,
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ftT({) < 0(1) + i[log log M(ry, f) —log log M, /]
< ;IElog log M (ry, f),

si M(r, f) est assez grand. 6(t) est supposé inférieur & 2n dans le domaine D.
Si t0(f) est inférieur & A pour des valeurs de ¢ comprises dans des inter-
valles dont la somme des longueurs est égale & «, on a:

o << ’% lbg‘ log M(727f)
7

d'ou le -

Théoreme VI. — Soct f(2) wune fonction entiére (d’ordre fini ow infini), dont
le maximum du module sur le cercle |z| =t est désigné par M(t, f). Soit r une

valewr quelconque de t, et A4 le domaine o log | f(2)| est supérieur d ; log M (r, f)

(domaine contenant le point de module r en lequel | f(2)| est maximum); limitons ce
domaine & Uintériewr de la circonférence |z|=Ar, et soit D le domaine associé.
On suppose que ce domaine D mne contient aucune bz'rconférence de centre 0.
La somme des longuewrs des arcs découpés dans le domaine D par la circonférence

|zl =1t, pour les valewrs de t comprises entre r et Ar, ne peut étre inféricure

e que pour des valewrs de t comprises dans des intervalles dont la somme

10g2 M(l?", f)

kr
des longueurs ne surpasse pas — -
T

Bien entendu, pour que cet énoncé ait un sens, il faut que — soit inféri-
7T

eur a A— 1.

24. — Le théoréme VI fixe une borne inférieure du maximum de la gran-
deur angulaire d'un domaine D convenablement choisi, en fonction de M(ir, f).
Il peut étre important, dans certaines questions, de fixer une borne inférieure
en fonction de M (r, f). La théorie des fonctions croissantes permet de le faire:

Considérons toujours les mémes domaines D et o/ qu'au n°® 23, et désig-

nons toujours par A le maximum de t6(t) dans lintervalle rr,. Je dis qu'en
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choisissant convenablement les intervalles de valeurs de 7, on ne peut avoir

constamment dans ces intervalles:
i > [log, M (r, f)]**e.

Supposons en effet que cette inégalité est toujours vérifiée. Elle entraine

logy M (ry, f) > log, M (r, f) + wl(ry—7)[log, M (r, f)]'** — O(1)].

Partons de la valeur r =, et posons 7, = Ay1,. Choisissons 4, de fagon
que logy M (4,7,, f) soit supérieur a logy M (ry, f) + 1. D’aprés l'inégalité précé-
dente, il suffit que l'on ait: :

0(1)

by— 1= . .
0 "o [1Og2 M (r, f)I*e

Nous choisirons pour valeur de log 4, le deuxiéme membre de l'inégalité

précédente.
Recommengons & partir de Ayr, = 7, de méme qu'a partir de 7, et ainsi de
suite. Nous définissons une suite de quantités ry,7;,...#a,... telles que
i1 = ¥y
O(r) 0(1)
log Aip1= S T 7T IR

s (logs M (rs, £~ 1, [logs M (s, )+
logy M (14, f) > logy M (ry, f) + <.

Il en résulte que logy, M (rn,f) augmente indéfiniment avec », tandis que

+ @

0( )f dax _ o(1)

I
1 }‘n < . B = 4
.Zo o8 *o [ + logy M (r,, SIEre e llogy M (r,, Sl — 1

—1
rn est donc borné, quel que soit %, et on aboutit & la contradiction. D’ol le

Théoreme VII. — Soit f (2) ume fonction entiére, M le point de module r ot
|F) = M(r, f), 4 le domaine entowrant M, en lequel log | f(e)| est supérieur &

élog M(r, f), domaine limité & Uintériewr de la circonférence de cenire O et de

rayon v tel que
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log . — o)
v r(logy M (r, S+
On suppose que le domarne D associé de A ne contient aucune circonférence de
centre 0, et on désigne par A le maximum des longuewrs des arcs découpés par D
sur toute circonférence de centre o et de rayon compris entre r et 1’. Alors, on peut
affirmer que dans tout intervalle ryr, tel que

o 0(1)

log -" = e S
& Yo €79 [IngM(7'0v.f)_ 1)

il existe une valewr de r telle que le maximum A est auw morns égal
llogs M (r, f)i .

¢ est une constante positive quelconque, qu'on pourrait d'ailleurs faire dé-
pendre de M(r, f).

Le théoréme VII est a rapprocher de théorémes analogues que j'ai obtenus
différemment, et qui m’'ont servi de base dans l'étude de la distribution des va-
leurs des fonctions entiéres d'ordre infini.! [Le théoréme VII pourrait aussi
servir de base dans la méme étude.]

25. — Ktude des domaines de détermination wnfinie des fonctions entiéres
d'ordre infini. — Eliminons de suite le cas ol le domaine associé contient une
suite de circonférences de centre o (dans ce cas, on peut remarquer, comme nous
l'avons déja fait dans une circonstance analogue, en note au n° 10, qu'il n'existe
qu'un domaine de détermination infinie).

Le théoréme VI s'applique alors & des sections quelconques de chacun des
domaines de détermination infinie .7;, en ayant soin de remplacer M (i, f) par
M,(r, f), maximum de |f(z)] sur les arcs de la circonférence |z]:-# intérieurs
au domaine ;. Remarquons que M;(r, f) est au plus égal & M(r, f).

26. — Ltude d'un cas particulier. — Soit f(z) wune fonction enticre dordre
infint, satisfuisant & la condition

T Loge M (. f)

lim =9,
7
o Ctant une quantité finie et différente de o.
' H. Milloux. — Quelques propriétés des fonclions enticres d'ordre infini; dishribution de leurs

valewrs {Ann. de 'Ee, Norm., Sup., t. XLIX, 1932". Voir p. 315 et 318, th. I et III,
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Supposons que la fonction we posséde qu'un domaine de détermination infinie';
on désigne par 0(t) la grandewr angulasre du domazne associé. Alors on a Uinégalité

Uégalité pouvant étre atternte.

En effet, supposons que £0(f) soit coustamment inférieur a Z, et soit —
: U5}

sa limite maxima: ¢, est supérieur 4 ¢. Sectionnons le domaine étudié par les

circonférences de centre o et de rayons r et »,, et ne prenons dans le domaine
. N s N . .

que la portion 7 on log|f(z)] est supérieur & 5 log M(r, f): il vient alors

I'inégalité

Y 1 I
(ry —7) < 0(1) + .

[logs M (ry, f) — loge M (r, f)].

Choisissons la valeur de » de fagon que logy, M(r, f) soit supérieur 2
r{e — &), ¢ étant assez petit; prenons r, assez grand pour que log, M (ry, f) soit

inférieur & 1,(0 + ¢). L'inégalité précédente entraine

(ry — 1), < O(1) + (ry — 7)o + &lry + 7).

i 7’ . e pse :
Lorsque le rapport - est assex grand, et & assez petit, ¢, est inférieur &
”
une quantité aussi voisine que l'on veut de ¢, d'oll la contradiction.
Cette propriété a déja été démontrée par- une méthode trés différente.?
- . 2 7 . Lz =s « s T v
J'ai signalé, dans le mémoire cité ici en note, que la limite - de lim ¢6(f) est
0

atteinte pour la fonction de Mittag-Leftler

e

o= [ ar,

o
£ ——
k=]

(C) étant le contour constitué par le segment

! (est une restriction qui n'a rien d'essentiel.
* . Milloux: Quelques propriétés des fonctions entieres d'ovdre infini; distribution de leurs
valewrs (loe. cit.). Voir p. 330, th. VI.
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et par les demi-droites

NE) = 17 A = + ( s o).

27. — Limdtation du nombre des domaines de détermination iufinie pour les
fonctions enticres d’ordre infini. - - Une fonction entiere d'ordre infini peut avoir
une infinité de domaines de détermination infinie; il suffit, pour le montrer, de
prendre une série dont les termes sont composés de fonctions de Mittag-Leftler
fu(2), les contours d'intégration (C.) de chacune de ces fonctions se déduisant
du econtour (' précisé & la fin du n° 26 par des translations de ns paralléles a
l'axe imaginaire; en outre, chaque fonction fy(z) se déduit de f(z + inn) par
multiplication de cette fonction par un facteur constant e,, choisi de facon que
la somme 3 f,(¢) soit une fonction entiére qui reste bornée sur toutes les droites
I =(n+ =

2

Reprenons le cas général; désignons par o un domaine de détermination
infinie, et par n(r) le nombre des domaines .7; intérieurs a la circonférence
|z] =». Nous nous proposons de limiter »n(r) en fonction du module maximum
de f(z) sur les circonférences de centre o.

Pour chacun des domaines -7; coupant le cercle |z|=" 7, on a:

T2

dt, 1 o
‘/\ t0,(t) <00)= o log, M (ry, /)

r

d’olt en sommant pour les %n(r}) domaines .7;:

) log ') < n0(1) § log, M (ry, f).

27 o7 T

Il en résulte le

' ¢ est une quantité positive quelconque inférieure & a. La fonction de Mittag-Leffler est

bornée a l'extérieur du rectangle: Riz) > w,; J20= * N et non seulement i l'extéricur de (7,

comme il a ¢ét¢ dit incorrectement dans le Mcémoire cité.
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Théoreme VIII. — Désignant par n(») le nombre des domaines de détermina-

tion infinte d'une fonction entiérve d'ordre infint, qui coupent le cerele |z|==1r, on a:
b ]

oo =t ()]

asymptotiques d’'une fonction entiére d'ordre infini, a condition d’admettre que ces

iy, . r
est une quantité qui tend vers o avec A

=

Remarque. -— La limitation précédente est aussi celle du nombre des valeurs

valeurs sont différentes, et que la différence de 2 valeurs quelconques soit bornée
inférienrement par un nombre fixe positif. On peut d’ailleurs lever cette restric-
tion, ou du moins imposer une condition beaucoup moins restrictive, en intro-
duisant une propriété précisant le théoréme de M. Lindel6f qu'utilise M. Ahl-
tors dans sa thése. Pour ne pas alourdir ce mémoire, nous développerons ce

point de vue dans un autre article.

V.
. . . . s . .1
Cas des fonctions entiéres d’ordre inférieur i .

28. — Nous avons déja remarqué, & différentes reprises, que si dans un

domaine 4 compris entre deux circonférences de centre o et de rayons » et 7,

(le rapport : étant assez petit) une fonction entiére f(z) est d’ordre inférieur

\

I . ) .z iz . .2 . p .
a -, il résulte de l'inégalité (3) que le domaine associé I) contient nécessaire-

ment une circonférence de centre o.
On pourrait, de ce résultat, déduire le théoréme de M. Wiman sur les fonc-

. . , cpse I . . < . :
tions entiéres d'ordre inférieur a 5 Mais ce théoréme résulte bien plus simple-

ment encore, comme nous allons le voir, des seules considérations établies au

n° 1, donc sans le secours de l'inégalité de M. Ahlfors.

! On peut dire aussi que n{»} est le nombre des domaines o la fonction reste bornée. Sous
cette forme, le théoréme VIII est susceptible d'extensions analogues au théoréme V et auntres ex-
tensions du théoreme IV relatif au cas de l'ordre fini. (’est ainsi que l'on peut affirmer que
le nombre des domaines s'étendant & Vinfini oit la fonction reste d'ordre fini est limité, i I'intérienr
de la civconférence |z | = r, par le deuxieme membre de ['inégalité (7).

17 — 3343. Acta mathematica. 61. Tmprimé le 10 mars 1933.
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Soit d'abord, dans le plan 2z, la figure formée par le cercle |z| =7, et par
le rayon aboutissant au point d'affixe -~7,. Nous nous proposons de rechercher
la fonction harmonique prenant les valeurs log m, sur la circonférence, et log m,
(m, < my) sur le rayon. La transformation Z-=)z permet de ramener & la demi-
circonférence étudiée au n° 1, et la fonction harmonique cherchée est une com-

binaison linéaire de la fonection

7ip o
Fre? —iVr,

s —
Vier =4V,

3

Arg

r est inférieur a 7y, et @ compris entre —z et + 7.

La fonction précédente s'éerit encore

2Vrr, cos 2
Arctg - - 2,

Ty — 7T

v . 2

et elle prend la valeur , Sur la circonférence |z|==1,, et 0 sur le rayon. La

fonction harmonique cherchée est done la fonction
s }
2V rr, cos g
2 2
log m, + i (log m, -- log m,} Arc tg .
b .
29. — Considérons wune fonction f(2z) holomorphe dans la conronne circulaire
v < |z| << ry, et désignons par my et m; dewx quantités supérieures ou égales aux
valeurs de | f(2)| d'une part swr la circonférence |z| = ry, d’autre part sur la circon-
férence |z| ==r,, et sur la portion de Uaxe réel et négatif intériewre i la couronne.
log | f(2)| est alors inférieure & la fonction harmonique précédente, d’ont

Finégalité
2V rr, cos s

2
(8) log | f(retn)] < logm, + ~ log - 2 Arc tg .
=] el 1 B =]
' i€ m, Py — 7

iy

1 est compris entre ;| et r,, et ¢ entre -- & et .
On pourrait obtenir une inégalité plus précise, mais beaucoup plus compli-
quée, en recherchant la fonction harmonique qui prend les valeurs log m, sur la

circonférence |z|=r,, et log m, sur la circonférence |z|= », et sur la portion
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de I'axe réel et négatif intérieure & la couronmne. Ce probléme revient & celui
de la représentation conforme d'un rectangle sur un cercle, et fait intervenir des
fonctions elliptiques. Pour les applications que nous avons en vue, le gain dans

la précision est peu important et ne compense pas la complication des calculs.

30. — Nous ne considérerons dans ce qui suit que des fonctions entiéres
f(2) dont les zéros sont situés sur 'axe réel et négatif; leur module minimum
sur une circonférence de centre o est atteint au point d’affixe négative, et leur
module maximum au point d’affixe positive.

Il résulte alors de linégalité (8) qu'ume telle fonction ne peut pas é&tre
bornée sur cet axe réel et négatif si elle satisfait a la condition

En effet, laissant +,, et par suite m; fixes, et donnant & » une valeur quel-
conque, on s’apergoit qu'en prenant », suffisamment grand, le deuxidme terme
du deuxiéme membre de l'inégalité (8) est aussi petit que l'on veut, grice a la
condition imposée & la fonction f(z). On aboutit & la contradiction.

La propriété qui précede est précisément le théoréme de M. Wiman.

31. — Donnons quelques précisions dans le cas de l'ordre fini ¢ inférieur

a —; Soit alors ¢ un mombre positif tel que o(1 + &) soit inférieur & L Nous

N

ne considérerons que les valeurs de z assez grandes pour que log |f(2)| soit in-
férieur & |zje0+e), v '
Pour une suite de valeurs de » tendant vers l'infini, log M(r, f) est supéri-
eur a 7°(+<)  Choisissons l'une de ces valeurs de #», et emserronsla entre 2
quantités 7, et »,, de fagon a reconstituer la couronne circulaire étudiée au n° 29.

I1 résulte de l'inégalité (8) que l'on a:

2 2Vrr,
reli—d < log my + — rgU+e) Arctg 2.
7T Yo — 1"

Nous supposerons que — est supérieur i 2, de sorte que l'on a, a fortiori,
94 ” ; )
Pinégalité
Vi

10g my > g0 (1—e) __ 8, ] (1+e)
7T s
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Choisissons 7, de facon que le deuxiéme terme du deuxiéme membre soit
inférieur en valeur absolue & la moitié du premier. Cette condition est réalisée
lorsque l'on prend: _

2 dp¢

Fy = 0(1)1——29(1+7) r1—1—2g(1+e) .

Enfin, choisissons »;, de fagon que log M(r, f) soit inférieur ou égal a ’

gri’ =4 condition qui est réalisée si l'on prend

I 9
- 7.1———2 e,

4

9y =

Ces différents choix permettent dénoncer le -

Théoréme IX. — Soit f(z) une fonction enticre dordre fint @ infériewr @ é:
et dont les zéros sont alignés sur la partie postteve de Uaxe réel. Soit ¢ un nombre
positif tel que o(1 + &) soit inférieur & —; , et » un nombre tel que log M (r, f) soit
supériewr & % Dans la couronne circulaire

dp¢

O(1)ri—2e < | 2| < Alg)r' 12l
il existe une circonférence de centre o en tout point de laquelle

g 6] > L e

On déduit en particulier de ce théoréme la classique propriété qu'il existe
une suite de circonférences de centre o, s'éloignant indéfiniment, en tout point

desquelles la fonction est d'ordre o.

32. -— Signalons simplement, sans insister, que le théoréeme IX est suscep-
tible d'un énoncé particulier, plus précis, dans le cas ou la fonction f(z) est a

croissance trés réguliére (Valiron) c'est-da-dire telle que log 1:[9(7’}0) est compris entre

deux constantes positives & et k.
On trouve alors que dans chaque couronne circulaire

;7'< | 2] < ir,
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(A ne dépendant que de h, k, 0) il existe une circonférence en tout point de laquelle
log |f(e)| > A (h, &, @) 2.

La démonstration de cette propriété est calquée sur éelle du théoréeme IX.

33. — Remarque sur les domaines o une fonction enticre d'ordre inférieur

a ; reste bornée.’ — Dans une note aux Comptes-Rendus de 1’Académie des

Sciences (Remarque sur wn théoréme de M. Carleman, 1923, t. 176, p. 044), M. Va-
liron, examinant le cas des fonctions d’ordre nul, montre que le rapport des log
du module maximum et du module minimum de z d'un domaine ou la fonction
reste bornée, tend vers 1 lorsque le domaine s'éloigne indéfiniment de 1origine.

Nous allons préeiser cette proposition, en étudiant le cas des fonctions f(2)
d’ordre inférieur a é .
Soit donc ./ un domaine & l'intérieur duquel |f(z)] reste borné (pour fixer

les idées, inférieur a K); 7, et r; les bornes supérieure et inférieure des distances

a l'origine des points de o, » une valeur telle que
log M (r) =log M(r,) + 1.

Nous supposerons que s est compris entre r; et r,. On sait, d'aprés les
propriétés de la fonction M(r, f), que » est d’autant plus prés de r, que », est
assez grand. D’'une fagon plus précise, 7 est égal & O(1)», [ce qui impose la
condition que 7, soit an moins égal a O(1)r,).

On supposera en outre que le domaine -/ soit assez éloigné de l'origine
pour que K soit inférieur ou égal a M ().

Il résulte alors de l'inégalité fondamentale (3) que l'on a:

L log } —0(1)< 0(1) + }E log, M ()

27 L
ou encore
(9) log r, — log 7y << O(1) + 2 logy M (ry). .
Supposons la fonction d'ordre fini ¢ inférieur a I Log, M (r,) est alors

2 .

inférieur & (¢ + &) logrs,, et on peut prendre 7, assez grand pour que ¢ soit

! Cette remarque m'a été suggérée par une lettre de M. Valiron,
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L. . ) ST <l s pss N
aussi petit que l'on veut, et en particulier pour que ¢ + ¢ soit inférieur a )

Il en résulte
logry _ 1 0(1)

B . 2
log», 1—20(1+¢  logr

Cette inégalité s'applique encore au cas de l'ordre nul (on fait ¢ =0) et on

Y . . log »
retrouve alors la propriété démontrée par M. Valiron: l—"—’»?'g' tend vers 1 lorsque
og

A ¢'éloigne indéfiniment (remarquons qu'il en est a fortiori de méme dans le cas
éliminé, ol r, est égal a O(1)r).
Le cas particulier signalé par M. Valiron dans sa note se traite de méme:

si log, M(r,) est inférieur & K log,r,, en déduit immédiatement de l'inégalité

7y P .
(9) que — est inférieur a
r

0(1) log 1,2 ¥,
. , 1 log A (1) s teix
Pour les fonections d’ordre , telles que "~ -:—% tend vers o, l'inégalité
”y
(9) s’applique encore.



