
LES FAMILLES DE SURFACES DE Rt~VOLUTION CIUI 
POSSI~DENT DES HARMONIOUES. 

PAR 

REN]~ L A G R A N G E  

DIJON. 

Les 6quations de Bessel, Legendre, Lain6 apparaissent dans l 'Analyse s l'occa- 

sion de la recherche des harmoniques relatifs aux surfaces de r6volution 616men- 

taires: cylindre, e6ne, sphbre, quadrlque, tore. A m a  connaissance, une recherche 

syst6matique de routes les familles de surfaces coaxiales de r6volution possSdant 

des harmoniques ne semble pus avoir 6t6 faite. C'est une pareille synth~se que 

je me propose duns ce travail, en 6tablissant qu'aux familles cit6es s 'ajoutent 

les surfaces obtenues par ]a rotation d'une quartique bicirculaire poss6dant 

un axe de sym6trie, autour de cet axe de sym6trie, autrement dit les cyclides de 

r6volution. 

Bien entendu, la plupart des r6sultats obtenus ici sont classiques, et ne sont 

reproduits que pour l'unit6 de l'expos& 

I. Consid6rons une famille ~ un param~tre de surfaces de r~volution dont 

l'axe, commun, soit pris pour axe Oz.  x, y, z d6signan$ des coordonn6es cart6- 

siennes rectangulaires, soit 

(I) 

l '6quation de cette famille. 

(2) 

0 (x, y, z ) =  C ~ 

D6signons par 

v (x, y, z ) =  C ~ 

la famille des surfaces de r6volution autour de O z et orthogonales aux premieres. 

Soit enfin 

,X 
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la famille des plans m6ridiens. Les eoordonn6es eylindriques ~, ~, z d'un point 

eourant (x, y, z) sont de la forme 

(3) e=e(v ,o ) ,  ~=~(,j ,o),  ~ = ~ ,  

si l'on suppose que par ehaque poin~ de la r6gion de l'esp~ee eonsid6r6e il passe 

une surface et une seule de chaque famille (I) et (2). La condition d'orthogo- 

nalit6 de ces deux families s'6crit 

O#OQ + O z O z  
O~ O0 O~ cOO ~ -  O~ 

ce qui 6quivuu~ s l'existence d'une fonetion Z(~/, 0) te l le  que l'on air 

(4) I 
Oz OQ 

i Oz i 0 e 
O0 Z 012 

Rapport6 aux 3 param6tres V, 0, 9~, le d s ~ de l'espuee prend la forme 

(s) ds~=q2dq~ +dq~ +dz~=e~ + [ ~ !  \8-~1_] d v ~ + ~  dO~ " 

On sait d'autre part que l'6quation de Laplace relative s l'616ment lin6aire 

est 

Avee 

I I h2 I h2 

( ) ( o ~ )  (., o~) o H, o v  o G o ~0 .  

on a done iei 

(6) 

H;- lOq  ' z,/aq,. ~r,=zn~. •177 
\a-~! \aoI 

~(~/) ~(~) ~( i ~) 
a~ + z e ~  +~ z e m a  =o. 
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Le probl~me consiste ~ reehercher s'il existe des int6grales primitives de (6) de 

la forme V = �9 (q~) • N (~2) • T (0), ou mSme, d'une mani~re plus gdngrale, de 

la forme 

(7) V =  f(~, O) • q)(cp) • N(,]) • T(O), 

off f(~/, 0) soit une fonction bien dgtermin6e, et off les 3 autres facteurs dg- 

pendent chacun d'un ou de plusieurs paramgtres. Eu posant tout  d'abord 

(8) v- = w (,~, o) • ~ (r 

(6) s'6crit 

c'est s dire 

(9) z QH1 ~ [ _ o  " 

W d * q) 
).qH~ dq~ ~ --  o, 

i d~@ 
4- . . . .  0 .  

q) d ~  ~ 

(9) doit donc se d@omposer en deux ~quations 

d e q) 
( I O )  d , 2 ,-l- m s (1) O, 

off m d6signe une constante eomplexe arbitraire, et 

( i i )  

En posant 

(iz) 

0 OW (2~ OW 
,~QH~ W : o .  

W =  f(~, O)N(V ) T(0), 

afin d'identifier (8) avee (7), (I I) donne ensuite 

(i3) Z N t d v  ~ + 07 

I [0  (QOf) 00( Of)] m ~ 
~ O .  

I1 s'agit de rechercher s'il est possible de choisir le fac teurf (~ ,  0) de mani~re 

que (I3) se d4compose en deux dquations diffdrentielles lindaires, du second ordre, 

l 'une relative ~ la variable ~] et g la fonction inconnue N(~2), l 'autre relative 

0 et T. I1 est tout d'abord n@essaire que ~ log soit ind6pendant de 0, 
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0 
et que ~ log ( Z e f  "2) soit ind6pendant de 7- I1 faut done que chacune des deux 

O,H 
fonctions ~ et 2Qf  2 soit le produit d'une fonction de 7 par une fonction de O, 

ou, ce qui revient au m~me, que leur produit e~ leur quotient, donc q f2 et 2, soient 

de cette forme. 

- (7) D'autre part, si 2 ~ - - - t ~ '  le syst~me (4) s'dcrit 

I 0Z I 0~) 
~ (7) o 7 t(o) o e '  

i 0 ,  i 0 e 
t(O) 0 0 - -  n(7) 0 7 '  

de sorte qu'il suffit de substituer ?~ % 0 les variables f n (7)d7 et f t (0)d 0 pour 

8tre ramen6 au cas off 2 = I. Par  cons6quent, nous pouvons nous borner, sans 

restreindre la g6n6ralit6 du r6sultat, "k consid6rer les familles de surfaces de 

r6volution (I) et (2) telles que z(7, O) et 0(7, O) soient deux fonctions harmoniques 
conjugudes des variables 7, O. 

Dans ces conditions, nous savons que f (7 ,  0) dolt 8tre tel que log (0P) soit 

de la forme 

(14) log (0 f  2) = p j  (U)+ q, (0); 

de sorte que (13) devient 

I [ d  2 N 

avec 

+~1(7) d N  + ~ [ d O  ~ +q'l(o) d6 

I 0 m ~ 

e ~n~ e ~L~oT/ = ~  le. 

La condition (14) ne suffit pus; pour que l'6quation (I5) se d6compose en 

deux 6quations diffgrentielles, il faut encore, et 9a suffit, que 

I 69 _ m ~ 



Les familles de surfaces de r6volution qui poss6dent des harmoniques. 287 

soi~ 6galement la somme d'une fonction de 22 et d'une fonction de 0. Si l'on 

dgsire disposer d'un param6tre m variable, il faut que cette qualit6 de (I6), qui 

est une fonetion lin4aire de m ~, subsiste quel que soit m, c'est g dire que Yon 

air simul~an6ment les formes 

I 07) ~'1~ = ~(22) + h(O), 

et 
I 0 0 O f  

I1 est remarquable que (18) est une consdquence de ( I 4 ) e t  (Iy). En posant 

f (,(0) pj (22)= ~ r(22) d~l, q~(O)= 2 dO, (~4) donne en effet 

d'ofi r4sul~e 

Q'~' I [ ~  Of 0 Of __ 2~  I Z~Q-~ I ?/ r2 8' 

qui est bien de la forme (I8), grgce g (I7) et s l 'harmonieit6 de Q. 

On a d'ailleurs 

I r' 
g1(22) = 4 g (22) + + ~' 

(20) 

hi (o) = 4 h (o) + ~' + s ~. 

Observons qu'on aurait pu se borner g &ablir la filiation prbc6dente pore" la 

fonc~ion par~ieuli~re f = i ]  ~ En effet, 

w = f N r  
s'~crR 

w = f N l ' ,  
avec 

N e  ~pl(~) 2" T e ~ql(~ 

La ddcomposition de (I5), qui se produit pour f ,  fournig deux 6qua~ions diffdren- 

tielles en 22, _~ et 0, T respeetivement, donc en 22, N e t  0, Y. Cette d~composi- 

tion a donc dgalement lieu pour la forme ggn~rale de f fournie par (t4). 
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Nous avons ainsi d6montr6 le 

Th~or~me. Les surfaces de r6volution d'axe O z et orthogouales, O= C ~~ et 

- C  ~, pour lesquelles zl V-~  o admet des iutdgrales primitives de la forme 

V = f ( v ,  O)lV(v ) T(O) m~(~), 

oh m est un param~tre variable, f une fonction convenable, et N, T des intdgrales 

d'6quations difl~rentielles lindaires, sont les surfaces 2our lesquelles Q = ]fx 2 + y'~ 

est une fonction harmonique de V, 0 telle que 

0 2 

0 V a b (d~ log q) = o. 

z (7, O) est une fonction harmonique eonjugu6e de Q. f (v ,  O) est le produit le plus 

I 
gdu6,ral ~le ~ par ul~e fouction de~] et u~w fo~wtion de O, el, ~'i t'on pose (I7) et 

YQ 

(I9), les harmoniques primitifs so~# de la forme 

COS 
V =  f(r~, O)N(V)T(O)sin (m q~), 

oil N e t  I' sont les intdgrales g6ndrales des deux dquations 

) ] a ,~---~ + 2 r (~) ~ -  § - m ~ g (~) + ," (~) + ~'~ (~) N = o ,  

( 2 , )  

[(4 ) ] f a y  + ~ s (o) § - ~ s' (o) s ~ ~ y  h i O ) +  + (0) ~ = o .  

J ,  0 
En purticulier, lorsque f = I ,  on u e, z - -4 ( r2+s~) ,  doric g ( 7 ) = 4 r 2 +  C e t  

h ( 0 ) = 4 s  ~ -  C, off C dgsigne une const~nte arbitraire. C'est ce qui peut se 

pr6senter routes les lois que Q est lui-mSme le produit d'une fonc~ion de V par 

une fonction de #. 

2. Avant de poursuivre, faisons une rema.rque essentielle. Soil Q une solu- 

tion de notre problSme, et z une fonction h~rmonique associ6e. D'une maniSre 

pr6cise, les relations (4) off Z = I expriment que z + iQ est une fonction un~- 

lytique de 1~ v~riuble complexe 

a = ~  +iO; 

z o d6signant une constante r6elle quelconque, posons 
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z - - z o  + i e = u ( a ) .  

I 
La  fonction analytique u ~  s'gerit 

I z - - Z o - - i Q  

u ( 4  ~ + (~ - Zo) ~' 
donc 

--Q 
(22) ~ = Q~ 4- (Z - -  ZO) ~ 

est ~galement une fonction harmonique de ~, O, une fonction associge ~tant 

2, - -  Z 0 

2 =  Q~ + (z--  Zo/~ 

I 
On vgrifie tout de suite que ~z/~Q est invariant pour cette transformation (22), 

qui correspond, s une symdtrie et une translation ~videntes pros, d'ailleurs 

ndgligeables, ~ une inversion des surfaces V---- C t~ 0 = C t~ par rapport au point 

z : z o  de l'axe Oz. g et h peuvent 6tre conserves. En outre, on a 

donc on peut conserver r et s, en prenant 

(23) f =  f V d  + (~ - Zo) ~ 

On a donc le 

Th6or~me. A toute solution du probl#me correspond la solution obtenue 2ar une 

inversion de p6le fixe quelconque z = z o  sur l'axe 0 z. Les harmoniques des nouvelles 

surfaces se d6duisent de ceux des aneiennes en multipliant simplement eeux-ci par le 

faeteur ]f Q~ + (z -- Zo)'. 

Cette transformation des harmoniques n ' e s t  rien autre que la transformation 

de J. J. Thomson, mais it faut  observer que nous &nons ici un r~sultat suppl~- 

mentaire, puisqu'it s'agit d'harmoniques de forme particuli~re, et que ce th~or~me 

nous apprend que cette forme se conserve dans cette transformation. 

3. I1 s'agit maintenant de rechercher les fonctions harmoniques Q(V, 0) 

telles que l'on air 
09 J i  Q 

(24) o~00 e~ = ~  
37--3932. Acta mathe~atiea. 71. Imprim~ le 12 septembre 1939. 
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Posons encore 
z + i e  = ~ (~), ~ = ~  + iO. 

z -  i q est ~galement fonction analytique de l a  variable fl = ~ / -  i 0, soit 

- i e  = ~(~). 

Par cons6quen~ q est de la forme 

(25)  e (v, 0) = i [u (~) - , (fl)], 

off u(a), v(t?) sont deux fonctions analytiques de leurs a rguments)  Une fonc~ion 

harmonique ~tant analytique dans les plans de ses arguments V, O, supposes 

complexes, a e t  fl peuvent ~tre assimilgs s des variables complexes ind~pendantes, 

et (zS) est encore la solution gSn~rale de l'~quation O~Q+ 02q 0 ~:~ ~0, ~ = o. De m~me, 

le premier membre de (z4) est une fonction analytique de ~, 0 qui doit s 'annuler 

qu~nd ~, 8 son~ sur les axes r~els de leurs plans; il doi~ donc ~tre nul hors de 

ees axes. Avec les variables ~, fl, l 'op~rateur ~+ 00 s'6crit 4 ~  ~ ,  

0 ~ (0"~ 0 ~ ) 
tandis que OVO0 devient i d-a- ~ dfi ~ �9 On ~ donc, pour l'expression (zS)de e, 

~ e 4 ~' (~) v' (fl) 

- - 4 i u ' v '  l '6quation (24) s'6crit de sor~e qu'apr~s division par (u - -v )  2 '  

vv! yvpv tv Vpt v~ 
u _ 6  ~ + 6 u "  --  v '~ ( ~ 6 )  ~ ( ~ ,  ~) =- , ~ + - o. 

v u - ~ ( ~  - ~ ) ~  

:Nous sommes Mnsi conduits h. ddtermi~wr les fonet io ,s  a~alytiques u (a), v (fl) 

des variables complexes ind@e~zdantes a, fl, qui v~rifient (z6), et telles que u, v soient 

imaginaires conjugu~s quand a, fl sont eux-m~mes imaginaires conjuguds. 

Pour r6soudre (z6), donnons '~ fl une vMeur fixe, et eonsid~rons la fonction 

anMytique de a 
I I 

1 A u c n n e  de  ces  d e u x  f o n c t i o n s  n e  peu t '  6 t r e  u n e  c o n s t a n t e ,  s u n s  q u o i  (~ e t  z s e r a i e n t  con- 

s t a n t s  q u a n d  ~ e t  0 v a r i e n t .  
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I1 vient 

a v e c  

U t t t  

K ( ~ ,  ~) - -  u' 

u '  ~ -  l f .  z , 

tv t  

6 F u "  + 6 f f ~ u  '2 - -  6 F l y  '~ - -  6 F v  t' v 
V' - -  O, 

par  cons6quent,  

F "  F '~ '" T .... F "  ~,,2 U t t  2 U 
I ,'~ + F  ~ '  u ~ - -  tY 6 - f f  + 6 ~ ,  

F t t t  V t i t  

K(c~,fl)----- F "  6 v ' 2 F ~ - - 6 v " F - -  v ~ = ~  

Multipl ions par  d F, e[ int6grons;  il vien~ 

~ "  - -  2 V ' 2 ~ 8  __  3 V" xtV2 V "  --  ~ , - F  + b = o ,  
v 

off b d6signe 

t i o n  donne 

(27) 

une cons~ante. En multiplian~ par 2 d T ;  une nouvel le  intdgra- 

p f t  �9 

F ' ~ - v  ' ~ F  4 - - 2 v ' ' / ~ ' ~ - v ,  F ,  ~ + 2 b F _ a = _ o ,  
v 

off a d6signe une nouvelle constante.  F ( a )  est ainsi d6fini par  une int6grale 

elliptique. I1 e n e s t  de m~me pour  __FI(a)' et, par  suite, pour  u(a). Ainsi, u(a), 

doric 6galement  v(fl), son~ d6finics par deux dquations diff6rentielles "2 coef fc ien ts  

constants  de la forme 

(2s) 
{ u ' ( a ) 2 - - a u  * + 4 b u  3 +  6 c u  ~ + 4 d u  + e, 

v' (fl)~ - -  a~ v a + 4 bl v 8 + 6 c  i v  ~ + 4 dl v + ev 

Revenons main tenant  '~ (26). On d6duit  de (28) que 

u " ~ 2 a u  a + 6 b u  ~ + 6 c u  + 2d ,  

r f !  u 

U t 
- -  6 ( a u ~ +  2 b u  + c), 

et  des formules analogues pour  v(~}. I1 vien~ alors 

( '*-  v)~ K(., ~)--- ( . -  . 1 ) , ~  v ~ + 2 ( b  - b l ) - , , ( .  + ,~) + (~ - ~,) (,,~ + 4 , , v  + v ~) 
6 

+ 2 (d - aa ) (u  + v) + (e - el) = o. 
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u et v 6rant variables et indgpendantes entre elles, comme le sont a et 8, cette 

identit6 exige que 

(29) a l ~ a ,  b l = b ,  cl---~c, d l = d ,  e l = e .  

Ce rgsultat s'obtient encore ais6ment en identifiant (27) et la premiere 6quation 

(28), compte tenu de la deuxibme. 

Enfin, supposons maintenant que a = ~ + iO, fl = V - -  iO, ~, 0 6rant r6els; 

u e~ v doivent prendre des valeurs imaginaires conjugudes, et de m~me u', v'. 

Par cons6quent les seconds membres de (28) doivent gtre imaginaires conjugu~s 

en m6me temps que u et v; pour qu'il en soit ainsi, il faut  et il suffit que les 

coefficients, ~gaux chacun s chacun d'apr~s (29) , soient r6els. Nous avons ainsi 

d6montr6 que les fonctions 2 i e cherchdes sont les diff6rences de deux int6grales 

imaginaires conjugu6es u (a), v (8) d'6quations de la forme 

{ u ' ( a ) " - = P ( u i = a u "  + 4bu'~ + 6 c u  ~ + 4 d u  + e, 

(30) v'(8) ~ = P ( v ) - ~ a v '  + 4 b v  ~+  6cv  ~ + 4 d v + e ,  

oh a, b, c, d, e sont cinq constantes r6elles arbitraires, non routes nulles. 

I1 suffit de choisir les valeurs initiales %, u(%), u' (%) imaginaires conjugu~es 

de rio, v (flo), v' (rio) respectivement, pour que u (a), V (8) soient constamment imagi- 

naires conjugu~es en mSme temps que a, 8. 

4. Discussion. Supposons tout d'abord que 

I1 vient ici 
a ~ - b = c = d = o ,  

u'  = I/e, v'  = ~ V - e ,  

e ~ o .  

oli la condition de conjugaison exige que ~ ~ - +  i ou - - I  suivant que e est 

positif ou n6gatif. Par cons6quent, 

u =  V ea  + Uo, v =  eV-efl  + vo, 

u0, v o d~signant deux constan~es imaginaires conjugu6es. On en ddduit enfin 

] / r e  ~o - -  Vo 

2i  

Q n'est fonction que de 0 ou de 7. Un simple changement de notation permet 

de supposer qu'il s'agit de 0, ce qui conduit ~ faire e ---- + I, e t e  > o. On a ainsi 
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(31) 
z - = V e T  + Zo, 

Qo, Zo ddsignant deux constantes rdelles quelconques. Les surfaces de rgvolution 

8-~ C t~ et V -~ C t~ sont les cylindres de rdvolution d'axe 0 z et les plans z-~ C ~. 
I1 est indiqud de faire e ~ 1, Qo = zo-~ o ce qui ne res~rein~ pas la g6n6ralitd. 

I1 vienr alors 

donc 

(32) 

i 
g (7) + h ( o ) =  ~ ,  

g (~) = - c,  h (O) = ~ + C, 

C ddsignant une cons~ante arbi~raire. 

dgal s I, ee qui donne, grace ~ (I9), 

(33) , - ( ,~ )  = o, 

En posant 

(34) 

Quant ~ f, il esg commode de le prendre 

I 
(o) = 2~" 

oh 

s'~criven~ 

(35) 

n e s t  une constante complexe quelconque, les dquations (21) correspondantes 

d~T I d T  ( m ~) 
+Od--ff + n * - - ~  

d*N 
- - -  --~2Y==o. 
d ~ ~ 

T ~ o ,  

La premiere de ces ~quations est l'~quation de Bessel, d'oh la forme 

Ch cos 
(36) j.m (no) X (nz) X (mq~) 

Ym Sh sin 

des harmoniques cylindriques, off m e t  n son~ deux param~tres complexes arbitraires. 

5. Supposons maintenan~ 

a ~ - b ~ c - ~ o ,  d=@o. 
I1 vient 1 

1 La le t tre  ~d* aux  p r e m i e r s  m e m b r e s  et a u x  numdrateurs  est  le  s y m b o l e  de la diffdrentiat ion.  
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du clv 
da - , d # - -  , 

V 4 d u  + e V~4dv + e 

dont l 'int6gration donne 

e e 

v = d (# --~o) ~ -- 4d" 

ao, flo sont deux constantes imaginaires conjugudes, qu'on peut annuler suns 

restriction. I1 vient alors 

u = d ( v  2 - 0  ~ - 4 ~ ) + 2 i d v O ,  

et par suite, ~ u n e  translation prbs parall~le b~ O z, 

(37) / q  =- 2 d~70, 

[ z = d ( ~  - -  0~). 

L e s  surfaces V = Ct~ et 0 =- C t" sont deux familles de parabolo~des de rdvolu- 

tion d'axe O z et de foyer z = o. D'autre part, 

donc 

(3s) 

.~4~ ~) I I 

Q.~ - - 0 ~ +  ~ '  

I I 
( 7 ) = ~ + c ,  h (0 )=0~  c, 

C 6rant une constante arbitraire. Avee f ~  I, il vient en outre 

I 
s(o) ~o '  ~(,~)-- : ,  = 

de sorte qu'en conservant la notation (34), les 6quations (2I) s'6crivent ici 

(39) 
d2 T i d T ( m~) ~ + ~ §  - ,~ -~  r = o .  

Ce sont deux 6quations de Bessel, ee qui donne la forme eonnue des harmoniques 
paraboliques 



Les families de surfaces de rdvolution qui poss6den~ des harmoniques. 295 

(40) 
o o s  & & ( i .  o) x (m ~). 1 ~  (n ~) X ~%, sin 

6. Lorsque  a = b = o, c 4= o, les dquat ions  (30) donnen t  

(40  a = f i  d. # 6 c u  ~ + 4 d u  + e u +  + 3 c e - 2  
, I 8  e ~ 

Si P(u)  est  le carr6 d 'une  fo rme  lin6aire, 3 c e - - 2 d  ~ est nul, et  (4I) donne 

- -  d e l / ~ e  (,_~o) u . . . . . . .  -k 

3c 

on a de mSme 

V = =  - -  - -  

d 
+ e~V~ Ifl'flo), 

3 c 

e & a n t  6gal g + I ou - -  I su ivan t  que c est posi t i f  on n6gatif ,  et  a0, flo & a n t  

2 cons tan tes  imagina i res  eonjugudes.  En p e r m u t a n t  au besoin les le t t res  7, 0, 

on peu t  supposer  c > o, e = + I, puis a o - ~ f l o =  o. On peu t  mSme supposer  

6 c = I, ce qui donne 

U =  - -  2 d q- e~+io ,  V = =  - -  2 d q- e r~- i~  

et, par  suite,  g une t rans la t ion  pros parall~le g O z, 

# = e'l sin O, 

(42) z -~ eV cos O. 

Les surfaces  co r respondan t  g ce cas sont  une fami l le  de c6nes de r&'olution d'axe 

O z et de sommet commun, et les sph&es orthogonales. 

D ' a u t r e  par t ,  

Q~ sin ~ 0 '  

donc 

I C .  (43) g (7)= c, h (0)= ~i~ 0 

Suivan t  la  valeur  adoptde pour  f ,  on ob t i en t  des 6quat ions di f f&ent ie l les  de 

fo rmes  vari6es, mais  qui peuven t  res te r  classiques. P a r  exemple,  f =  I donne  
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(44) 
i ! 

r - ~ - ,  8 ~  COt O, 
2 2 

et par suite, en posant 

(45) (i  -m~) C+ I- = - n ( n  + 

(46) 

I d~N+ dN  
d 7  ~ ~ d ~  - -  " ( "  + I ) ' ~ 7 " =  O,  

d'~' dT  [ m ~ ] 
+ c o r O t +  n(n+ ~) s i l O  T = o .  

La premiSre 6quation admet les intggrales particuliSres e n~, e-(n+l)'; la seeonde 

est une 6quation de Legendre d'argument cos 0. On obtient ainsi la famille des 

harmoniques sph~riques classiques 

(47) e ~  xP~ n COS t 
e - ( n  + 1) ~ X Q m (cos 0) • s in  (m 9). 

Observons q u e  e'~ est la distance du point courant (q, z, 9) au centre des spheres. 

Etudions maintenant le cas off a = b ~ - o ,  c4  =o ,  3 e e - - 2 d  24 =o .  (4x) ~ 

donne 

on a de mSme 

u+ d _ V 4 d  ~ - 6ce Ch]f~cc( a - a ~  ); 
3c 6c 

d ~V4d ~ -  6 ~  Ch * o ~  ~o~'~:-'~----'; v-4-  - -  ~ 
3c 6e  

ao et fi0 doivent 8tre deux constantes imaginaires conjugu6es, e t e  = +_ I 

suivant que 4 d  ~ -  6ce est positif ou n~gatif. On peut supposer que c e s t  

positif, en permutant  au besoin les let~res 7 et 8, et ensuite que % = f i 0  ~ o .  

Etudions tout d'abord la solution relative s 4 d  ~ -  6ce > o. En posant 

V-4 d~-  6ce 
6e 

7 0 
et en remplaqant 7, 0 par ~ c c '  ~-7~; il vient 

v O c  

d 
(48) u - - - ~ - - - - + T C h ( 7  + iO) ,  v = - - - -  

3c  
d 

+ 7Ch(7 -- iO), 
3c 
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done, g une translation pros parall~le ~ O z, 

(49) { r ~- 7 Sh V sin 0, 

z = 7Chv  cos O. 

Les surfaces , ) =  C t~ sont des ellips&'des allong& homofoeaux, d'axe de r&,olution 

0 z, et 0 ~ C t~ les hyperbolo~des orthoyonaux, it deux nappes, les foyers &ant les 

points z-~ +__ 7 sur 0 z. D'autre part, il vient 

I I I 

z /10  Sh  "~ ~ s in  ~ O' 

d'ofi r6sulte 

i + C ,  h ( O ) =  i C~ ~ 
(so) v ( 7 ) -  Sh ~v sin'O V, C =  , .  

Avec f =  I ,  o n  a 

I I 
(51) r - c o t h T ,  s ~ - c o t 0 ,  

2 2 

de sorte qu'avec 19 notation (45), les 6quations diff6rentielles (2I) associ6es sont 

(se) / d ~ N + c o ~ h  d N  m~ ] 2 r  

d'~" dT [ m-'] 
- ~ +  c o t O d O +  n ( n §  sin"0 T = o ;  

ce sont des dquations de Legendre d'arguments Ch ~ et cos 0 respeetivement. 

On a bien ainsi les harmoniques des ellipsotdes allong6s 

cos (m ~). 
2m P'~  O' Q~ (Oh 7) • Q~ ~cos ) • sin 

8. Soit mMntenant 2d  ~ - 3 c e < o .  Posons 

]f 4d  ~ -- 6ce  
6c 

7 d6signant toujours une constante r6elle. L'expression (48) de u est rem- 

plac6e par 

d 
(53) u = -- - -  + i r Ch (7 + i0 ) ,  

3c 

done, g une translation pros parall~le g Oz, 
38--3932.  Acta mathematica. 71. Imprim4 lo 12 septembre 1939. 
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q = 7 Ch 7 cos O, 
(54) t z ~  7 S h T s i n O "  

Les surfaces 7 ~ Ct~ sont des ellipsogdes aplatis, homofocaux, d'axe de r&olution 
O z, et 0 ~ - C  to les hyperbolo~;des orthogonaux, ~ une nappe. On volt tout de 

suite que 

I z ]  - -  I I 

1 Q cos" 0 Ch~ 7' 

d o n e  

I + ~ ,  h (~)  - -  I 
(55) ~ ( 7 )  - c h  ~ 7 ~os  ~ o C. 

La valeur f =  I donne d'autre part 

I _ _ I { , g  
(56 ) r -~- -  t h T ,  s =  0, 

2 2 

de sorte qu'avec la mSme transformation (45), les 6quations assocides sont 

(57) 

aN [ d ~ +  t h 7  -- n ( n +  I) N = o ,  
d7  "~ ~ Ch~ 7] 

I d~T d T  [ rn 2 ] 
dO" t g 0 ~ - +  n ( n +  I) cos"0 T = o .  

Ce sont deux 6quations de Legendre d'~rguments respectifs i Sh 7 et sin 0, et 

l 'on obtient les harmoniques des ellipso~des aplatis 

,prn ~gm 
n COS / 

Q~ (i Sh V) • Q,~ (sin O) X sin/m 99). 

9. Nous arrivons maintenant au cas  off P(u) est du troisiSme degr6 en u, 

c'est g dire que a = o ,  bq=o. En posant 

c I 
(58) u -  + ~ p  

2 b  

la premigre 6quat!on (30) devient l%quation suivante en e, p, 

(59) ~d a] -~ 4pa -- gap -- ga, 

off 
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g ~ - 3 c ~ - - 4 b d ,  gs -=2bed- -b~e- -c  a 

sont essent ie l lement  rdels. I t  r6sulte de lg que, si gg--27g~ :# o, p eat la fonc- 

t ion ell iptique de Weierstrass  go (e - - ao ;  g~, g~) d ' invar iants  rdels g~, gs. Si 

g ~ -  27 g] = o, des eMculs 616mentaires m o n t r e n t  que 

+ 9 g.~ cot s 1 / 9 g ~  (a - -  ao). 3 .q.~ 
P = g~ 2 g~ [ 2  g~ (60) 

Dans  le cas g6n6ral, 

r I 

2b + b ~ ~ 1 7 6  ge, gs), 

V - -  
c I 

2 b + a ~ (~ - -  ~o; g , ,  g.~); 

les p61es de u et v devant  6tre imaginaires  eonjuguds, ao, fl0 doivent  6tre eux- 

m~mes imaginaires  conjuguds, et  Yon peut  m6me les annuler .  Cela.suffi~ d'ail- 

1curs, de sorte qu 'en nggligean~ une  t rans la t ion  parallble g Oz, 

(61) 

J I 

/ ' 

avec a = r  l + iO, fl = ~ -  iO. Observons que, dana la formule  d 'addi t ion  

I [go' '/] ~_go'.~;O)l~ 
go(~ + i e ) = 4  t ~ - -  ~( iO)I  - go~ --  go(iO), 

la r6alit6 des invar iants  g~, g~ ent ra lne  celle de goT, go'V, go(iO), tandis  que j ( iO) 
est imaginaire  put ;  el 1'on a 

(62) 

Q= go"7 go' (iO) 
2ib  [go,~ -- go(iO)]"' 

Igo',~ +e',(r } 
z -=- ~ [[go B _ P (i O)]' - - 4  go ~2 -- 4 i o (i O) , 

off b e s t  un  param~tre d 'homoth&ie .  En  posant  2 =goal, y = go(i 0), on voi~ tou t  

de suite que 
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(63) 
4 b~ (Z --/~)~ ' 

I 4 Z # ( Z  -q- / s  ,92(Z q- ~) - -  2,q8 
4 b (Z -- #)~ 

eL par  cons6quent, que les eourbes m6ridiennes V-~ Ct% 0 = C t~ sont deux fa- 

milies de quartiques. Leur  6rude se fair  d'ailleurs ais6ment sur (62). O et z ne 

peuvent  devenir  infinis que pour L = # ,  donc pour 7 =  +~ it?, '~ une p6riode 

pr~s. S'il s 'agit  d 'une courbe de paramgtre  t?, on volt que lorsque V tend vers 

i~t? ( ~ =  • I), 

- ~ ~o' (i O) ~ 
~ 2 i b [ ~  - ~ (i o ) ? '  

1 ~ '  (i  O) ~ 
b [ ~  - ~(it?)] '~' 

doric Q ~' i ~ z. Ces quartiques sont circulaires. 

une droite isotrope du plan de e, z 

(64) z - - ~ +  s i c = o ;  

Coupons une eourbe (62 )pa r  

les points de rencontre sont d6termin6s par  l '6quution 

c'est s dire 

(65) 

6tant  donn6, posons 

~(~ + r io )=  b~. 

la solution de (65) est 

(66) 

~,r e(r); 

+ e i O =  + _ 7 + p 6 r i o d e ,  

ce qui donne, pour chaque direction asymptotique,  deux points de rencontre  

distance finie, quel que soit ~. I1 s 'agit  donc d 'une quart ique bicirculaire. La  

s6cante (64) devient une asymptote pourvu que (66) fournisse un point  s l 'infini, 

c'est ~ dire une solution de la forme ~ ~- + it?. ~ =  - - e i t ?  correspondrai t  

une valeur infinie de ~; les asymptotes correspondent  donc aux valeurs V =  sit?, 

c'est ~ dire 

+ 7 = 2 e i t? + p6riode, 
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donc 
i 

(67) ~ =~ ~ go (2 

301 

I1 existe ainsi une seule asymptote double pour chaque direction cyclique, (67) 

~tan~ le point de rencontre  des deux asymptotes.  Les courbes O ~ C te sont des 

quartiques bicirculaires admettan~ des rebroussements aux points cycliques, autre- 

ment  dit  des Car~6siennes. I1 est bien connu qu 'une telle quart ique a un axe de 

sym6trie et 9 foyers, 3 a 3 en ligne droite. D'ailleurs, pour que l '~quation (66) 

air une racine double en ~, ~ une p6riode pros, il f au t  et il suffit que ~ ~ i 0  § y 

et  ~ s i O - -  7 different  d 'une p6riode, c'est s dire que 7 soit une demi-p6riode. 

Avec les notat ions habituelles des fonctions e11iptiques, les valeurs correspon- 

dantes de b~ sont e~, e~, %; il y a bien trois foyers sur 0z ,  dont  un seul ou 

t o u s l e s  trois sont r6els. L '6quat ion aux Cotes de ces trois foyers est ainsi ~ 

'q~-- ~o.  ( 6 s )  4 - 

Les courbes 0-~  C te const i tuent  une famille de Cart6siennes homofocales,  d'axe 

0z ,  et ~2 = C te sont 6galement des Cart6siennes homofocales, ayan t  les mSmes 

foyers que les premieres. Le point  de rencontre  des asymptotes d 'une courbe 

-~-C te a la cote 

I 
(67') ~ = ~- ~ (2 7). 

Pour  former l 'dquation cart6sienne de ces ovales, observons que l 'dquation 

g6n6rale d 'une Cartgsienne d'axe focal o z ,  e t  dont  les asymptotes  se coupent 

I go (2 i8), est de la forme 

[ 1' 2 p ( 2 i O )  z + A - - 2 B z  e C = o ;  (69) 0 ~ + z ~ --  ~- 

l ' identification de (68) avee l 'dquation aux foyers de (69) donne 

x Avec la va r iab le  in i t i a le  z + i p = u, l ' dqua t ion  de ces foyers  es t  / ) ( u ) =  o;  en  effet, 

z ( y ,  0 ) +  i~)(y,  0 ) - - u  = o es t  l ' 6qna t i on  des  p o i n t s  de r encon t r e  de 0 = C te avec la droi te  iso- 
Oz .Oq 

t rope  z + i 0 - - u =  o.  I1 y a u n e  rac ine  doub le  p o u r v u  que. ~ + ~ 0 y - - ~ o ,  c ' e s t  ~ dire 

d u (~) 
d a  ' = ~  doric 2 ( u ) = o .  
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A = g " -  8 ~0(2 i0)" 
4b" 

B ---~ 4 go (2 i 0) a --  g~ p (2 i 0) - .q.~ = ~'  (2/0)~, 
b ~ b ~ 

C I 
B -- b i~ i0); 

on obtient  ainsi l '6quation g6n~rale 

(7 ~ ) Q~ + z~ -- 2 ~ z + - - 2 ~  2 -- 4 ~ _ g 2 ~ _ _ . q . ~ , 2 (  4b~ b2 bS ] z + ~ ) = o ,  

I ga (2 i 0) ou  ~- go (2 7) peut  gtre pris comme paramgtre variable des courbes oa ~ = b -  

0 = C t~ et V = C ~~ La  Cart6sienne la plus g6n6rale admet tan t  l 'axe 0 z, et dont  

le barycentre des trois foyers situds sur O z est l 'origine, d@end de trois con- 

stuntes arbitraires;  par cons6quent , les surfaces obtenues ici sont les cyelides de 

rdvolution dont la mdridienne est la Cartdsienne la plus gdn&ale d'axe O z; chaque 

famille dtant constitude par des ovules homofocales. (70) es~ du second degrd e n d ,  

de sorte que, par  chaque point  du plan (z, 0), il passe effectivement deux Car- 

t6siennes de la famille, orthogonales entre elles. 

Ces rdsultats  valent pour le cas par t icul ier  oh. ~ g2-= 27 ga, car la formule 

d 'addi t ion de la fonct ion de Weiers trass  s 'applique s la fonct ion (60), qu'il  suf- 

fit de subst i tuer  dans les formules (6I). Deux des trois foyers situ6s sur Oz 

sont confondus, ce qui se traduit ,  duns (7o), par  l ' annula t ion  du discr iminant  du 

fac~eur de 2 z  + ~. On a des Curt6siennes ~r point double, e'est ~ dire des 

limagons de Pascal  ou des cardioides. 

Revenons ~ la recherche des harmoniques.  

(7I) ~,~ e = l u' (~)1 ~ = u' (~) v' (~) 

done, en vertu de (6I), 

~OUS avons  

~'@ gO'fl 

~o' a ~ '  ~ . 
O~J~q = - -  4 ( f l o ~ Z Z ~ ) ~  ' 

grace s la formule d 'addit ion,  ceci s'6crit encore 

(72) I �9 

Ja  q = 4 [i o (a + fl) - -  ga (a -- fl)] ~ 4 [go (2 ~) -- go (2 i 0)]. 
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Par  eons6quent, 

(73) g ( v ) = 4 ~ ( 2 ~ / )  + C, h(O)~-- -4~o(2 iO)- -  C, C-~- C% 

D'autre part, r(~) et 

posan~ 

I E n  s(0) sont nuls si Yon choisit pour f la va~leur i#- ~ .  

(4-'?)C=-4k' 
les dqua~ions (z~) s'dcrivent 

d ~ N 
d(2 ~)'~ [ (m 2 - } )  ~o(2r/) + k] N = o ,  

(74) d ~ T 
d(2 iO)  "~ [ ( m ~ - 4 ) ~ ( 2 i 0 )  + k]  T ~ - o .  

I 
Ce sont les deux mgmes 6quations de Lam6, d'indices m -- - et k, et d 'arguments 2 
respectifs 2 V, 2 i0 .  En ddsignan~ par E~_�89 (~ 7; g~, g~) m~e intdgrale de pre- 

migre esp~ee de la premiere 6quation (74), et. p~r F~  1 (2~;g~ , g~) une int6- 

grale de deuxi~me espgee, on volt que les harmoniques assoei~s aux eyelides (7o) 

son~ de la forme 
E~ 1 k "Em-~ COS 

Io. Ces 6quations peuven~ 8tre remplacdes par des dquations de Legendre 

lorsque g ] -  27g~ = o. Fa, isons toujours ao = t~0 = o, et changeons les notations 

V 9 . q ~  / de 7, 0, de fagon que ~ g ~  + i 0) devienne 0 -  2 i7" On est ainsi ramen6 

I I 
a u  cas off g'~-- 1 , e'es~ ~ dire g~------, g 3 = - - 6  ~ '  Au lieu d'utiliser la 

g2 i 8  ] 2 

formule d'addition de la fonction de Weierstrass, formons direetemen~ 

0 - -  i 7  s in  0 4- i Sh  7-  
cot -- , 

2 Ch ~ --  cos 0 

il vient alors, grace ~ (58) et (6o), 

c I I sin ~ 0 - S h  ~ 7 +  2 i s l n 0 S h 7  
z 4 - i Q ~ u = :  

2 b 6 b 4 b (Ch 7 - -  cos 0) ~ 
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de sorte qu's une t ransla t ion prbs parallgle s Oz,  

(76) 

Q = 
r 2 s i n  0 S h  7 

4 b (Ch ~ --  cos O) '~ 

Z ~  
I S h  e V - -  s i n  ~ 0 

4 b (Ch V --  cos O) ~ 

(72) devient  iei 

I I I 
~ d l Q  = e o ~ h  2 ~] + eo~  ~ 0 - -  S h ~  + sin2---- ~ ,  

d'oh 

I ~- C ,  h (0) - -  I Ct  e 
(77) g (~)-- Sh'~ 7 sin ~ 0 C, C = . 

Faisons enfin f =  Ch rj -- cos O; il vient  

I 
o f  e =  --  2b  sin 0 Sh ~], 

d o n c  

(78) r ( 7 ) =  I c o t h ~ ,  s ( O ) = - I c o t O .  
2 2 

On retrouve ainsi les mgmes expressions qu 'au paragraphe 7, done les 6quations 

(52) de Legendre.  Les cyclides dont le mdridiemw est une Cartdsienne ayant un 

foyer rdel double admettenl done les harmoniques 

P~ P~ cos 
(79) (Ch 7 -- cos O) • Q~. (Ch 7) X Q~ (cos O) • sin (m ~o). 

Ce r6sultat  se ra t tache ~ la remarque fai te au w 2, ear une Cart6sienne g point 

double est l ' inverse d 'une conique par rappor t  g un foyer;  ]e cas des conique s 

ayan t  un foyer rdel sur O z e s t  bien celui trait4 au w 7, le rapport  

J 
z =  1 @  + (z - z0) ~ 
f 

fourni par la formule (23) , off l 'on fair Zo-~7, dtant  jus tement  dgal s Ch 7 -  cos0. 

I I. I1 ne nous reste plus qu's 6tudier le eas g6n6ral off 

.P(u)=--au 4 + 4 b u  ~ + 6 c u  2 + 4 d u  + e a ~ o  
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est effectivement du 4 ~ degr6. La raisonnemen~ fair en no~e, au w 9, montre 

que les courbes 0 = C a~ et V = G TM d6finies par 

z + i q = u ( v  + iO), 

ieq'=p(,,), (80) l d e l  

ont quatre foyers r~els dont les affixes sort  les racines de P(u)~-o.  Les coef- 

ficients de cette ~quation 6tant r4els, Oz est axe d.e sym&rie de leur configura- 

tion. i l  y a douze autres foyers, imaginaires. Parmi les seize foyers, quatre 

sont sur 0z, r~els ou imaginaires. Bien entendu, ces nombres sont relatifs 's 

des foyers simples, e'est ~ dire au cas off les 4 racines de P ( u ) ~ o  sort  dis- 

tinctes. Ces courbes d~pendent de 5 param6tres essentiels, car a peut ~tre 

multiplid par une constante r~elle arbitraire. 

OR sait ramener la r&olution de (80) g celle de l'~quation traitge au 

paragraphe 9, grs "s une transformation homographique de u. Reproduisons 

ce calcul classique, dont certains dl4ments vont nous 8tre utiles. 

u o d~slgnant une racine de P(u)~-o, le changement d'inconnue 

I 

transforme (80) en 

P"(u0)v + I . . . .  \ - d . /  2 U + _k ,iv(uo).z4 

(8Ii est une transformation anallagmatique r6sultan~ d'une translation de u, 

repr~sent~e par - -%,  suivie d'une inversion de p61e u--= o, et d'une sym~trie 

par rapport g O z. Si P ' ( % ) = o ,  u0 ~tant r~el, la translation est parallSle 

Oz, et les eourbes d~finies par (80) r~sultent de eelles ~tudi~es dans ]es para- 

graphes ant~rieurs au :No 9, par une inversion dont le p61e est sur Oz. Les 

surfaces en question sont alors les tores, ~ points multiples r~els, et les sphSres 

orthogonales, ainsi que les eyelides inverses d'une quadrique de r&olution par 

rapport g u n  point de son axe. Les harmoniques eorrespondants sont d&er- 

min~s ais6ment g 1'aide de la formule (23). 

D'une maniSre plus grin&ale, (8I) 6quivaut g une inversion dont le p61e est 

sur O z toutes les fois que u0 est r~el. Si P'(uo)g: o, les m6ridiennes correspon- 

dantes SORt les quartiques inverses d'une Cart&ienne par rapport g un point 
39--3932.  Aeta mathematica. 71. Imprim~ lo 12 selotembre 1939, 
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de son axe de sym~trie;  on peut  encore dire que ce sont  des quart iques bicircu- 

laires ~ axe de sym~trie ayan t  un foyer  r~el sur cet axe. 

He  r~clame une  6rude part ieuli~re que le cas off P ( u ) ~  o n'a  aucune racine 

r6elle, de sorte que les quatre  racines sont  simples, ou cons t i tuen t  deux racines 

doubles imaginaires  conjugu6es.  Tra i tons  d 'abord  ce dern ier  cas, off P(u) est le 

carr6 d 'un  t r i n 6 m e t  A u~+2 B u + C, ~ discr iminant  A C - - B ~ >  o. Soit  

d U - - A u ~  + 2 B u  + C. (83) d .  

La  condi t ion de conjugaison exige alors que 

d v  

d~ - -  Av'~ + 2 B v  + C. 

L' in t~gra t ion  de (83) donne tou t  de suite 

on a de m~me 

B ~A ~' - -  B ~ + 
A A 

B 
v - -  + 

A 
V A  C -- B" 

A 
tg  V A ( ;  : - ~ ( f l  - -  fl0). 

Comme dans les paragraphes  prScgdents, on peut  fa i re  a 0 = flo ---- o, et remplacer  

l f A C - - B  "~(7 + i 0 )  par  0 ~ i ~ .  Enfin, en posant  
2 

V A  C --  B" 
A - - 7 ,  

on est condui t  aux expressions 

B O + i v  B O - - i v  v - -  + T t g  - - -  
(84) u - ~ - - ~  + T t g  2 ' A 2 

donc, ~ une t r ans l a t ion  pros parall~le s Oz, s 

(85) 

- - T S h v  0'  
Q : C h , )  + cos 

y sin 0 
Z----Ch~] + c o s 0  

1 0 n  p e u t  tou jours  suppose r  que  A, B, C son t  r~els en c h a n g e a n t  au beso in  a en ia, c 'es t  h 

dire  y e t  0 en 0 e t  --~/ r e s p e c t i v e m e n t .  
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Les surfaces 0 = C te constituent les totes it point  multiples imagiuaires com- 

muns, d'dquation 

e ~ + z  ~+  2 y z c o t O - - 7  ~ o ,  

et les surfaces ~ ~ C tr le faisceau des sphOres orthogonales 

O ~ + z  ~ + 2 y e  coth ~ +  y~-~o.  

D'autre part, (85) donne 

I j  _ _  I 

*(~ S h ~  ' 

donc 

+ c ,  h (o) - -  - c ,  (86) g(~)= sh--~% C ~ ere .  

La valeur f =  l#Ch ~ + cos 0 conduit d'ailleurs aux valeurs 

I 
(87) r = -  co thv ,  s = : o ,  

2 

et, par suite, en conservant la notation (45), aux dquations 

(88) 
-d0~+ ~ +  T = o .  

On retrouve bien les harmoniques des totes sans point multiple r(iel sous ls forme 

connue 

(89) V e h  ~ + cos 0 x Q~ (Ch ~) X sin n + 0 X sin (m ~o). 

12. I1 ne nous reste plus qu'k 6tudier le cas g6n6rM off P'(%)~e o, et 

nous pourrons mSme 6carter de 1~ discussion l'hypoth8se que u o est r6el. Pour- 

suivant la transformation de l'dquation (82), posons 

P"("o) + 4 
(9o) u =  6p'(u0) F~-~P; 

on retrouve l'6quation (59), avec 
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P "  (uo) 3 - -  2 V' ("0)P'" (Uo), 
g3 ~ 48 

" 3 ' ~ ~DIV p , ,  P (%) - 9 ~ (%) (~o) (%) 
g ~ =  6.243'. 93 24 

Ces coefficients, qui ne d6pendent pus de la racine u 0 choisie, sont les invariants 

de la forme v ' P ( u )  relativement au groupe lin6~ire normal, soit 

(91) I g3-~ ae + 3 c" -- 4 b d ,  
( g a = a c e +  2 b c d - - a d 3 - - b ~ e - - c S .  

Ils sont  r6els. Les zgros de P(u) sont transform6s en l'infini (homologue de %) 

et en les trois racines de 4p  ~ -  g3P--g8 = o. Ces trois raeines sont distinctes 

en mSme temps que celles de P(u)-~-o. L'une d'entre elles, soit el, est sfire- 

ment r6elle. Ces remarques faites, posons 

(92) ~' + i ~ ' =  ~(v  + i0 ;  g~, g~). 

l~ous savons que le syst~me d'dquations 

z '=z'(v,  o), 
(93) e' = e'(,~, o), 

d6fini par (92), repr6sente deux families orthogonales de Cartgsiennes homofocMes, 

d'axe O z, qui sont les courbes 0 = C  t*, v - ~ C  re. Or, on passe de z + i q  g 

z ' +  i Q' par la transformation anallagmatique 

~- P '  (~o) 
4 

(94) z + i O = u 0 +  
z' + i q' - -  ~ P "  (%) 

24 

Nous avons ainsi d6montr6 que les courbes 0 ~ C t~, ,} ~- C ~ repr6sent6es par la 

solution correspondante 

(95) { z = z (7, 0), 

= e (v, o) 

de l '6quation (8o) sont deux familles de quartiques bieireulaires homofoeales d'axe 

de sym~trie Oz. Cette derni~re propri6t6 r6sulte de ce que la configuration des 

foyers admet cet axe de sym6trie, comme nous l 'avons fair observer ~u d6but 
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du paragraphe II .  Ce sont  d'ailleurs les quar t iques  les plus g~n~rales de cet te  

nature  puisque~elles d6pendent  de cinq param~tres essentiels3 

]qous savons a priori que ces familles de surfaces poss~dent des harmoniques,  

J~ Q 
reals il nous fau t  eonnultre Q et surtou~ -~,y- pour  d6terminer  le fae teur  fixe 

f(~,  0) et les ~quations (2I). Malgr~ la complicat ion du second membre  de (94), 

I 
il est remarquable  que ~L/1Q s 'exprime trbs s implement  en fonct ion de a, b, e, 

d, e, e~ m~me ?~ l 'aide des invariants  g2, ga seuls. P o u r  le voir, posons 

Uo = Zo + i qo, 

I p ' ( U o ) ~ A  + i B ,  
(96) 4 

I ~ O , t  , . , 
(Uo) = Zo + ~ co ,  

e~ dbterminons ces 616ments, au tan t  que possible, par  la condi t ion (24), que nous 

savons 8tre remplie. (94) s'6crit alors 

A + i B  
(97) z - -  Zo + i (q - -  qo) = z' - -  z~ + i (e' - -  Co)' 

et  nous savons a priori que le point  (z~, e~) est sur un eercle directeur  rdel de 

la Cart6sienne (e~ 4= o), ou sur l 'axe O z lui-mSme (O~-~ o), puisqu' i l  est le p61e 

d 'une inversion q u i  t ransforme cette Cart6sienne en une quar~ique s axe de 

sym6trie. I1 rgsulte de (97) que 

du (A -~, iS)dad~ 
d ~ [z '  - -  z0 + i ( e '  - -  qo)] ~ 

donc 

Id-I"= 
(a, + 

[ ( z ' -  ~ ) *  + (e' - e~)"] * = (A~ + B ~ ) [ ( z '  - -  z~) ~ + (e' - -  eo)~] ~ 

D'aut re  p~r~, (97) donne 

1 D'ailleurs, comme les Cart6siennes dont  elles sont  les transform6es anal lagmat iques ,  les 

quar t iques  homofocales d6finies par la donnde de P(u) forment  une famille d6pendant  d 'un  para- 

metre, dont deux ~ldments passen t  par chaque point  du plan. 
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e'est ?~ dire 

(99) 

(~' - ~;)  - A ( ~ ' -  ~;)  
= eo + (z'  - s  + (~, _ ~;)3 , 

qo( z ' * + ( 3 ) - 2 m z ' +  2 n q ' + l  
= (z '  - z ; )  '~ + ( d  " ~;)" ' 

o~l m, n, l repr6sentent  les constantes  

( ) - - - - ,  n = - -  qoqo+ , I O 0  ~n ~ Oo ZO 2 
t t 

l =  qo(Z;  3 + ~;3) + A o o - - B z o .  

(98) e t  (99) fournissent  done l 'expression 

q 3zt~q='A3 B~J[qo(Z'~ + e"~) - -2mz '  + 2 ~0'  + 1] ~ 

A l 'aide des variables a = V  + iO, f l = v - - i O ,  e ' e t  z' ont les valeurs (6i), eL 

z/~Q' est donn6 par (7I), avee b =  1. I1 vient  done 

�9 (~oI) I ~a' a ~o' fl 
~ z / ~ )  = (A 2 + B ~)[r  (m + in )~a  - - (m- -  in) p~ +  1] "~' 

e~ l 'on doi~ expr imer  que 

( l O 2 )  

On a tout  d 'abord 

O. 

I 0 3 dlO ~"'a~'  fl 6 ~ " a p ' a p ' f l ( O o p f l - - m - - i u  ) + 
A " + B 3 0 ~  3 Q~ [ ]~ [ ]~ 

+ 6 ~ ' ~ . ~ ' f l ( e o ~  - m - i ~ )  3 
[ ]4 

off le crochet  en blanc est le crochet  au second membre  de ( IOI ) .  La dgrivge 

analogue par  rappor t  ~ fl s 'en ddduit en pe rmutan t  a e t  fl, e~ en changean t  i 

en - - i .  Compte tenu des expressions 

~)"a = 6 p 3 a  2 ' 

~0m0~ = 12 ~0 Cr ~0' CC, 

l'6qua~ion (lO2) s'6crit, apr~s division par  6 ~ ' a ~ ' f l [  ]-4, 
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(10.3) 2 ( e . - ~ # ) [  ] 3  { e " - ( e 0 e # - , ~ - i , , ) - r  + i . ) } [  ] 

+ ~ " a ( q o ~  f l - -  m - -  i n )  ~ - - ~ o ' ~ f l ( e o ~ a a  - -  m + i n )  ~ = o .  

Le premier  membre  est un polynbme ent ie r  en Z = ~ p a ,  t t -~  p fl, qui doit 

&re iden t iquement  nul. P o u r  # = Z, il se r6dui t  g 

P2 O't) 2in~9"a(Oo~C~--  2 m ~ a  + 1 ) - - 4 i n p  a ( q o ~ a - -  

dont  le te rme en Z de degr6 max imum est --4in #o Z~. Une premibre condit ion 

est done Q0 ~ - - -  o et nous savons que nous pouvons nous borner  g l ' examen du 

cas off 

(m4) n = o ,  q o # O .  

Dans ces condit ions,  chaeun des g roupements  de termes au premier  membre  de 

(Io3) est divisible par  2 -  it, et la division fa i te  fourni~ l ' identi t~ 

2 leo z ,  - .~ (z + , )  + ~]~ - 6 z - 6 (z + , )  + ~ [~o z ,  - m(z + , )  + z] + 

+ 40~Z~# ~ -- 8 q o m Z # ( 1  + #) 4-4m2(Z q- tt) ~ + (Oo2g~--4m~)Z~. + 

+ ' ( z + ~ ) - . q , m '  0o ga - -  2 Qo gam ~ o, 

qui, toutes  r6duct ions effectu6es, s'dcrit 

g g ~ - 2 e o ~ - 4 m  s) x t t +  g g ~ + T q o g ~ m +  2~m ( Z + t d +  

( ' )  + 21 l - -  40~ - - 2 ~ o g ~ m - -  g.~m ~ o. 

Le systSme des trois condit ions ainsi obtenues 

I 
q~g~ + ~qog~m + 2 lm = o. 

I(') 21 l ~ 4  ~176 g~ -- 2 Q o g 2 m - - g 2 r n ~ - o ,  

6quivaut  aux deux 6quat ions 
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(Io5) 

I m ~ 
1 =- -qog~ - -  2 - - ,  

4 ~o 

4 --  g~ qo -- g~ = o.  

En dgsignant  par e 1 l 'une des racines rdelles de 4p  s -  g 2 P -  g8 = o, ou l 'unique 

racine rdelle, les condit ions cherchdes pour que (Ion) air lieu sont, si eo 4= o, 

(Io6) n = o ,  m = q 0 e ~ ,  l = - - 2 q o ( e ~ - - ' ~ ) .  

Ces valeurs, port~es darts (too), donnent  ensuite 

(IO7) 

et 

c'est s dire 

(I08) 

A - - -  2Qo q ; ,  B = 2 qo ( z ;  - -  e l ) ,  

f 2  f 
e ~ + z o  - - 2 e ~ z o - - 2 d +  gA o, 

4 

eo ~ + (~; - e,)" = 3 d - g ~  = (e~ e~) (~ - e~). 
4 

Cette 6quation eonfirme une remarque fai te  plus haut ,  le cercle directeur en 

question ayan t  pour centre le point  e a. Ce cercle passe par les deux foyers 

r6els de la Cart6sienne d'affixes e2, e3, si ces deux racines sont imaginaires con- 

jugu6es; et ces deux foyers sont inverses par rappor t  s ce cercle sie, ,  e t e  3 sont 

r6els. Duns ce dernier  cas, e1 doit 6tre une des racines extr6mes du trio, pour 

des raisons de r6.aiit6. 

R~ciproquement,  la Cart6sienne 6tant  donn6e, g~, gs, el, e,, e 8 sont d6ter- 

min~s d~s qu 'on fair b = I dans l '~quation (70). z~ peut ~tre choisi arbitraire- 

ment,  Qo est d~termin~ ~ l 'aide de (Io8), puis (Io7) dgfinit A e t  B si l 'on se 

donne Qo. z o est arbitraire a priori, puisqu' i l  repr~sente une t rans la t ion  paral- 

l~le s Oz .  La quart ique est ainsi d~finie s l 'aide des cinq par~m~tres g~, gs, 

z~, Qo, Zo, qui peuvent  ~tre subst i tutes  s ceux mis en gvidence par l ' int~grat ion 

de (80). 

I 
Revenons s l 'expression (IoI) de ~ r  Q. Compte tenu de (~o5), (IO7), (IO8) 

il vient 
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( , o 9 )  
I 4 (el - -  e2)(e l  - -  e3) got (~ got~ 

J ,  e = [(go a - -  e,)(go fl - -  el) - -  (el - -  e,)(e, - -  e3)] '~' 

les  iden t i t6s  c o n n u e s  

[go (~ + y) - ~,1 [go (~ - v) - <]  - (e~ - e~)(e~ - e~) = 

_ [(go ~ - e , )  ~ - (e~ - e ~ ) ( e ~  - -  e~)] [(go .~ - -  e , )  ~ - -  ( e l  - -  e ~ ) ( <  - -  e~)] 

(gox  - goy)~ 

go2x_q.=[.(gox--el)~--(el--e~)(el--ea)] =, 
gox 

t r a n s f o r m e n t  (m9)  en  

I 
(I  IO) e~ "J1 e = 

Enfin ,  l ' i d en t i t 6  

t r a n s f o r m e  ( , I o )  en 

4 (el - -  e~)(e ,  - -  ea) go' a go '~  [go7 - -  go (~0)] ~ " 

go" 7 go' (i 0) '~ [e  (2 7) - e,] [go (2 i 0) - e,] 

go ( *  + v )  - go ( *  - v )  = 
~0 r go'x y 

( g o x -  goy)~ 

I 4 (el - -  e2) (e, - -  ea) go' a go' fl 
~di Q = - -  (;' (~  a - -  go fl)~ [~ (2 7) - -  4 [go (2 i O) - -  eli 

g d i re  c ' e s t  

( ~ , , )  

= _ 4 (e ,  - e~) (e l  - <~) [go (~  v )  - ~ ( 2  r o ) ] ,  

[go (2  7 )  - e~] [go (2  i o )  - e , ]  

~ e = 4 (el - -  e,a) (e, - -  ea) , 

qui  es t  b ien  de la  f o r m e  g ( 7 ) +  h(O). 

l g e m a r q u o n s  que  l ' on  aura i~  pu  d6du i re  ( I I I )  

I 
fo rme ,  c o n n u e  ~ pr ior i ,  de ~-z/1(~. P o u r  0 = o ,  ( Io9)  

de ( io9)  en u t i l i s a n t  e e t t e  

s '6cri~ en  effe t  

4 (e ,  - -  e 2 ) ( e ,  - -  e~) go'~ 7 _ 
g (7) + h (o) - -  [(go 7 - -  el) ~ - -  (e, - -  e~)(e l  - -  e~)]" - -  

4 (e, - -  e~)(e, - -  e~) 

e~, de m~me,  7 ~ o d o n n e  

4 0 - -  3932. Acta mathematica. 71. Imprim6 le 1 novembre 1939. 
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~vec 

En r&um6, on a 

(I I 2 )  

g ( o ) +  h ( e ) =  - -  
(2 i O) - -  e~ 

g (o) + h (o) -~ o. 

g (7) ~--- 4 (e,  - -  e , ) ( e ,  - -  es) 

h (O) ~ -  - -  4 (e, - -  e , ) (e ,  - -  G) 
p (2 i O) - -  e~ 

+ C ,  

- - C ,  

off C ddsigne une constante  arbitraire.  

I 
I1 ne reste plus qu'g prendre f =  ~ ,  pour  former  les deux 4quations dif- 

f6rentielles (21) assocides, r et  s sont  nuls, ce qui donne enfin, apr~s division 

par _+ 4, les deux dquations semblables 

(' ) d ~ N 4 - -  m2 (el - -  e,) (e 1 - - e a )  

a ( 2 7 ) '  + �9 ~ (2 V) - -  el  

( i i 3 )  

a (2 r  ~ + ~, (2 r e) - ~ 

+ C 

~ O .  

L'expression (99) de q se r6duit  ici 

(i I4) 

= Q0 
[ ( e 7  - -  e l )  2 -  (el  - -  e2) (e l  - -  e3)] [ ( ~ ) ( ~ )  - -  e l )  2 - -  (e l  - -  e2 ) (~ ,  - -  Pall 

mais est bien eompliqu6e quand on l 'explicite en fonet ion  de ~o 7 et p ( i O ) .  

Les 6quations (113) sont du type  

(I 15)  d ~ A 

d x ~ 
- -  - (e ,  - ~ ) ( ~ 1  - ~ )  4 + k  A 

~ x  - -  el 
- ~ O .  
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En posant  p x = ~, on obt ien t  la fo rme alg~brique 

(116) 4 ( ~ - - e l ) ( ~ - - e ~ ) ( ~ - - e ~ ) ~  + e  3 - -  

/ - ;  } 
( ~ - e ~  + ~ 

(e - e~)(e~ - e~) ~ / =  o ,  

qui est une forme d '4quat ion de Lam4 g4n4ralis4e. Ses points  cri t iques sont  

~ el, e~, e3, ~ .  Ils sont  r~guliers, et  l 'on voit tou t  de suite que les exposants  

I I m I 
caractdrist iques sont o, -- pour  les points e~, e~, - - + _ - -  pour  el, et  0 - - - -  pour  

2 4 2 ' 2 

,k 
: ~ .  En d~signant par  ~_m_~ (x) et r  deux int~grales dist inctes de 

(II5) , les harmoniques des cyclides de rdvolution g~n~rales sont  de la forme 

1r 

8 ~ ,  ~_! oos 
(i~7) v~(,~,o) x 3~_~ (~) x ~ _ ~  ~i. ' 

2 2 

off e a l 'expression (I I4). 


