LES FAMILLES DE SURFACES DE REVOLUTION QUI
POSSEDENT DES HARMONIQUES.

PAR

RENE LAGRANGE
a4 Dijow,

Les équations de Bessel, Legendre, Lamé apparaissent dans ’Analyse 4 'occa-
sion de la recherche des harmoniques relatifs aux surfaces de révolution élémen-
taires: cylindre, cone, sphére, quadrique, tore. A ma connaissance, une recherche
systématique de toutes les familles de surfaces coaxiales de révolution possédant
des harmoniques ne semble pas avoir été faite. (’est une pareille synthése que
je me propose dans ce travail, en établissant qu'aux familles citées s’ajoutent
les surfaces obtenues par la rotation d'une quartique bicirculaire possédant
un axe de symétrie, autour de cet axe de symétrie, autrement dit les cyclides de
révolution.

Bien entendu, la plupart des résultats obtenus ici sont classiques, et ne sont
reproduits que pour l'unité de 'exposé.

1. Considérons une famille 4 un paramétre de surfaces de révolution dont
I'axe, commun, soit pris pour axe Oz. =z, y, # désignant des coordonnées carté-
siennes rectangulaires, soit

(1) 0(x, y, 2) = C*

T'équation de cette famille. Désignons par

(2) nlx, 9, 2) = O®

la famille des surfaces de révolution auntour de () z et orthogonales aux premiéres.

Soit enfin

Y
—=tg g

X
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la famille des plans méridiens. Les coordonnées cylindriques ¢, ¢, z d'un point

courant (x, ¥, z) sont de la forme

(3) e=e¢e,0), z=2(0), p=49p,

si 'on suppose que par chaque point de la région de l'espace considérée il passe
une surface et une seule de chaque famille (1) et (2). La condition d’orthogo-

nalité de ces deux familles s’écrit

(4)

Rapporté aux 3 paramétres 7, 0, @, le ds* de l'espace prend la forme

2
(5) ds*=o*de?+de®+ dz® =e%d 2+[(3z) +(gf])](d +z;d62)

On sait d’autre part que 1'égquation de Laplace relative a 1'élément linéaire

ds? = szhz H“’th szh"’
est
O (G O 0 (oY) o (o))
Oh\H, H; 0h, 0 ho \H; H, Ohy H H,0h )
Avee

H: = S oa H,=1H, H,=-—»
(@7*7) ”(oe)
on a donc ici
0 (edV\ , 8 OV o ( 1 0V _
(6) an(z an)+b-0(’190_)+5}5(/19ﬂ§%7)‘°'
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Le probléme consiste a rechercher s'il existe des intégrales primitives de (6) de
la forme V= @(p) X N(n) X T(6), ou méme, d'une maniére plus générale, de
la forme

(7) V=/Ff(n, 6) X @(p) X N(y) X T0),

ot f(n, 0) soit une fonction bien déterminée, et ou les 3 autres facteurs dé-
pendent chacun d'un ou de plusieurs paramétres. En posant tout d’abord

(8) V=W 0 X @),
(6) s'éerit
eowy o, OWNI L W O _
‘D(g”)[an(z T ) 06('{ (?0)]+19H2d(p =0
c’'est & dire
Ao Hi QQLV) f”_( M)] 1D _
() w [an(x an) Taa\*e a0 )| T o agr =0

(0) doit donc se décomposer en deux équations

aA: o
(IO) o d¢2 !

.:O,

ou m désigne une constante complexe arbitraire, et

eow ﬁ( M)_ m o
(r1) on(z on)+aa begg ) Taem N
En posant

(12) W=f(n, 6) N(n) T(0),

afin d'identifier (8) avec (7), (11) donne ensuite

efexy o ef‘“’)dN] 9_1[0_?2_— 9 iy _T]
(r3) /IN[dn2+6n(log dv |t T | ae TagleFe gy

+f[0ﬂ(§g£)+ (l zg)]”}:}%=o.

Il s'agit de rechercher s'il est possible de choisir le facteur f(5, 6) de maniére

que (13) se décompose en deux équations différentielles linéaires, du second ordre,

l'une relative & la variable 7 et 4 la fonction inconnue N (y), l'autre relative a

2
0 et T. Tl est tout d’abord nécessaire que on (100' Q—f—) soit indépendant de 6,
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9 log (Lo f?) soit indépendant de 5. Il faut donc que chacune des deux

et que 50

2
fonctions % et 29 /% soit le produit d'une fonction de % par une fonction de 6,
ou, ce qui revient au méme, que leur produit et leur quotient, donc ¢ f? et 4, soient

de cette forme.

n (n)

D’autre part, si A = —-"» le systéme (4) s'écrit

t(0)

de sorte qu'il suffit de substituer & 7, 8 les variables f n{n)dn et f t(0) d 6 pour

étre ramené au cas o A= 1. Par conséquent, nous pouvons nous borner, sans
restreindre la généralité du résultat, & considérer les familles de surfaces de
révolution (1) et (2) telles que z(n, 6) et o(n, 6) soient deux fonctions harmoniques
conjuguées des variables 1, 0.

Dans ces conditions, nous savons que f(r, 8) doit étre tel que log (0/2) soit
de la forme

(14) log {¢/%) = ps () + ¢, (6);

de sorte que (13) devient

d*N dN 1|a®T ) arT
) |G |+ |G+ 0 %7]

avec
1 _1f{oe 0e 2]__1
o HT g [(M) +(00) —ghe

La condition (14) ne suffit pas; pour que l'équation (15) se décompose en
deux équations différentielles, il faut encore, et ca suffit, que

6 erlon(e1) * a0(e5t)| e
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soit également la somme d'une fonction de 7 et d'une fonction de 6. Si l'on
désire disposer d’'un paramétre m variable, il faut que cette qualité de (16), qui
est une fonction linéaire de m® subsiste quel que soit m, c'est & dire que l'on

alt simultanément les formes

I
(17) Edle):g(n) + & (6),
et

af INT -
11 est remarquable que (18) est une conséquence de (14) et (17). En posant
pi(n) = ZfV(U)dﬂ, q,(0 j ) donne en effet
(19) fz_Lefr(n)dn+fs(e)d0
Vo '

d’ou résulte

) f Qj‘ ‘jz‘ QI‘ — L 1 4 2 ’ 2
ef[ﬁn( )+00( 00)] selet paie T S 4,

qui est bien de la forme (18), griace & (17) et & I'harmonicité de o.

On a d’ailleurs

I ’
g ()= —gm) + " + %

(20)
m@:im@+§+ﬁ

Observons qu'on aurait pu se borner 3 établir la filiation précédente pour la

fonction particuliére f =1 En effet,

Ve
We=fNT
s'éerit )
W=fNT,
avec .
N=N&»O = e

La décomposition de (15), qui se produit pour f, fournit deux équations différen-

tielles en 1, Netd T respectivement, done en n, N et 8, T. Cette décomposi-
tion a donc également lieu pour la forme générale de f fournie par (14).
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Nous avons ainsi démontré le

Théoréme. Les surfaces de révolution d’axe Oz et orthogonales, 8 = Ct ¢t
n = C%* pour lesquelles 4 V =0 admet des intégrales primetives de la forme

V =f(y, 6) N(y) T(0) Dy (g),

ot m est un parameétre variab{le, S une fonction convenable, et N, T des intégrales
d’équations différentielles linéaires, sont les surfaces pour lesquelles o =V a® + 42
est une fonction harmonigue de n, 0 telle que

2(n, 0) est une fonction harmonique conjuguée de o. f(n, ) est le produit le plus

général de par une fonction den et une fonction de 8, et, st Uon pose (17) ef

x
Ve
(19), les harmoniques primitifs sont de la forme

cos

gin P,

V = f(, 6) N(q) T (6)

ot N et T sont les intégrales générales des deux équations

o %2%4_ 21‘(1])%2—;7 + [(i— mz)g(ﬁ) + 0 () + 7,2(72)] Neo,
%1 + 28(9)% + [(i—m“’)hﬁ) + (0 + 32(0)] T—o.

. A
En particulier, lorsque f=1, on a Q—‘f =4(r* + 5%, done g(n) =47*+ Cet
h(0)=4s*— C, ot C désigne une constante arbitraire. (’est ce qui peut se
présenter toutes les fois que ¢ est lui-méme le produit d’une fonction de 7 par
une fonetion de 6.

2. Avant de poursuivre, faisons une remarque essentielle. Soit ¢ une solu-
tion de notre probléme, et 2 une fonction harmonique associée. D’une maniére
précise, les relations {4) od A =1 expriment que ¢ + 79 est une fonction ana-
lytique de la variable complexe

a=n+ 10,

2, désignant une constante réelle quelconque, posons
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z2—&y+ie=ula).

. . 1 ve s
La fonction analytique () g'écrit

12—z
ule) 0° + (z — 2,)*
done
- — @
22 - &
(22) 4 0"+ (2 — 2,

est également une fonction harmonique de 7, 6, une fonction associée étant

Z—Zo

==

o' + (¢ — 2,)°
On vérifie tout de suite que édl ¢ est invariant pour cette transformation (22),

qui correspond, 4 une symétrie et une translation évidentes prés, d’ailleurs
négligeables, 4 une inversion des surfaces 5 = (%, 6§ = C* par rapport au point
z=2¢, de l'axe Oz. g et h peuvent étre conservés. En outre, on a

i 2

—of

— *2:——/,
Qf 02 + (Z — 50)2

donc on peut conserver » et s, en prenant

(23) F=1Ve' + (e — 2.
On a done le

Théoréme. A toute solution du probléme correspond la solution obtenue par une
inversion de pole fixe quelconque 2 =z, sur Uaxe Oz. Les harmoniques des nouvelles
surfaces se déduisent de ceux des anciennes en multipliant simplement ceux-ce par le
Sactewr V® + (z — z,)2.

Cette transformation des harmoniques n’est rien autre que la transformation
de J. J. Thomson, mais il faut observer gue nous énongons ici un résultat supplé-
mentaire, puisqu’il s'agit d’harmoniques de forme particuliére, et que ce théoréme

nous apprend que cette forme se conserve dans cette transformation.

3. Il s'agit maintenant de rechercher les fonctions harmoniques o1, 6)

telles que l'on ait
" de_,

2 p
(24) 0no8 o°
37—3932. Acta mathematica. 71. Imprimé le 12 septembre 1939.
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Posons encore
z+70=ula), a=1n+140.

z — 19 est également fonction analytique de la variable 8 =n — 76, soit

z—dio=v(f)
Par conséquent ¢ est de la forme
1
(25) oln, 0) = 5 ule) — v (8]

ot u(e), v(8) sont deux fonctions analytiques de leurs arguments.! Une fonction
harmonique étant analytique dans les plans de ses arguments 7, 8, supposés

complexes, ¢ et 8 peuvent étre assimilés & des variables complexes indépendantes,
2 d2
et (25) est encore la solution générale de 1'équation ~0—g -+ 003

le premier membre de (24) est une fonction analytique de 7, 0 qui doit s’annuler

0. De méme,

quand 7, § sont sur les axes réels de leurs plans; il doit done étre nul hors de
s axes. Avec 1 riables 8, lopérateur £2+£2" t—ai
ce es. Avec les variables o, 8, lopérateu o0 5o seéer 4(’)0:05’

2

. 7}
tandis que 5—00 devient z(

2 2
d@ ; ;ﬂé)« On a done, pour l'expression (235) de o,

de sorte qu'aprés division par :(fj MU);/ » I'équation (24) s'écrit
1771 1 ’” 7’ ’2 19
» % v u +ov - —v
6 K =———5—0 —- = 0.
(26) ="y = =6 T el T =0

Nous sommes ainsi conduits & déterminer les fonctions analytiques u(a), v(B)
des variables complexes indépendantes «, 8, qui. vérifient (26), et telles que u, v sotent
imaginaires conjugués quand a, B sont ewx-mémes maginaires Conjugués.

Pour résoudre (26), donnons & # une valeur fixe, et considérons la fonction

analytique de e

_ 1 _ T
Flo) = =@~ wla) =»

! Aucune de ces deux fonctions ne peut étre une constante, sans quoi ¢ et z seraient con-
stants quand 7 et § varient.
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Il vient
1244 : 1},7/
K(e, 8) = ?;7 —6Fu + 61 —6F* —6F ¢ — W =0
avec
. . , I’” ' 17”’ 2f”2 QLI“ -Z;vlll I('" J;ylg‘
WSS WS Tt e = T Tog

par conséquent,

Ko g=L —6rr -6 r—" —o

Multiplions par d F, et intégrons; il vient

rre

F"—zv'2F3—3v”F2—%F+ b=o,

ot b désigne une constante. En maultipliant par 2d F, une nouvelle intégra-

"tion donne
414 :

v ,
(27) F'2—~v'2F4—-21)"F3—7F3+szwazo,
ol a désigne une mnouvelle constante. F(a) est ainsi défini par une intégrale

elliptique. 1l en est de méme pour 'i&'—)a et, par suite, pour wu(a). Ainsi, u(a),

done également v(8), sont définies par deux équations différentielles i coefficients

constants de la forme

(28) {u’(a)gzau4+4bu3+6cu2+4du+e,
2

V(B =a, vt + 40, 0% + 6,07 + 4d,v + ey
Revenons maintenant & (26). On déduit de (28) que

w' =z2aqu®+ 6bu+ 6cu+ 24,

1y

—z—;—,=6(au2'+ 2bu + c),

et des formules analogues pour »(8). Il vient alors

(ﬁ%—v)jK(a, Bl=la—a)u®v® +20—8b)uv(u+v)+ (c—e) (W + 4uv + 0%

+2(d—d)(u+ v)+ (e—e)=o0.
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w et v étant variables et indépendantes entre elles, comme le sont ¢ et 8, cette

identité exige que
(29) a,=a, by=>, ¢c,=¢, di=d, e =e.

Ce résultat s’obtient encore aisément en identifiant (27) et la premiére équation
(28), compte tenu de la deuxiéme.

Enfin, supposons maintenant que e =9 + 70, §=5—10, 9, 6 étant réels;
w et v doivent prendre des valeurs imaginaires conjuguées, et de méme «’, v'.
Par conséquent les seconds membres de (28) doivent étre imaginaires conjugués
en méme temps que u et v; pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que les
coefficients, égaux chacun & chacun d'aprés (29), soient réels. Nous avons ainsi
démontré que les fonctions 279 cherchées sont les différences de deux intégrales

tmaginaires conjuguées u(a), v(8) d'équations de la forme

(30) {u'(a)z———P(u)Emf+4bu3+6cu2+4du+e,
30

V@P=PW)=av*+4bv®* +6cv® + 4dv + e,

ot a, b, ¢, d, e sont cing constantes réelles arbitraires, non toutes nulles.
1l suffit de choisir les valeurs initiales «,, u(c,), %' (¢,) imaginaires conjuguées
de B, v(8,), v' (8, respectivement, pour que u(e), v(8) soient constamment imagi-

naires conjuguées en méme temps que «, B.

4. Discussion. Supposons tout d’abord que

a=b=c=d=o, €= 0.
Il vient ici B -
w="Ve, v=cVe,

ou la condition de conjugaison exige que ¢= -+ 1 ou — I suivant que e est

positif ou négatif. Par conséquent,
u=VEa+u0, v=eV§ﬂ+vo,

u,y, v, désignant deux constantes imaginaires conjuguées. On en déduit enfin

Ve Uy — Vg
o= (a—sf) + =
¢ n'est fonetion que de ¢ ou de . Un simple changement de notation permet

de supposer qu'il s'agit de 6, ce qui conduit & faire e = + 1, et ¢ > 0. On a ainsi
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{9=V§0+90,

(31) _
' z=Ve17+zo,

00, 2, désignant deux constantes réelles quelconques. Les surfaces de révolution
§= C*% et n= C% sont les cylindres de révolution d’axe Oz et les plans z = C'e,
I1 est indiqué de faire e=1, g, =2, = 0 ce qui ne restreint pas la généralité.

Il vient alors
=0, z=y,

done
(32) gi)=—0C  hO)=+ G

C désignant une constante arbitraire. Quant a f, il est commode de le prendre
égal & 1, ce qui donne, grice & (19),

I
(33) rif=o0,  sO) =55
En posant
(34) (i — m2> C = n®

ol n est une constante complexe quelconque, les équations (21) correspondantes

2 2
Jd T, dT+(n2~ni)T:O’

s’écrivent

d6® T8 d6 6
(35) ay
—— —n?N=o.
l dn*

La premiére de ces équations est 1'équation de Bessel, d’ou la forme

N Ch cos
(36) T (n0) X gp (12) X 5o ()

des harmoniques cylindriques, ot m et n sont deux paramétres complexes arbitraires.

5. Supposons maintenant
a=b=c=o0, d==o.
Il vient!

! La lettre »d» aux premiers membres et aux numérateurs est le symbole de la différentiation.
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du dv
dOl:-T—__j:—_y d -
Vaidu + e Vadv + e

dont l'intégration donne

u=d(a -~ “0)2‘—4ed’ v=d(ﬂ_ﬂo)2"4id'

oy, B, sont deux constantes imaginaires conjuguées, qu'on peut annuler sans

restriction. Il vient alors

et par suite, & une translation prés paralléle & Oz,

{g=2dn0,

(37)
z=d(n* — 6.

Les- surfaces n—= (C% et 0 = C%* sont deux familles de paraboloides de révolu-
tion d'axe Oz et de foyer 2 =o0. D’autre part,

A0 1 I
o e 2
done
I, I
(38) g(")):?-r C, h(0)=§§~—0,

C étant une constante arbitraire. Avec f=1, il vient en outre

I
7"(’)7)—577’ 8(0)——5701

AN 1dN ( mz)
=22 (=) N=o0,
dng* 1 dy *
(39)
AT 1dT 2 A\
¢w2+566+(—”“_m)T °

Ce sont deux équations de Bessel, ce qui donne la forme connue des harmoniques

paraboliques
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Jm m

(40) v lm) X (G n6) X %3 (. ).

sin

6. Lorsque a =b =0, ¢==o0, les équations (30) donnent

(41) a:f/—;-d_u_,;= Iﬁ — - —
Vecu + 4du+e Vée ]/(u d)*+3ce—2dz

Si P(u) est le carré d'une forme linéaire, 3ce — 2d* est nul, et (41) donne

u = :__(_i + 61/67[‘ (a—ao) ’

3¢
on a de méme
d

== —— — eSVgE {8 — %)
3¢ ’

¢ étant égal 4 4+ 1 ou — 1 suivant que ¢ est positif ou négatif, et «,, g, étant
2 constantes imaginaires conjuguées. En permutant au besoin les lettres 7, 0,

on peut supposer ¢>o0, e= + I, puis ¢,=pf,=0. On peut méme supposer
6¢=1, ce qui donne '

= —2d+ i v:f-zd_i-eﬂ—i@,

et, par suite, a une translation prés paralléle & Oeg,

0=c¢e"gin 0,
(42) {

2=¢"cos 0.

Les surfaces correspondant & ce cas sont une famille de cones de révolution d’axe
Oz et de sommet commun, et les sphéres orthogonales.
D’autre part,

dio 1
¢ sin? @’
done
I
(43) gln)=0, h(ﬁ)—m‘a

Suivant la valeur adoptée pour f, on obtient des équations différentielles de
formes varides, mais qui peuvent rester classiques. Par exemple, /=1 donne
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(44) ' 1'=;—, s=£cot 0,

et par suite, en posant

(45) (i*mg)C+i=—n(n+ 1),
A?N dN
— +———nn-+ 1) N=o,

6
(46) a2 T arT m

2
W“f' cotﬁﬁ-% [n(n+ ])—M]TZO.

La premiére équation admet les intégrales particuliéres e"%, ¢e~(»+1% la seconde
est une équation de Legendre d’argument cos . On obtient ainsi la famille des

harmoniques sphériques classiques

en o cos
(47) it 03 % g (cos ) X . ~(m ).

Observons que €? est la distance du point courant {g, 2, ¢) au centre des sphéres.

7. Etudions maintenant le cas ol a =b=0, ¢=+0, 3ce—2d®*+o0. (41)

donne
d Vad®—6¢e —
%+ 3*0————*&* ChVéc(a'—ao),
on a de méme
d __eVyqd®*—6ec — )
@+g—c———-—r Ch V6c(ﬂ—g?0),

o, et B, doivent étre deux constantes imaginaires conjuguées, et ¢ = t 1
suivant que 4d®—6ce est positif ou négatif. On peut supposer que ¢ est
positif, en permutant au besoin les lettres 5 et 6, et ensuite que ¢, =@, = 0.
Etudions tout d’abord la solution relative &4 4d* — 6¢e > o0. En posant

V4d”—6ce_
6¢ =7
et en remplacant 7, 0 par ., 9 il vient
PP Vel Veo
d . d .
(48) u=—§~c+70h(n+z0), 1;=—§—0+y0h(17—20),
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done, 4 une translation prés paralléle a Oz,

{szshn sin 6,
z=yChn cos 0.

{49)

Les surfaces 9= C* sont des ellipsoides allongés homofocaux, d’axe de révolution
Oz, et 6= C%* les hyperboloides orthogonauz, & deux nappes, les foyers étant les
points 2= *+ y sur Oz. D’autre part, il vient

1 1 1

e Ty Tt e

d’ot résulte

. I :__L~_ ‘ — (lte
(50) 90) = gar + O DO~ g C, 0= -
Aveec f=1, on a
1 1
(51) V——Z—cothn, S—Ecotﬁ,

de sorte qu'avec la notation (45), les équations différentielles (21) associées sont

d* N dN m? -
J d7]2+00th nﬂ—~[n(n+ I)+S?17—]ZV—O,

(52)

0 -

2T arT m?
1 g0t T coté’ﬁ-f— [n(n + I)——S.m—.zeJT—o,

ce sont des équations de Legendre d’'arguments Ch # et cos 6 respectivement.
On a bien ainsi les harmoniques des ellipsoides allongés
pm pr

n n cos
on {Chx) X " (cos 8) X <in (m o).

8. Soit maintenant 2d*— 3¢e << 0. Posons

Vad® —6ce .
e T

y désignant toujours une constante réelle. L’expression (48) de » est rem-
placée par :

(53) u=-%+iy Ch (y +46),

done, & une translation prés paralléle 4 Oz,
38—3932. Acta mathematica. 71. Imprimné le 12 septembre 1939.
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{e=7Chnecosd,
(54) .

= — y Sh ¢ sin 6.

Les surfaces 5= C%* sont des ellipsoides aplatis, homofocaux, d’axe de révolution
Oz, et 0= C% les hyperboloides orthogonaux, & wne nappe. On voit tout de

suite que
R - r 1
0 1¢ T osd Ch' g’
done
. I I
(55) g(’?)—_—"éhTE‘FU, h(@—m—()
La valeur f=1 donne d’autre part
(56) VZéthn, s=—étg0,

de sorte qu'avec la méme transformation (45), les équations associées sont

N dN m?
( IW+thnﬂ_[n(n+l)_-—0h277]N—o’
57)
d2T flT . m2
lﬁ"tgeﬁ+["(”* = o] 7

Ce sont deux équations de Legendre d’arguments respectifs ¢ Sh 5 et sin 0, et

l'on obtient les harmoniques des ellipsoides aplatis

m m

" (i Sh o) % " (sin ) X o0

o “in (m ).

¢

9. Nous arrivons maintenant au cas o P(u) est du troisiéme degré en u,
c'est 4 dire que a =0, b+ 0. En posant

4 I

la premiére équation (30) devient I'équation suivante en e, p,

dp\?
(59) ~ (Zi%) = 49" — gop — 0,

ol
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ge=3c"—a4bd, gg=2bcd—ble—c®

sont essentiellement réels. Il résulte de la que, si gf — 279+ 0, p est la fone-
tion elliptique de Weierstrass (¢ — ay; ¢s, g;) d'invariants réels g,, g,. Si
93 — 27 93 = 0, des calculs élémentaires montrent que

90, 99y

39 | 2
(60) p 92 29, 2g2( !
Dans le cas général,
' 1
“Z_ﬁ-}-zfp(a—do; g2 0s),
c I
P = — 30 + 3{,0(5"50? 92 93);

les poles de u et v devant étre imaginaires conjugués, «, f, doivent étre eux-

mémes imaginaires conjugués, et I'on peut méme les annuler. Cela.suffit d’ail-

\

leurs, de sorte qu'en négligeant une translation paralléle & Oz,

I

[e=;ﬁMWu9%%%-M&gm%ﬁ

(61)
Izziz[so(a; 925 95) + 9 (85 92, )],

avec e =1 + ¢80, B=1n—1¢0. Observons que, dans la formule d'addition

T4

la réalité des invariants g,, gs entraine celle de p17, p'7, p(20), tandis que o’ (¢ 6)
est imaginaire pur; et l'on a ‘

1 p'np(e0)

¢ 2¢b [pn— p@ )

(62) ) T
_ 1 [9%n + "2 ‘ol
¢ 4b{[{p¢7-—fp(z’0)]2 rpn—4pld )}

oit b est un paramétre d’homothétie. En posant A= p 9, 4= p(¢6), on voit tout
de suite que
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o= — L U pim g —gyn—gy)
40 : (A — n)*
(63)
_ 1 4kpl+u)— g A+ ) — 20
4b (A — w)?

et, par conséquent, que les courbes méridiennes n = C%, 6 = Ot sont deux fa-
milles de quartiques. Leur étude se fait d’ailleurs aisément sur (62). ¢ et z ne
peuvent devenir infinis que pour A=y, donec pour = % ¢6, i une période
prés. S'il g'agit d'une courbe de parameétre 6, on voit que lorsque % tend vers
160 (6= £ 1),

—& p (20)°

2iblpn—pUo)

R O

2blpn— o0

QN
ZN

donc ¢ ~7ez. Ces quartiques sont circulaires. Coupons une courbe (62) par

une droite isotrope du plan de ¢, 2

(64) z—C+eg19=0;

les points de rencontre sont déterminés par 1'équation
I ﬁn*eﬁﬁﬂr :
| —pn—pd)=0b(,
4[pn—p@® pn—plif) =58

c’'est & dire

(65) : pln +ei6)=5¢.

{ étant donné, posons

la solution de (65) est
(66) 7+ ei0 = t y + période,

ce qui donne, pour chaque direction asymptotique, deux points de rencontre a
distance finie, quel que soit {. Il s’agit donc d'une quartique bicirculaire. La
sécante (64) devient une asymptote pourvu que (66) fournisse un point & I'infini,
c’est & dire une solution de la forme 5= 1 76. 5= — &¢0 correspondrait a
une valeur infinie de {; les asymptotes correspondent donc aux valeurs 7= 26,
c'est & dire 4

T y=2¢70 + période,
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done

(67) Cz%p(zw)-

Il existe ainsi une seule asymptote double pour chaque direction cyclique, (67)
étant le point de rencontre des deux asymptotes. Les courbes § = C* sont des
guartiques bicirculaires admettant des rebroussements aux points cycliques, autre-
ment dit des Cartésiennes. Il est bien connu qu'une telle quartique a un axe de
symétrie et ¢ foyers, 3 & 3 en ligne droite. D’ailleurs, pour que ’équation (66)
ait une racine double en 7, 4 une période prés, il faut et il suffit que — 46 + y
et —¢70 —y différent d'une période, c'est 4 dire que y soit une demi-période.
Avec les notations habituelles des fonctions elliptiques, les valeurs correspon-
dantes de b{ sont e, e; e;; il y a bien trois foyers sur Oz, dont un seul ou

tous les trois sont réels. L’'équation aux cotes de ces trois foyers est ainsi’

(68) 40— —%=o.

Les courbes 6 = (' constituent une famille de Cartésiennes homofocales, d'axe
Oz et n=C* sont également des Cartésiennes homofocales, ayant les mémes
foyers que les premiéres. Le point de rencontre des asymptotes d'une courbe
n=C%* a la cote

(67) L= plen).

Pour former 1'équation cartésienne de ces ovales, observons gue I'éguation
générale d'une Cartésienne d’axe focal oz, et dont les asymptotes se coupent

en ¢ =0, 22%9(22'0), est de la forme
2
(69) [92+52—~—2—30(2z'0)z+A] — 2Bz + UC=o0;

I'identification de (68) avec l'équation aux foyers de (69) donne

1 Aveec la variable initiale z + {9 = w, l'équation de ces foyers est P(u)=o0; en effet,
2(nq, 0) +i0(xn, 0) —u =0 est I'équation des points de rencontre de § = Cte avec la droite iso-
. 6z .0 , .
trope 2 +i¢—wu=o0. Il y a une racine double pourvn que 5% +20-$ =0, c'est & dire
d u(e)
do

= 0, donc P{u)=o,
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A 8pl2ib)

4b*
pA4p2i0) —gp(2i0)—g, ' (246)
o b3 A
C 1 .
=590
on obtient ainsi I'équation générale
- 2
g0 (e —ater B o) — (ar-fr— Bl +i—o

ou {= ;—p (24 6) ou %gp (27m) peut &tre pris comme paramétre variable des courbes

§=C%* et n=C* TLa Cartésienne la plus générale admettant 1'axe Oz, et dont
le barycentre des trois foyers situés sur Oe est l'origine, dépend de trois con-
stantes arbitraires; par conséquent, les surfaces obtenues ici sont les cyclides de
révolution dont la méridienne est la Cartéstenne la plus générale d'axe Oz; chaque
Jamalle étant constituée par des ovales homofocales. (70) est du second degré en £,
de sorte que, par chaque point du plan (2, g), il passe effectivement deux Car-
tésiennes de la famille, orthogonales entre elles.

Ces résultats valent pour le cas particulier ou g7 = 27 g3, car la formule
d’'addition de la fonction de Weierstrass s’applique a la fonction (60), qu'il suf-
fit de substituer dans les formules {61). Deux des trois foyers situés sur Oz
sont confondus, ce qui se traduit, dans (70), par 'annulation du discriminant du
facteur de 22+ . On a des Cartésiennes & point double, c'est 4 dire des
limagons de Pascal ou des cardioides.

Revenons & la recherche des harmoniques. Nous avons

(71) dio=I (@ = o (@) (8) =225 L,
done, en vertu de (61),

T, pagf .

ot e oa—pB®

grice & la formule d’addition, ceci s'écrit encore

(72) gdie=alple + f—pla—pl=4lplzn) —p(2i0].
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Par conséquent,
(73) g =4p2n +C hO)=-—4p(2¢0)—C, C=Cr.

D’autre part, r(n) et s(6) sont nuls si Ion choisit pour f la valeur I;: En
4
posant

t-we-en

les équations (21) s'écrivent

Zfﬁ%_[(’”“i) pl2n) + k]Nzo,
E%i—[(mz—i)@(ziHH Ic]T=o.

. . 4 e s I )
Ce sont les deux mémes équations de Lamé, d'indices m —3 et k, et d’'arguments

(74)

respectifs 27, 276. En désignant par th_% (29; g4, gs) une intégrale de pre-

miére espéce de la premiére équation (74), et par FE_, (27; g,, g;) une inté-
2

grale de deuxiéme espéce, on voit que les harmoniques associés aux cyclides (70)
sont de la forme

EY E* _,

pn—plo) m—} Lo cos
(75) VW’T@ X an_% (21) X Fiﬁ-g (226) X “in (m o).

1o. Ces équations peuvent étre remplacées par des équations de Legendre

lorsque g; — 27 g5 = 0. Faisons toujours @, = f§, = 0, et changeons les notations

_ g
de n, 6, de facon que 298y + ;6) devienne ‘M. On est ainsi ramené
U] gon ¢ 2 g, 7 2

: N 1 ) . g I I . y paTs
‘au cas ou ?z——g, c'est & dire 9= 1 9= " g Au lieu d'utiliser la
I
2

formule d’addition de la fonction de Weierstrass, formons directement

2 Chp—cosf’

PR . .
cob ¢tm  sin 0 4 ¢ Sh g,

il vient alors, grice A (58) et (60),

4o — A_”L_L_Lsin20~8hgn+2isini8hjn
z ZQ"M'—‘ Zb 6b 4b (Chn_cosg)éf

’
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de sorte qu'a une translation prés paralléle a Oz,

. 1 2s8n88hy
= T4 b(Ch p — cos 6)
(76)
, 1 Sh¥np—sin®6
4b(Ch  — cos 0)®
(72) devient ici
I 1

1 :> 2 eg— L 1
o 4,9 = coth® 5 + cot Shy 4 sin® 0

d’ott - A ,
. 1 — __I_\ — — te
Faisons enfin f=Ch 5 — cos ¢; il vient
e _ 1T .
off= stmﬁShn,
done
(78) rin) = —; coth , s(6)= i cot 8.

On retrouve ainsi les mémes expressions qu'au paragraphe 7, donc les équations
(52) de Legendre. Les cyclides dont le méridienne est une Cartésienne ayant un

Joyer réel double admettent donc les harmoniques

(79) (Ch 1 — cos 6) X ** (Ch )XPZL(O 6) X ° (m @)
i 8 g n Q;nc 8 gin M P)-

Ce résultat se rattache & la remarque faite au § 2, car une Cartésienne a point
double est l'inverse d’une conique par rapport a un foyer; le cas des coniques

ayant un foyer réel sur Oz est bien celui traité au § 7, le rapport
L=Ve T —a)
fourni par la formule (23), ot l'on fait z,=y, étant justement égal & Chy— cos@.

11. Il ne nous reste plus qu’a étudier le cas général ol

Puy=au*+4bu®+6cu*+ 4du + ¢ a+o0
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est effectivement du 4° degré. La raisonnement fait en note, au § 9, montre
que les courbes 0 = C% et = (' définies par ‘

z+ido=u(p+170),
(80) (%)= P,

ont quatre foyers réels dont les affixes sont les racines de P(u)=o0. Les coef-
ficients de cette équation étant réels, Oz est axe de symétrie de leur configura-
tion. Il y a douze autres foyers, imaginaires. Parmi les seize foyers, quatre
sont sur 0z, réels ou imaginaires. Bien éntendu, ces nombres sont relatifs a
des foyers simples, c'est 4 dire au cas ol les 4 racines de P ()= o sont dis-
tinctes. Ces courbes dépendent de 5 paramétres essentiels, car ¢ peut étre
multiplié par une constante réelle arbitraire.

On sait ramener la résolution de (80) & celle de 1l'équation traitée au
paragraphe g, grice & une transformation homographique de u. Reproduisons
ce calcul classique, dont certains éléments vont nous étre utiles.

u, désignant une racine de P(u)= 0, le changement d’inconnue

{81) =, + lU:
transforme (80) en
auy® ., I | G : 1
62) (Ta) — Pl U+ P U L) U+ L),

(81) est une transformation anallagmatique résultant d'une translation de wu,
représentée par — #, suivie d'une inversion de pdle v = o0, et d'une symétrie
par rapport & Oz. Si P (4)=o0, u, étant réel, la translation est paralléle &
Oz, et les courbes définies par (80) résultent de celles étudiées dans les para-
graphes antérieurs au N° 9, par une inversion dont le pdle est sur Oz. Les
surfaces en question sont alors les tores, a points multiples réels, et les sphéres
orthogonales, ainsi que les cyclides inverses d'une quadrique de révolution par
rapport 4 un point de son axe. Les harmoniques correspondants sont déter-
minés aisément & l'aide de la formule (23).

D’'une maniére plus générale, (81) équivaut & une inversion dont le péle est
sur Oz toutes les fois que wu, est réel. Si P'(u,) & 0, les méridiennes correspon-
dantes sont les quartiques inverses d'une Cartésienne par rapport & un point

39—3932. Acta mathematica. 71. Imprimé le 12 septembre 1939,
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de son axe de symétrie; on peut encore dire que ce sont des quartiques bicircu-
laires & axe de symétrie ayant un foyer réel sur cet axe.

Ne réclame une étude particulidre que le cas ot P(u) =0 n'a aucune racine
réelle, de sorte que les quatre racines sont simples, ou constituent deux racines
doubles imaginaires conjuguées. Traitons d’abord ce dernier cas, od P(u) est le
carré d’'un trindme® Awu*+2Bu + C, & discriminant 4 ¢ — B?> 0. Soit

du 9
(83) da—Au +2Bu+ C.

La condition de conjugaison exige alors que

dv ;
a—ﬂ—AL 4+ 2Bv+ 0.

L'intégration de (83) donne tout de suite

on a de méme

B VA(C—B | e
i AﬂfthA(/—B B — 8.

v= —

Comme dans les paragraphes précédents, on peut faire «,= 8, = 0, et remplacer

R ) 6 — ¢
VAC— By +i0) par 74~2¥“—7- Enfin, en posant

Vac—B_
g A 7’
on est conduit aux expressions
B 0—in . B 0+ iy
(84) w=— "7 +ytg— — @.——A—Fytg P

done, 4 une translation pres paralléle a Oz, a

___—yshy
Q_Chn + cos 6

(85)
. ysinf
~ Chy + cos 8

! On peut toujours supposer que A, B, C sont réels en changeant au besoin « en ¢ e, c'est &
dire 5 et § en § et —# respectivement.
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Les surfaces 0 = (' constituent les tores a point multiples imaginaires com-
muns, d'équation

o'+ 22+ 2yzcotb—y =0,
et les surfaces o= C% le faisceau des sphéres orthogonales
o®+ 22+ 2yp coth 9 + y*=o.

D’autre part, (85) donne

I 1
?419 éﬂé ’
done
(86) g =<5 +C  hO=—0C =0

Sh? g
La valeur f=V'Ch 5 + cos 6 conduit d’ailleurs aux valeurs

(87) r=é cothn, s=o,

et, par suite, en conservant la notation (45), aux équations

a*N dN m?

[ d'ﬂ? + COthﬂZl’—’; — [% (H + I) + %ﬁ] N=o0,
(88) .

d® T r\?

lﬁ'g*"(%—}-;) T =

On retrouve bien les harmoniques des tores sans pornt multiple réel sous la forme

connue

m

— P} cos 1 cos
(89) VChy + cos X ZL(Ch n)xsin (n+5)0><sin(m(p)'

12. Il ne nous reste plus qu'a étudier le cas général ou P (u,) = o, et
nous pourrons méme écarter de la discussion I'hypothése que #, est réel. Pour-
suivant la transformation de l'équation (82), posons

P (u,)

(90) U= — 61)1(“0) +

on retrouve I'équation (59), avec
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o — P (uo)® — 2 P (o) P (1)
2 3

48
_ P (e — 9 P (ug)) PV () P (wg)
93 6 - 24 92 24

Ces coefficients, qui ne dépendent pas de la racine u, choisie, sont les invariants

de la forme 7)4P(;) relativement an groupe linéaire normal, soit

=ae+ 3¢ —4bd,
(o1) {gz 3 4

gs=ace+ 2bcd —ad®— b2e—c®

Iis sont réels. Les zéros de P(u) sont transformés en l'infini (homologue de w,)
et en les trois racines de 4p®— g,p — g; = 0. Ces trois racines sont distinctes
en méme temps que celles de P(u)=o0. L’une d’entre elles, soit e, est sfre-

ment réelle. Ces remarques faites, posons
(92) & +id =pl+ib; gs, g5

Nous savons que le systéme d’équations

(93)

défini par (92), représente deux familles orthogonales de Cartésiennes homofocales,
d'axe Oz, qui sont les courbes 6= Ct 5= C* Or, on passe de z+7¢ &

Z + i¢ par la transformation anallagmatique

I .y
;P (“0)

(04) £+ i0=1t+ - '
Z+4i0 — 2—4P (uy)

Nous avons ainsi démontré que les courbes 8 = C', 5 = C* représentées par la

solution correspondante

(95) {Z:Z("’ 6),

e=e(n 0
de l'équation (80) sont deux familles de quartiques bicirculaires homofocales d’ axe

de symétrie Opz. Cette dernidre propriété résulte de ce que la configuration des
foyers admet cet axe de symétrie, comme nous I'avons fait observer au début
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du paragraphe 11. Ce sont d'ailleurs les quartiques les plus générales de cette
nature puisque’elles dépendent de cinq paramétres essentiels.!
Nous savons a priori que ces familles de surfaces possédent des harmoniques,

4,0

2

mais il nous faut connaitre ¢ et surtout pour déterminer le facteur fixe
S(n, 6) et les équations (21). Malgré la complication du second membre de (94),
il est remarquable que 515419 g'exprime trés simplement en fonction de «a, 3, ¢,

d, e, et méme & l'aide des invariants g,, g, seuls. Pour le voir, posons

u0=Zo + Z’QO)

Uy .
(96) ZP (o) =4 + i B,

I 4 ’ . 7
ZP,('MO):ZO + 7 g0,

et déterminons ces éléments, autant que possible, par la condition (24), que nous

savons &tre remplie. (94) s'éerit alors

. A++<B
- + - =TT T !
(97) ez tile—e) = T e
et nous savons a priori que le point (o, go) est sur un cercle directeur réel de
la Cartésienne (¢op &= o0), ou sur l'axe Oz lui-méme (g = o), puisqu’il est le pole
d'une inversion qui transforme cette Cartésienne en une quartique a4 axe de

symétrie. Il résulte de (97) que

)
(A + ZB)d—O;

du_ _
dea ¢/ — a0 + 2(o' — @0))*
donce
del?
A® + BY|F
dul? ( Id“ 410
8 A.0=]1— ="¢;'/—‘“"T—;—‘“:A2 B 7 ’ ! ’ /22
(98) 1= 7a (= 20 + (0 — o0)¥? (4*+ )[(e — 20)* + (0" — o0)*)?

D'autre part, (97) donne

1 D'ailleurs, comme les Cartésiennes dont elles sont les transformées anallagmatiques, les
quartiques homofocales définies par la donnée de P{u) forment une famille dépendant d’'un para-
meétre, dont deux éléments passent par chague point du plan.
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B — z0) — Ale'—o0)

(" — 20 + (¢ — €l

0= gyt
c'est a dire
0,2+ 0 —2ms +2n9 +1
(&' — 20)° + (0" ~ 00)?

b

(99) 0=
ol m, n, [ représentent les constantes

’ B ’ ’ A- 72 72 ’ /’
(IOO) WZQOZO—;a n = — Qogo“}‘—z— ) ZZQO(ZO +Qo)+AQo—BZO

(08) et (99) fournissent done l'expression

I

J ’
g o=+ B L0

02+ %) —z2me +2nd + 1

A laide des variables a=1n+ 70, B=5—16, ¢ et 2/ ont les valeurs (61), et
4,0 est donné par (71), avee b==1. 1l vient donc

1 p o B
o1 —~Ad,0= (A% + B* ! - =
(ro1) gt 18 ( )[eoww—(m+zn)soa—(m~mmﬁ+l}‘

et 'on doit exprimer que

2 2
(102) (i *_0._) _d.l.ég:o

On a tout d'abord

1.0 Ao _pTap'8 69 cpap’Blopf—m—in)
Az + B2 0012 02 [ ]2 ]3

4 6{@'30550',6’(@([,30]{1—771 —_in)g’

ou le crochet en blanc est le crochet au second membre de (101). La dérivée
analogue par rapport & @ s’en déduit en permutant « et 8, et en changeant ¢
en —z. Compte tenu des expressions
r — 2 . —gj,
p a=6p°a ”
’

" ’
p a—-Izg)aso o,

I'équation (102) 8'écrit, aprés division par 6p ap'f[ 4
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(103)  z2lpa—pB PP—{p"alops —m—in)—p"Blope—~m+in}| ]
+ plalopB—m—in) —p Bleypa—m+in?=o.

Le premier membre est un polyndéme entier en A=pa, u=pg, qui doit
étre identiquement nul. Pour p =4, il se réduit a

2¢np’algp’a—z2mpe+ 1) —ainpalopa—m),

dont le terme en A de degré maximum est —47ng,A*. Une premiére condition
est donc ¢,7 =0 et nous savons que nous pouvons nous borner & l'examen du
cas ou

(104) , n=0, g%+ 0.

Dans ces conditions, chacun des groupements de termes au premier membre de
(103) est divisible par A — u, et la division faite fournit l'identité

‘ 1
2{eohp —m@ + @) + I? —[6eolu~6mu +u) + ;9092] leodue —m(A+ u) + 1] +

+ 4084 p* —8oomApn(d + p) + 4m* (A4 p)® + (659, —4am?)Ap +

+ 05952 + 1) — gam® — 20,9,m

Il
o

qui, toutes réductions effectuées, s'éerit
1 I
(;9302 — 20! —4m’)du+ (eﬁgs t 0 gam + le) (A + p) +
+ zl(l— i—gog2) — 29,0sm — gzm®= 0.
Le systéme des trois conditions ainsi obtenues
LI 2
S @ —2el—4mi=o0,

I
g§g3+ggog2m+ 2lm=o0.

ZZ(Z*iQO 92) —20,gsm — gym® =0,

équivaut aux deux équations
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TS R
4 @ 92 %

(105) .

4 (ﬂ) — gt —gy=o0

Qo * 00 ’

En désignant par e; I'une des racines réelles de 4p® — g, p — g5 = 0, ou l'unique

racine réelle, les conditions cherchées pour que (102) ait lieu sonmt, si g, + o,

(106) n=0, M= Qe l=—2go(ei’—%2)-

Ces valeurs, portées dans (100), donnent ensuite

(107) A = — 20,0, B=12¢,(cb—¢),
et
962+262——2elzf)—2ef+'q—2=0,
4
c'est a dire
(108) o+ — el =3 =T = (01— ) (e — o).

Cette équation confirme une remarque faite plus haut, le cercle directeur en
question ayant pour centre le point e;. Ce cercle passe par les deux foyers
réels de la Cartésienne d’'affixes e¢,, ¢;, si ces deux racines sont imaginaires con-
juguées; et ces deux foyers sont inverses par rapport i ce cercle si e, et e; sont
réels. Dans ce dernier cas, ¢; doit étre une des racines extrémes du trio, pour
des raisons de réalité.

Réciproquement, la Cartésienne étant dounnée, g,, g, €, €, € sont déter-
minés dés qu'on fait b = 1 dans l'équation (70). 2o peut étre choisi arbitraire-
ment, go est déterminé & l'aide de (108), puis (107) définit A et B si 'on se
donne g¢,. 2, est arbitraire a priori, puisqu'il représente une translation paral-
léle & Oz. La quartique est ainsi définie a l'aide des cinq paramétres g,, ¢s,
Z0, 0o, 25, qui peuvent étre substituées 4 ceux mis en évidence par l'intégration
de (8o).

Revenons a l'expression (101) de édlg. Compte tenu de (106), (107), (108)

il vient
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I — 4(e, —e)le, —e)p'a ff)’ g :
(109) T e — ) B — ) — o1 — ) (e — e

les identités connues
[80 (@ + ?/) — ¢ [SP (.’I: — ) — ] — (91 — ) (31 — ) =

_ [(%’x —e)® — (e, — ) (e — ¢y)] [(P y — )" — (e, — e5) (e, — )]

k)

(pe—py)?
pra e [PE Ol = o el =],
o'z
transforment (109) en
(110) L _ 4l —e)le,—e)p ap' Slon— pl0)*

¢ T g (0P plen) —ellp(zif) — o
Enfin, I'identité

ol — PO
plety)—ple—y (px—py)
transforme (110) en
‘149:‘" 4(91_92)(81"83)80"160,‘3 .
T (pa—pB)llpzn) —ellp(226) — e

4(e, —e)le, —e)) [p(2m) — p(276)]

(VL DS R SO, A 1 OV NS A L2y

[pl2n) —ellp(2¢6) — e

c'est a dire
1 I

1
(111) 55419:4(61—02)(el—e3){%)_(—2-’7)»—_»z_ﬂém__e_lj;,

qui est bien de la forme ¢ (n) + h(6).
Remarquons que l'on aurait pu déduire (111) de (109) en utilisant cette
forme, connue a priori, de (712419. Pour 6 = o, (109) s'éerit en effet
4(e; —eg)(e, —e)) p 4le; — &) (e, —¢y)

gl + hlo) = (pn—e) — (e, — e5) (e, — e3)]? - pl2yg) —e ’

et, de méme, 7 = o donne
40— 3932. Acta mathematica. 71. TImprimé le 1 novembre 1939.
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_ 4l —e)(e;—ey)
g(O)‘I‘h(a)——""W)—;el s

avec
g (o) + h(o)=o.

En résumé, on a

4(01 — &) (91 "_‘93) + O

(112) plzn) —e
112
h(g)__“_(ﬁ;'%w_a

- p(276) —e,

ou C désigne une constante arbitraire.

Il ne reste plus qu'da prendre f= L, pour former les deux équations dif-

Ve
férentielles (21) associées. » et s sont nuls, ce qui donne enfin, aprés division
par * 4, les deux équations semblables

BN (E — mg) (e; — eg) (6, — €5)

4 I 2) Y —
+(F=m) S (N =0,
d(zn)* . pl2n) — e (4 "1 ©
(113) 1
L2 — —_—
PTIN  is he O e (=) C L=
d(2:6) (276) — ¢, 4 4|

L’expression (99) de ¢ se réduit ici i

_ (80 a—e)lpf—e)— (61— e5) (e '__;E.‘Q
(14) e=e (pa—2z0—ion)(pB— 20+ 200

(pn—e)— (e — &) (e, — &) [({? (6) — &))" — (e, — e5) (e, — #,)]

=0 i -

lpn—p0)* [p @ —-‘;IiP” (uo)] [305- im]

mais est bien compliquée quand on l'explicite en fonction de pn et p (i 6).
Les équations (113) sont du type

(r15) 4 N B
d (e, — es) (e, — &) 0% — o +kijd=o0.
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En posant px =£, on obtient la forme algébrique

(116)  4lE—e)§— e E—e) T +2 (35— 2) 55 -

I
m?— ~

— ?——f + k[ (e—e)(e,—e) 4 =0,

qui est une forme d’équation de Lamé généralisée. Ses points critiques sont
E=e, €, €, ©. Ils sont réguliers, et l'on voit tout de suite que les exposants

P I . m 1
caractéristiques sont o, 5 pour les points e,, 5, — T 5 pour ¢, eto, — _ bour

e

E=o. En désignant par (?Z_ 1 (z) et gfn_% (x) deux intégrales distinctes de

(115), les harmoniques des cyclides de révolution générales sont de la forme

& &
(117) L T E G ) TR i) % %% (mg)
Ve~ Fo_y " Fay sin. 7

ol ¢ a l'expression (114).



