UBER EIN HILFSMITTEL ZUR GEOMETRISCHEN BEHAND-
LUNG DER PICARDITERATION".

Yox

THEODOR ZECH

in DARMSTADT.

1. Yorbemerkungen. Unter den Fiillen, in denen die von Picard® zum
Existenzbeweis benutzte und spiiter u. a. von Lindel6f® und Bendixson* bearbei-

tete Iteration bei einer gewéhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung

dx
(1) =g (¢ o) (z:d—t)
zur Losung fithrt, sind zwei besonders wichtig: 1. Die rechte Seite g(t x) ist
stetiz und geniigt einer Lipschitzbedingung; 2. die rechte Seite ist stetig und
in x monoton wachsend. Der erste, von Picard betrachtete Fall ist bekannter.
Der zweite, von Bendixson untersuchte ist dem unmittelbaren Verstindnis
zugé’mglichef. Es liegt nahe, die Monotonievoraussetzung von Bendixson geome-
trisch zu deuten. Wir werden das tun und hauptsichlich geometrisch einen dem
Bendixsonschen #hnlichen Satz beweisen. Die dazu nétigen Uberlegungen fithren
wir so, dass sie sich auch fiir weitere Klassen von Differentialgleichungen, z. B.
die unter 1. genannten, abindern lassen. Unsere Absicht ist dabei, einen Stand-
punkt zur einheitlichen Betrachtung verschiedener bisher getrennt untersuchter
Konvergenzfille zu gewinnen und fiir sie einheitliche anschauliche Aufschliisse
iiber das Zustandekommen der Konvergenz zu erhalten.

Uns interessiert nur das Iterationsverfahren an sich, keine etwa moglichen
Anwendungen zu IKxistenzaussagen. Wir konnen daher von den bekannten
Existenzsiitzen iiber Losungen von Differentialgleichungen mit stetiger rechter
Seite unbehindert Gebrauch machen.
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Als wesentlichstes Hilfsmittel wird uns der Begriff des »Schatfens» einer
Kurve dienen. Wir verstehen darunter einen von der jeweils vorliegenden
Differentialgleichung abhingenden Bereich, in den die Kurve eingebettet ist.
Weil er fiir eine Losung der Differentialgleichung nur die Losungskurve selbst
enthilt, bei Nicht-Losungen aber flichenhaft ausfillt, kann er als Gitekennzeichen
fiir Ndherungskurven dienen; wir werden eine Niherung besser als eine andere
nennen diirfen, wenn ihr Schatten ganz in den der zweiten hineinfillt. Es wird
sich zeigen, dass, von diesem Standpunkt gesehen, der Picardsche Iterationsschritt
jede Niaherungskurve verbessern muss oder sie wenigstens nicht verschlechtern kann.

2. Allgemeine Voraussetzungen. Bezeichnungen. Wir betrachten in der
ganzen vorliegenden Arbeit die Differentialgleichung

(1) &= g(t,x)
in einem Streifen

0o=t=t, (t, > o)
der ¢, x-Ebene; wir nehmen 7, der Einfachheit halber endlich an, obwohl #, = =
nirgends grosse Schwierigkeiten machen wiirde. Als Anfangsbedingung nehmen
wir immer

(2) xz=0 bel t=o.

Die Picardsche Iteration besteht fiir (1) und (2) bekanntlich in fortgesetzter

Anwendung der Formel
4

(3) Faea () = f 01,2 (e)] ds.
0
Ausgehend von einer Anfangsniherung z,(f), bei Picard x,(¢)= o, erhilt man
mittels (3) fiir n =0, 1, 2, ... eine Folge
(4) Lo (t)~ &y (t)v Ly (t)y LRI

von Niherungskurven (Picardfolge). Unter gewissen Umstidnden konvergiert die
Folge (4) gegen eine Losung X (f) von (1) und (2).
Unsere Aufgabe wird also darin bestehen, gewisse Higenschaften der Funk-

tionaltransformation
t

¥ (1) = f o[, 2(0)) dr

0
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oder kurz
() a* () =B {= (1)}

geometrisch zu untersuchen. Wir bezeichnen xz*(t) als »Picarditerierte> oder
>Picardverwandelte> von 2(f). Den Bereich der »unabhiingigen Funktion» x ()
schrinken wir fiir unsere Untersuchung stark ein. Um die Ausfiihrbarkeit der
Transformation (5) zu sichern, ist es bequem und ausreichend, x(f) als stetig vor-
auszusetzen. Diese Voraussetzung machen wir tmmer stillschweigend, auch wenn im
folgenden von einer »heliebigen» Kurve (bzw. Niherung) z(f), z,(f) usw. die
Rede ist.

x|

X

ntq

—

Abb. 1. Kettenbildung liefert die Picarditerierte.

-

3. Veranschaulichung des Picardschrittes. Wir werden eine geometrische
Deutung des Picardschen Tterationsschrittes verwenden, die von Vietoris® zuerst
verdffentlicht und vom Verfasser schou in einer anderen Arbeit® zur anschaulichen
Untersuchung der Picarditeration benutzt wurde. Man denke sich (1) in iiblicher
Weise durch ein Richtungsfeld dargestellt. Dann hat die Tterierte

an jeder Stelle { die Richtung des Feldes auf x(f) bei gleicher Abszisse. Man
kann sich also die Entstehung von x*(f) so denken, dass die Feldelemente von
x(t) auf den durch sie laufenden Senkrechten (Parallelen zur z-Achse) aufwiirts
oder abwirts verschoben werden, bis sie Tangenten einer einzigen durch 0,0
laufenden Kurve werden. Nach dem geometrischen Bild dieser in Abb. 1 wieder-

gegebenen Operation sprechen wir von Bildung der Picardschen Ketfe zu x ().
27387534, Acta mathematica. 69. TImprimé le 10 février 1938.
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4. Monotone rechte Seite. Der erwiihnte Satz von Bendixson! lautet, soweit
er uns hier angeht:

Wenn in (1) die rechte Seite g(f,x) positiv ist und mit x wichst, so lisst
sich ein Intervall o <¢=1t, (!, > 0) angeben, in welchem die Picarditeration
von z,(f) = o0 aus gleichmiissig gegen eine Losung von (1) und (2) konvergiert.

Max Miiller’, der sich auch mit diesem Satz beschiftigt, arbeitet mit einem
anderen x,(f), nimlich x,(¢f) =— M¢ mit passendem konstantem M, und kommt
dann ohne g > o0 aus. Mit einer Transformation der Differentialgleichung macht
man sich leicht klar, dass der Satz von Miller mit dem von Bendixson dqui-
valent ist.

Wir wollen hier die Nebenvoraussetzung noch etwas abindern und folgenden

Satz beweisen:
I. Die rechte Seite von (1) wachse monofon mit x:
g(t,zs) > g(t, ) bei x> ;.

Geometrisch: Die Feldelemente sollen auf jeder Senkrechten ¢ = konst
der ¢, z-Ebene nach rechts hin auseinanderlaufen (vgl. Abb. 2).

II. Die Differentialgleichung (1) mit der Anfangsbedingung (2) sei ein-
deutig 16sbar [Losung X (f)].

Dann konvergiert das Picardsche Iterationsverfahren (3) von belie-

bigem® x,(f) aus gegen die Lésung X (f).

Um den Beweis geometrisch moglichst bequem fiithren zu konnen, machen
wir vorldufig eine Zusatzvoraussetzung, die erst in Nr. g beseitigt wird:

III. Die Anfangsniherung x,(t) soll differenzierbar sein und »relativ zum

Feld steigen», genauer, es sei
(6) io(t) > glt,xy ()] fir t>o0

und
i, (0) = g0, x, (0)};

an jedem Punkt, den die Kurve x,(t) erreicht, (ausser 0,0) soll sie
stirker steigen als das Feld (vgl. Abb. 2). Es sei ferner®

(7) z,(0) = o.
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Abb. 2. Feld nach rechts auseinanderlaufend. Ausgangsniherung wx,(f) steigt relativ zum Feld.

AN

Bei zu rasch steigendem g¢ (¢, x) und zu grossem f{, lisst sich moglicherweise
ein derartiges x,(f) nicht fir das ganze Intervall o =< ¢=1{, angeben. Dann
verkiirzen wir dies, indem wir #, kleiner wiihlen. Die Ahnlichkeit der Zusatz-
voraussetzung IIl mit der erwidhnten Voraussetzung von Max Miiller ist deutlich.

5. Geometrischer Beweis. Zunichst ist die Picardsche Kette (s. Nr. 3)
x,(f) unserer Ausgangsniherung xz,(f) besser als diese selbst (Abb. 3). Die Kette
setzt sich nimlich aus Feldelementen von x,(f) zusammen, also nach Voraus
setzung IIT aus Elementen, die geringere Steigung haben als die Kurve x,(¢) bei
den gleichen Abszissen. Wegen (7) muss daher die Kette unterhalb'® von ,(¥)
verlaufen:

(8) 2o (f) > 2, () fiir ¢t>o.

Andererseits liegt die Ausgangsniherung z,(f) wegen III sicher oberhalb'
der Losung X (£)', so dass ihre Feldelemente nach der Monotonievoraussetzung I
grossere Steigung haben als deren Feldelemente. Die Kette x,(f) der Elemente
von z,(f) muss also iiber!® X (f) liegen, das als Lisung selbst Kette seiner Feld-
elemente ist:

() () >X({# fir t>o.
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Die Ungleichungen (8) und (g) zusammen sagen aus, dass x,(f) niher an der
Losung X (f) liegt als x,(t). Der erste Iterationsschritt hat also eine Verbesserung
gebracht.

Unser Gedankengang lisst sich auch auf x,(f) statt x,(f) anwenden. Wir
milssen dazu zeigen, dass x, () wiederum Il erfilllt. Differenzierbarkeit von
x, (¢) ist selbstverstindlich. Dass x,(f) auch relativ zum Feld steigt, folgt daraus,
dass nach (8) bei Bildung der Kette z,(t) jedes Feldelement von z,(f) abwirts
verschoben wird, also nach 1 an eine Stelle geringerer Feldsteigung kommt. Die

Abb. 3. Picardsche Kette x,(f) besser als x,(!). Richtungsfeld durch Lésungsfeld ersetzt.

Anfangsbedingung (7) ist mit Gleichheitszeichen erfiillt. Daher ist auch wieder
s (t) besser als x;(f). Durch Induktion erhiilt man fiir > o:

(10) Zo () > 2 (&) > 2, (8) > - > X (¢).

Nach (10) muss die Folge der Picarditerierten x,(t) konvergieren; es sei

lim z,(t) = 2 (¢).

T v 0O

In bekannter Weise'® schliesst man aus der Beschrinktheit von ¢(f,2) fur

0= t=t,, X)) =x=<alt)
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auf die Gleichmdssigkert dieser Konvergenz und findet durch Grenziibergang in (3):
t

2(t) = f g v, () dr,

0

dass die Grenzfunktion x(f) eine, also nach IT die Losung durch o,0 ist:

6. Bemerkungen. Die Voraussetzung II war fir das Gelingen des Kon-
vergenzbeweises nebensichlich. Sie war durch die Zusatzvoraussetzung III fast
ersetzt. Lassen wir sie fort, so konnen wir alle Schliisse von Nr. 5 durchfiihren,
wenn wir unter X (f) die Maximallésung durch 0,0 verstehen. Bei monoton in
x wachsendem ¢(f,z) und differenzierbarer, relativ zum Feld steigender Ausgangs-
nitherung z,(f) mit x,(0) = o konvergiert also das Picardsche Verfahren monoton
fallend gegen die Maximallosung durch 0,0. Bei relativ fallender Ausgangs-
niherung mit z,(0) =< o konvergieren die Picarditerierten monoton steigend 'gegen
die Minimallgsung durch o,o0.

Wir konnen iibrigens in IIT auf die Differenzierbarkeit von u,(t) verzichten.
Wir driicken relatives Steigen dann durch eine Beschrinkung der vorderen
Derivierten (D4, Anniherung von grosseren #Werten her) aus. Gegeniiber (6)
gestatten wir sogar Erreichen der Schranke. Wir ersetzen also (6) durch die
Forderung: :

(11)  Demzgitall] bei t=o

fir alle vorderen Derivierten D, von z,(t), insbesondere fiir die vordere untere
Derivierte D, x,(f). Schliesslich lassen wir in I noch das Gleichheitszeichen,
d. h. Monotonie im schwiicheren Sinne, zu. Wir behaupten, dass auch jetzt
noch die aus x,(f) gewonnene Picardfolge monoton fallend (jetzt allerdings im
schwiicheren Sinne) und gleichmiissig gegen eine Lisung konvergiert; diese braucht
aber nicht die Maximallssung zu sein. Den Beweis legt man sich leicht mit
Hilfssatz 2 der folgenden Nr. 7 zurecht. Mit G(t,x)=g[t, ()], @ ()= 2,(),
X () = x,(#) lehrt Hilfssatz 2, dass

zt)=x,(t) in o=t=st,
gilt. Mit G (¢, 2) = g(¢,2), @ ()= 2,(¢) lehrt er

zo(t) = X (0
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[X (f) = Minimallésung]. Schliesslich folgt wie friiher:
iy (t) = g [t, 2 (8)] = g ¢, ,(8)),

womit die Moglichkeit gegeben ist, wie in Nr. 5 fortzufahren.
Ebenso folgt natiirlich monoton steigende, gleichmissige Konvergenz der
Picardfolge gegen eine Losung, wenn z,(f) in folgendem Sinne relativ zum

Felde fiillt:
Dixy(t) = glt,z()] bei t=o

fiir alle vorderen Derivierten oder damit gleichbedeutend
Diay(f) < glt,zy(f) bei t=o

fiir die vordere obere Derivierte.

7. Hilfssiitze.

Hilfssatz 1: Es sei G(f,x) in 0 <t =<1 stetig und (im schwiicheren Sinne)

monoton wachsend in x:
CGlhw)z Glha) fir =
X (#) sei eine Losung von 4= G (¢,z) mit X (0) = o, ferner sei ¢ () stetig,
_ g0)=0 und D:g()> Gt @)
Dann ist
(12) p)= X in ost=st.
| Beweis: Nach Voraussetzung gilt (12) fir t=0 Wire o=t=1"

(o=<t’"<{t) das grosste Intervall, in dem (12) zutrifft, so wire aus Stetig-

keitsgriinden
¢ (tll) — X (t’/),
Daher wire

Dip(t")> GIt", o (") = G[t", X (") = X ("),

und (12) miisste noch ein Stiick iiber ¢’ hinaus gelten, im Widerspruch zur

Erklirung von ¢,

Hilfssatz 2: Es sei G (f,z) in 0 =t ={ stetig und wachse monoton mit x
(im schwiicheren Sinme):

G(t,z) = G(t,x;) bei x>z,
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Es sei X(#) die Minimallosung durch o,0 fiir # = G (t,x). BEs sei ¢(t) eine in
o=t={ stetige Funktion mit ¢ (0) = o0 und

(13) Digp)= Gt @Y
Dann ist
(14) p)= X(t) in ost=t.

Beweis: Bs sei G:(t,x)= G(f,2) — ¢, ¢>o0. Dann liegen fiir G.(¢, ),
eine beliebige von 0,0 ausgehende Losung X.(f) von 4 = G.(t,z) und das
im Satz genannte ¢ (f) die Voraussetzungen von Hilfssatz 1 vor. KEs ist also

g)=X.() in ost={

fiir jedes ¢> 0. Durch Grenziibergang ¢ — 0 erhiilt man die Behauptung'®.

8. Schatten einer Kurve. Wir setzen hier wieder II von Nr. 4 vor-
aus (Eindeutigkeit) und I, nach Nr. 6 abgeschwiicht [Wachsen von ¢(f z) im
schwicheren Sinne]'. Unter dem »Schatten> & einer stetigen Kurve x(t) verstehen
wir dann den Bereich, welchen alle von Kurvenpunkien und von Punkten der Strecke
o...x(0) der Ordinatenachse** nach rechts hin auslaufenden Lisungen von (1) er-
fiillen (soweit sie im Streifen blesben). Die Wahl der Bezeichnung erklirt sich,
wenn man die Losungen als krummlinige Strahlen einer links gelegenen Licht-

quelle ansieht (Abb. 4). Uber den Schatten lisst sich aussagen'®:
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ADbb. 4. Losungen als »Lichtstrahlen». Schatten einer Kurve x ().
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a)
b) X (#) [X (t) = Losung durch o,0!.

) Wenn & nur Punkte von x(f) enthilt, ist z(f) = X (¢), und umgekehrt.
d) Mit einem Punkt gehoren die von ihm nach rechts laufenden Losungen zu ©.
e) Wenn z*(t)= &, dann auch &* < & {&*—Schatten von z*(t)]. Vgl. Abb. 5.
f) & und jeder Querschnitt'® Q) (#) ist zusammenhingend.

2x(f).

&
S
W

o

x|

]

A

N a

\

Abb. 5. Liegt 2*{t' im Schatten von z(f, so auch der Schatten von «&*(f.

g) Die hochsten Punkte aller £ (f) mogen »oberer Rand» R(t) heissen; ent-
sprechend »unterer Rand» »(f). R(f)= + o ist moglich; desgl. r(t)=—1o. R(f)
erfiillt die nach Nr. 6 abgeschwiichte Voraussetzung III (relatives Steigen im
schwiicheren Sinne):

D+ Rz glt. R(), R(o)=max[z(0),0];
entsprechend fiir den unteren Rand (relatives Fallen im schwicheren Sinne):
Dir(@)=glt,r@®], r(o)= minfz(o),0].

h) Die Rinder R(f) und »(f) sind ein Stiick rechts von o beide zugleich
beschrinkt und sind, soweil dies zutrifft, vorwirts und riickwiirts stetig.

i) Erfillt x(f) die Voraussetzung III (relatives Steigen im stiirkeren Sinne),
so ist © der Bereich X (f) < x < z(f) zwischen Losung und Kurve.
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Wegen ¢) kann man — wie schon in Nr. 1 ausgefithrt — die Giite einer
Ndherung mach threm Schatien beurteilen: Je »kleiner» der Schatten, desto besser
die Niherung. Genauer: 2(f) wird fiir besser, mindestens ebenso gut gelten wie
x(t), wenn fiir die Schatten &*< & bzw. @* < & zutrifft.

Die Punkte a), b), d) bis h) gelten ohne weiteres auch ohne II. Zur Be-
griindung aller Aussagen, die iibrigens simtlich unmittelbar anschaulich sind,
bemerken wir:

e) Folge von d). Vgl. Bild 5.

f) Mit einem dreiteiligen Kurvenzug aus Losung, Bogen von x(t), Losung
kann man innerhalb © von jedem Schattenpunkt zu jedem anderen gelangen.
Fir zwei Punkte gleicher Abszisse wird dieser Kurvenzug von jeder Losung
getroffen, die von einem Punkt der Verbindungsstrecke nach riickwirts liduft.

g) Die vom Punkte #, R(¥) nach rechts auslanfende, gemiiss d) zu & ge-
hérende Maximallosung X* () beschriinkt R (f) nach unten: '

R(H= X*(f) bei t=¢.
Wegen R(t') = X*(t) folgt

R({)—R(t)
t—t
und daraus

DiR({t)= X*({)=g(t, X*) = g(t, R).

h) x(t) ist beschriinkt, etwa durch M. Fiir || =< 2 M ist | g (¢ z)| beschriinkt,

M MN
v S I ] MN
etwa durch N. Fir osi¢< N sind dann | R (¢)| und | (f}| durch M + N1

beschrinkt. Fiir das Folgende wihlen wir #, so, dass ©, beschrinkt ist.

Die Stetigkeit der Rénder ist umsténdlicher zu zeigen. Man kann sich etwa
darauf stiitzen, dass fiir zwei Punkte desselben Randes z. B. #,, R(#,) und #,
R(t), der in f) erwiihnte Kurvenzug durch einen iiber ¢, <t =<t¢, schlichten
Kurvenzug ersetzt werden kann, welcher zusammen aus hochstens 3 Bogen von
x(t) und von Losungen besteht. [Hieraus folgt, nebenbei bemerkt, dass R(t)
iiberall Loésung von R =g(t, R) ist, wo R(f) % «(t), und zwar mit demjenigen ¢
als Anfangswert, wo zuletzt vorher R(f)=x(f) war.] BEine Abschitzung wie im
ersten Absatz von h) liefert dann die Stetigkeit schnell.

i) Folge von a), b), f) und Hilfssatz 2 in Nr. 7. Nach Erledigung dieser

einfiihrenden Einzelheiten sprechen wir die Haupteigenschaft des Schattens aus:
28—37534. Acta mathematica. 69. Ymprimé le 11 février 1938.



218 Theodor Zech.

Satz 1: Der Schatten von x(t) enthdlt die Picardsche Kette x* (t).

Beweis: Auf £.(¢) ist g (¢, ) nach Voraussetzung monoton. Die Feldsteigung
auf x(f), identisch mit der Steigung von x*(t), ist hiernach durch die Werte der
Feldsteigung ¢ (¢, B) und g¢(¢,») auf den Schattenrindern beschriinkt, nach g)
erst recht durch die »Randsteigungen> D, R(f) und D, r(f). Hilfssatz 2 mit
p(O)=R(t), Gt,x)=g[t,x(!)] bezw. mit ¢ () =—r(f), G({t,z) = — g[t, x(£)] lie-
fert die Behauptung.

Bemerkung: Die Kette x*(t) gehort sogar dem Bereich zwischen den Picard-
iterierten R* (f) und »* (¢) der Schattenriinder an.

Da fiir eine Picardfolge die Kurve z,1(¢) nach Satz 1 dem Schatten &, von
@, (f) angehort, tut es nach f) auch der Schatten ©,4; von x4y (f):

Satz 2: Die Schatten der Picarditerierten einer Kurve xy(t) bilden eine ge-
schachtelte Folge.

Nach der Bemerkung zu c¢) bringt also jeder Picardschritt eine Verbesserung
der letzten Niherung (»Verbesserung» im schwicheren Sinne: Gleichbleiben,
©u+1=©,, eingeschlossen).

Als geschachtelte Folge von abgeschlossenen beschrinkten Bereichen konver-
giert die Schattenfolge {©.} gegen einen abgeschlossenen, nicht leeren Grenz-
bereich'®, den »Grenzschatten> &. Br enthidlt wegen b) mindestens die Losung
X (f). Enthilt er nur sie, so konvergieren die Picardschen z,(f) gegen die
Losung X (¢). ’ ‘ '

Es sei zu spiterer Anwendung bemerkt, dass bei Mehrdeutigkeiten im Lé-
sungsfeld der obere Schattenrand R (f) nicht die kleinste Losung der in a) und
g) enthaltenen Ungleichungen darstellt. Hs gilt jedoch der '

Hilfssatz 3: Es seien g(f,2) und «(f) fiir o =t < {, stetig, g(¢, ) in x wach-
send: Das Ungleichungssystem

(15) y(t) = x(8),
(16) y(0) = o,
(17) Doyt = glt,y()]

hat dann eine kleinste stetige Losung w(f) = Q(f). Sie existiert, soweit eine
stetige Losung des Systems vorhanden ist, erfiillt ' “
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(18) @ (0) = max [z (0}, 0]

und ist fiir jedes ¢ entweder gleich z(f) oder gleich einer in einem Punkte von
a(t) beginnenden Minimallésung von y=g(f,y).

Zum Beweise denken wir den Schatten von z(f) in Bezug auf i = g(t,x)
statt aus allen Losungen dieser Differentialgleichung nur aus deren Minimal-
losungen. gebildet. Dieser neue »Schatten» hat nicht alle frither aufgezihlten
Eigenschaften; z. B. brauchen seine Querschnitte nicht zusammenhéingend zu sein.
Sein oberer Rand @ (f) ist jedoch stetig, soweit er beschrinkt ist, erfiillt (15) bis
(18) und fiir jedes ¢ gilt entweder @Q(f)=z(f) oder @(f)= Minimallésung von
Q= g(¢, @), — was alles unveriindert gezeigt werden kann. Nimmt man an, es
wiire y(f) eine stetige Losung von (13), (16), (17), die bei = ¢, kleiner ist als
Q(t), so ist sie wegen y(0) = @ (o) fiir ein grosstes f, < f, gleich ¢ (¢):

Q)= yt), QW)>y() fir h<t=t,.

Wegen (15) wiire erst recht @ (#) > = {f) fir { < ¢ =<1, also @(f) dort Minimallosung
von @ = g(t, Q). Zusammen mit (17) ergibt sich ein Widerspruch gegen Hilfssatz 2.

9. Beseitigung der Voraussetzung III. Es moge I (abgeschwiicht) und IT
gelten. Da der obere Rand R,(f) von &, in 0,0 oder héher anfingt, stetig ist
und nach 8 g) relativ zum Feld steigt, konvergieren seine Picarditerierten Ry (¢)
[Roo (t) = Ry ()] nach Nr. 6 gleichmiissiz gegen eine, also die Ldsung X (¢).
Ebenso konvergieren die Iterierten 7oy, (f) [r (£) = 7, (t)] des unteren Randes 7,(f)
gleichmissig gegen X (f). Die beiden Folgen schliessen gliedweise die entspre-
chenden z,(f) ein:

(19) Row(t) = a (t) Z r0a(t),

woraus die gleichmiissige Konvergenz der x,(f) gegen X (f) folgt.

Wir zeigen (19) durch Schluss von » auf » + 1. Die fir #» = 0 bekannte
Ungleichung liefert nach der Monotonievoraussetzung I die entsprechende Un-
gleichung fiir die Feldsteigung auf den drei Kurven Ron, @, 705 und damit durch
Integration die Behauptung fiir » + 1. ‘

.10. Schattendefinition bei beliebiger Feldfunktion. Die bisherigen Be-
trachtungen sind so angelegt worden, dass die in dieser Nr. vorzunehmende
Ubertragung auf nur stetige, nicht mehr notwendig mit o wachsende Feldfunk-
tionen g¢(¢,z) moglichst weitgehend vorbereitet wurde. Wir finden in Nr. 8
Vorbilder und Hilfssiitze fiir den jetzt vorliegenden allgemeineren Fall.
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Die bisherige Schattendefinition kann nicht unverindert beibehalten werden,
weil sonst unser wesentlicher Satz 1 nicht mehr gelten wiirde. Z. B. wire schon

fiir g (t, ) =— =, x,(t) =t die Picardkette z, (f)=— é * nicht mehr im Schatten

von z,(t) enthalten; die von Punkten der Ausgangsniherung abstrahlenden Lo-
sungen X (f) = konst - ¢! erreichen nimlich iiberhaupt keine negativen Werte
(Abb. 6). _

 Der Beweis des Satzes 1 war dadurch moglich, dass die »Steigungen» der
Schattenriinder fiir jedes ¢ die Steigung der Picardschen Kette zwischen sich
einschliessen. Diese Tatsache machen wir jetzt zur Grundlage der

X
. A

C \

x>
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Abb. 6. Bei fallender Feldfunktion muss die Schattenerklirung von Nr. 8 geilindert werden,
damit Satz 1, x,(f)<S &, giiltig bleibt. g
Definition: Es seien g(f,2) und z(f) in o < t < {, stetige FPunktionen. Wir
betrachten die Bereiche B des Streifens o = ¢ < ¢, mit folgenden Eigenschaften:
1.) B enthilt das Kurvenbild von z(f) und den Nullpunkt.
2.) Mittels zweier »Randfunktionen> P(#) und p(f), die, soweit sie beide
beschriinkt bleiben, auch stetig sind, kann B als Gesamtheit aller Punkte ¢, x mit

pt)=a =Pl o=t=t,

beschrieben werden. Wenn eine der Funktionen P(f) und p(f) fir ¢, = ¢, un-

endlich werden sollte, sei

Pt)=+x, pHl=—0x fir =7,
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3.) Auf jedem Querschnitt () von B (vgl. Anm. 16) erfilllen P () und p (¢
die Deriviertenungleichungen (vgl. Abb. 7)

D, P(t) = max g (t,2),
2.

D, p(t) < ming (¢, ).
2.0

Fiir ¢ = ¢, sind diese Forderungen inhaltlos.
Dann verstehen wir unter dem Schatten © von x(f) [in Bezug auf die Diffe-
rentialgleichung & = g (¢, z)] den Durchschnitt aller Bereiche B.

x4
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Abb. 7. Zur allgemeinen Schattendefinition. Die Feldsteigungen im Schatten sind durch die
»Randsteigungen» begrenzt,

Die erste Forderung an B entspricht 8 a), die zweite 8 f); B =>0,0 wird
gefordert, damit die Strecke der Ordinatenachse von 0,0 bis 0,2(0) in B liegt
(vgl. frithere Definition des Schattens in Nr. 8). Die Bedeutung der dritten
Forderung erklérten wir schon. Die Durchschnittsbildung soll zu einem bestimm-
ten, und zwar moglichst kleinen, im Sinne der Bemerkung zu 8 ¢) moglichst
giinstigen Schattenbereich fithren. :

Damit die Definition sinnvoll ist, miissen zu jedem g (¢, ) und jedem x(¢)
Bereiche B existieren. Trivialerweise erfiillt der ganze Streifen 0 < ¢ < {, immer
die an B gestellten Forderungen. Es ist P(f)= -+, p(t) =—c0.
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Um noch ein Beispiel eines Bereiches 8 zu geben, bei dem P(f) und p(t)
ein Stiick weit endlich sind, setzen wir

G(t,x) =max |g(t,8)] far z=o,
L=
= G (t,0) » <O

und haben damit eine stetige, im schwicheren Sinne mit x wachsende Funktion

fiir unseren Streifen erklirt. In Bezug auf die Differentialgleichung'®
i = G x)

bilden wir wie in Nr. 8 den Schatten von |x(f)| und erhalten nach 8 g) fiir
dessen oberen Rand R (¢)

also nach der Erklirung von G (t,x)
DiR(t)=]g(t )| fir alle z mit |x] = R(1).

Man erkennt nun leicht, dass der Bereich B mit P(¢) = R (t) und mit p(t) = — R({)
die Forderungen der Definition erfiillt. Die Endlichkeitsbehauptung folgt aus 8 h).

11. Eigenschaften des Schattens. Wir zeigen zundchst, dass der tn Nr. 10
als Durchschnitt gewisser Bereiche B erklirte Schatten © selbst zu den B gehort.
Dazu brauchen wir den

Hilfssatz 4: Mit B, und B, erfiillt der Durchschnitt B; beider Bereiche die
Forderungen der Definition in Nr. 10.

Es leuchtet unmittelbar ein, dass die beiden ersten Forderungen erfiillt sind.
Nennen wir die Riinder P, (t), P,(t), P,(¢) bzw. p,(t), ps(#), »s(¢f) und wird fiir ein
bestimmtes ¢ ohne Beschrinkung der Allgemeinheit P,(f) = P,{t) angenommen,
so ist bei P,(f)> P,(#):

D, Py(t)= Dy P,(t) = max g (¢, x) = max g (£, ),
s (?) B ()

bei P, (f)= P, (t) jedoch
D+ Py(f) = min [Dy P, (t), D+ P,(8)] usw.

Entsprechend fiir p,(f).
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Nach diesem Hilfssatz ist © als Durchschnitt aller B selbst ein B, wenn es
nur endlich viele B geben sollte. Bei Vorhandensein unendlich vieler B ist das
Erfiilltsein der ersten Forderung unmittelbar vollstindig klar, fiir die zweite nur
soviel, dass © durch zwei Randfunktionen R (f), r(t) als Bereich

r() <z =R, o< t=t,

beschrieben werden kann und dass diese Funktionen eine obere Grenze ¢, der
Beschrinktheitsintervalle haben, oberhalb welcher bei ¢, <<, durchweg R ({)= + o,
r(f)=—o0 ist. Beim Beweis der Stetigkeit der Randfunktionen und des Erfiillt-
seins von Forderung 3.) legen wir ein Intervall o < ¢ < # (< ) zugrunde, in
dem R(#) und r(f), also auch mindestens ein B-Bereich B*, beschrinkt sind.

Zur Erleichterung des Ausdrucks dienen die
Bezeichnungen: Es sei ¢ (f) eine stetige Funktion. Wir setzen

max g(t,& = G,(t ),

eziz gl

min g (¢ &) = G7 (¢t x).
pltiziza

Die erste dieser beiden Funktionen ist oberhalb von ¢ (f) erklirt, und zwar fiir
festes ¢ gleich dem Maximum von g¢(¢ ) auf der Strecke von t, ¢ (f) bis t,x;
sie ist daher stetig und wichst mit # im schwiicheren Sinne. Ahnlich ist die
zweite fiir ¢, z unterhalb ¢(f) erklirt, stetic und mit x wachsend. Es ist leicht
ersichtlich, wie man beide Funktionen unter Erhaltung von Stetigkeit und Mono-
tonie in den ganzen Streifen o = { =< {, fortsetzen konnte.

Nach Hilfssatz 4 und wegen des Vorhandenseins eines (bis #) beschrinkten
B*, brauchen wir bei der Durchschnittsbildung nur gleichmdssig beschrinkte B
zu beriicksichtigen. Es geniigt sogar, aus diesen nur B mit gleichgradig stetigen
Rindern auszuwiihlen. Ist niimlich B beschrinkt, so kann man aus den zuge-
hérigen P(#), p(f) mit Hilfssatz 3, indem man das dortige g (f,z) gleich Gp(t, x)
setzt, ein Q(f) < P(¢) konstruieren, das zusammen mit p(f) ebenfalls ein B, etwa
®B’, berandet. Ahnlich bekommt man aus diesem B’ mittels G¢(f,x) und eines
auf Maximallosungen und = statt = abgeéinderten Hilfssatzes 3 ein ¢() = p(t)
und damit einen B-Bereich B": Q(f) = x = q(¢f). Die Riinder dieses B sind, wo
sie nicht mit x(¢) iibereinstimmen, differenzierbar mit Ableitungen, die als g-Werte
in B”, erst recht in B* auftreten. Alle derartigen B haben also gleichgradig
stetige Riinder. Wegen B’ < B* geniigen sie zur Konstruktion von ©.
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Im Intervall o <¢t<¢, wihlen wir eine iiberall dichte Folge {#} und zu
jedem # zwei Folgen von B-Bereichen der eben beschriebenen Art, 8 und By,
derart dass fiir j > die zugehorigen Rinder Qi (&)~ R(t) baw. ¢ (t:) — r(t:)
erfillen. BEs sei ¥y der Durchschnitt aller B; und B fiir ¢,j <% Dann
gilt bei & — o fiir die Rinder P:(t), pr(t) der By:

Pe(t) = R(t), pe(t;) — (&) fir alle ¢;. Zufolge der gleichgradigen Stetigkeit
der Qi@ (f) und ¢;j(f) und daher der Pi(f) und pi(f) konvergieren diese nicht
nur fiir die #, sondern im ganzen Intervall o < ¢ =< ¢,, und zwar gleichmissig
gegen je eine stetige Punktion. Wegen der Willkiirlichkeit der ¢ sind R () und
r(t) durchweg diesen Funktionen gleich, also stetig. A

Wir betrachten zum Nachweis von 3.) fiir & Losungen von & = Gy, (t,2) und
&= G,(t,z). Wegen p;(t) < r(#), also Gy, (t,x) = G- (¢t z) ist fiir Minimallosungen,

die bei gleicher Abszisse ¢, mit X, (f) = X, () [= »(4)] beginnen:

X, ()= X, (8) bei t=#,
insbesondere fiir

Xy (t) = Pe(t), X.(t)= R(t).
Ferner ist nach Hilfssatz 2

v P(t) = ka(t) bei t=¢,
also schliesslich

und (durch % — o):
(z0) RO = X, () fir t=¢.

Hieraus _
DR (tx) = D, Xr(t) =X, (t) = G [tn R (tl)}v

was abgesehen von der Formulierung mit der ersten Forderung 3.) fiir & statt
9B iibereinstimmt. Der zweite, r(f) betreffende Teil von 3.) folgt ebenso.

Wir haben mit dem Nachweis, dass © ein 9B ist, dass also R(f) und »(t) die
Forderungen 1.) bis 3.) erfilllen, schon einen Teil der Aussagen 8 a) bis. i) auf
allgemeineres g¢(f,x) iibertragen. Was wir bisher wissen, reicht aus, um Safz 7
fast wortlich wie friher zu beweisen: Die Steigung der Picardschen Kette von
x(t) ist durch D R(¢) und D, »(f) beschrinkt usf. Auch Satz 2 lautet wie friher.
'Wegen Satz 1 ist nimlich & auch ein B-Bereich fiir die Pieardsche Kette a* (f),
enthilt also deren Schatten &*.
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Von den noch iibrigen Aussagen der Nr. 8 macht nur 8 d) einige Schwierig-
keiten. Wir iibertragen diese Aussage in folgender abgeschwiichten Form:

d') Mit jedem Punkt gehort mindestens eine von ihm mach rechts auslaufende
Liosung zu .

Fiir innere Punkte von © ist das klar, sobald man es fiir Punkte der Réinder
R(f) und r(f) weiss. Fiir die Rinder denken wir zuerst an eine Stelle #,, wo
R(¢) > r(¢) ist. Wir hatten in (20) R(f) durch eine von ¢, R(¢,) ausgehende
Minimallésung X, (f) von # = G, (t, z) nach unten abgeschiitzt. Wegen G,(t,z) = g(¢,x)
bei x = r(f) folgt daraus fiir die von ¢, R(#,) nach rechts laufende Minimallésung
X'(#) von (1) erst recht!?

R(ty=X'(f) fir t=t, solange X' (f)=r(d).
Ebenso findet man
r(f) = X" () fur t=¢, solange X" ()= R(¢),

wenn X" () die von #,, r(#,) nach rechts laufende Maximallosung von (1) bedeutet.
Ist N eine Schranke fiir g(¢,2) in (¢t = t,) und b= R(t,) — »(t,), so gilt wegen

(20) die zweite Nebenbedingung mindestens bis ¢, + %—H; ebenso weit gilt die
erste. Also ist
RO=zX' O =r()) .. b
cevfir sttt 4+ &
R = X"(t) = r(t) ! ' 2N+

p ]\;) > kann man jede derartige Losung innerhalb @ bis ¢/, oder
+

bis zum Rande fortsetzen. Wird der Rand vor t, erreicht, so kann ein ent-

Rechts von ¢, +

sprechender Schritt wie oben angeschlossen werden. Er fiihrt wieder mindestens

um nach rechts, da R () — »(f) monoton mit ¢ wiichst, wie man sich leicht

b
2N+1
itberzeugt. In endlich vielen Schritten ist man bei #, angelangt.

Die Stellen ¢ mit R(f) > r(f) werden, wenn es iiberhaupt welche gibt, links
von einer Stelle ¢* mit R (¢*) = r (#*) berandet, vor welcher wegen des Wachsens
von R(t)—r(t) davernd R(f)=(t) ist. Auf diese Stelle #* lisst sich der eben
gefiihrte Existenzbeweis ohne weiteres ausdehnen. Wir wihlen rechts von ¢*
innerhalb & eine gegen t*, R (t*) konvergierende Punktfolge {P;} aus, ferner eine
Folge von Lésungen X;(#), die in den P; beginnen und innerhalb & bleiben. Die
X:(?) sind bis ¢, gleichgradig stetig. Jede konvergente Teilfolge aus ihnen liefert

als Grenzkurve eine in ¢*, R({*) beginnende, in & verlaufende Losung.
29—37534. Acta mathematica. 69. Imprimé le 4 mars 1938.
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Schliesslich muss man mit der Moglichkeit rechnen, dass sich rechts an o
ein ganzes ¢-Intervall mit R (¢) = r(f) anschliesst (bis ¢* bzw. ¢'). Dann ist nach
Satz 1 in diesem Intervall B {R(f)} in & enthalten, also gleich R{¢) und daher
Losung, womit die volle Behanptung bewiesen ist.

Durchmustern wir jetzt noch einmal die Nr. 8, so zeigt sich, dass wir fast
alles iibertragen haben. Von den noch fehlenden Punkten verlangt b) eine d’)
entsprechende eingeschrinkte Fassung:

b') Zu & gehirt mindestens eine in 0,0 beginnende Lisung.

Diese Aussage ist in d') enthalten. ¢) gilt uneingeschrinkt. In i) muss
>Losung» durch »Maximallosung> (i') ersetzt werden. Die Beweise von ¢), e}, i)
verlangen #dhnliche Schliisse wie der von Satz 2, sind sehr einfach und kénnen
ibergangen werden. '

Die Abweichungen von b’), d') gegen b), d) erkliren sich daraus, dass die
Definition in Nr. 10 die von Nr. 8 nicht als Sonderfall enthilt. Nr. 8 ist nur
bei Bindeutigkeit aller Losungen von (1) Sonderfall von Nr. 10. Wie man Nr. 8
abindern miisste, um den Sonderfall von Nr. 10 zu erhalten, deutet der Beweis
von Hilfssatz 3 an. Wir haben die Abweichungen in Kauf genommen, um Nr.
8 einerseits bequem aufbaven zu konnen und andererseits Nr. 10 und Nr. 11

damit geniigend gut vorzubereiten.

12. Zusammenfassung. Bei stetigem ¢ (¢, ) haben wir jeder stetigen Kurve
x(f) einen Bereich zugeordnet, den wir seinen »Schatten» nennen. Der Schatten
enthilt z(f) und mindestens eine von 0,0 ausgehende Lésung von z == g (f, z).
Dann und nur dann besteht er aus x(t) allein, wenn z(f) selbst Losung ist. Man
ist daher berechtigt, Niherungen mit »kleinem» Schatten »gut> zu nennen. Die
Schatten der durch Picarditeration aus x,(f) entstehenden Kurven z,(f), 2,(f), . ..
sind geschachtelt. In der eben erwihnten Sprechweise heisst das: Jeder Picard-
schritt verbessert die Niherwng {im schwicheren Sinne, Gleich-gut-bleiben ein-
geschlossen). Die Tatsache, dass es moglich ist, ein sinnvolles Giitekennzeichen
mit derartigem Erfolg einzufiihren, wirft ein Licht auf die starke Verbesserungs-
kraft der Picardschen Formel.

Gegeniiber der sonst meist angewandten Beurteilung von Niherungen nach
dem grossten Fehler in einem Intervall hat unser Giitekennzeichen gewisse Vor-
ziige. Gleiche Fehler werden nicht unabhingig von der Stelle ihres Vorkommens
filr gleichwertig angesehen, sondern fallen bei kleineren Abszissen meist stirker
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ins Gewicht, weil sie den Schatten stirker vergrossern (in Abb. 8 durch zwei —
als senkrechte Strecken dargestellte — Fehler mit ihren Beitrigen zum Schatten
veranschaulicht; Sonderfall von NF. 8). Um sich klar zu machen, dass das zweck-
missig ist, denke man an die numerische oder graphische Integration von Diffe-

3

Abb. 8. Spitere x(f-Fehler verursachen kleinere Schattenfehler.

rentialgleichungen; ein frith auftretender Fehler ist unangenehmer als ein spiiter.
Der Einfluss auf spitere Ordinaten ist hier iibrigens umso stiirker, je mehr g (¢, )
mit x verinderlich ist; in diesem Fall wird auch der Schatten nach rechts hin
rasch breiter. '

- Anwendungen des Schattenbegriffes zur Veranschaulichung bestimmter Sitze
iiber Differentialgleichungen sollen einer spiteren Arbeit vorbehalten bleiben.
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