
OBER EIN HILFSMITTEL ZUR GEOMETRISCHEN 
LUNG DER PICARDITERATION 1. 

Vox 

THEOI)OR ZECH 

in I )A  R.M Sl'A D'|'. 

BEHAND- 

I. Vorbemerkungen. Unter den Fiillen, in denen die von Pieard "~ zum 

Existenzbeweis benutzte und sp~iter u. a. yon LindelSf 3 und Bendixson 4 bearbei- 

fete Iteration bei einer zewShnlichen Differentialg]eicbung erster Ordnung 

( dx) 
zur LSsung fiihrt, sind zwei besonders wichtig: I. Die rechte Seite g(t,x) ist 

stetig und genfigt einer Lipschitzbedingung; 2. die rechte Seite ist stetig und 

in x monoton wachsend. Der erste, yon Picard betrachtete Fall ist bekannter. 

Der zweite, yon Bendixson untersuchte ist dem unmittelbaren Verst~ndnis 

zug~nglicher. Es liegt nahe, die Monotonievoraussetzung yon Bendixson geome- 

trisch zu deuten. Wir werden das tun und haupts~ichlich geometrisch einen dem 

Bendixsonschen iihnlichen Satz beweisen. Die dazu nStigen tJberlegungen fiihren 

wir so, dass sie sich auch fiir weitere Klassen yon Dlfferentialgleichungen, z. B. 

die unter I. genannten, ab~ndern lassen. Unsere Absicht ist dabei, einen Stand- 

punk~ zur einheitlichen Betrach~ung verschiedener bisher getrennt un~ersuchter 

Konvergenzf~ille zu gewinnen und ffir sie einheitliche anschauliche Aufschlfisse 

fiber das Zustandekommen der Konvergenz zu erhalten. 

Uns interessiert nur das Iterationsverfahren an sich, keine etwa mSglichen 

Anwendungen zu Existenzaussagen. Wi t  kSnnen daher yon den bekannten 

Existenzs~tzen fiber LSsungen yon Differentialgleichungen mit stetiger rechter 

Seite unbehindert Gebrauch ma.chen. 
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Als wesentlichstes ttilfsmittel wird uns der Begriff des ~;Schattens))einer 

Kurve dienen. Wir verstehen darunter einen yon der jeweils vorliegenden 

Differentialgleichung abh~ingenden Bereich, in den die Kurve eingebettet ist. 

Weil er fiir eine LSsung der Differentialgleichung nur die LSsungskurve selbst 

enthglt, bei Nicht-LSsungen aber fl~chenha,ft ausfgllt, kann er als Giitekennzeiehen 

fiir Ngherungskurven dienen; wir werden eine N~iherung besser als eine andere 

nennen diirfen, wenn ihr Schatten ganz in den der zweiten hineinfgllt. Es wird 

sich zeigen, dass, yon diesem Standpunkt gesehen, der Picardsche Iterationsschritt  

jede Ngherungskurve verbessern muss oder sie wenigstens nicht verschlechtern kann. 

2. Allgemeine Voraussetzungen. Bezeichnungen. Wir  betrachten in der 

ganzen vorliegenden Arbeit die Differentialgleichung 

(i) ~ = ~(t, x) 

in eineln Streifen 
o ~ t <= to (to>O) 

der t, x-Ebene; wir nehmen to der Einfaehheit halber endlich an, obwohl to = 

nirgends grosse Sehwierigkeiten maehen wiirde. Als Anfangsbedingung nehmen 

wir immer 

(~) 

Die Picardsche Iteration 

Anwendung der Formel 

(3) 

Ausgehend yon einer 

x : o  bei t----o. 

besteht fiir ( I ) u n d  (2) bekanntlich in fortgesetzter 

t 

*,,+1 (t) = f g [~, x~ (~)] d~. 
0 

Anfangsni~herung x o (t), bei Picard xo(t ) ~ o, erhi~lt man 

mittels (3) fiir n = o, I, 2 , . . .  eine Folge 

(4) Xo (t), ~ (t), .~ (t) . . . .  

yon Ngherungskurven (Picardfolge). Unter gewissen Umstgnden konvergiert die 

Folge (4) gegen eine LSsung X( t )  von (I) und (2). 

Unsere Aufgabe wird also darin bestehen, gewisse Eigenschaften der Funk- 

~ional~ansformation 
t 

. ]  
0 
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oder kurz 

(5) x *  (t) - -  (t)} 

geometrisch zu untersuchen. Wir bezeichnen x*(t) als ~)Picarditerierte)) oder 

))Picardverwandelte)~ yon x(t). Den Bereich der ~)unabh~ngigen Funl~ion)) x(t) 
schr~inken wir fiir unsere Untersuchung stark ein. Um die Ausfiihrbarkeit der 

Transformation (5) zu sichern, ist es bequem und ausreichend, x(t) als stetig vor- 
auszusetzen. Diese Voraussetzuug machen wir immer stillschweigeud, auch wenn im 

folgenden yon einer ~)beliebigen~) Kurve (bzw. N~herung) x(t), xo(t ) usw. die 

Rede ist. 

--7 
Abb. I. Kettenbildut~g liefer~ die Picarditerier~e. 

3. Veranschaulichung des Picardschrittes. Wir werden eine geometrische 

Deutung des Picardschen Iterationsschrittes verwenden, die yon Vietoris 5 zuerst 

verSffentlicht und yore Verfasser schon in einer anderen Arbeit ~ zur anschaulichen 

Untersuchung der Picarditeration benutzt wurde. Man denke sich (I) in  iiblicher 

Weise durch ein Richtungsfeld dargestellt. Dann hat die Iterierte 

x * ( t )  = 

an jeder Stelle t die Richtung des Feldes auf x(t) bei gleicher Abszisse. Man 

kann sich also die Entstehung yon x* (t) so denken, dass die Feldelemente yon 

x (t) auf den durch sie laufenden Senkrechten (Parallelen zur x-hchse) aufw~rts 

oder abw~rts verschoben werden, bis sie Tangenten einer einzigen durch o ,o  

laufenden Kurve werden. Nach dem geometrischen Bild dieser in Abb. i wieder- 

gegebenea Operation sprechen wir yon Bildung der Picardschen Kette zu x (t). 
27--37534. Aeta mathematica. 69. Imprlm~ le 10 f6vrier 1938. 
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4. Monotone rechte SeRe. Der erw~ihnte Satz yon Bendixson 4 lautet, soweit 

er uns hier angeht: 

Wenn in (I) die rechte SeRe .q(t,x) pos i t iv i s t  und mit x wiichst, so l~isst 

sich ein Intervall 0 <--_ t ~ t' o (t' o > o) angeben, in welchem die Picarditeration 

yon Xo(t ) ~--o aus gleichm~ssig gegen eine LSsung yon (I) und (2) konvergiert. 

Max Miiller 7, der sich auch mit diesem Satz besch~ftigt, arbeitet mit einem 

anderen xo(t), n~mlich x o(t) = - - M t  mit passendem konstantem M, und kommt 

dann ohne g > 0 aus. Mit einer Transformation der Differentialgleichung macht 

man sich leicht klar, dass der Satz yon Miiller mit dem yon Bendixson ~qui- 

valent ist. 

Wir wollen hier die Nebenvoraussetzung noch etwas ab~ndern und folgenden 

Satz beweisen : 

[. Die rechte Seite von (I) wachse monoton mit x: 

g(t, x2 )>g ( t , x , )  bei x ~ > x  1. 

Geometrisch: Die Feldelemente sollen auf jeder Senkrechten t-~ konst 

der t, x-Ebene nach rechts hin auseinanderlaufen (vgl. Abb. 2). 

H.  Die Differentialgleichung ( I ) m i t  der Anfangsbedingung (2)sei a'n- 

deutig 15sbar [LSsung X(/)]. 

Dann konvergier~ das Picardsche Iterationsverfahren (3) von belie- 

bigem 8 x o(t) aus gegen die LSsung X(t) .  

Um den Beweis geometrisch mSglichst bequem fiihren zu kSnnen, machen 

wir vorl~ufig eine Zusatzvoruussetzung, die erst in Nr. 9 beseitigt wird: 

III .  Die Anfangsn~herung Xo(t ) soll differenzierbar sein und >>relativ zum 

Feld steigen)>, genauer, es sei 

(6) :~o (t) > a It, ~o (t)] fiir t > o 

und 

an jedem Punkt, 

st~irker steigen als das Feld (vgl. Abb. 2). 

i'o (o) > g [o, ~0 (o)]; 

den die Kurve Xo(t ) erreicht, (ausser o,o) soil sie 

Es sei ferner 9 

(7) x0 (o) _-> o. 
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Abb. 2. Feld nach rechts auseinanderlaufend.  Ausgangsnaherung  xo(t)steigt relativ zum Feld. 

Bei zu raseh s~eigendem g (t, x) und zu grossem t o l~sst sieh mSglieherweise 

ein derartiges Xo(t ) nieht fiir das ganze Intervall o ~ t ~  t o angeben. Dann 

verkiirzen wir dies, indem wir t o kleiner w~hlen. Die Ahnlichkeit der Zusatz- 

vorausse~zung I I I  mit der erw~hnten Voraussetzung yon Max Miiller is~ deuflich. 

5. Geometrischer Beweis. Zun~ehst ist die Picardsehe Kette (s. Nr. 3) 

xl (t) unserer Ausgangsn~herung xo(t) besser als diese selbst (Ab b. 3). Die K e t t e  

setzt sich n~mlich aus Feldelementen yon Xo(t )zusammen,  also nach Voraus 

setzung I I [  aus Elementen, die geringere Steigung haben als die Kurve Xo (t) bei 

den gleichen Abszissen. Wegen (7) muss daher die Ke~te unterhalb 1~ yon Xo(t) 
verlaufen: 

(8) xo (t) > xl (t) fiir t > o. 

Anderersei~s lieg~ die Ausgangsngherung Xo (t) wegen I I I  sieher oberhalb 1~ 

der LSsung X(t )  11, so dass ihre Feldelemente nach der Mono~onievoraussetzung I 

grSssere S~eigung haben als deren Feldelemente. Die Kette xl (t) der Elemente 

yon Xo(t) muss also iiber 1~ X(t)  liegen, das als LSsung selbst Ke~te seiner Feld- 

elemente ist: 

(9) x,  (t) > x (t) fiir  t > o. 



12 Theodor Zech. 

Die Ungleichungen (8 )und  (9)zusammen sagen aus, dass xl(t  ) n~iher an der 

LSsung X (t) liegt als x o (t). Der erste Iterationsschritt  hat also eine Verbesserung 

gebracht. 

Unser Gedankengang l~sst sich such auf Xl (t) s~att Xo (t) anwenden. Wir 

miissen dazu zeigen, dass x~(t) wiederum I [ [  erfiillt. Differenzierbarkeit yon 

xl (t) ist selbstverst~ndlich. Dass x~ (t) auch relativ zum Feld steigt, folgt daraus, 

dass nach (8) bei Bildung der Kette xt(t) jedes Feldelement yon xo(t ) abw~rts 

verschoben wird, also nach I an eine Stelle geringerer Feldsteigung kommt. Die 

Abb. 3. Picardsche Kette x~(t) besser als xo(t). Richtungsfeld durch LSsungsfeld ersetzt. 

Anfangsbedingung (7) ist mit Gleichheitszeichen erfiillt. Daher ist auch wieder 

x~.(t) besser als x1(t). Durch Induktion erhKl~ man f i i r t  > o: 

(io) Xo (t) > ~ (t) > x~ (t) > . . .  > x (t). 

Nach (io) muss die Folge der Picardi~erierten x,~(t) konve~yieren; es sei 

l im  x . ( t )  = x (t). 

In bekannter Weise 1~ schliesst man aus der Beschr~nkthei tv0n g (t, x) fiir 

o < t < t o =  = , X ( t ) < X < x o ( t ) =  = 



Uber ein Hilfsmittel zur geometrischen Behandlung der Picarditeration. 213 

auf die Gleiehmh'ssigkeit dieser Konvergenz und finder durch Grenziibergang in (3): 

t 

x (t) = f ~ [3, x (3)] dr, 
o 

dass die Grenzfunktion x(t) ei~e, also naeh I I  die Lasung durea o ,o  ist: 

~(t) = x ( t ) .  

5. Bemerkungen.  Die Voraussetzung I I  war fiir das Gelingen des Kon- 

vergenzbeweises nebens~ichlich. Sie war durch die Zusatzvoraussetzung I I I  fast 

ersetzt. Lassen wir sie fort, so kannen wir alle Schliisse yon Nr. 5 durehfiihren, 

wenn wir unter X(t) die Maximallasung dureh o ,o  verstehen. Bei monoton in 

x wachsendem g(t, x) und differenzierbarer, relativ zum Feld steigender Ausgangs- 

ns x 0 (t) mit x o (o )~  o konvergiert also das Picardsehe Verfahren. monoton 

fallend gegen die Maximallasung durch o,o. Bei relativ fallender Ausgangs- 

n~herung mit x 0(o) ~ o konvergieren die Picarditerierten monoton steigend gegen 

die Minimallasung durch o, o. 

Wir  kannen iibrigens in I I I  auf die Differenzierbarkeit yon Xo(t ) verzichten. 

Wir driicken relatives Steigen dann durch eine Beschr~tnkung der vorderen 

Derivierten (D+, Ann~herung yon grasseren t-Werten her) aus. Gegeniiber (6) 

gestatten wir sogar Erreichen der Schranke. Wir  ersetzen also (6)durch die 

Forderung: 

( I I )  D+xo(t)>__g[t, xo(t)] bei t ~ o  

fiir alle vorderen Derivierten /)+ yon x0(t), insbesondere fiir die vordere untere 

Derivierte /_)+ xo(t ). Schliesslich lassen wir in I noch das Gleichheitszeichen, 

d. h. Monotonie im schw~icheren Sinne, zu. Wir behaupten, dass auch jetzt 

noch die aus xo(t ) gewonnene Pieardfolge monoton fallend (jetzt allerdings im 

schw~icheren Sinne) und gleiehms gegen eine Lasung konvergiert; diese braucht 

aber nicht die Maximallasung zu sein. Den Beweis legt man sich leicht mit 

Hilfssatz 2 der folgenden Nr. 7 zureeht. Mit G (t, x) : g [t, Xo(t)], ~ (t) : x 0 (t), 

X(t) = xl(t ) leart  Hilfssatz 2, dass 

Xo(t) >= x,(t) in o <_ t <= to 

gilt. Mit G (t, x) = g (t, x), q~ (t) = Xo(t) lehrt er 

~o (t) ~ x (t) 
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IX (t) -~ ~/IinimallSsung]. 

Theodor Zech. 

Schliesslich folgt wie friiher: 

~l(t) : g [t, x0(t)] ~ g It, xi(t)], 

womit die MSglichkeit gegeben ist, wie in Nr. 5 fortzufahren. 

Ebenso folgt natiirlich monoton steigende, gleichm~issige 

Pieardfolge g e g e n  eine LSsung, wenn Xo(t ) in folgendem Sinne relativ 
Felde f~llt: 

D+xo(t)~g[t, xo(t)] bei t_-->o 

fiir alle vorderen Derivierten oder damit gleichbedeutend 

D+xo(t)~ g[t, xo(t)] bei t=>o  

Konvergenz der 

z u m  

fiir die vordere obere Derivierte. 

7- Hilfsslitze. 

Hilfssatz 1: Es sei G(t,x) in o =< t--_< t' stetig und (ira schw~eheren Sinne 
monoton wachsend in x: 

G( t ,x~)~  G(t,x~) ffir x ~ x ~ .  

X(t) sei eine LSsung yon 2--~ V (t, x) mit  X(o)--~ o, ferner sei ~ (t) stetig, 

(o)_-->o und _D+q~(t)> G[t,~(t)]. 
Dann ist 

( ,2)  

Beweis : 

(o < t" < t') 

keit~sgriinden 

Daher w~re 

qD(t)>~X(t) in o~t<=t'.  

Nach Voraussetzung gilt (I2) ffir t •  o. W~re o ~ t ~ t "  
das grSsste Intervall,  in dem (I2) zutrifft, so w~re aus Stetig- 

(t") = x (t"). 

_D+ ~ (t") > e It", ~ (t")] = G It", X (t")] = :~ (t"), 

und (I2) miisste noch ein Stfick fiber t" hinaus gelten, im Widersprueh zur 
Erkl~rung yon t". 

ttilfBsatz 2: Es sei G(t,x) in o ~  t ~  t' stetig und waehse monoton mit  x 
(im sehw~cheren Sinne): 

G (t, x~) ~ G (t, xl) bei x.~ > x .  
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Es sei X( t )  die MinimallSsung durch o, o fiir ~ ~ G (t, x). Es sei 9 (t) eine in 

o <= t <= t' stet lge Funk~ion mi~ 9 ( o ) ~  o und 

(I3) _D+ ~(t) _>-- ~; [t, ~ (t)]. 

Dann  ist 

(I4) qg(t) >= i ( t )  in o <= t_<--_ t '. 

Beweis: Es sei G, (t, x) = G (t, x) --  ~, , > o .  Dann  liegen fiir G~(t,x), 

eine beliebige von o ,o  ausgehende LSsung X,(t)  von ~ ~ G,(t ,x)  und das 

im Satz genannte  9 (t) die Voraussetzungen yon t t i l fssatz  I vor. Es isr also 

q~(t) >_ X,( t )  in o _~ t ~ t' 

fiir jedes , > o. Durch Grenziibergang ,--~ o erh~lt man die Behauptung  ~'~. 

8. Sehat ten  e iner  Kurve.  Wir  setzen hier wieder I I  von Nr. 4 vor- 

aus (Eindeutigkei~) und I, nach 5Tr. 6 abgeschwiicht  [Wachsen yon g ( t , x ) i m  

schwgcheren Sinne]'. Unter dem >>Schatten>> ~ einer stetigen Kurve x(t) verstehen 

wi t  dann den Bereich, welchen alle yon Knrvenpunkten und yon Punkten der Streeke 

o . . .  x(o) der Ordinatenachse ~4 ~ach rechts hin auslaufenden L6sungen yon (I)  er- 

fiillen (soweit sie im Streifen bleiben). Die Wah l  der Bezeichnung erkl~rt sich, 

wenn man die LSsungen als krummlinige Strahlen einer links gelegenen Licht- 

quelle ansieht  (Abb. 4). Ober  den Schat ten lgsst sich aussagen15: 

Abb. 4. LSsungen als ,,Lichtstrahlen,,. 

, /  

f 

\ 

\ 

\ 

Schatten einer Kurve x(t). 
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a) ~ ~ x ( t ) .  
b) ~ 2 X (t) [X (t) =- LSsung durch o, o]. 

e) Wenn ~ nut Punkte  yon x (t) enth{ilt, ist x (t)-- X (t), und umgekehrt.  

d) Mit einem Punkt  gehSren die yon ihm naeh reehts laufenden LSsungen zu ~ .  

e) Wenn x * ( t ) ~ ,  dann aueh ~*  C ~ [~*:=-Schatten yon x*(t)]. Vgl. Abb. 5. 

f) ~ und jeder Quersehnitt  '6 ~ ( t ) i s t  zusammenh~ingend. 

Abb. 5. 

7 

Liegt  x*(t" im Seha t t en  yon .v(t~, s o  auch der  Scha t t en  yon c * ~ t  ~, 

g) Die hSchsten Punkte  aller ~( t )  m5gen ~)oberer Rand>) R(t) heissen; ent- 

sprechend *unterer Rand)) r(t). R ( t ) - +  ~ ist mSglich; desgl, r ( t ) = - ~ c .  R(t) 

erfiillt die nach Nr. 6 abgeschwiichte Voraussetzung I I I  (relatives Steigen im 

schw~icheren Sinne): 

D§ R (t) _--> ~ It, tr (t)], 1r (o) = ,na,~ [~ (o), o]; 

entsprechend fiir den unteren Rand (relatives Fallen im schw~ieheren Sinne): 

D+ ,' (t) ~ g [t, r (t)], r (o) = min Ix (o), o]. 

h) Die R~inder R(t) und r(t) sind ein Stiick rechts von o beide zugleich 

beschr~nkt und sind, soweit dies zutrifft, vorw{irts und riickw~irts stetig. 

i) Erfiillt x(t) die Voraussetzung I I I  (relatives Steigen im st~trkeren Sinne), 

so ist ~ der Bereich X ( t ) <  x ~ x(t) zwisehen L5sung und Kurve. 
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Wegen c) kann man - -  wie schon in Nr. I ausgefiihrt - -  die Giite einer 
NSherung nach ihrem Schatten beurteile~: Je ))kleiner>> der Schatten, desto besser 

die Niiherung. Genauer: x(t) wird fiir besser, mindeste~s ebenso gut gelten wie 

x(t), wenn fiir die Schatten ~*  ~ ~ bzw. ~ * ~  ~ zutrifft. 

Die Punkte a), b), d) bis h) gelten ohne weiteres auch ohne II. Zur Be- 

griindung aller Aussagen, die fibrigens si~mtlich unmittelbar anschaulich sind, 

bemerken wir: 

e) Folge yon d). Vgl. Bild 5. 

f) Mit~ einem dreiteiligen Kurvenzug aus Lbsung, Bogen von x(t), LSsung 

kann man innerhalb ~ yon jedem Schattenpunkt~ zu jedem anderen gelangen. 

Fiir zwei Punkte gleicher Abszisse wird dieser Kurvenzug yon jeder L5sung 

getroffen, die yon einem Punk~ der Verbindungsstreeke nach rfickw{irts l{iuf~. 

g) Die vom Punkte t', R (t') nach rechts a.uslaufende, gemiiss d) zu ~ ge- 

h5rende MaximallSsung X* (t) beschriinkt R (t) nach unten: 

R ( t ) ~ x * ( t )  bei t ~ t ' .  

Wegen R (t') = X* (t') folgt 

R ( t ) - - R ( t ' ) ~ X * ( t ) - - X * ( t ' )  bei t >  t' 
t --  t' t -  t' 

und daraus 

D §  (t') >= (t') = g (t', X ~ = g (t', 

h) x (t) is~ beschr~nkt~, etwa durch M. Fiir Ix I ~ 2 M is~ I g (t, x) l beschr~ink~, 

M M N  
etwa du rch  N. Ffir o = < t = N + i  < - -  sind dann IR(t) l u n d  I r ( t ) ] d u r c h M +  N+-~  

beschr~nkt. Fiir das Folgende w~hlen wir ~o so, dass Co beschr~tnkt ist. 

Die St;etigkeit der R~nder ist umsti~ndlicher zu zeigen. Man kann sich etwa 

dar~uf stii~zen, dass fiir zwei Punkte desselben Randes z. B. tl, R(tl) und re, 

R(t~), der in f) erw~hnte Kurvenzug (lurch einen fiber tl <= t <= t~ schlichten 
Kurvenzug ersetzt werden kann ,  welcher zusammen aus hSchst;ens 3 BSgen yon 

x(t) und yon LSsungen besteht;. [Hieraus folgt, nebenbei bemerkt, dass R(t) 

iiberall L6sung yon /~ = g  (t, R) is~, wo R (t)4 = x(t), und zwar mit~ demjenigen t 

als Anfangswert, wo zuletz~ vorher R ( t ) = x ( t )  war.] Eine Abschiitzung wie im 

ersten Absatz yon h) liefert dann die Stetigkeit schnell. 

i) Folge yon a), b), f) und Hilfssatz 2 in Nr. 7. Nach Erledigung dieser 

einfiihrenden EinzelheRen sprechen wit die Haupteige~schaft des Schattens aus: 
28--37534. Acta mathematica. 69. Imprim6 Ie 11 f~vrier I938. 
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Satz 1: Der Schatten yon x(t) enthiilt die Picardsehe Kette x* (t). 

Beweis: Auf ~( t )  ist g(t,x) nach Voraussetzung monoton. Die Feldsteigung 

auf x (t), identisch mit tier Steigung yon x* (t), ist hiernach dutch die Werte der 

Feldsteigung g(t,R) und g(t,r) auf den Schattenr~.ndern beschr~nkt, nach g) 

erst recht dutch die >>Randsteigungen>> D_+R(t) und D+r(t) .  Hilfssatz z mit 

(t) = R (t), G (t, x) -- g [t, x (t)] bezw. mit q~ (t) = -- r (t), G (t, x) = -- g It, x (t)] lie- 

fert die Behauptung. 

Bemerkung: Die Kette x* It) gehSrt sogar dem Bereich zwischen den Picard- 

iterierten R* (t) und r*(t) der Schattenr~nder an. 

Da ffir eine Picardfolge die Kurve x,~l(t) nach Satz I dem Schatten ~ yon 

xn(t) angehSrt, rut es nach f) auch der Schatten ~,+~ yon Xn+l(t): 

|  | 

Satz 2: Die Schatte~ der Piearditerierten einer K~rve Xo(t) bilden eine ge- 
schachtelte Folge. 

Nach tier Bemerkung zu c) bringt also jeder Picardschritt eine Verbesserung 
der letzten NSherung (>>Verbesserung>> im schw~icheren Sinne: Gleiehbleiben, 

~,~+1 ~ ~ ,  eingeschlossen). 

Als geschachtelte Folge yon abgeschlossenen beschr~nkten Bereichen konver- 

giert die Schattenfolge {~} gegen einen abgeschlossenen, nicht leeren Grenz- 

bereieh tT, den >>Grenzschatten>> | Er enth~tlt wegen b) mindestens die LSsung 

X(t). Enth~lt er nur sie, so konvergieren die Picardschen x,(t) gegen die 

LSsung X (t). 

Es sei zu sp~terer Anwendung bemerkt, dass bei Mehrdeutigkeiten im LS- 

sungsfeld der obere Sehattenrand R(t) nieht die kleinste LSsung der in a) und 

g) enthaltenen Ungleichungen darstellt. Es gilt jedoch der 

Hilfssatz 3: Es seien g(t,x) und x(t) fiir o ~ t ~ to stetig, g(t,x) in x wach- 

send, Das Ungleichungssystem 

y (t) _-> 

y (o) >= o, 

(I7) _D+ y(t) ~ g [t, y(t)] 

hat dann eine kleinste stetige LSsung y( t )= Q(t). Sie existiert, soweit eine 

stetige L5sung des Systems vorhanden ist, erfiillt 
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(i s) Q (o) = m a x  Ix (o), o] 

und ist fiir jedes t entweder  gleich x(t) oder gleich einer in einem Punk te  yon 

x (t) beginnenden Minimall5sung von ~) -~ g (t, y). 

Zum B e w e i s e  denken wir den Schat ten yon x(t) in Bezug auf ~ g ( t , x )  
start  aus allen LSsungen dieser Differentialgleichung nur  aus deren Minimal- 

15sungen gebildet. Dieser  neue >>Schatten>> hat  nicht  alle friiher aufgezi~hlten 

Eigenschaften;  z. B. brauehen seine QuerschnRfe nicht  zusammenhiingend zu sein. 

Sein oberer Rand  Q(t) is~ jedoch stetig, soweit  er beschrgnkt  ist, erfiillt (15)bis  

(I8) und  fiir jedes t gilt  en tweder  Q(t)=x( t )  oder Q ( t ) = M i n i m a l l S s u n g  yon 

= g(t, Q), - -  was alles unver~nder~ gezeigt werden kann. N immt  man an, es 

w~re y(t) eine stetige LSsung yon (I5), (I6), (I7), die bei t =  t 1 kleiner ist als 

Q (tl), so ist sie wegen y (o) ->_ Q (o) fiir ein grSsstes t~ < t I gleieh Q (t): 

Q(t~)~- y(t~), Q(t) > y(t) fiir t~ < t_~ t,. 

Wegen  (I 5) wiire erst recht  Q(t) > x(t) fiir t~ < t =< t~, also Q (t) dor t  MinimallSsung 

yon Q ~ g(t, Q). Zusammen mit (I7) ergibt  sich ein Wider sp ruch  gegen Hilfssatz 2. 

9. Beseitigung der Vorausse t zung  I I I .  Es mSge I (abgeschwiicht) und I I  

gelten. Da  der obere Rand  R o (t) yon C0 in o, o oder hSher anfitngt, stetig ist 

und nach 8 g) relativ zum Feld steigt, konvergieren seine Picardi ter ier ten B0,  (t) 

[Boo(t ) ~ Ro(t)] nach Nr. 6 gleichm~ssig gegen eine,  also die L6sung X(t). 
Ebenso konvergieren die I ter ier ten ro ~ (t) [too (t) ~- r o (t)] des unteren Randes  r o (t) 

gleiehmgssig gegen X(t). Die beiden Folgen sehliessen gliedweise die entspre- 

chenden x,(t) ein : 

(t) _-> => ro,,(t), 

woraus die gleichmitssige Konvergenz tier xn(t) gegen X (t) folgt. 

Wi r  zeigen (I9) dureh Sehluss yon n auf  n + I. Die fiir ~---~ o bekannte  

Ungle ichung liefert nach der Monotonievoraussetzung I die entsprechende Un- 

gleichung fiir die Felds te igung auf den drei Kurven  Bo , ,  x~, ro,~ und damit durch 

In tegra t ion  die Behaup tung  fiir n + I. 

.IO. Schattendeflnition bei beliebiger Feldfunktion. Die bisherigen Be- 

traeh~ungen sind so angelegt  worden, dass die in dieser Nr. vorzunehmende 

Uber t ragung  auf  nur  stetige, nich~ mehr notwendig  mit x wachsende Feldfunk- 

t ionen g(t,x) mSgliehst  wei tgehend vorberei tet  wurde. Wi r  finden in Nr. 8 

Vorbiider  und Hilfssiitze fiir den je tzt  vorliegenden allgemeineren Fall. 
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Die bisherige Schattendefini t ion kann nicht  unveriindert  beibehalten werden, 

weft sonst  unser  wesentl icher S~tz I nicht mehr  gelten wiirde. Z . B .  wiire schon 

fiir g (t, x) --~-- x, x 0 (t) = t die Picardket te  xl (t) ~ - -  I t2 nicht mehr  im Schat ten 
2 

yon xo(t ) entha.lten; die yon P u a k t e n  der Ausgangsn~herung abstrahlenden LS- 

sungen X ( t ) - ~ k o n s t  .e  - t  erreichen n~mlich i iberhaupt  keine negativen Wer t e  

(Abb. 6). 

Der  Beweis des Satzes i war dadurch m5glich, dass die >>Steigungen>> der 

Schattenr~tnder fiir jedes t die Ste igung der Picardschen K e t t e  zwischen sich 

einschliessen. Diese T~tsache machen wir je tzt  zur Grundlage  der 

\ 

\ i N \ 

Abb. 6. 

\ 

\ 

t 

Bei fallender Feldfunktion muss die Schattenerkliirung von Nr. 8 ge~indert werden, 
damit Satz I, x ~ ( t ) ~ ,  giiltig bleibt. 

Definit ion: Es seien g(t, x) und x(t) in o ~ t _--< to s~etige Funk~ionen. Wi r  

be t rachten  die Bereiche 93 des Streifens o ~ t ~ t omi t  folgenden Eigenschaf ten:  

I.) 93 enth~lt  das Kurvenbi ld  yon x (t) und den Nullpunkt .  

2.) ~Iittels zweier ~Randfunktionen>> P(t) und p(t), die, s o w e r  sie beide 

beschr~nkt bleiben, auch stetig sind, kann 93 als GesamtheR aller Punk te  t, x mit  

p (t) _--< x _--< P (t), o = t _--< t o 

beschrieben werden. Wenn  eine der Funkt ionen  P ( t ) u n d  p (t) ffir t'o ~ to un- 

endlich werden sollte, sei 

P ( t )  = + p (t) = -  f i i r  t _-> t'o. 
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3.) hu f  jedem Querschni~t ~( t )  yon ~ (vgl. Anm. I5) erfiillen P(t) und p(t) 

die Deriviertenungleichungen (vgl. Abb. 7) 

D§ P(t) => x), 
(t) 

D+ p (t) _< min g (t, x). 
(o 

F i i r t  ~ t'o sind diese Forderungen inhalflos. 

Dann verstehen wit  unter dem Schatten ~ yon x (t) [in Bezug auf die Diffe- 

rentialgleichung 2 = g  (t, x)] den Durchschnitt aller Berefche ~. 

I f  

Abb. 7. Zur allgemeinen Schattendefinition. Die Feldsteigungen im Schatten sind durch die 
Randstelgungen,, begrenzt. 

Die erste Forderung an ~ entspricht 8 a), die zweite 8 f); !~ ~ o , o  wird 

geforder~, damit die Strecke der Ordinatenachse yon o, o bis o, x(o) in !~ liegt 

(vgl. friihere Definition des Schattens in Nr. 8). Die Bedeutung der drit~en 

Forderung erkl~rten wir  schon. Die Durchschni~tsbildung soll zu einem bes~imm- 

ten, und zwar m5glichst kleinen, im Sinne der Bemerkung zu 8 c)mSglichst  

giinstigen Schattenbereich fiihren. 

Dami~ die Definition sinnvoll ist, miissen zu jedem g(t, x) und .~edem x( t  ) 

Bereiche !~ exis~ieren. Trivialerweise erfiill~ der ganze S~reifen o ~ t ~ t o immer 

die an !~ gestellten Forderungen. Es ist P ( t )=  + ~ ,  p ( t ) = - - ~ .  
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Um noch ein Beispiel eines Bereiches ~ zu geben, bei dem P( t )  und p(t) 

ein Stiick welt endlich sind, setzen w i r  

G ( t , x ) : m a x  ]g(t,~)] fiir x ~ o ,  
l~ l~  

= G ( t , o )  ~> x < o 

und haben damit eine stetige, im schw~cheren Sinne mit x wachsende Funktion 

fiir unseren Streifen erkl~r~. In Bezug auf die Differentialgleichung is 

= G ( t , x )  

biIden wir wie in Nr. 8 den Schatten yon Ix(t) l und erhalten naeh 8 g) fiir 

dessen oberen Rand R ( t )  

~+ R (t) >= (; [4 ~ (t)], 

also nach der Erkl~run'g yon G (t, x) 

_D+ R (t) ~ I g (t, x) l fiir alle x mit I xl s (t) 

Man erkennt nun leicht, dass der Sereich ~ mit P ( t )  = R (t) und mit p(t) = - -  R( t )  

die Forderungen der Definition erfiillt. Die Endlichkeitsbehauptung folgt aus 8 h). 

I. Eigensehaf ten des Schattens.  W i t  zeigen zun~chst, dass der in Nr .  i o  

als Durchschni t t  gewisser Bereiche 9~ erklSrte Schatte~ ~ selbst zu den ~ geh5rt. 

Dazu brauchen wir den 

Hilfssatz 4: Mit ~1 und ~.~ erfiillt der Durchschnitt  ~3 beider Bereiche die 

Forderungen der Definition in Nr. IO. 

Es leuchtet unmittelbar ein, dass die beiden ersten Forderungeu erfiilIt sind. 

~lennen wir die R~nder PI (t), P~ (t), Pa (t) bzw. p~ (t), p~ (t), pa (t) und wird fiir ein 

bestimmtes t ohne Beschr~nkung der Al|gemeinheit P~( t )~  Po(t)angenommen,  

so ist bei /)1 ( t )>  P~ (t): 

_D+ P~ (t) = ]_)+ P2 (t) ~ max g (t, X) =~ max g (t, x), 
~ (t) ~s (t) 

bei P, (t) = P~ (t) jedoch 

_/)+ Pa (t) = min [_/)+ P1 (t), _D+ P~ (t)] usw. 

En~sprechend fiir p~(t). 



Uber ein Hilfsmittel zur geometrischen Behandlung der Picarditeration. 223 

Nach diesem Hilfssatz ist ~ als Durchschnitt  aller ~ selbst ein ~ ,  wenn eu 

nur endlich viele !~ geben sollte. Bei Vorhandensein unendlich vieler ~ ist das 

Erfiilltsein der ers~en Forderung unmittelbar vollst~ndig klar, fiir die zweite nut  

soviel, dass ~ durch zwei Randfunktionen R(t), r(t) als Bereich 

r ( t ) < = x ~ R ( t ) ,  o<=t<=t o 

beschrieben werden kann und dass diese Funktionen eine obere Grenze t'o der 

Beschr~nktheitsintervalle haben, oberhalb welcher bei t'o < to durchweg R (t)-~ + ~ ,  

r(t) ~ - - - ~  is~. Beim Beweis der Stetigkeit der Randfunktionen und des Erfiillt- 

seins yon Forderung 3.) legen wir ein Intervall o =< t _-----to' (<  t'o) zugrunde, in 

dem R(t) und r(t), also auch mindestens ein !~-Bereich ~*, beschr~nkt sin& 

Zur Erleichterung des Ausdrucks dienen die 

Bezeichnungen: Es sei ~(t) eine stetige Funktion. Wir setzen 

max g( t ,~ )=  G,p(t,x), 
~: >_~>=,p(t) 

min g (t, .E) = G'r (t, x). 
,F(t)>-~>=z 

Die erste dieser beiden Funktionen ist oberhalb yon q9 (t) erkl~irt, und zwar fiir 

festes t gleich dem Maximum yon g(t,x) auf der Strecke yon t, ~ ( t ) b i s  t ,x;  

sie is~ daher stetig und w~chst mi~ x im schw~cheren Sinne. J(hnlich ist die 

zweite fiir t, x unterhalb ~ (t) erkl~rt, stetig und mit x wachsend. Es ist leich~ 

ersichtlich, wie man beide Funktionen unter Erhaltung yon Stetigkeit und Mono- 

tonie in den ganzen Streifen o _--< t _--<_ to fortsetzen k5nnte. 

Nach ttilfssatz 4 und wegen des Vorhandenseins eines (his t'o') beschr~nkten 

~*, brauchen wir bei tier Durchschnittsbildung nur gleichmSssig beschrS~kte 
zu beriicksichtigen. Es geniig~ sogar, aus diesen nur !~ mit gleichgradig stetigen 
R/~ndern auszuw/ihlen. Is t  n/~mlich ~ beschr/~nkt, "so kann man aus den zuge- 

hSrigen P(t), p (t) mit Hilfssatz 3, indem man das dortige g (t, x) gleich ep (t, x) 

setzt, ein Q(t )< P(t) konstruieren, das zusammen mit p(t) ebenfalls e in  ~, etwa 

~' ,  berandeL Ahnlich bekommt man aus diesem ~ '  mittels GQ(t,x) und eines 

auf MaximallSsungen und < stat~ > abge~nderten ttilfssatzes 3 ein q(t)>--_p(t) 
und damit einen ~-Bereich ~":  Q ( t )>  x > q (t). Die R~nder dieses 9~" sind, wo 

sie nicht mit x (t) iibereinstimmen, differenzierbar mit Ableitungen, die als g-Werte 

in !3", erst recht in !3" auftre~en. A[le derartigen ~ "  haben also gleichgradig 

stei~ige R~inder. Wegen ~ " V  !3" genfigen sie zur Konstruktion yon ~ .  
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Im Interval l  o < t ~ t'o w~hlen wir eine iiberall dichtse Folge {6} und zu 

jedem ti zwei Folgr yon ~-Bereichen der eben beschriebenen Art,  !3~j C" u~d ~jc..~., 

derar t  dass fiir j -> ~ die zugehSrigen R~nder  Q;j~" (re) -+ R (t~) bzw. q~jr -+ r (ti) 
erfiiUen. Es sei 93k der Durchschnit~ aller ~ i j  0~ und ~,'j(-~) fiir i , j  < k] Dann  

gilt bei k -+ r162 fiir die R~nder  P~(t), pk(t) der !3~: 

Pk (6) -+ R (t~), pk (t~) -+ r (t~) fiir alle t~. Zufolge der gleichgradigen Stetigkei~ 

der Qij(~)(t) und qij(~)(t) und daher  der t)k(t) und pk(t) konvergieren diese nicht 

nur  fiir die ti, sondern im ganzen Interval l  o <~ t < t'o, und zwar gleichm~ssig 

gegen je eine stetsige Funkt ion.  Wegen  der Willkiirl ichkeit  der t~ sind R ( t ) u n d  

r(t) durchweg diesen Funk t ionen  gleich, also stetig. 

Wi r  bet rachten zum Nachweis yon 3.) fiir ~ LSsungen yon 2 -~ Gpk (t, x) und  

2 = G~ (t, x). Wegen  p~ (t) < r (t), also Gv~ (t, x) _--__ G, (t, x) is~ fiir MinimallSsungen, 

die bei gleicher Abszisse t~ mit  X~k(t~)> X~(t~)[> r(tl)] beginnen: 

insbesondere ffir 
X p k ( t ) ~ X r ( t )  bei t > t l ,  

Ferner  ist nach Hilfssatz 2 

x , .  (tl) = ]~ (t,). 

also schliesslich 

u n d  (durch k -+ r162 

(zo) t _-> ~. 

Hieraus 
_D+ R (t,) _--> _D+ X,. (t) = X,. (t) = G, [t,, R (tj)], 

was abgesehen von der Formul ierung mit~ der ersten Ford#rung 3.) fiir ~ statt~ 

!3 iibereins~immt. Der  zweite, r (t) betreffende Tell yon 3.) folgt  ebenso. 

Wi r  haben m ~  dem Nachweis,  dass ~ ein ~ is~, dass also g (t) und  r ( t ) d i e  

Forderungen  I . ) b i s  3-) erfiillen, sehon einen Tell der Aussagen 8 a) bis. i) auf  

allgemeineres g(t, x) i ibertragen. Was  wir bisher wissen, reicht  aus, um Satz z 
fast  w5rtlich wie fi'iiher zu beweisen: Die Steigung der Picardschen Ket te  yon 

x (t) ist durch _D+ R (t) und _D+ r(t) beschrEnkt usf. Auch Satz 2 lautet wiefi'iiher. 
Wegen  Sa~z I i s t  n~mlich ~ auch ein ~-Bereich fiir die Picttrdsche Ket te  x* (t), 

enthiilt also deren Schat ten  ~*.  

Pk(t) > Xpk(t ) bei t >  tt, 

P,,(t) >_-- Xr(t) 

R (t) > X, ( t )  far 
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Von den noch iibrigen Aussagen der Nr. 8 macht~ nur  8 d) einige Schwierig- 

keiten. Wi r  iibertragen diese Aussage in folgender abgeschwiichteu Form: 

d') Mit jedem Pu~kt gehSrt mindestens ei~e yon ihm nach reehts auslaufende 
LSsung zu ~ .  

Fiir innere Punkte  yon | ist das klar, sobald man es fiir Punk te  der R~inder 

R (t) und  r (t) weiss. Fiir die R~nder denken wir zuerst an eine Stelle tl, wo 

R(tl) > r(tl) ist. Wir  ha t ten  in (20) R(t) durch eine von tl, R(tl) ausgehende 

MinimallSsung Xr (t) von 2 : Gr (t, x) nach unten  abgesch~itzt. Wegen Gr(t,x) ~ g(t,x) 
bei x ~ r(t) folg~ daraus fiir die yon tl, R (tl)nach rechts laufende MinimallSsung 

X'(t) yon (I) erst recht  19 

t t(t)>=X'(t)  fiir t ~ t ~ ,  solange X'(t)>--_r(t). 

Ebenso finder man 

r(t) <= X"  (t) fiir t_-->t~, solange X"  (t) <= it (t), 

wenn X"(t)  die yon t~, r(t~) nach rechts laufende MaximallSsung yon ( I )bedeute t .  

I s t  N eine Schranke fiir g (t, x) in ~ (t <= t'o) und b = It  (t~) -- r (tl) , so gilt wegen 

b " ebenso welt gilt  die (20) die zweite Nebenbedingung mindestens bis t~+ 2 N + ~ '  

erste. Also ist 

R (t) ~ X'  (t) ~ r (t) }. f i i r t  I = < t = < t 1 + b 
It (t) >__ x"(t)  >= ,. (t) 

b 
- -  kann man jede derart ige L5sung i n n e r h a l b ~  bis t' o oder Reehts yon tl + 2 N +  i 

bis zum Rande fortsetzen. Wird  der Rand  vor t' o erreicht, so kann  ein ent- 

sprechender Schri t t  wie oben angeschlossen werden. Er  fi ihrt  wieder mindestens 

b 
um - -  nach reehts, da It  (t) - -  r (t) monoton m i t t  wiichst, wie man sieh leicht 

2 N + I  

iiberzeugt. In  endlieh vielen Schri t ten ist man bei t' o angela.ngt. 

Die Stellen t m i t  I t ( t )>  r(t) werden, wenn es i iberhaupt welche gibt~, links 

yon einer St~elle t* mit  I t  ( t * ) =  r (t*) berande~, vor welcher wegen des Wachsens  

yon I t  ( t ) -  r (t) daue rnd  It ( t ) - - r  (t) is~. Auf  diese Stelle t* li~sst sich der eben 

gefiihrte Existenzbeweis ohne weiteres ausdehnen. Wir  wi~hlen rechts yon t* 

innerhalb ~ eine gegen t*, It (t*) konvergierende Punktfo lge  {Pi} aus, ferner eine 

Folge yon LSsungen Xi(t), die in den P~ beginnen und innerhalb ~ bleiben. Die 

Xt(t) sind bis t'0 gleichgradig stetig. Jede konvergente Teilfolge aus ihnen liefert 

als Grenzkurve eine in t*, It(t*) beginnende, in ~ verlaufende LSsung. 
2 9 - - 3 7 5 3 4 .  Acta mathematica. 69. I m p r i m 6  le 4 m a r s  1938. 
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Schliesslieh muss man mit der MSglichkeit rechnen, dass sich rechts an o 

ein gauzes t-Intervall mit R ( t ) =  r(t) anschliesst (bis t* bzw. t'o). Dann ist nach 

Satz i in diesem Intervall ?~lR(t)} in ~ enthalten, also gleich R(t) und daher 

LSsung, womit die volle Behauptung bewiesen ist. 

Durchmustern wir jetzt noch einmal die Nr. 8, so zeigt sich, dass wir fast 

alles iibertragen haben. Von den noch fehlenden Punkten verlangt b) eine d') 

entsprechende eingeschrgnkte Fassung: 

b') Zu ~ geh6rt ~indeste~s eine in o, o beginnende LSsu~g. 

Diese Aussage ist in d ' )enthal ten,  c) gilt uneingeschrgnkt. In i )muss  

>>LSsung* dutch *Na~ximallSsung>> /i') ersetzt werdeno Die Beweise yon c), e), i') 

verlangen ghnliche Schliisse wie der yon Satz 2, sind sehr einfach und kSnnen 

iibergangen werden. 

Die Abweichungen yon b'), d') gegen b), d) erklgren sieh daraus, dass die 

Definition in Nr. I o die yon Nr. 8 nicht als sonderfall  enth~lt. Nr. 8 ist nur 

bei Eindeutigkeit aller L5sungen yon (~) Sonderfall yon Nr. IO. Wie man Nr. 8 

abgndern mfisste, um den Sonderfall yon Nr. Io zu erhalten, deutet der Beweis 

yon Hilfssatz 3 an. Wir  haben die Abweichungen in Kauf genommen, um Nr .  

8 einerseits bequem aufbauen zu kSnnen und andererseits Nr. Io und :Nr. I I 

damit genfigend gut vorzubereiten. 

I2. Zusammenfassung.  Bei stetigem g {t, x~ haben wir .ieder stetigen Kurve 

x(t) einen Bereich zugeordnet, den wir seinen ,>Schatten,> nennen. Der Schatten 

enth~lt x (t) und mindestens eine yon o, o ausgehende L5sung yon �9 --  g (t, x). 

Dann und nur dann besteht er aus x(t) allein, wenn x(t) selbst L5sung ist. Man 

ist daher berechtigt, N~herungen mit >,kleinem* Schatten >>gut~, zu nennen. Die 

Schatten der durch Picarditeration aus Xo(t) entstehenden Kurven xl(t), x~(t) . . . .  
sind geschachtelt. In der eben erw~hnten Sprechweise heisst das: Jeder Picard- 
sehritt verbessert die NSherung Iim schw~che~en Sinne, Gleich-gut-b[eiben ein- 

gesChlossen). D i e  Tatsache, dass es mSglich ist, ein sinnvolles Giitekennzeichen 

mR derart igem Erfolg einzufiihren, wirft ein Licht auf die starke Verbesserungs- 

k r a f t  der Picardschen Formel. 

Gegeniiber der sonst meist angewandten Beurteilung yon Ngherungen nach 

dem gr5ssten Fehler in einem Intervall hat unser Giitekennzeichen gewisse Vor- 

zfige. Gleiche Fehler werden nicht unabh:,ingig yon der S~elle ihres Vorkommens 

fiir gleichwertig angesehen, sondern faUen bei kleineren Abszissen meist starker 
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ins Gewicht, weil sie den Schatten stiirker vergrSssern (in Abb. 8 durch zwei 

als senkrechte Strecken d a r g e s t e l l t e -  Fehler mit ihren Beitr~gen zum Schatten 

veranschaulicht; Sonderfall yon Nr. 8). Um sich klar zu machen, dass das zweck- 

m~ssig ist, denke man an die numerische oder graphische Integrat ion yon Diffe- 

X 
\ 

Abb. 8. 

I ' x  i ~  

~..L I ~  . . . . . .  j . . . - - r ' - ' - ~_ ,  , 
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Sp$itere x(t)-Fehler verursachen kleinere Schattenfehler. 

rentialgleichungen; ein friih auf~retender Fehler ist unangenehmer als ein sparer. 

Der Einfluss auf sp~ere  Ordinaten is~ hier iibrigens umso starker, je mehr g(t,x) 
mR x ver~nderlich ist; in diesem Fall wird auch der Scha~ten nach rechts hin 

rasch breiter. 

Anwendungen des Schattenbegriffes zur Veranschaulichung bestimmter S~tze 

fiber Differen~ialgleichungen sollen einer sp~teren Arbei~ vorbehalten bleiben. 
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