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Die Dualitidt! in der Abhingigkeit der Losungen einer linearen Differential-
gleichung

(1) Ly (D02 + Ly ()

dm——l Y
dxm—'l

+ -+ Lin(x)y=0,

einerseits von der Unabhingigen x, anderseits von dem gewihlten Anfangswert
der letzteren, fiir den ihnen gewisse Bedingungen vorgeschrieben sind, kommt in
dem Satze zum Ausdruck, dass diejenige ausgezeichnete Losung Y(z, ¢) von (1),
welche filr x=¢ samt ihren ersten m—2 Differentialquotienten nach z verschwin-
det, wilhrend ihr (m— 1)-ter Differentialquotient den Wert (— 1)"~%/L(c) annehmen
soll, gleichzeitig auch (vgl. § 1) der Adjungierten von (1) mit ¢ als Unabhdngiger

- m - m—1 .
(2) L@ X@d  § ()Y@ L f ()Y e, g=o
oc™ demnt
. - , - : Am—2\1 s
(3) Ly=L,, Li=mL —L,, ... L,= Z:)(—I)’( x—z')Lg'% )

! Den Ausgangspunkt dieser Arbeit bilden mehrere meiner in den Sitzungsberichten der
Wiener Akademie der Wissenschaften iiber dieses Thema erschienenen Mitteilungen (1919—1927),
um aber nicht auf die letzteren Bezug nehmen zu miissen, werden die dort erhaltenen Sitze im fol-
genden, mit wesentlich einfacheren Beweisen, wieder abgeleitet. Betreffs der Moglichkeit einer

Ubertragung auf lineare partielle Differentialgleichungen ef. die genannten Berichte II a, Bd. 134,
S. 161.
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geniigt.  Ebenso verschwindet, als Losung von (2) betrachtet, Y (x, ¢) fiir c=2
samt den ersten m—2 Differentialquotienten nach ¢, wihrend der (m—1)te den
Wert 1/Ly(x) annimmt. Im Verein mit 0Y/d¢, 0*Y/d¢c® ... 0™ 1Y/d¢™ ' kousti-
tuiert ¥ ein Fundamentalsystem von (1), und die Kenntnis von Y dient des-
halb auch, nach einem bekannten Cauchyschen Satze, dem Zweck, fir alle in-
homogenen Differentialgleichungen der Form

S L) 700 - k(a)

%*=0

ein Integral
nz(—l)’"‘lfK(u) Y(o, w)du

angeben zu konnen.

Nun folgt aus (2) durch Vertauschung von z, ¢

# B "0 4 5, ) T TOD s @)Y, 2 =0,

und da Y (é, ) durch die in (1) auftretenden Funktionen Ly(z), L;(x), ... Ln(z)
eindeutig definiert ist, muss die in vollkommen gleicher Weise mittels io(x), I~11 (),
... Lin(x) gebildete Funktion (e, ) eine Losung der Adjungierten von (4), d. h.

der vorgegebenen Differentialgleichung (1) sein. Zwischen Y(z, ¢) und Y(e, «) be-
steht der Zusammenhang

(s) ‘ Y(e, z)=(—1)""Y(w, o,

wenn also Y(z, ¢) als Integral von (2) in eine Potenzreihe

@

B (c—a) I
(6) Y(x> 0) ‘v:g_l UJ‘V (7') 1 > Ym— (x) - Lo(x)
entwickelt ‘wird, und wenn genau wie die Funktionen v mittels Ly, L;, ... Ly

analog Funktionen v mittels Ly, Ly, ... L, gebildet werden, erhilt Y(x,c) die
doppelte Darstellungsform

) Vi o = D) S = (i 3 o o
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Die erstere gestattet immerhin den Ubergang des Parameters ¢ in eine Nullstelle
von L,{x) wenigstens formal.

Fiir beide Koeffizientenreihen 1, ¢ existieren lineare Rekursionen, welche
durch Binfiithrung der Funktionen

®  Lul ﬁ(z_x)Lw (@), Los(o)=Lu(e), Lni(r)=o fiir i<o,

wobei Lin+1(#), Ln+2(x), ... gleich Null definiert sind, die Gestalt

r+1—m v+1—m
(9) Lo'(ljw + 2 (_ I)” Lx—w—l, nwv——n =0, Lo'l,bv + 2 Lw—mww—nzoy y=m
%=1 #=1

erlangen, woraus etne explizite Darstellung dieser Entwicklungskoeffizienten , l?l
als Determinanten folgt (§ 2)

(IO) '(_I)m~4 Lz+2——me:Det IL'—n—m,i—x+1|,

(— 1+ Lpremy, = Det | Ly, i—xsa|, 4, x=0 bis »—m.

Die Rekursionen (9) haben die endliche Stufe », wenn die L Polynome und
L™ L1 L2 | simtlich Konstante sind.

Zu vereinfachter Darstellung koénnen in manchen Fillen auch die Polyno-
miallésungen linearer Differentialgleichungen herangezogen, und hiebei die letz-
teren, ohne die Allgemeinheit der Betrachtung einzuschrinken, in der Form

I

I qry n—l dnly 1

(11) Ly(e) -4 + L, () it i

4+ o+ Ly (x)@ + Lpy=0

n—s

angenommen werden, derart dass das Polynom L,(x) hochstens den Grad

n—x hat. Dann st einem willkiirlich vorgegebenen System von n—1 Polynomen

n n—1 i
Lo(x), Ly(), . .. Ln—(x) ensbesonders eine Halphensche Reihe von Polynomen 1., zu-
geordnet
n—1 Z-
(12) ny=Det | Ly s—sin—|, 7, x=0Dbisv—1, Lmzz (n—x) Lir—,

%#=0

aus welchen sich durch einfache Substitutionen die Polynomiallssungen von (11),
ebenfalls in Determinantenform, ableiten lassen, vgl. § 3 (13).
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Unter gewissen Voraussetzungen kann sich eine Quadraturdarstellung fiir
y, durch eine oder mehrere Integrationen, als zweckmissig erweisen, wofern nim-
lich die zu integrierende Funktion eine einfachere Entwicklung als die der Po-
tenzreihen (7) gestattet. Ausserdem soll die zu integrierende Funktion so gewihlt
sein, dass jeder zulissige Integrationsweg zwischen ¢ und x eine Lisung von (1)
hervorbringt.

Fiir Differentialgleichungen zweiter Ordnung

(13) Lo(x)y” + Ly (x) y’ + Ly (2) y=o0,

deren Koeffizienten Ly(z), L,(z), Ly(x) Polynome von z sind, gelangt man so zur
Integraldarstellung einer Losung

W =t

v
vl

(14) 3/*=ff(v)§0

mit der Definition L, f -1, f=o0 fiir die Funktion S und
(15) G, (U):Det IL,', i_,‘+2(1))|, Z., ¥=0 bisv—1

Jiir dee Polynome G. Diese letzteren reduzieren sich fiir die Stufe n=2 auf leicht
zu bestimmende Konstante, und fiir n=3, welcher Fall die verallgemeinerte Lamé-
sche Differentialgleichung, die elliptische Zylinderfunktion, sowie die Heinesche
Funktion mitumfasst, auf die oben 7, genamten Polynome einer Halphenschen
Reihe (8§ 3, 6).

Fiir ein beliebiges » wird die Bestimmung der Polynome G, da sie zwei
simultane Rekursionsbedingungen erfiillen miissen, nur durchfithrbar, wenn man
von dem eigentiimlichen Zusammenhang zwischen der Quadraturdarstellung (14) -
von y* und dem Kettenbruch fiir die logarithmische Derivierte einer Losung y von
(13) Gebrauch macht. Dieser Kettenbruch, als Inbegriff von Quotienten Q,(x)/R,(x),
deren Zahler und Nenner ein und dieselbe lineare Rekursion besitzen

( ) Q'v+Lv1 Qv—l +Lw2L()Q'v—2+L'v3L(2, Qv—3+ =0
16 .
, Rw+Lv1Rv—1+Lv2LORv—2+Lw3 Li Rc'—~3+ "':O,

verdient schon an sich Erirterung, aber auch wegen seines Zusammenhanges mit

den beiden anderen Losungsformen, nimlich einerseits der Potenzreihe (7), weil
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R (x)=1~py+2(x) Ly(x)’*? ist, anderseits dem Integrale (13), indem sich G,(v) als
identisch mit

( I 7) : Q'v——l (U) Rv—2%2(;)&1_2 (1:) R, (TJ)

herausstellt, wodurch der Ansatz (1;) beweisbar wird (§ 7).

Indes ist zu beachten, dass der Kettenbruch fiir y'/y, falls er konvergiert,
noch keineswegs die bei rationalen Koeffizienten der Differentialgleichung zu for-
dernde Darstellung von y selbst als Grenzwert rationaler Funktionen leistet. Aller-
dings besteht die Moglichkeit eine der Potenzreihen (7) oder sonstige Potenz-
reihen fiir ¥ in korrespondierende Kettenbriiche umzuwandeln, einfacher erscheint
es aber bei Differentialgleichungen 2. Ordnung, den Kettenbruch fiir y'ly zu be-
niitzen, und zwar dessen Niherungsnenner R, als Zdihler von Quotienten R,/S, an-
zunehmen, deren zugehorige Nenner dann mnoch geeignet zu wihlen sind, und
deren Grenzwert eben % sein soll. Dabei kann auch der Zusammenhang mit

den Kettenbriichen fiir Integrale inhomogener Differentialgleichungen 1. Ordnung
gewahrt bleiben (§ 8).

§ 1. ‘Beweis des Dualitiitssatzes.

Betrachtet man eine homogene lineare Differentialgleichung

"y < amy
(I) W: Zpﬁc(x)deﬂL

u=1
und bildet irgend eine lineare Verbindung U von y, dy/dx, ... d" 'y/dzm!

dm—l dqr—2
(2) U=pi(e) St + (@) Gy + -+ pmlaly

g0 konnen auch deren Differentialquotienten d*U/dx" mittels (1) linear durch
Y, dy/dx, ... d"1y/dz™" ausgedriickt werden

av dm—1 Am—2
(3) W :q)hl(x) dxm—?{ + thQ(x) dxm_z +-+ q)hm(x)y

Es handelt sich zunichst darum, die Beziehungen zwischen den Koeffizienten

@r1, Qa2 ... explizit aufzustellen und zu zeigen, wie sich @, ... grm auf @,
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Pri1,1, Prte 1, - .. zurickfithren lassen, andererseits die Rekursion anzugeben
welche @u1, @u—1,1, Qa2 1, ... verbindet.

Die letztere ladtet, wenn man zur Abkirzung
4 Z.
(4) Xh=@r1,  Lhi= Z (—1)* (l) A5 it
i=0

setet und die Koeffizienten P, der zu (1) Adjungierten einfiihrt
(5) i(— 1) P, g, m—v =0, P,= j(—l)i (m‘i P, P=P,=—1.
v , M—v y » = B 'V—T: i 3 0 0

=0

Als independente Darstellung der Koeffizienten ps ... @um durch die Funk-

tionen yu findet man, fir p=1, 2, ... m—I
o v1 e (u—1 Pl—)
(6) Ph, p+1 = 2;(""1) PuvXh, m—v, DPuv= ZO(_I) y—y P .
p= i=

Beweis: Aus der durch Differentiation von (3) nach x entstehenden Glei-

chung

h+1 m—1 m—2 m—1
u [q)hl(Pd u+Pd y-’r”"-l'Pmy)‘i-gD’hld ”]4—

dahtl 1 gt 2 J 2 d 1

a1y , d"?y dy ,
+ [lpmmjl +¢h22l“5cm—_‘2] +ot [th% T @PrmyY
folgt fiir die Funktionen gp, die Beziehung

(7) Prit, u=@ hut Py Pr1t@n, ut1, h=o

mit Giltigkeit bei u =1, 2, ... m, wofern @ m41 fiir alle b gleich Null definiert
wird.

Beziiglich der zu beweisenden Gleichung (6) bleibt, da sie fiir u=1 mit
(7) iibereinstimmt:

¢h2=Xh1_P1%h0 reSp. %h+1:%’h +P]Xh + Pr2,s

nur der Schiuss von g auf u+1 zu ziehen. Hiezu differentiiert man die fiir
ein bestimmtes g als bereits bewiesen gedachte Gleichung (6)
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’ & ’ & ’
(8) P hptt = Z (‘_ I)V+1p(u'vl h, y—» + Z ("" I)”HP wv Xk, p—v

y=0 r=0

und entfernt mithilfe der leicht zu verifizierenden Gleichungen

’ ’
(9) X hi=Xh+1,i~=Xh,i+1, P pv=DPut+1, v+1—Pu, »+1

die Differentialquotienten aus beiden Summen auf der rechten Seite von (8)

I I
2 (— I)HIPM 2n, p—r = Z (— I)W+1pﬂ“’ (1, u—v—1n, M—v+1)
y=0 r=0
(10)
w nt1 w1
2, (=Y o th, v = Z, (= 10D w1 20,y i1 = 2 (— 1) (Drst, »—Dun) Ap, p—vt1
=0 p=1 y=1

so findet man die Summe der beiden Ausdriicke (10), das heisst ¢'s .11, unter

Beriicksichtigung von pno=ps+1,0=—1 und py, wi1=(—1) ' Pyi1
u w1

(10a) Q’h, a1 = Z (= 1) ' Py ant1, u— Z (=1 * 2 pus, v tn, pr1r——Pur1xn.
=0 =0

Der Voraussetzung nach ist die erste Summe rechts @pi1,ut1, also muss gemdss
der allgemein geltenden Bezichung (7) die zweite Summe mit @n, w2 zusammenyallen,
was die Richtigkeit der Formel (6) fiir alle u < m—1 besagt. Ebenso folgt aus

m
(10a) fir u==m—1, dass dann die zweite Summe rechts Z(—- 1T Puy 4h, m—v ver-

0
schwinden muss, oder wegen pm=1~’7, dass auch die zu beweisende Rekursion
(5) richtig ist.
Ein zweiter Halfssatz betrifft den speziellen Fall U=y, indem alsdann zwischen
den Funktionen @n, be: fixem u eine lineare Rekursion besteht, deren Koeffizienten
von u unabhingig sind

v=1 A=0

h i
h . )
(I I) Phyp = ZPh-—m, v Ph—, u, Phi - Zl (’L— },) P%_A):('—I)lpi—h—l,i

mit Beschrinkung auf die Werte h=m.
Evident wird diese Rekursion fiir A=m, denn es verschwinden bei U=y

alle Koeffizienten @m—1, 4, ... @14, @o, mit der einzigen Ausnahme @m—y, =1,
36—28583. Acta mathematica. 53. Imprimé le 2 decémbre 1929.
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daher steht rechts in (11) fiir A=m nur der eine Term Poy pu—y, o =Py, und das
ist auch wirklich der Wert von ¢m, .. Angenommen nun, dass die aus (11) ge-
wonnenne Werte von @myu, ... @r. im Verein mit @ou, P14, « - . Pm—1, . den fiir alle
h = o vorgeschriebenen Bedingungen (7) entsprechen, so verlangt der Schluss von
h auf h+1, dass die gemdss (11) fiir @u+y, . gebildete Summe

h+1
Z Ph+1——m, vy Pht1—r, u
X y=1 ‘
mal
h
’
P hp + -P‘LL Pr1 + Ph, p+1= Z [(thm, v q)’h—'v, wt Plh—m, » Qh—v, u) T
. v=1

+ P/I,Ph—m, v Ph—v, 1 + Ph—m, v Ph—y, ‘u+1}
éberesnstimmt. Wegen der Beziehung (7)
Prt1—w, [,L:¢,h—’l’, " + P;/.Q?h—v, 1+ Pr—v, p+1

vereinfacht sich die zu verifizierende Gleichung in

h+1 h h
’
(12) Z Ph+1—~m, v Pht1—v, p = Z Ph—m, v Ph+1—v, u + z P h—m, v Qh—v, -
y=1 py=1 =1

Nach ihrer weiteren Umformung, wenn noch in der zweiten Summe rechts die

Variable » durch »—1 und P'h—m,+—1 durch Phirm »— Prm » ersetzt wird,

vgl {9),

h+1 h h+1
(13) 2 Ph+1—m,n» Phtl—y, . — Z Ph—m, v Qh+1—v,u + Z(PIL+1—m. v Ph—m, 'V)Ph—-v, "
y=1 v=1 =2

erhellt wegen Pj—m, 1= Pit1—m,1=P; und Ps—_n, n+1=0 ihre Richtigkeit.
Bildet man jetzt die m Generierenden der @n.(x)

(14) ZM:Z(P"“(@E’ n=I,2,...m
h=0 :

so geniigt jede von thnen der (gewdshnlichen) linearen Differentialgleichung be-
zliglich €

< on— zZ
(IS) ZP/‘.(.’IZ'*‘S)*@“S—,”—_T:O.

=0
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Denn durch die Substitution der Potenzreihen
&" ® &*
(z+e) = ZP ok Zzzqn(x);
x=0

verwandelt sich die Differentialgleichung (15) in die bei jedem Werte von & zu
erfiilllende Gleichung

gn—H.—m

£1l
DBy D Bl = O

sodass die Ordnung der linken Seite nach den Potenzen &', v=x+1+n—m und
die Nullsetzung des Koeffizienten von &"/v!

v+m 2
v
Zu 2( ) P () D, i Z 7 JR— Z‘, (z_ ,l) P2 ()
A=0n=0 A=0
fir die Funktionen @,(x) die Bedingung liefert
r+m
(16) Z Dyim—i Pyi=0 oder 2 D Py, : =0, h = m.
=0 =0

Diese Rekursion der @x(x) ist aber mit derjenigen der gn.(x) in (11) identisch.
An der Formel (16) wiirde sich nichts geiindert haben, wenn P, in (13) ir-
gend eine Funktion, und nicht wie bisher den speziellen Wert (—1) bedeutet

hitte, nur muss die Definition der Py;= 2 (zﬁ l) P‘—" aufrecht bleiben. Setzt

man daher P,= —L,/I, und multiplizwrt die- Differentialgleichung (15) mit

Lo(x+¢), welche dadurch in > La(x+e)0m* Z/d¢™—=o0 iibergeht, so erhilt man
=0

fiir die Funktionen g, eine neue, genau wie (16) abzuleitende Rekursion

h )
h
(16 a) 2 Qh—i,n Lh-m,iz 0, Ly, = 2 (z—,l) L(z-—/)

i=0 =0

Speziell nun die Funktion Z, gemigt zugleich, wenn e=c—z gesetet wird, der Ad-
Jungierten von (1) mit x als Unabhingiger
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om Z x, (9'”“"Z1(:}c,_c)'

(17) §P T G

Um nimlich aussagen zu konnen, wann irgend eine Reihe 2 der Form

Integral einer linearen Differentialgleichung mit x als Unabhingiger wird, bildet
man, falls die gliedweise Differentiation statthaft ist, die Differentialquotienten

d%Z — < ﬂ . x—l) (i_ﬂj

= S [ S| - 2 B ) ey
oder, nach Potenzen von (¢c—ux) geordnet, bei h=»—21

drz )" S (g
(18) dx,,= —1) Z‘I’M 0 Fhale)= 2 (= 0F )L ()

und substituiert diese Werte (18) in die vorgegebene Differentialgleichung, etwa
wieder in (1):
hieraus ergeben sich, durch Nullsetzung des Koeffizienten einer jeden Potenz
(c—a)t die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Funktionen ¥

m

(19) Z(_ I)"P,‘(x) lP‘h, My (x);o, h= 0O,

x=0

damit die Reihe D, %¥,(x) (c ;x)v erne Lisung von (1) ser.
0 a

Durch Vergleich der Bedingungen (19) mit den Rekursionen (5) fir die

Funktionen ya==gs ist ersichtlich, dass die Reihe z= Z wnl) (_c_h'_) der Diffe-
0

M
rentialgleichung Z da:"‘_” =0 geniigt, wie immer auch die Funktion U ge-
wihlt war, aber in dem speziellen Falle U=y, y,=0, 1;=0, ... m—2=0, m—1=1

wird z mit Z,(x, ¢) identisch, was den Dualitdtssatz bewezst.
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Ist y'™ = P (x) y'™ =V + Py(a) y™—2+ - + Pplx)y eine vorgegebene Differential-
gleichung, und berechnet man den h-ten Differentialquotienten von y nach x
als lineares Aggregat von y,y', ... y™ 1

=g 1 (2)y™ ) + a2 (@) y™ 2+ - + grm(a)y

(20) )h
so geniigt die FPunktion Z,(x, ¢)= 2(])1:1

gleichzeitig den beiden Dif-

h=m—1
Serentialgleichungen
omzZ, s o Z oz & 0’”‘”Z
dxm ZP”(:E) o’ 0(3’” Z’ ) gor—

Die Frage betreffs der Statthaftigkeit der gliedweisen Differentiation ist fiir

(c— =)

Wi sofort zu.bejahen, weil die hiedurch entste-

die Reihen Z,= > gu.(x)
h=0
henden Reihen
(c— )

2 q? hu —~Qh+1, M(x)] Th = Pu(x) Zy— Zipr1

vgl. (7) ebensowie die Z selbst gleichmdssig in Bezug auf x konvergieren. Der Cauchy-
sche Majorantenbeweis fiir die Darstellung der Integrale Z einer Differential-
gleichung als Potenzreihen zeigt eben unter Einem, dass die letzteren auch gleich-
mdssig  beziiglich des gewdhlten Anfangswertes der unabhingigen Variabeln konver-
gieren. Im vorliegenden Falle D\ Pi(c)0™*Z/d¢m—*=o ist ¢ die Unabhingige, =
i=0

deren Anfangswert, und die Potenzreihenentwicklung der Z, solange erlaubt, als
|c—x| unter der Distanz zwischen dem Punkt x und dem ihm niichstgelegenen
Unstetigkeitspunkt der Koeffizienten P; bleibt.

Folgerungen aus dem Satz (20).

Nunmehr seien die Funktionen 7,(x) ganz so mittels der Koeffizienten P,, P,,

. Py, definiert, wie die yu(x) aus P, P,, ... Pn, dann wird die zu Z, korrespon-
dierende Reihe '
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(21) — S "_”) () =1

h=m—1

eine Lisung von (1) beziiglich x und threr Adjungierten beziiglich c

Om—uI‘ am 0m——nr
(21a) | Z P.x dar o Z P.(c P

Um den allgemeineren Fall herbeizufiihren, wo der Koeffizient von d™y/d«™
nicht mehr wie oben den Wert 1 hat, braucht man nur

(22) Pux)=—L,(x)/Ly(x), Yz, c)=Lylc) ¥(x, c)

zu setzen, woraus, wenn man von dem leicht zu verifizierenden Zusammenhang

zwischen den P und den zu Ly, Ly, . .. Ly adjungierten Koetfizienten L Gebrauch
macht

= Lo (= oL

sich ergibt, dass Y(x, c), wie in der Einleitung behauptet, den berden Differential-
gleichungen geniigt

m g Y m 0m—n Y
(23) Z L ( )axm—# =0, Z 0cm—n -

Ax=

Gemiiss Formel (16 a) sind also in der Entwicklung

Y= Sl “ L gl — 5

v=m—1

die Koeffizienten @;{zx) durch die Rekursion

h—{m—1) i
= h\ - .
(24) Z Wh—i Lh—m i=0, Lu; :2 (z ‘—l) L :(“ I)l L, ¢
A=0
d. h. durch die erste der Gleichungen (9) der Einleitung bestimmt. Die Rich-

tigkeit der Umformung L ={(— 1 Li—p—m—1,; erkennt man aus dem Ver-

gleich von
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7 d h . . m—up i—m
=2 () S (30 e

A=0 u=0
und ] )
. : < [t—h—m—1\ : h+m—u\ .
— 1) Lipm—1,s = (— 1)’ . Lt = —1!‘( : )L(‘“”).
o (i i (E G I

Korrespondierend der Gleichung (24) besteht eine solche fiir die Funktionen 12/ der
Einleitung.
Auf inhomogene Differentialgleichungen

Ym="P(x) y" 0+ Pylar) y" =+ - + Pufa) y + Vi)

lisst sich der Satz (15), durch eine der frither angewandten Argumentation voll-
kommen analoge, in entsprechend modifizierter Gestalt erwestern. In dem sukzes-

sive fiilr den h-ten Differentialquotienten von y nach x zu ermittelnden Ausdruck
(26) Y =@ (@) Y+ gas(@) g+ -+ (@) y + Vile)

blesben die Koeffizienten @n.(x) genaw dieselben wie fricher bed V=o, es ist also nur

h
die Generierende § = ), Vn(x)% zu betrachten, und zwar geniigt sie der ¢nhomo-

genen Differentialgleichung

L am—)(,’
(27) Vix+e)+ EOP; (x+eé) Gt O
)h

Ausserdem besteht zwischen den Funktionen 3(x, c) Z Vil(x) " —— und Z,(z, ¢)

h=m
der Zusammenhang

ds3lx, ¢

(27 ) i—éx—l + V() Zy(, &) —o.

Wieder handelt es sich darum, zu zeigen, dass die betrachteten Funktionen V(x)
gleichzeitig die zwei Rekursionen erfiillen, welche aus (26) resp. (27) durch noch-
malige Differentiation resp. Entwicklung von V{z+e), Pi(x+¢), 3 nach Potenzen

von ¢ resultieren

(28) Vier=V'atouV, VW=V
h—m
(28 a) yl—m Z Viei Ph—m,:= 0, h = m.

=0
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Nachdem der Wert Vyp=V auch der zweiten Bedingung (28 a) fiir h=m ent-
spricht, hat man bloss den Schluss von A auf h+1 zu fithren, was durch Diffe-

rentiation von (28 a)

h—m h—m )
— \ ’
yut=m 4+ N Vs Pom,i+ 2 Viei Phom,i=0
=0 i=0

geschieht. In der ersten Summe ersetzt man V’5_; nach (28) durch Vii1——
— @n—,1 V, in der zweiten vorerst ¢ durch ¢ — 1, nachher P _p 1 durch
Prii1—mi— Pir—m,; und findet so, mit Riicksicht auf die Rekursion (11} der Koeffi-
zienten @;; die Gleichung (28 a) fiir h+ 1 statt h bestiitigt.

Die Beziehung (27 a) zwischen 3(z,¢) und Z(x,¢) ist eine unmittelbare
Konsequenz der Rekursion (28).

Andere lineare Rekursionen fiir die Funktionen V,(z) ergeben sich, wenn
man wie oben P,=-—L,/L, und iiberdies V=K/L, setzt, aus der mit L(x+e)
multiplizierten Differentialgleichung (27), analog zu (16 a)

h—m

(29) Z Vﬂ—i Lj—m, i=K0—m h = m.

=0

§ 2. Die Entwiéklungskoefﬁzienten der ausgezeichneten Lisung Y (z, o).

Als lineare Rekursionen der Koeffizienten 1,, 1, in den Potenzreihen fiir
die ausgezeichnete Losung Y

ey

(I) Y((E) 0)?—%%@ (C_:!@X}:(_I)m—li{bw(c)(i%

r=m—1 v=m—1

~ 1
) wm~1 - wmAl - f

0

wurden, vgl. (9) der Einleitung, die (Gleichungen nachgewiesen

v+1—m . v+1—m .
L()'(,U'Vv + Z (‘— I)uLn—v—l, * wv—u: O, Lowv + Z Lv»m, x",llv——z:O-
%=1 . ) %=1

Hienach sind diese Koeffizienten rationale Funktionen der I, mit dem Nenner

Ly+2=™ setzt man also

(=) "0y~ (1w
(3) Y= T+2—m s Y= Tote—m
0 o
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so werden die w, @ Polynome der L;, mit den Rekursionen
(4) @, + ZLﬁ"an_v_Jm,uwv_,‘ =0, W+ 2(—1)"L’;‘1Lv_1,/w’v_,,:0, w,=w,=1.
x=1 x=1

Es reicht aus, eine der beiden Rekursionen (4) niher zu verfolgen, z. B. die
letztere. Sukzessive berechnet man

L, T L, I, o
(5) Wy = L, @,= | ng L I y Wy= L, Ly L0
. Lo Lipy Ly,

und hat daher fiir die independente Darstellung von w, als Determinante v-ten
Grades

(6) @,=Det | Li,s—ss1], 4, x=0 bis v—1,

in welcher gemdss der Definition (8) der Einleitung ein L, mit negativem zwei-
ten Index durch Null zu ersetzen ist, nur den Schluss von v auf v+ 1 zu fiihren.
Die Determinante (6), oder ausfiihrlicher geschrieben

Lo, Lo -0 o o
Ly, L, 0 ¢] o

Ly 3p-2 Liv—gs—s -+ Ln_s 1 Ly_30 0O
Lv~2, v—1 L'r—2, r—2 7 Lv—?, 2 La‘—Q, 1 Lv—‘.’., 0
Lm*l, v L'u—], —1 " Lw-——l, 3 L@‘—I, 2 Lw~l, 1

nach ihrer letzten Zeile, von rechts angefangen, den Elementen L,— 1, Lio—,2, . . .
L., entwickelt, deren Unterdeterminanten, wenn bereits fiir w,—i, @Wr—s, ... die

zu (7) analoge Determinantenform feststeht, gleich sind
W1, _Lv—Q,Ow'v‘—Qa Lo oLiso0®@—s, ... .

hat aber gerade den Wert, welchen die Rekursion (4) fiir @, verlangt.

Der so fiir @, nachgewiesenen Darstellung (6) korrespondiert fiir w, die
Determinante der Elemente L“M%H:(—I)"*”+1L_,¢_m,i_,¢+1, vgl. (24) § 1, und
durch Herausheben der Potenzen von (—1) wird

(8) w,=(—1)" Det | L_y—m, i—nt1], 7, x=0 bis »—1I.

37 — 28583. Acta mathematica. 53. Imprimé le 3 décembre 1929,
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Nach Einfithrung der independenten Form (6) resp. (8) von @, resp. w, kann dié
Reihenentwicklung fiir Y

o (= D) (e—a)ptm—t (— 1)@ (e) (z—c)ptm?

— ( — m—l
() Y(x’c)“g To@yt (wim—ni Y Z Loey*t (w+m—1)!

als eine explizite bezeichnet werden.
Line Quadratur bewirkt die Integration der inhomogenen Differentialgleichung

2 L.(x)y™ " =K(x) auf einfache Weise, indem man die erste, mit K (u) mul-

tuplizierte, Reihe (9) fiir Y(x,u) gliedweise integriert

(10) t):‘(——'l)’"‘lf Y (2, u) K(u)du = 2” Lz;gfllfgi;:z}im:)t K (u) du.

c

Die linearen Rekursionen (4) der Entwicklungskoeffizienten von Y werden
zu solchen einer endlichen Stufe, wofern die Funktionen Lg(x), L,(z), ... Ln(z)
Polynome von z sind, und zwar der Stufe %, wenn #» die kleinste Zahl bedeutet,
fiir welche sich L{¥ L1 L2 | .Lif_ﬁ‘) simtlich auf Konstante reduzieren, un-
ter L.(z) die letzte nichtverschwindende der Funktiomen . Ly(z), L;(z),... ver-
standen (u <m). Im Fall einer endlichen Stufe » der Rekursionen (4) verschwin-
den alle Funktionen Lp nt1, La a2, ..., sodass sich die Beschrinkung der
Summationsvariabeln x ausser auf » <» auch auf x < erstreckt.

Komplizierter als bei Y sind die Entwicklungskoeffizienten der Losung Y,
vgl. (21) in § 1, wie aus der Definition von Y zu ersehen

© n = S )
) Y= Sy —Telerd Sul) 5= 3 (1) Lewi

h=m—1 r=m—1 u=0

§ 3. Polynome als Liosungen linearer Differentialgleichungen.

Fine dhnliche Determenantendarstellung, wie die Entwicklungskoeffizienten
w, @ der ausgezeichneten Lisung Y, gestatten auch die Polynomiallésungen
linearer Differentialgleichungen. Die letzteren diirfen, wie schon erwihnt, in

der Form
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n n—1 1

(1) Lo(@)y™ + Ly (w)y®—Y + -+ + L @)y + Ly =0
angenommen werden, denn sonst bringt man eine Differentialgleichung

ZL Jym =0 bei welcher L,(x) vom Grade n, in « und » das Maximum der

Zahlen x+m, ist, durch (n-—m)malige Differentiation auf die ob'ige Form (Lp=+o0
vorausgesetzt). ,

Damit ein Polynom »-ten Grades y. als Losung von (1) existiert, muss die
Konstante L, der Bedingung

(2) Ly, + (V)L’n_l + (”)LJ{_2+ e ( 5 )L({"‘” + (V)L(gﬂ =0
I 2 n—1 n

entsprechen, welche resultiert, wenn man in die linke Seite von (1) statt y ein
Polynom »ten Grades mit unbestimmten Koeffizienten substituiert und den Fak-
tor der »ten als der hochstvorkommenden Potenz von x Null setzt.

Anstatt der zum Funktionssystem L(x), L,(x), ... L,—(x) gehdrigen Poly-
nome ¥, st es jedoch einfacher, andere, etne Halphensche Reihe bildende Polynome
7y 2u betrachten, weil dies bloss auf Ermittlung einer Konstantenfolge hinaus-
kommt, nachher aber die gesuchten Polynome y, mittels einfacher Substitutionen
aus den 7, abzuleiten. Und zwar soll 7, als Polynome v-ten Grades von x der
Differentialgleichung gentigen

%x=0

. on—1 n—l1
, v .
—_ 1) n—=x, —1in — — (n—=%
(3) E;( 1 Lo—nin, @)+ (—1)"&un=0, &n 2'0 (n ,l) L2,
1=
Dass die Konstante (—1)"%,, der Bedingung (2) entspricht

n—1
_ y\n— — o\ n N—x)
(@ (== 3 (1) (.7, e,

geht aus der Definition Lj;= 2 (zﬁl) L&i—/‘-) hervor, wonach die rechte Seite von
=0

(4) gleich ist

S )30 - S 3 () (e

x=0 A=0 x=0 =0

=~
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weiters gibt die Vertauschung der Summationsfolge

n—1 v L(n_].) n—l(_ )% (n—l)
2 n— ) 4 gl ! £ A

=0

und die Summation iiber x hat (—1)*! zum Resultat.

Eine Halphensche Reihe bilden die durch (3) fiir alle » definierten Poly-
nome 7, aus dem Grunde, weil 7/, der Differentialgleichung fiir 7,—; geniigt und
daher, wenigstens solange die Funktionen Lg(x), Ly (), ... Lu—(z) willkiirlich blei-
ben, nichts anderes als 7,—; mal einer Konstanten sein kann. Um dies nach-
zuweisen differentiert man (3) nach =

n—1 n—1
(5) Z (“I)%Lv—n-kx,ﬂ?s,n—-x-l—l) + Z ("’ I)%L,v—n+x,x"7£,n_%)+(’_I)“8Mﬂ7’v:O;
%x=0 . . %»=0

fithrt in der zweiten Summe die Variable x—1 statt x ein, und formt mittels
der Beziehung zwischen den I; und ihren Differentialquotienten

(6) L'si(2)=Ln+, i+1(x)‘Lh,i+}($)a

die noch fiir z=n—1 richtig bleibt, wofern L, durch ¥, substituert wird, zu-
niichst die Differentialgleichung (5) um

n—1 n

Z (- I)x L“’—”+"’ ® 775)114—1—%) + Z (_ I)n—l(L'v—n+z, %'—‘Lv—n+n—«1, %)17(71-#1—%) +

v .
#=0 x=1

+ (_ I)ngvnn,v = 0.

Hieraus entsteht, durch Ordnung nach den Ableitungen von 7,, eine Differential-
gleichung fiir 7,

n—1

Z (— I)” L1'—1—7l+%, 3 7],(:l+1_%) + ('— I)n 8’»‘—1, nn’v: o

x=0

deren Koeffizienten mit jenen der Differentialgleichung fir 7,—; identisch sind.
Nachdem also 7', der Differentialgleichung fiir m,—1 gentigh, sollen die-
noch freien multiplikativen Konstanten so gewihlt werden, dass 7/»=%,s 70—,

daher 7 =%, & 1, 5 7s_s, ... allgemein

(7) "75,“) = g[x]wn No—x s 8[%]1}77, == gvn 81;__1,” e Qw—;ﬁ—l,n, Q[O]WL =1
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wird, wodurch die Differentialgleichung (3) in die Gleichung

n—1

Z (‘_ I)%Lv—fn+x, x(x) 8[11—%]1}1;77'»—% + (“‘ I)n an"?v—:o

x=0

oder nach Kiirzung durch ¥,, und Substitution von v—zx statt » ¢n die Rekursion

n

(8) Ny = Z (_“ I)%_l Lv—u, n—x (x) 8[%-—1] y—1, nv—x

%=1
dbergeht. Die Summation ist rechts bloss auf % =< » zu erstrecken, resp. ein 7
mit negativem Index durch Null zu ersetzen. Die ersten der Reihe 7, 5,, 7, . - .
sind
Lo, n—1 Lo, n—s Lo, n—3
) Ty = 8111 L1,n—1 Ll,n—2
o Ln Ly aa

v LO,n—l LO, n—2
(9) No—1, ’71*“L0, n—1, ¥g= an Ll, n—t

und allgemein gelangt man durch den Schluss von v auf v+ 1 zu einer Determinan-
tendarstellung

(IO) nV:DEt I Li, —x+n—1 I, Lin:'gin, i, %=0bis¥—1.

Denn die Entwicklung dieser Determinante

LO, n—1 LO, n—2 U LO, n—v-+2 LO, n—~—v-+1 LO, n—y

gln Ll, n—1 o Ll, n—v+3 Ll, v—n+2 Ll, n—v+1
O o T Lv—.’i, n—1 Lv—3, n—2 Lr—3, n—3
o O T 8v—2, n Lv—2, n—1 L2, a2
0 O 0 0 8?—1, n Lv-—l,n—l

nach den Elementen der letzten Kolonne (von unten angefangen) liefert ihren
Wert, wenn bereits die Giltigkeit der Formel (10) fiir 7,—1, 7s—s, ... konstatiert
ist, gleich

Lvﬂl, n—1 T]v—l_gv—l,ﬁ Lv~2, n—a No—a + gv—l, n 211—2, n Lr—S, n—3 Np—3— " "

was mit dem Wert (8) von 7, iibereinstimmt.
Als  Glieder einer Halphenschen Reihe sind die Polynome 1, durch die Kon-
stanten b,=1n,(0) die <hrerseits nach (8) berechnet werden, schon fixiert
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v n—1
(I 2) Ny = bv—% g[x]vn e bv =3 (" I)x_l Lv—x, N—x (0) 8[%—1], —1,n bv—n .
x! Ll

®=1

Ferner verwandelt sich die so gefundene Reihe der 1, in diejenige der oben

met 4, bezerchmeten Polyno772é, wenn Ly, durch f;_y_l,% ersetzt werd. Hienach
Jfindet man

(13) yo=(—1)"""1 Det | Ly—y—1, imn+n—1] 7, x=0 bis »—1,

wo aber Lo gleich Ly pn—2Ln definiert ist.
Es verwandelt sich nimlich der in (3) auftretende Koeffizient von ("

(_ I)%La‘——n+x, T ('—‘ I)% Z (V—n + X) T, (=)

r— “
#=0 #

(durch die erwiihnte Substitution von I,y , oder (—1)*Ln_ni, . statt L) in

= (__I)n—MZ: (Wzﬁ; ”) (” ~]') Lo

u—Aa

und weiters, durch Vertauschung der Summationsfolge, in den Ausdruck

*®

S [v—ntx ; x —A
(x—12) — s
Z( x—4 )L" 2 (=1 (M—l)
A=0 u=i
der aber den Wert L, hat, weil die Summation aber u entweder o oder 1 gibt,

je nach A<<x oder A=x. Die Substitution bewirkt also dass, wie verlangt, an die
Stelle der Koeffizienten von (3) jene von (1) kommen.

An die Stelle von L, = Z ( ¢ )L"‘“f‘) tritt hiedurch bei » = n—1
u=0 T p # .
3 ()= 3 () 2 () e
*—u — e r—u w2
#=0 u=0 =0

was nach dem Additionssatz der Binominalkoeffizienten gleich ist
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*®

i—y—I1\ =~ H—ed, ~ x
Z‘l ( x—A ) LE{ Y= L"—"_l,%:(h I) Lv+x—i——n,n ,
i—o

daher verwandelt sich in der Determinante (10) das Element L ,in—1 bel s =x
in (_ I)i+%+n—1 Lfv—u—l, i—xt+n—1.
Schliesslich berechnet man in ganz analoger Weise den Wert, in welchen
n—1 .
durch die obige Substitution L= (niu) Lir— iibergeht
u=0

n—1

oy ? n— ) S {—v—1\ ¢ n—=u
2 () ee=2 () 2 () -

=3 (5= (0]

gleich (—1)*(&—;n—%,4). Durch Herausheben der Potenzen von (—1) entsteht

so die Determinante (13). Die ersten y lauten

Yo=1, y=(—1)"""Lp,
L ' L L2,n—1 Ll,n—2 LO, n—3 ‘
1, n—1 0, n—2
Yo == , s y3:(— I)n-l gl,n_&i,n Ll,n—l LO, n—2 |-

81,11 O2 n LO n—1 )
o 82, n’_LS, n LO,n~1

Im eirfachsten Falle, n—=2, dem der Differentialgleichung

2 1

Lo(x)y” + L, {z)y’ + Lyy=o0

unter welchen Typus sich auch die der hypergeometrischen Reihe subsumiert,
lassen sich die Generierenden der Polynome m,, y, leicht angeben. Man beweist
zunichst

(=P L) ), @ Ly(x)—*
(I 5) T = j(x) ’ ?/4’—('—' I) Lo(x)f(x) dz f(x)_

mit der Definitionsgleichung fiir die Funktion f{x)

(16) Ly(@)f" (o) + Ly ) flar) =0,

denn die (v—1)malige Differentiation von (16)
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(17) L) S @) + Ly, 1 () [0 () + Lo, o 0P @) =0

zeigt, dass die durch (13) definierten Funktionen 7, die lineare Rekursion
(18) 1 — L1, 1) o1+ Loy, 2 Lo @) pa=0, mo=1, 1;=L ()

d. h. die Rekursion (8) fiir n=2 erfiillen, also mit den frither 7, genannten
Polynomen fiir #=2 identisch sind: Ferner muss man, um aus den 7, die Poly-
nome y, abzuleiten, nach dem fritheren L,(x) iiberall durch —L, ; 1(x) substi-
tuieren. Hierdurch- verwandelt sich f(x) in Ly(z)~/f(x), demnach hat y, die in
(15) angegebene Gestalt.

Withrend die Generierende der Polynome 1,
(19) St e LS CO el S vLola)
. 1T fla) vl ' Fz)

ohneweiters in geschlossener Form summierbar ist, erfordert fiir diejenige der y,

* e S (—p) dv
3 ey =Tl 3 7 [ v

die Summation der rechts stehenden Lagrange-Reihe die Auflsung der Gleichung
E=z—vL,(§) '

v Ly(x)f@) I
(20) 20T L® fB TG

Die wirkliche Ausrechnung der Polynome 7, geschieht, da die Konstanten
b,=n,(0) die Rekursion, vgl. (12),

(21) by=Ly—1, 10} by —Liy(0) L1, 2bs—z, by=1, b=L,(0)

haben, am einfachsten, wenn man wnterscheidet, ob L(x) eine Konstante ist oder
nicht und im letzteren Falle Ly{0)=0 voraussetet.

Auch unabhingig von den fritheren Sitzen ergibt die Definition (15) der
Polynome 17, dass sie eine Halphensche Reihe bilden und Losungen von (14)
sind. Ersteres folgt aus der Differentiation von n,=(—1)"L,(®) /™ (x)/f(z), da

ny=(—1) Ly(z)” £+ (z) + ?E)f)g)v—l L, 1(%) £ (%)
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gemiiss (17), dort v+ 1 statt » geschrieben, gleich ¥,274,—: ist, letzteres aus (18)
durch Multiplikation mit £,

(22) Lootp—Ly—y,1(@)ns + Ly(z)n, = 0.

§ 4. Die Quadraturdarstellung.

Der Zweck bei der Darstellung der Integrale linearer Differentialgleichungen
durch Quadraturen kann ein doppelter sein, entweder zu erreichen, dass die
Reihenentwicklung der zu integrierenden Funktion einfacher ist, als die direkt
aus der Differentialgleichung resultierenden Potenzreihen fiir die ausgezeichnete
Losung Y(x, ¢), oder der, bei Anniherung der Unabhiingigen an singulire Stellen
die Untersuchung zu erleichtern. Die hier eingeschlagene Methode verfolgt den
ersteren, den reihentheoretischen Zweck und fiihrt dazu, bei Differentialgleichun-
gen mit rationalen Koeffizienten die Zahl der in rekursivem Zusammenhang ste-
henden Entwicklungskoeffizienten, gegeniiber der Entwicklung (7) der Einleitung,
um eins herabzudriicken, wodurch in bestimmten Fillen auch eine Vereinfachung
erzielt wird.

Als Ansatz fir eine Lisung y* der vorgelegten Differentialgleichung

i L,(x)y™ =0 dient hiebei das Integral
1) y* = f 70) @, ¢, 2) @0, Lo(0) () + Ln(0) flr)=o0

mit beliebigem Integrationsweg. Die Funktion £ soll die Eigenschaften haben,
dass erstens 0™ 10Q/dxm ! fur v=c verschwindet, zweitens 0"2Q/dx™2 firr v=x
den Wert 1 annimmt und drittens, bei m = 3, Q samt seinen partiellen Ablei-
tungen nach x bis inkl. zur Ordnung m—3 fir v=x verschwindet.

Durch die zweite und dritte Eigenschaft erhalten die nach x genommehen
Ableitungen von y*, bis inkl. zur Ordnung m—1, die Form

gt (0 o
(2) da* ff(v)é?x” dv, #»=0 bis m—2

38 — 28583. Adecta mathematica. 53. Imprimé le 3 décembre 1929,
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) s =1+ [0 ay

und die nochmalige Differentiation von (3) gibt, wenn (¢, z) diejenige Funk-
tion vorstellt, in welche 0™ 1Q/0xz™ fir v=x iibergeht,

(@ T — 1) + 1) 2,00, ) ff

Die Einsetzung dieser Werte von y, dy/dx, ... d™y/da™ in die vorgelegte
Differentialgleichung bewirkt, dass diese gleichbedeutend mit

§ LMD+ [ 103 L e de=o

wird und daher auch, weil der links ausserhalb des Integralzeichens befindliche
Ausdruck, im Hinblick auf die erstangefiihrte Eigenschaft von £ sich durch

f 2 [t G| av

c

substituieren lisst, gleichbedeutend mit

@ [ Nivmo w= g, | o) e | #1003 L) G

Daher muss die Funktion Q die Bedingung erfiillen, dass N + % Null

wird, wenn N irgend eine sowohl fir v=x als v=c verschwindende Funk-
lion von x, ¢, v ist. Der Ansatz
>m+h —2

Q=2 @m—r_ ) (e, v), Q=1, e, )=o fiir h= 1

enlspricht den oben an Q gestellten Forderungen.
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Die durch Differentiation von 2 nach x entstehenden Reihen

IR

O
xm—n Z 2, T2—x (C’ 1’)

(wobei aber Funktionen £,(c,v) mit negativem Index durch Null zu ersetzen

sind) verwendet man nunmehr zur Umformung der in (7) auftretenden Summe
17 L] Q

Z L, 0 —,» oder allgemeiner, um den Fall L,—0 mitzuumfassen, der Summe

#=0

“ om—* 0 ]

2 L, (x) g wenn L, der letzte nicht verschwindende Koeffizient unter L,

%=0

L,,... L, ist, in eine Reihe desselben Typus. Diese Umformung von
“w Om-x 0 [ * —L’
) 3 1) s =3 e 930 o)

. ol PORPY;

geschieht durch Taylor-Entwicklung der Koeffizienten L,(x) = > (ﬁz_'”l LO(») und
i=0 )

Ordnung nach den Potenzen (x—w)*, A=wv+17, so dass rechts eine Potenzreihe

nach x—w resultiert

) 3T S (2) S 10t o)

A=0 i=0 n-O

deren Koeffizienten durch die Funktionen Li;(v) Z ( ) L4 (v) ausdriickbar

x=0
sind, denn die iiber 7, » erstreckte Doppelsumme in (9) geht durch die Einfiihrung
der Summationsvariabeln j=¢-x tber in

itu J 2 Atu
S Guaslen 3 (1, ) e = 3 Lyl Bl ).

i=0 %=0

Da ferner ;4. fiir j >1+2 verschwindet, darf die Summation iiber j auf das
Intervall o bis A+ 2 eingeschrinkt werden, und die Entwicklung des Ausdruckes
(8) nach Potenzen von x—wv erhilt die relativ einfache Gestalt
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am-——xQ ® — ) it

(11) ZL am_x—z - o 2Ll o)

Ebenso entwickelt man noch den anderen in (6) vorkommenden Ausdruck

0 o1l 90 . w (=0 .
v [L (U) f(v) 0xm_1] = v [Lo(@)f(v) go‘_m_— -Q/.+1(0, ’0) ’
indem man, unter Beriicksichtigung der Definition (1) von f(v), ausdifferentiiert

(2) 2 [ 15 | = 3 )~ o) s +

0,
+ Lo(”) [0 0;“ — Ql+2:| } ’

sonach ergibt die Addition der rechten Seiten von (11) und (12) die gesuchte
Reihe fir N nach Potenzen von z—w

) 01 it2
N, = [L’ 0(7)) _Lx(?’)] 511 ‘i‘Lo(U) v — Q40 2 Lz; QA+2—

Es fillt aber 42 aus dem Koeffizienten N, heraus, wihrend als Faktor
von ;41

L/ y(0)— Ly (v) + Lt (0) = (A + 1) L'y (v)

auftritt, so dass der Koeffizient N;, wenn man

(14) Qi(e,v) = L

setzt, sich noch weiter vereinfachen lidsst in

r+2
(13) | LOIW [OF l;}(c L 2 Li;(0) Lo ()72 B0 e, v)]-

Um jetzt die Funktionen F aus der Bedingung N + % =0 zu bestimmen,

denkt man sich auch % in eine Reihe nach Potenzen von x—v entwickelt
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z (x—v)1 File, v) (e, ) =0

(16) N=flv Z G0 Ly’

und ermittelt in dem Differentialquotienten dieser Reihe nach v

N _ G w—rft 0 [ flv)Fale, v) o [@—v)* f(v) Bale, v)
v éom v [ Ly (v)? ] Z Al Ly (o) I

i=0

wieder unter Beriicksichtigung der Definition (1) von f(v), den Koeffizienten von

J ) (x—v)4/A!

(I 8) L I(v}g [ (U) 9 g;_l - Ll—l, I(U) %l—l - %/‘.]a %—1 =0.

. 59
Die Bedingung N + %} =0 besagt also, dass die Summe der Ausdriicke

(15) und (18) verschwinden muss, somit ist der Satz bewiesen:
In der Integraldarstellung der Lisung

y* von ZL Zm:_x

N ® . )m+l—2 ¥, (e, .
= ff(v)% ((Q:%Jrvl—z)! Lo((cv)f)dv’ Fo=1, Filo,d=o fiir L=

miissen die Funktionen F fiir jedes &= o die Bedingung erfiillen

it+2

oF
Z+I+ZL11 ‘7 2F),+2 ]+

+

i [Lo (v) 0 ig;_l — L1, 1(0) Faa — %1] =0.

Die Funktionen Filc, v) sind bis auf die eine Forderung, dass sie fiir v=c

verschwinden sollen, willkiirlich (F—1=0).

Nach vollzogener Wahl der & sind aber F,, F,, ... eindeutig durch (19)

definiert.
Handelt es sich um Differentialgleichungen mit rationalen Koeffizienten de
Stufe n, so stehen die » Funktionen Fiyy, ¥, ... Fite—n durch die Bedingung
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(19) in rekursiven Zusammenhang, wihrend sich die Rekursionen der Entwick-
lungskoeffizienten der Potenzreihe fiir Y, vgl. Formel (9) der Einleitung, auf
(n+1) derselben erstreckten.

Bs wire zwar, statt des oben eingeschlagenen Vorganges, auch moglich

gewesen, in (5) direkt den Ausdruck L,(x)f(x) £2,(c, ) durch

z

f %[Lo(v) )46, 1)) dv bei 2,(e;0) = o

4

zu ersetzen, wonach die vorgelegte Differentialgleichung mit f Ndv=o

; A+2

F:%[LO(UV() (e, v)] + flo g ;Lu v) Q2405 (c, v)

gleichbedeutend geworden wire, aber wie die Entwicklung von

] A

_)l

2 |

~SHZ

1+2
N, — L) 2, + [Lo(v) LN 91] FL0), Nim STl By fix 0
lehrt, wire auf diese Weise wieder ein rekursiver Zusammenhang zwischen » +1
der Funktionen ;(c,v) zustandegekommen, allerdings auch £, (c, v) bis auf die
eine Bedingung £,(c, ¢)=o0 willkiirlich geblieben.

Die Beniitzung der Rekursion (19) zur Bestimmung der Funktionen F{e, v)
geschieht derart, dass man sowohl diese, als die Ji(c,v) nach Potenzen von ¢—wv

entwickelt

(1) z

(G_ U)v+1

Bile = 30 )

Wegen Fy=1 muss F,, fir » =1 verschwinden, ebenso F;, bei 2 =1 zugleich
mit Fi(e, ¢), auch F,,=IL, hiingt nicht von der Wahl der & ab. Nach Uber-
tragung der Werte (21) fiir die F; und §; in die Gleichung (19) gibt die Null-

setzung des Koeffizienten von (c—v)”



Uber die Darstellung der Integrale linearer Differentialgleichungen. 303

eine allgemeine Formel zur sukzessiven Berechnung der Entwicklungskoeffi-
zienten Fy,(v)

242
Frit,vp1="Fi41,, + Z Lij LI 2 Fivay o — (Ba, o1 + LT, ») +

j=2

+ (Lo F i—1, 51— L1, 181—1, »—1)
(22)

Jiir alle =0, v=0 bei beliebigen Fi,(v). (Ein F oder F mit einem ne-
gativen Index ist durch Null zu ersetzen). FEs wird dann

‘o x Um-!-/—? (c—v) FM(U)
ff ‘§ ; m+i—2)! 2 Ly e

Die in diesem Abschnitt betrachtete Losung y* steht mit den frither be-
sprochenen Y, Y, vgl. (21), (22) in § 1, in der Beziehung

(23) y*=(—1)"" fle) Y=(—1)"""fe) Ly(c) Y.
weil d™ly*/dx™ 1 fiir x=c den Wert f(c) hat, vgl. (3).

Bei Differentialgleichungen 2. Ordnung ist y*(x, ¢) eine alternierende
(232) :
Funktion von x, ¢,

denn nach Formel (21a) § 1 geniigt Y(z, ¢) den beiden Differentialgleichungen

e Sh=P L By,

Y oY

5 = —hild g, + 1P —Pi(lT,

deren zweite mittels der Substitution

eine Differentialgleichung fiir y*(x, ¢) liefert

0y (x, ¢
vind b

oy* (x, c)
de

(25) + Py(e)y*(, o).

Die Vertauschung von =z, ¢ in (25) zeigt, dass y*(c, x) ebensowie y*(x, ¢) eine
Losung von y'=P;(x)y" + Py(x)y ist, und zwar muss y*(c, x) =—y*(x, ¢) sein, da
fir z=c¢ die Funktionen
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y*, =S w—c)+ -, y*(e @)= fla)le—a)+ -

beide verschwinden und ihre Differentialquotienten nach = die Werte + f(c¢) an-

nehmen.

2 1

§ 5. Die Differentialgleichung L,(x)y” + L,(x)y + L,y =o.

In diesem Falle nimmt die Losung %% eine besonders einfache Gestalt an,
ohne dass erst notig wiire, verschiedene Typen des Koeffizienten L,(x) zu unter-

scheiden. Da jetzt die Grossen Lj.=L,+AL', + (i) L”, Konstante sind, redu-

ziert sich die Formel (19) § 4, wenn alle § gleich Null gewiihlt werden, auf die

Bedingung AV + LjsFi=o0 mit Fy=1. Hiedurch wird

ov
(c—v)
Al

(I) Fi=q; ) a;_=L02 le e L)_—LQ, 0y=1

und die explizite Reihenentwicklung

(2) l'2ff C'{dU = —Lo(v)

konvergiert, solange fiir alle in Betracht kommenden C und grosse 4 der Betrag

Tit+1 g
- ll E
o UL kleiner als 1 bleibt, was bei (]| < % zutrifft.

Die andere, oben mit Y (x,c) bezeichnete Losung der vorgelegten'Diﬁ’eren—
tialgleichung ist nach {23) § 4

(3 Yled == 7 l,,ff )&,

aus ihr gewinnt man durch Vertauschung von z, ¢ bei gleichzeitiger Ersetzung von
@z durch @ =LgsLyy... Lig2=L 320 95...L 4 und von f durch f, letz-
teres durch

(4) Lo(@) /' (#)+ Ly@) f@)=0, [@)=1 7 )

definiert, nach (5) der Einleitung, eine andere Form von Y
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&

(5) Y(e, a)=—Y (x, 0)= 2)l2 %-

Die Quadraturdarstellung von Y (z,¢) kann auch beniitzt werden, um eine
explizite Gestalt der Entwicklungskoeffizienten @ oder @ der Potenzreihen fiir
Y (x, ¢) anzugeben. Es geht z. B. das Integral (3) durch die Substitution v=c—ef,

g=¢—x iiber in
N o __/1 —ett(1—1)
ffc et§) [Wc—et)]dt

und wird durch die Einsetzung der Taylor-Reihe

fle—el) _ Gl=stt o £(0)

Lyc—et)r &« pul oLyt

=0

zu einer Potenzreihe nach ¢, bei welcher der Koeffizient von &1 v=24+y,
gleich ist

1

Loa (== Fl)
FO T fzf Ty T

1

Demnach ergibt die Auswertung des Integrals f #—*(1—t)*dt die Potenzreihe

€m+1

Y (x, ¢) = j |Z

welche man nur mit der Reihe (9) in § 2

Y (x, C) = ; (_LIO)(C)?;Z(G) (C(c,,:ci)!

»=0

zu vergleichen braucht, um die Funktion @, zu bestimmen

“ e 20V (Il) Dl

39—28583. Acta mathematica. 53. Imprimé le 3 décembre 1929.
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Nun ist, gemiss (15) § 3 die zum Funktionssystem L, L, +4L, gehorige Polyno-

miallosung des (v—2A)-ten Grades gegeben durch

RN G 7) iy MRS
(6) : Ny—21, 4 (fLLT}') D (fLo l)

somit resultiert fiir das Polynom w, die explizite Darstellung

3
fv—24 .
(7) @y = Y (—1) (v . ) i L st 1.
A=0
5 2 1

§ 6. Die Differentialgleichung L,(x)y" + L;{x)y" + Ly{x) y =o0.
Als Unterfiille umfasst diese Differentialgleichung 1) die verallgemeinerte
Lamésche Differentialgleichung, wenn Ly (x)=x(x—8)(x—y), L,(x)= é L/, (x) gesetat
wird (z bedeutet das Quadrat der Laméschen elliptischen Koordinate, bei Lamé

selbst ist L/p=— i x{x+ 1), x positiv ganz), 2) die elliptische Zylinderfunktion bei

Ly(x)=z(1—x), Li(x)= iL'O(x) und 3) die Heinesche Funktion bei Ly(z)=x=(1 + )

Ly{x)=x+ (x + é) .

Um hier eine Quadraturdarstellung zu finden, bei welcher die zu z'ntégrierende
Funktion symmetrisch in x, ¢ ist, wird der Ansatz gemacht, dass von den in (21)
§ 4 definierten Funktionen ¥, alle mit ungleichen Indizes verschwinden sollen
(ohne auf den allgemeinern Ansatz ¥;,=TF,; L4 einzugehen). Die Definitions-
gleichungen der F,;(v), §,1(v) in (22) § 4, dort A—r, v—1I statt A, v geschrieben

(1) Fo=Fi1,a+Li—y aFig v+ Loy s Ly Fis, o1 — (a1, »—2 + Ly Fae, v—1) +
+ Ly § 1—2, v—a—Liz—a,1 Fi—2, v—2

liefern, wofern auch unter den i, bloss F,. als von Null verschieden angenom-

men wird, fiir A=»—1, %, v+ 1 die Bedingungen

0=F, 11— T2,
(2) Foo=Li 1 2 Foy, s+ L T'o—2, v—2 —Liy—9,1 vz, v—2
o= Lo (LvS F@'—}, y—1" %v—l, v—l)
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und hieraus folgen durch Elimination der § zwer simultane Bedingungsgleichungen
fiir die Polynome F,,=@, '

(3) G=L,G,_ —Lss: G+ LGy, G,=L;3G, Gy=1.

Durch Differentiation der ersten Gleichung, wobei die Differentialquotienten
1/,, durch ihre Werte Lyy1, 41—y »41 zu ersetzen sind, und Subtraktion der
zweiten entsteht eine Differentialgleichung fiir Gr—

(4) LyG,  —Lys1 G:_l 4+ Lis,3Gv1— Ly 1,5 G1=0.

Umgekehrt wieder ist G=L,sGr1 einé Konsequenz des gleichzeitigen Bestehens
von (4) und der ersten Gleichung (3), ebenso auch

(5) G;’:L’V{’i G,/V—ly G,,V”ZL'V3 G”

p—1"

so dass die Elimination von G,—; aus (3) und (5) die Differentialgleichung fiir
G, ergibt

(6) LO G:,”‘Lv—Z,i G;’ + Lw—l, 2 G,W_'Lﬂi Gv === Oa

deren Erfiilluong zur Vereinbarkeit der beiden Bedingungen fiir .1 ausreicht.
Nun geniigt G,=L, beiden Bedingungen (3) fiir v=1, also sind dieselben fiir alle
v veresnbar. Nach (2), (3) besitzen aber die. Polynome G, die lineare Rekursion

o) Gy=Ly 1, 0Gs1—Ly 9 1Ly 1 3GrotLyLs—1 30— 3G
7
Gy=1, G,=L, G,=L,(L,+1L)—L,L/,, ...

und dies zeigt, vgl. (8) § 3, dhre Identitit mit den zu L, Ly, L, gehirigen Poly-
nomeallosungen 1, tm Falle n=3. |
Somit sind die Polynome G.(v), welche in der Integralform der Lisung der
vorgegebenen Differentialgleichung

! = [ 03 Fa, gl

auftreten, Glieder einer Halphenschen Reihe und dargestellt durch

(9) G+(v)=Det lLi, —t4-2 (b)l, 7, x=0 bis v—1.
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Die Konstanten b,= G,(0) haben die Rekursion
(10) bv==by—1 Liy—1,2(0) —by—a Liy—9,1(0) Lin—1,5 + byu3 Ly (0) Lin—y, 5 Lv—é, 3.

Eine Vereinfachung der letzteren tritt ein wenn I, (0) =0 angenommen wird,
was nur in dem Falle Ly(x)= Const. nicht zu bewirken ist.

§ 7. Der Kettenbruck fiir 4'/y und die Quadraturdarstellung bei Differential-
gleichungen 2. Ordnung,

Fiir die logarithmische Derivierte der Losung irgend einer homogenen li-
nearen Differentialgleichung lisst sich durch die Differentiationsmethode formal
ein Kettenbruch aufstellen, dieser als Inbegriff von Quotienten gedacht, deren
Ziahler und Nenner einunddieselbe lineare Rekursion besitzen, doch sollen hier
nur Differentialgleichungen 2. Ordnung

(1) Y’ =Py(x)y + Py(w)y oder Lo@)y” +Ly(z)y + L)y =o

betrachtet werden. Durch (v—2)malige Differentiation ergibt sich, in der Be-
zeichnungsweise des § 1

(2) Y =@u1(@)y + @ua(@)y,

und nach Formel (16a) § 1 besteht eine gemeinsame Rekursion fiir die beiden
Funktionen @.1(x), gs2(x)

(3) Lo@vu + 2 Ly, Pr—iyp =0, U=1,2, v=2
i=1
auf Grund der Anfangswerte gy, =0, @11=1, Pgs=1, Q=

Nun ersiecht man aus dem Vergleich mit der Rekursion der Funktionen
Q,Bv, vgl. (9) der Einleitung,

v—1

~ I
01101, Z Lv—2 i 'lpv—z—o Yy = f

dass 1, mit @.1/L, identisch ist, daher stellt sich, wofern lim y"/p,; Null

P—s D

wird,



Uber die Darstellung der Integrale linearer Differentialgleichungen. 309

y'ly als Grenzwert der Quotienten — @y () @.1(x), d. h. als Kettenbruch dar,
nachdem @,1{(x) und @,2(x) dieselbe lineare Rekursion aufweisen. Die Nen-
(4) ner des Kettenbruches stemmen bis auf den von v unabhdngigen Faktor

Lo(x) mit den Funktionen ,(x) iiberein, welche aus den Koeffizienten

W, (c) der Potenzreihe fiir Y entstehen, wenn x statt ¢ geschrieben wird.

Die beiden Funktionen g,1, ¢,2 sind iibrigens auf einander riickfiihrbar,

denn aus (2) folgt durch einmalige Differentiation

(s) Pri1,1= Qo1+ Pt @z, @oie= @'v2+ Pogpra.

Eine Vereinfachung kann noch erzielt werden, wenn man mittels der

Gleichungen

(6) Poile) = ﬁ)(—%)(ﬂj) Doa(@) = — I?O(;)(ai)

Funktionen ,(x), R.(x) einfithrt, deren Rekursionen gemiiss (3) lauten

(7) o= Qv'JI_Lvl Qv—-l +Lv2 L() Q’V—2 + L'v3 L(?; Q’V‘3+ e

(8) 0=R,+Ly1Rv 1+ Loy Rog+ LusLi Ry s+ -,

und welche gleichzeitis mit den Xoeffizienten L der Differentialgleichung (1)
Polynome von z sind (Q—, ausgenommen). Als Werte der ersten ¢, R berech-

net man

(8 4) Q—2=—1/Ly, Q-1=0, @=Ly, Q=LoL'y —LyLy, . ..
a
R _»=o, R_i=1, Ry=—L;, B=LL;,—LyLy,, ...

Die Nenner dieser zur Darstellung von y'ly dienenden Quotienten Q./R, fallen mit
den frither, (3) in § 2, als @ bezeichneten Funktionen zusammen, wie aus den
Gleichungen

() Rv=¢v+2,1LE+1:E~Uw+2LE+2: (—1rTl o=

=(—1)*! Det | Ly, i—x+1|, ¢, x=0Dhis»

hervorgeht. Beziiglich der Konvergenz der Quotienten ¢./R, zu einer Grenz-
funktion entscheidet die Grossenorduung der Funktion
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Qa} R/v——l - Q’V—l Rv
(10) R..R,

Jiir deren Zahler ebenfalls ein rekwrsiver Zusammenhang existtert. Setzt man
nimlich \

J'Rr~—, - m—l,Rv
(11) I

so ist die durch Multiplikation der Rekursionen (7), (8) mit R,—1, ¢»—1 und nach-
herige Subtraktion entstandene Gleichung

(12) Goi=L,s Gy, 1+ Lus Gy, 0+ Lns Ghhq 3+ -+

offenbar als rekursiver Zusammenhang von G,1, Gi—i,1, Gres 1, ... charakterisiert,
wofern noch dargetan wird, dass sich G,s, G,3, ... durch die Funktionen G, 4,1,
Gy—2,1, ... ausdriicken lassen. Kine Formel, welche dies leistet, findet man

durch Differentiation der Gleichung (11)

’ pr,/v—-L+ ’va— - L R,v+ ,1'—‘ R'v
(13) thZ(Q vt @ [h‘zo_;_l(_Qh ’ G )"

L/O Qv R%——h'— Qw-wﬁ Rv

v+2—h
L

—w+1—h)
und Entfernung der Differentialquotienten @', R’ mithilfe der sofort aus (5), (6)

folgenden Gleichungen

Qv—l:‘Lo Q’v—2 - ('V - I) L() Qv——2 + Lz Ra/—%
Ra'——l :LO R"v~2 - Lw—l, 1 Rv—Z — Lo Qv—i’,

(14)

dann vereinfacht sich der Differentialquotient (13) in

, G, +Lyy1,1Gon+ Ly G
(15) th: v +1, 241 +%L10 h ) h 1"

woraus weeder wmgekehrt G,a, Gus, ... sukzessive zu berechnen sind

(16)  Gri1,0=Ly G s1—=Tit1,1 Gy, . .. Gy, h+1=Lo(G s = G n—1) —Lit1,1 Gon.

Eine Verallgemeinerung von (12), die ebenfalls Eigenschaften der Gy aussagt,
wird durch Subtraktion der mit R,—, @,—» multiplizierten Rekursionen (7), (8)

gewonnen
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h—1
(17) Gwh + 2 Lvu L’S_l Gv-—u, h*%zLﬁ_l [Lv, h+1 Gv——h, 1 + Lv, h+2 Gv—h, 2 + .- ']g

%=1

und dies spezialisiert sich fiir =2 und 3, wenn man die linke Seite gemiiss (16)

durch Gs—1,1, Gy—s,1 ausdriickt und durch L, dividiert, zu den Gleichungen
(17 a) G,1=LysGos 1+ Lys Grs s+ Lys Gy 5+ -

(17 b) L, G;’—z, =L 1 G 1t Ly, 0 G 1— Gy 1=
= Tg (Lins Go—s, 1+ Lins Gag o+ -+ .

Nunmehr reichen die angefithrten Siitze iiber die Funktionen G, aus, um
den Zusammenhang zwischen der Darstellung von ¢'/y als Kettenbruch und der-

jenigen von y* als Integral festzustellen:

Fiir jede Differentialgleichung 2. Ordnung mit rationalen Koeffizienten

n n—1 n—2
(18) Ly(x)y” +Ly(x)y' + Lylw)y=o0
I

ist Ghh—1,1, abgesehen von der Benennung der Unabhdngigen, mut jenem Po-
lynom G, identisch, welches ber der Quadraturdarstellung von y*, vgl. (14)

der Einlettung, auftritt.

Da y* bei Differentialgleichungen 2. Ordnung eine alternierende Funktion
von z und ¢ ist, kann man versuchen, alle unter den zur Quadraturdarstellung,
vgl. (22) § 4, dienenden Polynomen F,,(v) mit ungleichen' Indizes zum Ver-
schwinden zu bringen, wobei beziiglich der willkiirlich gebliebenen Funktionen
Tis(v) angenommen werde, dass alle §;,, bei denen entweder A<<v oder A>»+
n—3 ist, ebenfalls verschwinden miégen. Die erwihnten Bedingungen (22) § 4
lauten hier

(19) Fl+l, v+l:F,}.+1, »t L%—v Ll, 2+o—v va——(%ly 1+ LO %)__1’ 'v) +
+ (L § 21, —1— L, 1 Fi1, »—1)

und liefern durch Iinsetzung der Werte A=v+1 bis v+n—2 ein System

von n—2 Gleichungen, welches die Funktionen Fvs, Foi1,v, - - - otn—s,» N
(20) threr Abhdngigkeit von den F,,—G, definiert, so dass also noch zwer si-

multane Bedingungen von den G, eu erfiillen sind, wenn A die beiden

- Werte v—1, v in (19) annimmd.
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Zuniichst ist die Abhiingigkeit der &, von den G, zu untersuchen. Aus (19)
folgt durch Einsetzung von 2=u+v» eine Rekursion

(21) Lo Butr—t,0=DLts, pr2 L& Gy —Fputo, o1 +
+ (LO %,y,—l- v—1,v—1 L;Hw—l, 1 %!H‘ r—1, v—l)

zur sukzessiven Berechnung von F,in—s, » Svin—t, v - - -

Bran—so=L"2Lyin o nGy,
. 7
Fvin—t,» =L *[Lysn—s n—1 Gy + Lysn—s n(Ly G r—1—Ln—1,1 G,—), ...

und man gelangt auf diesem Wege, wenn noch in Analogie zu (16) die Funktionen

(22) Ga/l:Gv+1, G’v2:L0 G’v-—l,l _'Lvl Gw—l,l; e
Gv, h+1= L() (G,w—l, T Gv—l, h—l) Lvl Gv—l, h

ezngefiihrt werden, zu dem allgemernen Ansatz

‘ n—2
(23) Sutn,y = Lt Z Livra1, nve Goi,n—y,

h=p+1

von dem man unschwer nachweist, dass er wirklich der Rekursion (21) entspricht.
(Man braucht hiezu nur in dem Ausdruck fiir %'Mv—l. »— die Differentialquotienten

mittels der beiden Formeln
4 14
LiGorn=Grn1+ Loy, 1 Gon + Lo G 1, Lo v =Tuiutot1, x41— Lints, x41

wegzuschaffen.) Ferner sind noch von den Polynomen G, die fiir A=»—1, » aus

(19) entstehenden simultanen Bedingungen
(24) o= G’/v_%v——l, v—1y Gv+1:Lv 2 G/v_ %v, p-—1 + Lo %lv~1, y—1" Lw—l, 1 %/v—l, »—1
zu erfiillen. Hier gilt der Satz:

Identifiziert man die Funktionen G,, in (22) mit den friiher, durch (11)
(25) definierten, (v statt x als Unabhingige gedacht), so geniigen sie in der Tat
den berden Bedingungen (24).

Beziiglich der ersteren trifft dies zu, weil nach (17 a), (23)
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n—2
Gy1=Lyy1,3 Goi 1+ Lot Goaao+ -, Fov= Z Loii,nre Goean
h=1
ist und beziiglich der letzteren, welche in der Form
T, 1= Gy1— Ly G;’_l’ 1= Ly—11 G'v—1,1+Lya Gy, 1

geschrieben werden kann, aus dem Grunde, weil die rechte Seite, nach (17 b)
den Wert Ly(Ly+1,4 Go—g, 1+ Liy1, 5 Gz 2+ ---) hat, iibereinstimmend mit dem nach
(23) berechneten Werte von §,, 1.

Der so erbrachte Beweis der Identitit von G,(v) mit

-ermoglicht auch, eine Darstellung von G,{v) zu finden, welche nicht auf dem

Umwege iiber die ¢, R sondern direkt von I, abhingt
(26) Gy(v)= Gy, 1(v)=Det | aix|, @ix=Li i—x+a, 7, 2=0 bis v—1
und zwar besteht der Satz, dass die Entwicklung (12) fiir Guv—1
Gr1,1=Ly—1,2 Gr9 1+ Lip1,5Grs o+ Ly g s Goo s+
mit derjenigen der Determinante 4, in (26) nach ihrer letzten Zeile
Ady=Lyy s dy1—lp13da+ Ly _yadys+ -,

wo (—1)*'4,, die zum hten Element der letzten Zeile (von rechts geziihlt)
gehorige Unterdeterminante bedeutet, Term fiir Term identisch ist.

Anders formuliert lautet diese Behauptung
=0 bis v—2

26 a — 1 g (V)= (v)=Det | as.|,
(262) (=1 () ) || x=0 bis v—1 exkl. v—h

und zur vollstindigen Induktion bedarf es eines Hilfssatzes: Transformiert man
die Determinante 4., dadurch, dass man statt der Elemente threr letzten Zeile
(@v—2,%, x=F=v—h) die Elemente a,—, , (ebenfalls x+v—h) eintrdgt, in eine andere
Determinante 'y, so wird

40—28583. Acta mathematica. 53. Imprimé le 3 décembre 1929.
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4,
(27) = d—h(v) + Ay p-1(v), Ayo = 0.
v
Beweis. Da der Differentialquotient von ,; gleich der Summe der (v—1)

Determinanten U ist, die aus 4, enstehen, wenn jeweils bloss die Elemente der

(j+ 1)-ten Zeile nach v differentiert werden, so kann der Hilfssatz auch die Form

(27 a) OO+ oW 4 - 480 4 [0 =2 — ] = — A, h s

vh vh

erhalten. Nun figurieren in ¢\ als Elemente der (j+ 1)-ten Zeile

dajx _ dLjjwya L - .
T = e i L s = @i, 0,01, @, —1=0

wenn man also, bei j <<v—2, die Elemente a;i1,. der ndchsifolgenden Zeile subtra-
hiert so werden sie dureh —ay, 1 ersetzbar. Ebenso liefert die Subtraktion und
Kontraktion der beiden, bloss in der letzten Zeile verschiedenen, Determinanten
00— I',, als Elemente dieser Zeile

(av—l, x ™ Oy—2, x—-l) T Qy—1, 4= T Ay—2, x—1-

Gegeniiber 4,; unterscheidet sich somit, nach den genannten Modifikationen,
die (j+1)te Determinante auf der linken Seite von (27a), fiir alle j, bloss
beziiglich der (j+1)-ten Zeile, in welcher die Elemente —a;,; stehen (exkl.
—@j,»—n—1), und jetzt zerlegt man, bei h>1, die Elemente threr (v—h-+1)-ten
Kolonne in zwei Summanden

iy vt 1=, vt + (@it 1— @1 0—p) T 2

(28)
—aj, y—1= @, »—p, + Null fir ¢ =7,

wodurch sie sich ebenfalls in zwei Determinanten 49+ 69 zerlegen lisst. Dann

gehért zu jedem Element der (j+1)-ten Zeile von 4 resp O genau dieselbe

Unterdeterminante, wie zu dem an genau derselben Stelle befindlichen von 4, ,—;
resp. von Ayp—A, 5—1, wofern man wieder die beiden, nur in einer Kolonne von
einander verschiedenen Determinanten 7,5, A, ;—; substrahiert und kontrahiert
denkt, denn in 4, 51 resp. Jy—Av1—1 lantet die (4 1)te Zeile

a0 &i,1 .. Qi v—p—1 Q4 v—h Qi y—h+2 - + - Qi v—1

ai,o A1 . .- . Qf v—h—1 (ai,v—h-f—l'_az‘, w—h) Qi o—h+2 « + « i »—1.
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Die Summierung der 4! resp. @) ist sofort ausfiihrbar

»—2 y—2
(20) S A = —Ayp, D Y=o
j=0 §=0

Bezeichnet man niimlich die zum Element a:, in Ay, 11 gehorige Unterdetermi-
nante kurz mit #%%, und die zum gleichstelligen Element in ,,— A4, »—1 mit
A"67, 50 ist bei Entwicklung von 4, @Y nach der (j+ 1)-ten Zeile

| x=0" x=r—h+2

—2 ¥—2 (Fo—h—1 »—1
- 2’ ds’g = Z { Z aj, x»—1 J(j’ M)] + [aj, r—h A9 T_h)] + [ Z a5, x—1 d(j' 1)]}

r—2 »—2 ([v—h—1 r—1
— Z O = 2 { Z @, 51 A ")] + [ Z @,y A" "):l}
— s A

x=v—R+2

und die Vertauschung der Summationsfolge zeigt die Richtigkeit von (29), somit
auch die des Hilfssatzes (27 a) bei h > 1.

Ebenso entwickelt man bei h=1 die (j+ 1)-te Determinante links in (27 a)
nach den Elementen ihrer (j+ 1)ten Zeile, und weil jedes von ihnen dieselbe
Unterdeterminante hat, wie das in «,; an seiner Stelle b_eﬁndliche Element, ver-
schwindet aus demselben Grunde, wie bei h > 1, die linke Seite von (27 a).

~ Aber neben dem Zusammenhang (27) besitzen die Determinanten Avn, Tnn noch
etnen anderen:

(30) Avir, hr1=Ly—1,1 Aop— Ly Tap,

wie man durch Entwicklung von 4,41 r+1 nach den (zwei) Elementen der letzten
Kolonne erkennt, daher bewirkt die Identifizierung von G, mit (—1)""* A,
gemiss (26 a) das Bestehen der Gleichung

(30a) G, n+1=Ly( G s p— Gr—s, 1) —Lis1,1 Gr—s 2

d. h. gerade der Rekursion (16) oder (22), welche von den Funktionen G erfiillt
werden musste.
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§ 8. Die Darstellung von y als Grenzwert von Quotienten.

Die im vorigen Abschnitt erorterte Differentiationsmethode bietet zwar un-
ter gewissen Konvergenzbedingungen fiir y'/y eine Darstellung als Grenzwert der
Quotienten @,/R,, es bleiben aber zu derjenigen von y noch Operationen nétig,
die mit einem Kettenbruch, selbst nur ideell, vorzunehmen Schwierigkeiten be-
reitet, und die ausserdem nicht mit der Forderung im Einklang sind, die Losung
y als Grenzwert rationaler Funktionen von x anzugeben, wenn die Koeffizienten
P,(z), P,(x) rationale Funktionen sind. So vermag auch der Gauss’sche Ketten-
bruch fiir den Quotienten zweier hypergeometrischer Reihen nur F(1, 8, y, z) dar-
zustellen, und dasselbe gilt iiberhaupt fiir die Differentialgleichungen Ly(x)y” -+
+L1(5c)y'+L2(x)y=o, wo nur im Spezialfalle L,y  + (L,—L'y)y=Konst. diese
Methode einen Kettenbruch fiir y hervorbringt.

Nun konnen gerade solche Spezialfille einen Weg zur Darstellang von y
zeigen: Da fiir inhomogene Differentialgleichungen mit rationalen Koeffizienten
die Differentiationsmethode, wieder unter gewissen Konvergenzbedingungen, eine
Losung als Grenzwert von Quotienten liefert, die ebenfalls rational sind, liegt
es nahe, den Zusammenhang homogener Differentialgleichungen 2. Ordnung mit
ihren ersten Integralen als Grundlage der Betrachtung zu nehmen.

Nun findet man bei einer inhomogenen Differentialgleichung ¢'=A + By
durch sukzessive Differentiationen

(1) . yW=A,+By, A,i—A's+AB, B,.—B,+BB,

und y unter der Bedingung lim y®*/B,=o0 als Grenzwert der Quotienten — 4,/B,.

y_—0

Anderseits ist ¥’ =4+ By ein erstes Integral der vorgelegten Differentialgleichung
(1a) y"'=Py + Pyy oder Lyy"” + L,y +Lyy=o0

dann, wenn z=A47! ihrer Adjungierten geniigt

(2) Z'+ P2 +(P,—P))z=o0

4

und B :Z- + P, gesetzt wird, so dass aus dem simultanen Bestehen von

y=4y+ Byy=@s1y' + Pray=gps1(4 + By) + s2y
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sich ein Zusammenhang zwischen 4,,.B,, @,1, @,2 herstellen lisst

. - 4,5—— q)vl
Aw—Aq)"b B,,—Bwvl‘l'wv% Bp-(3,+P1Z)¢vl+Zq)“’2

oder wenn wieder P,=—L,/Ly, Py=—Ly/L, gesetzt wird, eine Beziechung zwischen
den Quotienten 4,/B, und den in § 7 eingefiihrten Funktionen

A'v Rv-—2

@ B T+ PIR—Q.

Man gelangt so zur Aufgabe, y als Grenzwert von Quotienten darzustellen,
deren Zihler mit den frither erhaltenen Funktionen R zusammenfallen und deren
erst noch zu bestimmende Nenner genau dieselbe Rekursion haben, wie die Nen-
ner in (4). Die letztere ist jedoch direkt aus den Gleichungen des vorigen Ab-
schnittes herzuleiten. Zunichst verwendet man die Gleichungen (14) in § 7, um
die Differentialquotienten der ), B durch diese Funktionen selbst auszudriicken

(5) Qua=Lo@ss—(r— 1)Ly Qs+ Ly Res, Ryy—LyR's—s—Tis, 1 Rus— iy Qs
und bringt mittels der linearen Rekursion (8) § 7
Rya4 Ly 1 R 9o=—[Ly—1,2 Ly Rys+ Ly s Ll Ryest -]
die zweite der Gleichungen (5), nach Division durch L,, in die Form
(6) Ry 2= Qua=—[Ly—,2 Boes + Ly, s Ly Boy + -]

Ebenso beniitzt man die Rekursion (7) § 7 der @ zur Umformung der ersten
Gleichung (5)

LO Q,v—2—("’ - I)L,o Qv—2 + L2 Ryo=— [Lv-—l, 1 Q,»_g + Lw_l, 2 LO Q,,_3 + - -],
woraus sich nach Division durch L,

(7) Qs—2=[P, Qoo+ PRy 5] —[Ly1,2 Qs+ Li1,5Lp Qs+ ]

ergibt. Berechnet man jetzt den Differentialquotienten der in (4) definierten Funk-
tion 7', unter Beriicksichtigung der von z zu erfiillenden Differentialgleichung (2)
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T'v=(+P2)(R',— Q) —2(¢ v— P, Q.— P, R,)
und substituiert fiir R’,, @', ihre Werte aus (6), (7), dort »+ 2 statt v genommen,
T'v=—(+ Py2)[Lys1,2 Roa 4+ Lyg1,3 Ly Roat -]+
+2Lyi1e Q1+ Lysg,s Ly @t -]
s0 gelangt man zur Rekwrsion der Funktion T,
(8) T—=—[Lssr,a Tos+Lopr s Lo Toat -]

Dieselbe Rekursion wird demnach fiir die Nenner S, der Quotienten R,/S,,
deren Grenzwert y sein soll, als Bedingung aufgestellt

©) S=—[Los1,2 Sp—1+Los1,3 Ly Soat -],

und es handelt sich noch darum den ersten unter ihnen sowie die Konstanten S,(0)
2u fixieren. ,

Am einfachsten erscheint es, vorausgesetzt dass Ly(x) fiir =0 verschwindet,
S,(0)=R.(0) zu wdihlen, damit jeder Quotient R,/S, den Wert 1 fiir x=0 annimmt,
Jerner auch den zu R_i=1 gehorigen Nenner S—1 ebenfalls gleich 1 und S—s=0
zu wdhlen. Der Wert R,(0) ist bei Ly(o)=0 sofort angebbar

(10) Byo)=(—1Pt"8u1, Br=Lg (0} Ly (0} . . . Ln—,1(0)

weil sich fiir z=o0 die Rekursion der R auf R,{0)+L,(0) R,—(0)=0 reduziert.
Von dem Ausnahmsfall, dass eine der Konstanten g, verschwindet, ist dabei
abgesehen.

Eine andere Wahl der S wdire im Hinblick auf den integrabeln Fall Ly(zx)=
=1 (x)—L,(x) oder Loy +(L,—L')y=Const. zu treflen. Es haben nimlich die
in {1} auftretenden Funktionen A4, B, lineare Rekursionen, die bei A=K/L,
B=—M/L, vgl. (16a) und (30) § 1, lauten

S . e N . — — (Y )1,@ v (i—1)
(I I) Z‘o Av——z Mv—1,1 K y 1_2:'0 Bw—; M’V—I,'L o, Mm (Z) L + (Z'— I) ]l[

und fiur die Funktionen ¢,—A,41 L*t, 6,=B,, L**! iibergehen in
(IZ) K(v_l):Qw+M¢v1@y_1+Mv2 LQW_2+M’,,3 L2Qa)——3+ R K, .Q——1:O

(12a) o =g, + M,10,—1+ M, Lo,_s+ M,;L%0,—5-+ -+, op=—M, 6_1=1.
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Betrachtet man aber speziell die Differentialgleichung, welche fiir L,=L'; —L;

als erstes Integral von (1 a) auftritt
(13) L=L,, M=L,—L/,, K=r,

so wird der Wert von M,; demjenigen gleich, welchen I, ; fiir L,=L',—L,
annimmt und ¢,;; nichts anderes, als der dann fiir B, resultierende Wert, da
R, durch die Rekursion
OzRv+Lv1Rv—l+L¢'2Lon—2+ Tty R—1:I, R_s=o0

bestimmt ist. Wenn also die Losung y in dem Spezialfall L,=1'",—L; durch
die nach (12), (12 a) definierten Quotienten —g,/0, dargestellt werden soll, erscheint
die Forderung motiviert, dass R,/S, fiir Ly(z)=L’,(z)—L, (x) den Wert —g,4.1/0v+1
oder 8, den Wert —o,+1(z) annimmt. Dies wird durch die Wahl der Konstanten

(14) 8,(0)=—0,+1(0)==(- 1)*1 L-1,1(0) Bo+1

und von S—e=—0_1=—1 erreicht, Ly(0o)==0 und L_; 1(0) 40 vorausgesetzt.
Zu bemerken ist noch, dass eine zu (9) analoge Rekursion sowohl fiir die
Nenner ¢ besteht

(IS) U'v—1:‘—[ZV[w20y~2+Mv3LO0}-3+ ]

wie aus der Kombination von (12a) mit der aus (1) folgenden Gleichung
06,=Ly0'y—1—M,10,—1 ersichtlich, als auch, beziiglich der Unabhiingigen v, fiir
die Funktion F,,, der Quadraturdarstellung, vgl (19) § 4, wenn dort simtliche
& gleich Null gewiihlt werden.

Auf beide der besprochenen Arten sind fiir die Differentialgleichung

2 1

L)y + Ly()y + Lyy=0 die Nenner S, leicht zu ermitteln, da sich fiir dieselben
die Rekursion (9) auf &'y=—L,1128—1 reduziert, so dass sie Glieder einer
Halphenschen Reihe werden.

Bei der ersten Bestimmungsweise, S,(0)=R,(0) und S_,=1 sind die Nenner
S, durch die independente Formel

v+1
x*
(16) S : — 1 w+12 ﬂv-{-l—x [kjv+1,27 '

x=0
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nach der Bezeichnung in (7) § 3, gegeben und haben eine inhomogene Rekursion
welche der homogenen fiir die R korrespondiert

— v+1

(17) Syt Lot Soa+ Lo Ly Shso=0a,11 ((_VTI'—IF y =Ly Liyg . .. Lipy 0.

Zum Beweis von (17) substituiert man in die linke Seite die expliziten Werte
(16) fiir die Polynome S und auch fiir L,:(z), L,(x) ihre Werte

2

L) =Ly (0) +2L/y1, Ly@)=x1/,(0)+ %L;’,

so ergibt die Ordnung der linken Seite nach Potenzen von x als Koeffizienten

von (—1)"tlg*/y!

(18) ‘81'+ 1—x L[x}v+l,2—[L'vl(0) ﬂv—nL[x]vz‘{“L,vl m+1——uL[1~1]4}2]+
+ [”L'o(o) Br—x Lipg oo + (2) L, Bv+ l—uL[n——l]v2] .

Wihrend die beiden Terme mit #,—. bei x=»+1 entfallen, liefern sie bei x <v

den Beitrag
— [T 1(0)~ #L/5(0)) frms Lt ra=—Pos 1~ Lt o3,

hienach wird bei x=» der Koeffizient (18) gleich Null, bei x=»+1 gleich @y
wie in (17) behauptet.

Ferner erhiilt man aus (17) und der korrespondierenden Gleichung R,+
+Ly1 Ry—1+ Lo Ly Ri—a=o0 fiir die R eine Rekursion

(=)

Rv Sv—l_Ro'—«l Sq;:L;-Q L() (R.y_l va~2—R»y-—2 S'v—l)'_awﬁ-l R'v—l (7—{__71?_
und nach Ausrechnung von R,S_i—R_,Sy=«a,z eine Formel fiir die Determa-
nanten
gt

(19) R, Sw—l_Ro——lS—afH»lZ —ip Ly R, 1(%-{- )

%=0

Bei der anderen Bestimmungsweise (14) ist der zu R, gehorige Nenner,

welcher zum Unterschied mit S, bezeichnet sei, gleich jenem Polynom zu wiihlen,
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das aus S,4; ensteht, wenn dort I, L, durch L_;;, L_; 2 ersetzt werden, so-
dass sich L,i, Lso, @, 8 in

Lv—l,l, Lv—l,‘za &v:L—l,W‘v—l: ﬁv:~L—1,1(O),3v—1

verwandeln. Aus (16), dort v+ 1 statt » geschrieben, folgt die Gestalt und die
Rekursion der S,

v+2

x*
8,= (—1p+t Z ﬂv+2——n WrtLe g

(20)

._x)v+2

(v+2)!

y

Ev + Lvl *'V—l + Lv2 Logv—2:&1'+2

die letztere wird homogen fir L_;,=o0. REine analog wie (19) abzuleitende
Formel gibt die Determinanten

v+1
(21) Rv w—l—Rv—lb _av-i-ll—-lvJr +a'v+22 _I uLv+1—x Rn 27 1

%=1

xn-{—l
(et 1)l

Als ein weiterer Weg zur Gewinnung eines Kettenbruches fiir die Losung
y irgend einer linearen Differentialgleichung (nicht bloss bei m=2) steht noch
offen, vorerst eine formale oder wirkliche Potenzreihe fiir y aufzustellen und
alsdann dieselbe in einen Kettenbruch zu transformieren. Unter anderem wire

es auch moglich, diese Transformation auf Lisungen von der Form

1 +m—1 —_—
(22) Y=(—1)""1Ly(x "’_22 wul® t yoe

u+m—1)

vgl. (0) § 2, als Potenzreihen von ¢ betrachtet, in Anwendung zu bringen.

Beziiglich derartiger Umwandlungen einer Potenzreihe st eine independente
Form der Ndherungsbriiche zu erwdhnen. Nach bekannten Regeln korrespondiert
die Reihe y,+y,t+7,t2+ -+ mit dem Kettenbruch

23) o _Gfl_@ll_ @l

wenn dessen Teilziihler mittels der Determinanten
41--28583. Acta mathematica. 53. Imprimé le 4 décembre 1929.
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Yo N cee P V1 Ve cee Pl
(24) Waw =71 72 ce Petr|, W, w1 = |72 Vs R
Vv Vvl o Y2 v+l Pe+2 oo Yosga

durch die Formel a,= W, W, s/ W,—1 W, _» bestimmt werden (damit diese auch
fiir u=o, 1, 2 gilt, muss man W_;= W_,—=W_s;=1 definieren). Nun lisst sich
aus den Rekursionen fiir die Nidherungsbriiche des Kettenbruches (23)

AM+1:AM‘—% tA-y,—l, Al—_—do, Agzﬂo

(25)
B€L+1:B‘l¢—a‘utB‘u_1, Bl':I, B2=I—a1t

durch Schluss von g auf u+1 der Satz beweisen:

Das Produkt W,—s B, resp. W, o A, entsteht aus der Determinante W,

(26) wenn man in deren letzten Zeile das (A+ 1)-te Element, von rechts, durch

t resp. tyy+yt+ -+t v=E (Z) , ersetzt.

Bei geradem p ist noch eine Vereinfachung fiir W, 4, moglich, indem man
die erste Zeile, mit # multipliziert, von der letzten subtrahiert.

Eine andere Form erteilt man dem Satz (26) durch Einfiihrung der in W,
zu dem eben genannten Elemente gehorigen Unterdeterminante (—1)* V.

Vv

(26 a) W= Z (— D292 Via, Wi B, = 2 (= 1) Vi t?,

=0 =0

Wy—ad,= 2 (— 1) Viattgy—ilt),

A=0

wobei g¢:(t) das Polynom y,+y,¢t+ - - +y:t* bedeutet. Dann erfordern die Rekur-
sionen (25), mit Riicksicht auf den Wert von au=W, W,_s/ W, W,_,, dass fiir
jedes 4 die Bedingung

(27) Wyus Vst i01= Wuea Vi a1+ W Va2

erfiilllt sei. Ber geradem ‘uﬁzv wird aber, wenn man zur Abkiirzang Ws, mit
4 und die zum (x+ 1)-ten Elemente (von links) der (¢+ 1)-ten Zeile von Wa, ge-
horige Unterdeterminante mit #,» bezeichnet, worauns
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W?v—\fz:dw, WZv—lz(—I)vd(J% V2v,1+1:(_1)l+ldw,v—l—-l,

Vowir se1={— 1) A s11

folgt, die Bedingung (27) tdentisch mit der, nach dem Minorensatz, geltenden
Gletchung

(28) Ay 40, vi—1— Aoy qu, v—l——l:(_ I)W_Z—l V2v~—l, 2 4.

Anderseits werde be; ungeradem u=zv + 1 zu Abkiirzung 4, 4';, fir Wa,12, 141
resp. die zum (x+ 1)ten Elemente (von links) der (¢+1)-ten Zeile von Wayig, 241
gehorige Unterdeterminante geschrieben, und ausserdem jede der drei Determinanten
Wavs1, Was, Wiy nach der Kolonne mit dem Kopfelement y,—; entwickelt.
Die beiden ersteren erhiilt man auf diese Weise

(29) W2v+I:("' I)T—l_127v—1+n d’no, WQv:(_ 1)1271:—1+n d’mz
n=0 n=0

durch die 4';, ausgedriickt, withrend fiir Ws,—: der Ansatz

v—1
(29 &) I/sz—]:(— I)y_}'_l Z (_‘ I)" Yr—2+n Oy

n=0
verwendet worden soll. Die Ubertragung dieser Werte (29) und (29 a) sowie von
Vovir,a41=(—1)" Lo, Vis,2=4 s, in die zu beweisende Gleichung (27) zeigt
durch den Vergleich der Koeffizienten von y,—i+, deren Richtigkeit, und zwar
wieder nach dem Minorensatz

J’no drw_dlvodlﬁv:("‘ I)ndndl-

Sonach sind die Niherungsbriiche A./By= W,—s 4,/ W,— B, als Quotienten
zweier Determinanten gegeben, deren Gestalt, wenigstens fir die Nenner, kaum
komplizierter als diejenige der a, zu nennen ist.

Wien 19 Mirz 1929.

Notis iiber den sogenannten Fatouschen Satz.

Der von P. FATOU in den Acta mathematica (Bd. 30. 8. 360, 1900) verbffentliche Satz wurde
elf Jahre frithér von mir hewiesen (Monatshefte fiir Math. und Physik, 6 Jahrg. 8. 109, 302).
Vorher erfolgte die Formulierung des Satzes im Jahresbericht der Deutschen Mathematiker Ver-
einigung (Bd. 4. 8. 115).
Alfred Tauber.



