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Die Dualit~t x in der Abh~ngigkeit der LSsungen einer linearen Differential- 

gleichung 

L ' 'd~!!  d ~ - l Y  
( I )  o ~X)~ + LI(X ) d x ~ "  1 + " "  +Lm(X)y=O, 

einerseits yon der Unabh~ngigen x,  anderseits von dem gew~hlten Anfangswert 

der le~zteren, fiir den ihnen gewisse Bedingungen vorgeschrieben sind, komm~ in 

dem Satze zum Ausdruck, dass diejenige ausgezeichnete LSsung Y ( x ,  c) yon (I), 

welche fiir x = e  saint ihren ersten m--2 Differentialquotienten nach x verschwin- 

det, w~hrend ihr (m--I)-ter Differentialquo~ient den Wert  (--I)~-l/Lo(c ) annehmen 

soll, gleichzeitig auch (vgl. w I) der Ad jung ier t en  yon (I) mi t  c als Unabhdngiger 

(2) Lo(C) o"~ r(z, c) ~_ , ,  o ~-x :Y(z, e) 
Oc ~ + "1~c) ~cW~_ 1 + .  + Lm(e)r(x,  e ) = o  

(3) [ ' ~ 1 7 6  L I : m L ' ~  " " " % =  ~ ~ u - - i ]  ' 
i=0 

1 Den Ausgangspunkt  dieser Arbeit  bilden mehrere meiner in den Sitzungsberichten der 
Wiener Akademie der Wissenschuften fiber dieses Tlaema erschienenen Mitteilungen (1919--1927), 
um aber nicht  auf die letzteren Bezug nehmen zu miissen, werden die dort erhal tenen S~tze im fol- 
genden, mit  wesenttich einfacheren Beweisen, wieder abgeleitet.  Betreffs der MSglichkeit einer 
( lber t ragung auf lineare partielle Differenti~lgleiehungen el. die genannten Beriehte I I  a, Bd. 134, 
S. 161. 
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geniigt. Ebenso verschwindet, als LSsung yon (2)betrachtet ,  Y(x, c)fiir c=x  
samt den ersten m--2  Differentialquotienten nach c, w~hrend der (m--1)te  den 

Wert  I/Lo(x ) unnimmt. Im  Verein mit OY/Oc, O~Y/Oc~... O'~-ly/Oc m-t konsti- 

tuiert Y Bin Fundamentalsystem yon (I), und die Eenntnis  yon Y dient des- 

halb auch, nach einem bekannten Cauchyschen Satze, dem Zweek, fiir alle in- 

homogenen Differentialgleiehungen der Form 

ein Integral  

L~(x) dxm_ ~ -- K(x) 

95 

t )=(--  I) " - i  ( K ( u ) Y ( x ,  u)du 

c 

angeben zu k5nnen. 

Nun folg~ ~us (z) dureh Ver~usehung yon x, c 

(4) Lo(~) ~ y(~' ~) a~-~ Y(c, x) (~ X ~  2V L1 (x) (~ x m - 1  -J- " " " -~- ]~m (x) Y ( c ,  x )  = o ,  

und da Y(c, x) durch die in (I) auf~retenden Funktionen Lo(x), L~(x) , . . .  Lm(X) 

eindeutig definiert ist, muss die in vollkommen gleieher Weise mittels Lo(x), f~(x), 

. . .  L~(x) gebildete Funkt ion ~'(c, x) eine LSsung der Adjungierten yon (4), d. h. 

der vorgegebenen Differentialgleiehung (I)sein. Zwisehen Y(x, c) und Y(c, x) be- 

steht der Zus~mmenhang 

(5) ~(~, ~ ) = ( -  ,)'~-'Y(~, ~), 

wenn also Y(x, c) als Integral  von (z) in eine Potenzreihe 

(C - - X )  ~' I 
(6) Y(x, c)= ~ ~ (~1 ~. , ~ _ l ( x )  - Lo(~) 

entwiekelt wird, und wenn genau wie die Funktionen ~p mittels L o, L 1 , . . .  L,~ 

analog Funktionen ~ mittels Lo, L~ . . . .  L,~ gebildeg werden, erhiilt Y(x, c) die 
doppelte Darstellu~gsform 

(7) ~(~,~)= ~ - ( - ~ ) ~ - ~  ~,~(~) ~ 
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Die erstere gestattet immerhin den 13bergang des Parameters c in eine Nullstelle 

yon Lo(x ) wenigstens formal. 

Fiir beide Koeffizientenreihen ~p, ~ existieren lineare Rekursionen, welche 

durch Einfiihrung der Funktionen 

(8) Lh, (x)=  i--u L~-~)(x)' Loi(x)=L~(x), Lh;(x)=o fiir i < o ,  
}C=0 

wobei L~+~(x), L~+2(x), . . .  gleich Null definiert sind, die Gestalt 

v T l - - m  ~ +  1-- 'm 

(9) o, 

erlangen, woraus eine explizite Darstellung dieser Entwieklungskoeffizienten ~p, ~p 

als Determinanten folgt (w 2) 

( IO)  (--I)m--1L~+2-m~-= Det [ L:-~-m, i-~+l [, 

(--I) '+I-"~L~+2-~@~=DetIL,,r i , z = o  bisv--m. 

Die Rekursionen (9) haben die endliche Stufe n, wenn die L Polynome und 
L(o ~), L[ ~-~), L~"-2), . . .  siimtlieh Konstunte sind. 

Zu vereinfachter Darstellung kSnnen in manehen F~llen aueh die Polyno- 

miallSsungen linearer Differentialgleiehungen herangezogen, und hiebei die letz- 

teren, ohne die Allgemeinheit der Betraehtung einzuschriinken, in der Form 

(II) L o ~  d x  ~ + L~(x) ~ + . - .  +L~-~(x)~7 x + L , y = o  

n - - x  

angenommen werden, derart dass das Polynom L~(x) hSchstens den Grad 

n- - z  hat. Dann ist einem willkiirlieh vorgegebenen System von n - - I  Polynomen 
n n - - 1  1 

Lo(x), Ll(x), . . .  L~-l(x) insbesonders eine Halphensehe Reihe yon Polynomen W zu- 

georduet 

(I2) *)~---Det[Li i-u+n--1], ~,x~obisy--I, Lin=~o ( $ )a (n-u) 

aus welchen sich durch einfache Substitutionen die PolynomiallSsungen yon (I I), 

ebenfalls in Determinantenform, ableiten lassen, vgl. w 3 (I3). 
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Unter gewissen Voraussetzungen kann sich eine Quadruturdarstellung fiir 

y, durch eine oder mehrere Integrationen, als zweckm~ssig erweisen, wofern n~m- 

lich die zu integrierende Funktion eine einfachere Entwicklung als die der Po- 

tenzreihen (7) gestattet. AusserAem soll die zu integrierende Funl~ion so gew~hlt 

sein, dass jeder zul~ssige Integrationsweg zwischen c und x eine L5sung yon (i) 

hervorbringt. 

Fiir Differentialgleichungen zweiter Ordnung 

(I 3) L 0 (x) y" + L~(x) y' + L2 (x) y =  o, 

deren Koeffizienten L0(x), L~(x), L,(x) Polynome yon x sind, gelangt man so zur 

Integraldarstellung einer LSsung 

x 

f (I4) y*= f ( v ) ~ f . ~  ~ av, ~= 
c 

(e--v) (x-- 
Lo( ) 

mit der Definition L o f ' + L J = o  fiir die Funi~tion f u n d  

G . ( v ) = D e t  IL,,~-~+~(v)l, i ,  ~ = o  bis ~--I  

fiir die Poly~ome G. Diese letzteren reduzieren sich fiir die Stufe n = 2  auf leicht 

zu bestimmende Konstante, und fiir n = 3 ,  welcher Fall die verallgemeinerte Lam6- 

sche Differentialgleichung, die elliptische Zylinderfunktion, sowie die Heinesche 

Funktion mitumfasst, auf die oben V~ genamten Polynome einer ttalphenschen 

Reihe (w167 5, 6). 

Fiir ein beliebiges n wird die Bestimmung der Polynome G, da sie zwei 

simultane l~ekursionsbedingungen erfiillen miissen, nur durchfiihrbar, wenn man 

yon dem eigentiimliehen Zusammenhang zwischen der Quadraturdarstellung (I4) 
yon y* und dem Kettenbruch fiir die logarithmische Derivierte ei~er LSsung y yon 

(I 3) Gebrauch macht. D ieser Kettenbruch, als Inbegriff yon Quotien~en Q,(x)/l~(x), 

deren Z~hler nnd :Nenner ein und dieselbe lineare Rekursion besitzen 

Q. q- L.1 Q.-1 q- L.2 Lo Q.-2 q- L.3L2o Q~--3 + : - = O  

R.  + L.1 R~-i + L.2 Lo R.-2 + L.3 L~o R,,-3 + . . . .  o, 

verdien~ schon an sich Er5rterung, aber auch wegen seines Zusammenhanges mit~ 

den beiden anderen LSsungsformen, n~mlich einerseits der Potenzreihe (7), weil 
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R (x):~),+2(x)Lo(x)  ~+~ ist, anderseits dem Integrale (I3), indem sich G~(v)als  

identisch mit 

Q~_, (v) R~_~ (v)- Q~_~ (,,) R,_~ (v) 
(I7) L0(v)'-* 

herausstell~, wodurch der Ansatz (I5) beweisbar wird (w 7). 

Indes ist zu beaehten, dass der Kett.enbruch fiir y'/y, falls er konvergiert, 

noch keineswegs die bei rationalen Koeffizienten der Differentialgleichung zu for- 

dernde Darstellung yon y selbst als Grenzwert rationaler Funktionen leistet. Aller- 

dings besteht die MSglichkeit eine der Potenzreihen (7)oder  sonstige Potenz- 

reihen fiir y in korrespondierende Kettenbriiche umzuwandeln, einfacher erscheint 

es abet bei Differentialgleichungen 2. Ordnung, den Kettenbruch fib" y ' /y zu be- 

niitzen, und zwar  dessen Nliherungsnenner R~ als Zh'hler yon Quotienten R , / S ,  an- 

zunehmen, deren zugehSrige Nenner danu noch geeignet zu wi~hlen sind, und 

deren Grenzwert eben y sein soll. Dabei kann auch der Zusammenhang mit 

den Kettenbriichen fiir IntegrMe inhomogener Differentialgleichungen I. Ordnung 

gewahrt bleiben (w 8). 

(i) 

w ~..Beweis des Dualitiitssatzes. 

Betrachtet man eine homogene lineare Differentialgleichung 

d '~ y ~ - d~-" y 
d x  m 

und bildet irgend eine lineare Verbiudung U yon y, d y / d x , . . ,  dm-~y/dx ~-x 

(2) 

so kSnnen 

y, dy /dx ,  . . .  d'~-~y/dx "~-~ ausgedriickt werden 

d ~-1 y d ~-2 y 
U=~, (x)  d ~  + ~ (x) d--~=~ +---  + ~ ( x ) y  

auch deren Differentialquotienten dhU/dx ~' mittels (I) linear durch 

d h U din-1 y din-2 y 
(3) d ~  = ~ ( x ) d ~  + ~ ( x )  d ~  

Es handelt sich 

~0hl, ~h2 �9 �9 �9 explizit 

+ . .  + qDh~(x)y. 

zun~chst darum, die Beziehungen zwischen den Koeffizienten 

aufzustellen und zu zeigen, wie sich F h 2 , . . .  qgh~ auf ~hl, 
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~+~,1,  ~+~,1,  �9 �9 �9 zuriickfiihren lassen, anderersei ts  die Rekurs ion anzugeben 

welche 9~hl, ~vh-~, 1, 9~h-~, 1, �9 �9 �9 verbindet.  

Die letztere lautet, wenn man zur A bkiirzung 

(4) Zh=q~hl, Zhi ~-- ~ (--  I) ~ Z(~)+,_z 

setzt und die Koeffizienten D, der zu  (I) Adjungierten einfiihrt 

(5) . . . . .  = o ,  
v=O i=0 

Als independente Darstellung der Koeffizienten 9Dh2 . . .  qDhm dutch die Funk- 

tionen Zh findet mau, f i ir  re= I, 2, . . . m - -  

(6) ~gh, t~+l : Z(---I)V+129,tv)~h,m--v, j 0 / zv=  E ( - - I ) i  ~,__i 
�9 =0 i=0 

Beweis: Aus der durch Different iat ion yon (3) n~ch x en~stehenden Glei- 

chung 

d h + l U [ ( d m - l y  
dx~+ 1 - -  ~ 1 P1 dx,~-i  

m--1 d ~-~y _ , d y ]  
. . . .  + P~ d x ~ _  2 ~ . . . .  +Pray • hl d~xT~q] 

[ d m - l y , d m - - ~ y ]  [ d.y , ]  

+ 

folgt  fiir die Funk t ionen  ~h,  die Beziehung 

(7) 90h+1, t t ~ t h l  t "~ P#  ~h I ~- ~h,/*+1, h ~ o 

mi~ Giltigkei~ bei t t =  I, 2 , . . .  m, wofern 9h, m+l fiir ~lle h gleich Null  definiert 

wird. 

Beziiglich der zu beweisenden Gleichung (6) bleib~, d~ sie fiir u = I  mi t  

(7) i ibereinst immt:  

~0h~=Zh~--P~zho resp. Zh+~=Z'h + P~ Zh + ~ph2, 

nu r  der Schluss yon tt auf i t +  I zu ziehen, l:liezu differenti iert  man  die fiir 

ein bestimmtes tt ~ l s  berei~s bewiesen gedach~e Gleichung (6) 
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t~ t~ 

~ 0  v ~ O  

und entfernI  mithi l fe  der leicht zu verifizierenden Gleichungen 

(9) Zhi~Zhq-l,i--~h,t+l, P~':P~+X,~+I--Pm*+~ 

die Different ia lquot ienten ans beiden Summen auf der reehten  Seite yon (8) 

t e t~ 
E (  - I ' ' v+l  ~ }  1Jlz �9 ~--"h, ~--'v = E ( - - I ) ' V q - l p ~ , v ( Z h + l , l * - - v - - Z l z , ~ u - - , v q - 1 )  

'v = O ~,=0 

0o) 

~,+1 ' ~--I I ~' I)  p , ,  Z h , , - - , 4 - 1 = E ( - -  ) (ple+l , , j , - -~l) lz ,c)Zh,  p,--~,+l 

~=0 ~--i ~,=i 

so finder man die Summe der beidea Ausdriicke (IO), alaS heisst  !iv'h,,+~, un te r  

Beri icksichtigung you p~o=iO,,+i, o = - -  I und  Pm ~ + l = ( - -  I ) '+ lP~+l  

/* ~+1 
( I 0  aJ) 9 'h ,  ~+1 = E (--I)'V+l~9g~* Z h + l , / * - - , v - - - E  ( - - I ) ' V + l ~ ) g + l '  'v Zh" #+ l""~- - / ) / ' e+ l  Zh" 

' v=O ~v~O 

Der Voraussetzung nach ist die erste Summe rechts 99hq-l, teq-1, also muss gemdss 

der allgemein geltenden Beziehung (7) die zweite Summe mit qvh, ~+2 zusammenfallen, 

was die Richt igkei t  der Formel  (6) fiir alle tt--<_ m - - I  besagt.  Ebenso folgt  aus 

(IO a) fiir ~ - - m - - I ,  dass dann die zweite Summe reeh~s (--I)~+lp,~,Zh" ~_~ ver- 
o 

sehwinden muss, oder wegen p~,=~P,, dass aueh die zu beweisende Rekursion 

(5) r ieht ig  is~. 

Ein zweiter Hilfssatz betrifft den sTeziellen .Fall U=y, indem alsdann zwisehen 

den Funktionen q~ht~ bei fixem # eine lineare l~ekursion besteht, deren Koeffizien~en 

yon te unabhgngig  sind 

h i h 

mi~ Beschrgnkung auf die Wer t e  h _-->m. 

Evident  wird diese Rekurs ion fiir h=m, denn es verschwinden bei U=y 

alle Koeffizienten ~m- l ,~ ,  . . .  ~1~, ~o~ mi~ der einzigen Ausnahme ~m_m~----I, 

36--28583. Acta mathematica.  53. Imprimd le 2 decdmbre 1929. 
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daher  s~eht rechts in (II)  fiir h = m  nur  der eine Term Po~9 , , -~ ,~=P, ,  und das 

ist auch  wirklich der W e r t  yon 9~,~. Angenommen nun,  dass die aus (II)  ge- 

wonnenne Wer t e  yon ~ , . . .  ~0~, im Verein mi t  ~o~, ~ ,  . .  �9 ~,~-x,~ den fiir alle 

h ~ o vorgeschriebenen Bedingungen (7) entsprechen,  so ver iangt  der Schluss yon 

h a u f  h + I ,  dass die gemdss ( i i ) f i i r  ~+1 ,~  gebildete Summe 

h + l  

Z Ph+l--,,, ~qOh+1--*., t~ 

mit 
h 

99'hf* -~ ~ t  qgh l "+ 99h, I*+1 ~- Z [( Ph--m, "v qP*h--,v, tt -4- F h  . . . . . .  ~gh--,v ' #) "1- 

+ Pt*Ph-~,, 9h,-~, 1 + P~-,,., �9 9',-~, t e-kl] 

iibereinstimmt. Wegen  der Beziehung (7) 

9~h+1-~, ~-~ q~'h--~, t~ + Pv q~h--~, 1 -}- 9Oh--v, # + 1  

vereinf~cht sich die zu verifizierende Gleichung in 

(i2) 
h + l  h h 

Z Ph-l-l--ra,,v~Oh+l--v,l.e= Z Ph--m,,vqPh+l--,v, lt-~- Z - P ' h  . . . . .  ~h--~,#" 
*=1  �9 = 1 ~,~1 

Nuch ihrer  weiteren Umformung,  wenn noch in der zweiten Summe rechfls die 

Vuri~ble v durch v - - I  und P 'h-m, . -1  durch Pa+l- .~, . --Ph-m,.  ersetzt  wird, 

vgl (9), 
h + l  h h + l  

( I 3 )  Z P h + I - - m , ~ h + I - - G , r  m,~hTl - -%lz  + Z(Pl t+l . - -m.~- -Ph  m,~)t)h--%te 

erhellt wegen Ph--,~, i ~ Ph+l--m,, ~ / ) i  und Ph--~, h+l ~ 0 ihre Richtigkeit. 

Bildet man jetzt die m Generierenden der qDh~(X) 

o0 

h = 0 

05) 

so gen~gt jede yon ihnen der (gewShnlichen) linearen Differentialgleichung be- 

ziiglich e 

O.~_~ Z 
P~(x +e) Oem_ z = o .  

2~0  
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Denn durch die Substitution der 1)otenzreihen 

8~ Z Sx 

71~0 x~O 

verwandelt sieh die Differentialgleiehung (I5) in die bei jedem Werte yon e zu 

erfiillende Gleichung 

Z Y, + 
Z = 0 n = 0 x=m--~. 

sodass die Ordnung der linken Seite nach den Potenzen *~, v = z + Z + n - - m  und 

die l~ullsetzung des Koeffizienten von ,~/v! 

=.(:) _ i ( : )  
~--0 n:=0 i=0  ~=0 

fiir die Funktionen O~(x) die Bedingung liefert 

v + m  h 

(I6) Z O.+.,--,P~,=O oder Z @h--,Ph--.,.i=O, 
i = o  i = o  

h ~ D~. 

Diese Rekursion der Oh(x) ist aber mit derjenigen der ~h,(x) in (I I) identisch. 

An der FormeI (I6) wiirde sich nichts gefindert haben, wenn Po in (I5) ir- 

gend eine Funktion, und nicht wie bisher den speziellen Wert ( - - I )bedeu te t  

h~tte, nut  muss die Definition der P h i = ~ ( i ! Z )  P~! -z) ~ufrecht bleiben. Setzt 

man daher P ~ = - - L J L  o und multipliziert d ie  Differentialgleichung (I5) mit 

Lo(x+e), welche dadurch in ~ L~(x+e) Om-~Z/Oem-Z=o iibergeht, so erh~lt man 
~=0 

fiir die Funktionen ~h~ eine neue, genau wie (I6) abzuleitende Rekursion 

h 

( 1 6  a )  Z ~h--t,~Lh--m,i=O, 
i=0  

Speziell nun die Funktion Z 1 geniigt zugleich, wenn e-=c--x gesetzt wird, der Ad- 
jungierten yon (I) mit x als UnabhSngiger 
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(17) O'~Z,(x, c )  ~ ~(x)Om-~Z~(x' c) 
0 x m 0 x m-~ 

Um n~mlich aussagen zu kSnnen, wann irgend eine Reihe z der Form 

~e 

Integral einer linearen Differentialgleichung mi~ x als Unabh~ngiger wird, bildet 

man, falls die gliedweise Differentiation statthaft ist, die Differentialquotienten 

d -y, ax I 
�9 = 0  J = O  

oder, n~ch Potenzen azon (c--x) geordnet, bei h=r--)~ 

[iffh u (X) = Z ( -  I)~ tlffh(~ u--s (X) 
h=o ).~0 " 

und substituiert diese Werte (I8) in die vorgegebene Differentialgleichung, etwa 

wieder in (I): 

hieraus ergeben sich, dutch Nullsetzung des Koeffizienten einer jeden Potenz 
(c--x) ~ die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Funktionen W 

(19) Z ( -  I)z Pu(x) z/th' m--~ (X)~-O, h ~ O, 

damit die Reihe ~, T~(x eine LSsung yon (i) sei. 
0 

Dutch Vergleich der Bedingungen (I9) mit den Rekursionen (5)fl i t  die 

Funktionen Z~9~hx ist ersichflich, dass die Reihe z ~  ~ Zh(x) h ~  der Diffe- 
0 

rentialgleichung ~ / 5  (x)dx,,_ ~ ~-o geniigt, wie immer auch die Funktion U ge- 

w~hlt w~r, aber in dem speziellen Falle U~y, go=O, Z~=o, . . .  Z~-2~o, Z ~ - ~ I  

wird z mi~ Zl(x , c) identisch, was den DualitStssatz beweist: 
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Ist y(m) -- P~ (x) y(m-~) + P~(x) y(m-2) + ... + P~(x) y eine vorgegebene Differential- 

gleichung, und berechnet man den h-ten Differentialquotienten von y nach x 

als lineares Aggregat von y, y ' , . . ,  y(m--1) 

y(h) = ~ h l  (X)y(m--1) _~ qgh 2 (X) y(m--2) _ ~ . . .  + qOhm (X)y 

( c  - -  x ~h 
so geniigt die Funktion Z 1 (x, c)= Z ~ghl (X) 

h~m--1 
f erentialgleiehungen 

gleichzeitig den beiden Dif- 

~ - 0"-~ Z ~ 0 '~-~ Z1 
Ox ~; o x 0 c ~ 

Die Frage betreffs der Statthaftigkeit der gliedweisen Differentiation ist fiir 

die Reihen Z~ = ~ ~h~(x)(e -- x) h h! sofort zu. bejahen , weil die hiedurch entste- 
h=O 

henden Reihen 

Z [~'htc(X)--~h+l" re(X)] (C - -  X) h 
h! h=O 

- P A x )  zi-z.+  

vgl. (7) ebensowie die Z selbst gleichmh~sig in Bezug auf x konvergieren. Der Cauchy- 

sche Majorantenbeweis fiir die Darstellung der Integrale Z einer Differential- 

gleichung als Potenzreihen zeig~ eben unter Einem, dass die letzteren auch gleieh- 

mh'ssig beziiglich des gewiihlten Anfangswertes der unabhh'~gigen Variabeln konver- 

gieren. Im vorliegenden Falle ~ P~(c) Om-~Z/Ocm-~=o is~ c die Unabh~ngige, x 
A=0 

deren Anfangswert, und die Potenzreihenentwicklung der Z~ solange erlaubt, als 

I c - -x l  unter der Distanz zwischen dem Punkt  x und dem ihm n~chstgelegenen 

Uns~etigkeitspunk~ der Koeffizienten Px bleibt. 

Folgerungen aus dem Satz (20). 

Nunmehr seien die Funktionen Z~(x) ganz so mittels der Koeffizienten Po, t)a, 

.../Sin definiertl wie die Zh(x) aus Po, P~, . . .  Pro, dann wird die zu Z~ korrespon- 

dierende Reihe 
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(2I) ~'(X, C)~ 2 Zh(X)(~C ~ ,  ~m--l(X) ~ I 
h~m--1  

eine LYsung y o n  (I) bez@lich x und ihrer Adjungierten beziiglich c 

Om--*Y 8mY ~ - 0 . . . .  Y~ (2~ a) o"r  _ P.(x) , - �9 
O x ~ O x " - ~  O c ~ P~ (c) O c "~-~ 

~=I x~l 

U m  den a l lgemeineren  Fal l  herbeizufi ihren,  wo der Koeff izient  yon dmy/dx m 

nicht  mehr  wie oben den W e r t  I hut, b rauch t  m~n nur  

(22) p~(x) =--L~(x)/Lo(x), r(~, 4 =Lo(4 r(~, 4 

zu setzen, woraus,  wenn  man yon d e m  leicht  zu verifizierenden Z u s a m m e n h a n g  

zwischen den /5 und den zu Lo, L~, . . .  L,, ad jung ie r t en  Koeff izienten L Gebrauch  

m a c h t  

, 

i=0 = 

sich ergib~, dass Y(x, c), wie in der Einleitung behauptet, den beiden Difjereutial- 

gleichungen ge~iigt 

", 0,~-, y " Om-~ y 

~0 ~0 

Gemiiss Formel  (16 a) sind also in der En twick lung  

I 

~)m--l(X)--Lo(x ) 

die Koeff izienten @,(x) durch die Rekurs ion  

h--(m--1) 

( 2 4 )  ~ ,  V-'~--' Lh--. ,~. ; = O, ~hi~_Z h '__ ~i_).) = (__ i )i Li_i_~_l, / 

d. h. durch die erste der  Gleichungen (9) der E in le i tung  bes t immt.  Die Rich- 

t igkei t  der U m f o r m u n g  L h / ~ ( - - I ) ~ L i - h - m - , , /  e rkenn t  m a n  aus dem Ver- 

gleich yon 
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2=0 /~=o 
und 

i ( i - - h ~ - m - - I )  
(--I)iLi__h__i~__l,i=(--I)i E L(i--t~) : Z (__ i)/t t h  + ~t--  ~t/L(i-tt). 

~=0\ z- -#  ~=o 

Korrespondierend der Gleichung (24) besteht eine solche fiir die Funktionen ~) der 

Einlei~ung. 

A u f  i~,homogene Di f f  erentialgleichungen 

y(~)=P~(x) y(~-x)+ P~(x) y(~-2) + ... + Pro(x)y + V(x) 

la'sst sich der Satz ( I 5 )  , dureh eine der friiher ungewandten Argumentation voll- 

kommen analoge, in entsprechend modifizierter Gestalt erweitern. In dem sukzes- 

sire fiir den h-ten Differentiulquotienten yon y nach x zu ermittelnden Ausdruck 

(26) yih) : ~hl (X) y(m--1) ~_ ~9h2 (X) y(m--2) + . . .  + ~h ~n. (X) y + Vh (X) 

bleiben die Koeffizienten q~h,(x) genau dieselben wie fi',,~her bei V=o,  es ist also nur 

8h 
die Generierende ~ ~ ~ Vh(X)~ ZU betrachten, und zwar gen~Tgt sie der inhomo- 

genen Dif f  erentialgleichung 

Om_~ " 
(27) V(x+~) + P~(x+~) 0~.,_ ~ -- o. 

2=0 

r~(x)(ch ~)~ ~,d Z~(x, e) Ausserdem besteht zwisehen den Funklionen ~(x, c )= ~.  1 
h ~  

der Zusammenhang 

(27 u) 08 (x, c) Ox + v(~)Z~(x, o)=o. 

Wieder handelt es sich durum, zu zeigen, dass die betrachteten Funktionen Vh(x) 

gleichzeitig die zwei Rekursionen erfiillen, welche aus (26) resp. (27) durch noch- 

malige Differentiation resp. Entwicklung v~ V(x+e), Pi(x+e), 3 nuch Potenzen 

yon s resultieren 

(28) Vh+l "~- Vth ~-~hl ~/~ V (m)= V 

(28 a) r("-m)+ ~ V,,-~.Ph-,,,.~- o, h ~ m. 
i=0 
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Nachdem der Wer~ Kin= V auch der zweiten Bedingung (28 a) fiir h = m  ent- 

spricht, hut man bloss den Schluss yon h auf h+  I zu fiihren, w~s (lurch Diffe- 

rentiation von (28 a) 

h - - -m  h - - m  

V(a+l-m) + Z V'h--iPh--m,i+ Z Vh-iP'h-m,i : 0 
i--O i ~ O  

geschieh~. In der ersten Summe ersetzt man V'h-~ nach (28) durch Vh+1--i-- 

--Th-~',l V, in der zweiten vorerst i durch i - - I ,  nachher P'a-m,i-1 durch 

Ph+l-m,i--Ph--m,l und finder so, mit Riicksicht auf die Rekursion ( I I )de r  Koeffi- 

zienten 9~h1 die Gleichung (28 a) fiir h+  I start h bests 

Die Beziehung (27a) zwischen ~(x,c) und Zl(x , c) is~ eine unmittelbure 

Konsequenz der Rekursion (28). 

Andere lineare Rekursionen fiir die Funk~ionen Vh(x) ergeben sich, wenn 

man wie oben P ~ = - - L J L  o und iiberdies V = K / L  o setzt, aus der mit Lo(x+~) 

multiplizier~en Differentialgleichung (27) , analog zu (I6 a) 

(29) Z Vh--iL--'~'i--KCh'm)' h > m. 
i : 0  

w 2. Die Entwieklungskoeffizienten der ausgezeichneten Liisung Y(x, c). 

Als liaeure Rekursionen der Koeffizienten ~p~, ~ in den Potenzreihen fiir 

die ~usgezeichnete L5sung Y 

o~ = - 

v = m - - 1  e = m - - 1  

wurden, vgl. (9) der Einleitung, die Gieichungen n~chgewiesen 

~,+ l - - - m  v + l - - m  

~ = 1  ~ = 1  

Hien~ch sind diese Koeffizienten r~ion~le Funktionen der Li~ mit dem Iqenner 

Lo +2-~, setzt mun ulso 

(3) (_ = Lo+2_,~ ~ ~ L%+~_ m 
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so werden die w, ~ Polynome der L ~  mi~ den Rekurs ionen 

X~ L.-~ L . x--1 (4) ~,  + z~ o ~ _ , _ ~ . ~ , _ ~ = o ,  ~ + ~ ] ( - i )  Lo L ~ _ ~ , ~ = o ,  ~ o = ~ o = ~ .  
x = l  ~ = 1  

Es reicht  aus, eine der beiden Rekurs ionen (4)nigher  zu verfolgen, z. B. die 

letztere. Sukzessive berechnet  man 

(5) ILl Lo o i Wl ~ Lt, We--- LI ~ Ln , q~3 ~ L12 Lla L o  

L~3 L~  L~ 1 

und hat daher f i ir  die independente Darstellung yon v~, als Determinante v-ten 

Grades 

(6) w , = D e t  [Li, i_,+, ], i, z = o  bis v - -  I, 

in weleher gemdss der Definition (8) der Einleitung ein Li~ mi t  negativem zwei- 

ten Index  dutch Nul l  zu ersetzen ist, nu t  den Sehluss yon v a u f  v + I zu fiihren. 

Die Dete rminan te  (6), oder ausfiihrlicher geschrieben 

(7) 

Lol Loo ... o o o 

LI~ L H "" o o o 
: : : : : 

L . - 3 , . - 2  L . - 3 , . - 3  "'" L - 8 , 1  L . -~ ,0  o 

I-Jr--2, v--1 L,,-2, .-2 ' L.-.% 2 L,,-~., L,,-2, o 

L,,-1,~ L.-I,~,--1 ' L,,-1,3 L . -1 ,2  L . -1 ,1  

nach  ihrer  letzten Zeile, von rechts  angefangen,  den E lementen  L~-~, 1 ,  L~,--I, 2, �9 �9 �9 

L~-~,, entwickelt,  deren Unterde terminanten ,  wenn bereits f i ir  ~ _ ~ ,  ~ - - - 2 , . . .  die 

zu (7) analoge Determinantenform feststeht, gleich sind 

~--1 ,  - -L~-2 o v~-2, L~_~, o L,--3, o v~-3, . . .  

hat  aber gerade den Wer t ,  welchen die Rekurs ion (4) fiir - ~  verlangt.  

Der  so fiir ~ nachgewiesenen Dars te l lung (6)korrespondier~ fiir w, die 

L _ /  ?i-~+1L Determinan~e der Elemente ~,i-~+1--~-- / . . . . .  i--,+1, vgl. ( 2 4 ) w  I, und 

durch Herausheben  der Potenzen  yon ( - - I )  wird 

(s) o ,~=(-~)" Det I L- . -~ . ,~- .+~ I, 
3 7 -  28583.  Acta mathematica. 53. I m p r i m 6  le  3 d 6 c e m b r o  1929. 

i, z = o  bis v - - I .  
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Nach Einffihrung der independenten Form (6) resp. (8) yon ~ .  resp. oJ,, kann die 

Reihenentwicklung fiir Y 

(9) 
( -  ~).~,~(x) ( c - -x ) .+~-~  ~ ( -  ~).~,~(~) (x-~). +m-~ 

~(x, c) = F, Lo(~)~+~ ( . + m - - i ) !  = (--~)~-~ ~' Lo(~),'+~ ( . + . ~ - -  ,)! 
~ 0  te~0 

als eine explizite bezeichnet werden. 

Eine Quadratur bewirkt die Integration der inhomogenen Differentialgleichung 
7n. 

~, L,(x)l)(m-~)=K(x) auf ei,faehe Weise, indem man die erste, mit K(u)rnul- 
x = O  

tiplizierte, Reihe. (9)fi ' /r Y(x, u) gliedweise integriert 

(io) ~ : : ( - -  I)m--1 Y ( x ' u ) K ( u ) d u :  ~ Lo(x) "+1 ( # + m - -  I)! 
C # = 0  C 

Die line~ren Rekursionen (4) der Entwicklungskoeffizienten yon Y werden 

zu solchen einer endlichen Stufe, wofern die Funkt ionen  Lo(x), L l ( x ) , . . .  Lm(x) 

Polynome von x sind, und zwar der Stufe n, wenn n die kleinste Zahl bedeutet ,  

fiir welche sich L~ ~ L(~ -1), L~ ~-2), . . .  L ~ - t  ~) s~.mtlich uuf Konst~nte  reduzieren, um 

ter L~(x) die letzte nichtverschwindende der Funkt ionen  Lo(x),  L~(x) . . . .  ver- 

st~nden (# ~m) .  Im Fall einer endlichen Stufe n der Rekursionen (4)verschwin- 

den ~lle Funkt ionen Lh,,~+l, Lh, n+2, �9 �9  soduss sich die Beschr~nkung der 

Summ~tionswri~beln  z uusser ~uf z ~  ~uch auf z ~ n  erstreckt. 

Komplizierter  ~ls bei Y sind die Entwicklungskoeffizienten der LSsung ~', 

vgl. (zT) in w I, wie ~us der Definition yon ~" zu ersehen 

h : m - - 1  ~ : m - - 1  

~ h +  1 - - r n / h  \ 

w 3. P o l y n o m e  als L~sungen linearer Differentialgleichungen. 

Eine iihnliche Determinantendarstellung, wie die Entwicklungskoeffizienten 

oJ, W der ~usgezeiehneten LSsung ]5, gesta t ten auch die Polynomi~llSsungen 

linearer Differenti~lgleichungen. Die letzteren diirfen, wie schon erwiihnt, in 

der Form 
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(i) 
n n--I l 

L0(x)y <n) + L~ (m--)y (n-l) + ' "  + Ln-l(x)y' + Lny=o  

angenommen werden, denn sonst bringt man eine Differentiulgleichung 

~L~(x)y('~-~)-=o I bei welcher L(x)  vom Grade u~ in x und n d~s Maximum der 
Z=0 

Zahlen z+n~ ist, durch (n--m)-malige Differentiation auf die ob'ige Form (L~=~o 

vorausgesetzt). 

Damit ein Polynom ~-ten Grades y, als LSsung yon (I) existiert, muss die 

Konstante L,~ der Bedingung 

(2) ] ' i n +  ( : ) a ' n - 1 - } - ( : ) L ~ : - 2 - { - . . . - [ - ( ~ , , - - I )  L ( n - 1 ) +  ( : )  L(~ : o  

entspreehen, welche resul~iert, wenn m~n in die linke Seite yon (~) stuff y ein 

Polynom ~%en Grades mit unbestimmten Koeffizienten substi~uiert und den F~k- 

for der ~-ten ~ls der hSehstvorkommenden Potenz yon x l~ull setzt. 

nnst~tt  tier zum Funktionssystem L0(x), L~(x), . . .  L,,_x(x) gehSrigen Poly- 

home y~ ist es jedoch einfacher, andere, ease Halphensche Reihe bildende Poly~ome 

~ zu betrachten, well dies bloss auf Ermittlung einer Konstuntenfolge hinuus- 

kommt, n~chher uber die gesuchten Polynom e y~ mittels einf~cher Substitutionen 

aus den  V~ abzuleiten. Und zwar soll ~ als Polynome v-ten Grades yon x der 

Di  f f  erentialgleichung geniigen 

�9 n - - 1  

Z=0 
2 --;{ " 

z=o 

Dass die Konstante (--I) '~ der Bedingung (2) entspricht 

(4) " .... 
z:O 

geht aus der Definition Lhi = ~ L~ i-~) hervor, wonaeh die reehte Seite yon 

(4) gbieh ist 

~ n--;~ L(~,_~) ' (- 
z:O ~.:0 
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wei~ers gib~ die Vertauschung der Summationsfolge 

il ( )  
~.=o \ ~ -  Z ]  ,=2 z - 2 

und die Summation fiber x hat ( - - - I )  n-1 z u m  l~esultat. 

Eine gMphensche Reihe biklen die dureh (3) fiir alie ~ definierten Poly- 

home V~ aus dem Grunde, well ~/', der Differentialgleichung fiir ~]~-1 genfigt und 

daher, wenigstens solange die Funktionen Lo(x), L~(x), . . .  Ln-~(x) willkfirlich blei- 

ben, nichts anderes Ms ~/,-~ mM einer Konstanten sein kann. Um dies nach- 

zuweisen differentier~ man (3) nach x 

(5) 
n--1 n--1 

v, + ( -  o, Z (-- I)XLv--n+,, x,,,~'~(n--'q-1) + E (-- I ) 'L '  (n--,) 
~o ~o 

fiihrt in der zweiten Summe die Variable z - - I  stat~ x ein, und formt mittels 

der Beziehung zwischen den Lhi und ihren Differentialquotienten 

(6) L'hi (X):Lh+ 1, i-k1 (X) - -Lh ,  i+1 (X), 

die noch fiir i = n - - I  richtig bleib~, wofern Lh~ durch ~hn substituert Wird, zu- 

ngchs~ die Differentialgleichung (5) um 

Z ( - - I ~ Z L  ' ~(n+l--z) I g--1 L L (n+l-g)  

~t~0 X : I  

Hieraus entsteht, durch Ordnung nach den Ableitungen yon ~'~, eine Differential- 

gleiehung ffir ~'~ 

n--1 

u~0 

deren Koeffizienten mi~ jenen der Differentialgleichung ffir V~-I identisch sind. 

Nachdem also ~]'~ der Differentialgleichung ffir V~-I genfigt, sollen d i e  

noch freien multiplikativen Konstanten so gewghlt werden, dass ~ ' ~ = ~ , ~ - ~ ,  

daher ~' ~ , ~  ~-1 ,  ~ ~]~-2 . . . .  allgemein 

(7) V($ ) = ~TE.]~,<w-.> ~ N . -  = ~ s 1 6 3  �9 ~7.-.+i . , ,> ~ [ o > .  = 
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wird, wodurch die Differentialgleichung (3) in die Gleichung 

~=0 

oder n~ch Kiirzung durch ~,~ und Substi tution yon v--z  start  z in die t~ekursion 

(8) 7v = ( - -  I) L , - -z ,  n--x (x) ~[z--1] ,,--1, nTv--x 

Summation ist reehts bloss auf  z ~ v zu erstreeken, resp. ein 7 iibergeht. Die 

mit  negativem Index durch Null  zu ersetzen. 

sind 

Lo, n--1 Lo. n~-2 

(9) 7 0 =  I ,  71-~-Lo, . - - I ,  72 = ~ l n  L1, n--1 ' 

Die ersten der Reihe 70, 7 ,  7~ , . . .  

Lo, ,7.--1 I.Jo, ,,--2 Lo . . . .  3 ] 

7a~--- ~ln Ll, n--1 L1,~_2 II 

O ~2 n L2, n--1 [I 

und allgemein gelangt man dutch den Schluss von v auf  v+ I zu einer Determinan.- 

tendarstellung 

(IO) v~=Det lL~, i -~+~-I[ ,  L,.,~=~;,,, i , z - - o b i s v - - I .  

Denn die Entwicklung dieser Determinante  

Lol n-1 Lo, n-2 I~o, n--v+2 Lo, n--v+l 

~1~ L~,,~-1 L~ . . . .  ~+3 L1,~-,~+2 

L 0 ,  ,t--~ 

I /1 ,  'n--~ + 1 

o o L~,-3, ~-i L~-3, ~-2 L,,-3, ~-3 

O O ~*--2, n L~--2, n--1 L , , -2 , .n -2  

0 O O ~--1, n L~-I, ~z-1 

n~ch den Elementen der letzten Kolonne (yon unten  angefangen) liefert ihren 

Were, wenn bereits die Gilt igkeit  der Formel (Io) fiir U~-I, ~ . - 2 , . . .  konstutiert  

is.L gleich 

was mit  dem Wer t  (8) yon ~ iibereinstimmt. 

Als Glieder einer Halphenschen Reihe sind die Polynome 7~ dutch die Kon- 

stanten b.=v.(o) die ihrerseits nach (8) berechnet werden, schon fixiert 
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(,~) 
,j, n - - 1  

Ferner verwandelt sich die so gefundene Reihe der W in diejenige der oben 

mit y~ bezeichneten Polynome, wenn L~ durch L-,,-1, ~ ersetzt wird. Hienach 

findet man 

wo abet Lhn gleich ~ - h , ~ - ~ . ~  definiert ist. 

Es verwundelt sich n~mlich der in (3) auftretende Koeffizient yon V(; ~-~) 

~=o \ •  / 

(durch die erw~hnte Substitution yon L--~-~,~ oder (--I)~L~-n+~,, start L,) in 

(-I)~y~ ~ ~-~ 
# = 0  

i l~-~+') LP ~- 
z=o \ ~--Z 

=y,(-- i )~-~ \ ~ -z  ~ - z  
/~=0 2 = 0  

und weiters, durch Vertauschung der Summutionsfolge, in den Ausdruck 

[ ~ - ' + q L ~  ~-~ Z (-i)~-.  ~ - ~  
z=0 ~ ~ - Z  I " ~ - Z  ' # = 2  

der aber den Wert  L, hat, weil die Summation hber # entweder o oder I gibt, 

je nach ;t < • oder )~=z. Die Substitution bewirkt also dass, wie verlangt, an die 

Stelle der Koeffizienten yon (3)jene yon (I) kommen. 

An die Stelle yon Li,~---~. i i /L ~  *-/~) tritt hiedurch bei •  x.._a ~ X - - r e  / 
# = 0  

#=:0 i~=o = 

was nach dem Additionssatz der  Binominalkoeffizienten gleich ist 
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Z ~ X--~, : Li-- , --I ,u:(--I)  L~,+u-i-n,u, 
,~0 

daher verwandelt sich in der Determinante (Io) das Element Li, i--x+n--1 bei i ~ z  
in { I ~i+u+n--lL ~-- ] ,--u--l,/--u+n--1. 

Schliesslich berechnet man in ganz analoger Weise den Wert, in welchen 

durch die obige Substitution ~ ,  i"~ \ n - - t t /  t~ fibergeht 

'n--1 i -~- (n--/t) __ i 
Z . - - #  j~ . . . .  I ' / Z - - Z  '~--/-/- ~0  ~ ~,t--Z / Lin-z)= 
te=O ta=O 

n~IL!n--2)[(i--~--I ) ( - -  V - - I ) ]  
- -  ~ , n - - Z  - -  n - - ~  ~0 

gleich (--i)"(~_;,~--~,,,~) Dureh Herausheben der Potenzen von (--I)  entsteht 

so die Determi~ante (I3). Die ersten y lau~en 

yo = I,  yl  = ( -  I ),~-1 L . -1 ,  

] L2,n-1 Ll, n-2 Lo ,)-3 

' O ~ 2 ,  n - -  ~ 3 ,  n Lo, n--1 

Im eillfachsten Falle, n = 2 ,  4em der Differentialgleichung 

2 1 
I F  - -  l 

L o(x) y + L~ (x) y + L ~ y : o  

unter welchen Typus sich auch die der hypergeometrischen Reihe subsumiert, 

lassen sich die Generierenden der Polynome ~ ,  y~ leicht angeben. Man beweis~ 

zun~chst 

(I 5)- ~ (-- 1)~ L 0 (x)~f (~) (x) = f(x) ' Y '=( - -  1)~L~ d~ ~ L~ 

mit der Definitionsgleichung fiir die Funktiou f(x) 

(i6) L o ( x ) f ' ( x )  + L~(x)f(x)=o, 

denn die (~--I)-malige Differentiation yon (I6) 
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(~7) L o (x) f(')(x) + Lv-I, 1 (x)f(.-1)(x) + g.- i ,  2 f(.-2)(X) = o 

zeigt, d~ss die durch (IS) definierten Funktionen V, die lineare Rekursion 

(I8) ?},~--L,~--I, I(X)Vv--1 "~ ~'~--1, 2 Lo(X)V~--2 = 0 ,  VO = I, w = L I ( X )  

d . h .  die Rekursion (8) fiir n = 2  erfiillen, also mit den friiher V, genannten 

Polynomen fiir n = 2  identisch sind. Ferner muss man, um aus den ~b die Poly- 

n o m e y ,  abzuleiten, nach dem friiheren L,(x) iiberall durch --L,-1,1(x) substi- 

tuieren, i t i e rdurch  verwandelt sich f(x) in Lo(x)*-~/f(x), demnach hat y~ die in 

(I5) angegebene Gestalt. 

WShrend die Generierende der Polynome ~, 

V-~ (I9) E ~ [  I x~  (--v)*L~ f(*)(x) - -  f [x - -vL~ 

f(-~) ~o ~! i f(~) 

ohneweiters in geschlossener Form summierbar ist, erfordert fiir diejenige der y, 

y .  v ,  ~ = 5o( z ) f ( x )  F - , !  dx~ 
' v~O 'v~O 

die Summation der rechts stehenden Lagrange-Reihe die AnflSsung der Gleichung 

~=x-vLo(~) 

or V ~' L o ( X ) f ( x  ) I 

(20) ~ '  Y~vt = Lo(~)f(~ ) ~ +vL'o(~ ) " 
q~0 

Die wirkliche Ahsrechnung der Polynome ~, gesehieht, da die Konstanten 

b~=~,(o) die Rekursion, vgl. (I2), 

(2i) b~=L.,-~, ~(o) b.- , - -Lo(o ) g.-~, ~b~-2, bo= I, bx=Ll(o) 

haben, am einfachsten, wenn man unterscheidet, ob Lo(x) eine Konstante ist oder 

nicht und im letzteren Falle L0(o)=o voraussetzt. 

Auch unabhgngig yon den friiheren Sgtzen ergibt die Definition (I5) der 

Polynome V~ dass sie eine Halphensche Reihe bilden und LSsungen yon (I4) 

sind. Ersteres folgt aus der Differentiation yon ~,~-(--I)~Lo(x)~f(~}(x)/f(x), da 

, ~ L0(x)~.f(~+l)(x) + Lo(x)~-lL i(x) f (~) (x) 
V , =- (-- I) f (x)  
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gemgss (I7), dor~ v+ I start v geschrieben, gleich g,..2W-1 ist, letzteres aus (I8) 

durch Multiplikation mit ~0~2 

(22) ~ ] ~ - - L v - - 1 ,  i (x)~]', + L0(x)~  ~' : 0. 

w 4. Die Quadraturdarstellung. 

Der Zweck bei der Darstellung der Integrale linearer Diffe~entialgleichungen 

durch Quadraturen kann ein doppelter sein, entweder zu erreichen, dass die 

Reihenentwicklung der zu integrierenden Funktion einfacher ist, als die direkt 

aus der Differentialgleichung resultierenden Potenzreihen fiir die ausgezeichnete 

LSsung Y(x,  c), oder der, bei Anngherung der Unabhgngigen an singul~ire Stellen 

die Untersuchung zu erleichtern. Die hier eingeschlagene Methode verfolgt den 

ersteren, den reihentheoretischen Zweck und fiihrt dazu, bei Differentialgleichun- 

gen mit rationalen Eoeffizienten die Zahl der in rekursivem Zusammenhang ste- 

henden Entwicklungskoeffizienten, gegeniiber der Entwicklung (7) der Einleitung, 

um eins herabzudriicken, wodurch in bestimmten F~illen auch eine Vereinfachung 

erzielt wird. 

Als Ansatz fi ir  eine LSsung y* der  vorgelegten Differentialgleichung 

~ L~(x)y(m-~}----o dient hiebei das Integral 
x=0 

(i) 
X 

y* = / f ( V )  ~(x, c, v) dv, Lo(v)f'(v ) + L~(v)f(v)=o 

C 

mit beliebigem Integrationsweg. Die Funktion /2 soll die Eigenschaften haben, 

dass erstens O'~-1~2/Ox m-1 fiir v = c  verschwindet, zweitens O"-212/Ox "~-2 fiir v = x  

den Wert  I annimmt und drittens, bei m ~ 3, Y2 samt seinen partiellen Ablei- 

tungen nach x bis inkl. zur Ordnung m-- 3 fiir v~-x verschwindet. 

Durch die zweite und dritte Eigenschaft erhalten die nach x genommenen 

Ableitungen yon y*, bis inkl. zur Ordnung m-- I ,  die Form 

(2) dx  ~ f(v) ~x  ~ dr, 
C 

3 8 -  28583. Acta mathematica. 53. Imprim4 le 3 d6cembre 1929. 

x = o  bis m--2  
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92 

d'~-lY * f Ore--1 ~-~ 
(3) dxm_ 1 f(x) + /(v) ~ , . _ ~  dv 

J 
c 

und die nochmalige Differentiation yon (3) gibt, wenn ~l(e, x) diejenige Funk- 

tion vorstellt, in welche Om-~2/Ox ~-~ fiir v = x  iibergeht, 

92 
d my* ; 0'2 ~ . 

(4) dx.~ = f ' (x)  + f(x) f21(c , x) + f(v) O-x" av. 
d 
c 

Die Einsetzung dieser Werte yon y, d y / d x , . . ,  d'*y/dx" in die vorgelegte 

Differentiulgleichung bewirkt, d~ss diese gleichbedeutend mit 

93 

(5) Lo(X)f(x)~21(c,x ) + f(v) L~(X) Ox~_ ~ d v = o  
C ~r 

wird und d~her ~uch, weft der links ~usserh~lb des Integr~lzeichens befindliche 

Ausdruck, im Hinblick uuf die erstangefiihrte Eigenschuft yon ~ sich durch 

92 
0 L 0 m-1 s f ov[ olvl,I.l ] .v 

c 

substituieren Igsst, gleichbedeutend mit 

92 

0 [Lo(v)f(v)0x.7~_1] +f(v) L~(x) Ox.~_~. (6) N d v = o ,  l v =  Uvv 
C ~=0 

0 ~  
Daher muss die FunCtion ~ die Bedingung e~fiTllen, dass N + O v Null 

wird, wenn ~ iwend eine sowohl fiir v - x  als v=e  verschwindende Funlc: 

lion yon x, c, v ist. Der Ansatz 
(7) 

a = Z ~'~ W V), , - Q O = I ,  ,-Qh(C, C ) - - - - o f / / r  h > I 

entspricht den oben an 12 gesteUten Forderungen. 
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Die dureh Differentiation yon t2 naeh x entstehenden Reihen 
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~P~O 

(wobei abet Funktionen t?h(c,v) mit negativem Index dureh Null zu ersetzen 

sind) verwendet man nunmehr zur Umformung der in (7) auftretenden Summe 

0 m-~ s 
L~ ( x ) 0 ~ _  ~ , oder allgemeiner, um den Fall L,~=o mitzuumfassen, der Smnme 

~t~0 

" 0 ~-~ t? 
L~(x) Ox,~_~, wenn L ,  der legzt~e nieht versehwindende Koeffizient unter L0, 

L 1 , . . .  L,~ ist, in eine Reihe desselben Typus. Diese Umformung von 

; t=9  

- L ~ ( ~ )  y ,  ( ~ -  ~')~ ~ " 
' r! t2~+2_~(c, v) 

gesehieht durch Taylor-Entwicklung der Koeffizienten L , ( x ) =  ~ L(i)(v) und 
i = 0  

Ordnung naeh den Potenzen (z--v) z, i = ~ + i ,  so dass reehts eine Potenzreihe 

naeh x - v  resultiert 

).=0 ~ = 0  ~=0  

deren Koeffizienten dutch die Funktionen Li~(v)= = i--x L~-~)(v)ausdriickbar 

sind, denn die fiber i, x erstreckte Doppelsumme in (9) geht durch die Einffihrung 

der Summationsvariabeln j = i +  x fiber in 

~+~ z L~-~)(v) = ~ L~j(v)~.+~_~.(~, v). 
j = 0  x=O j = 0  

Da ferner ~i+~-~ ffir j > i~ + 2 versehwindet, darf die Summation fiber j auf das 

Intervall o bis ~+ 2 eingeschriinkt werden, und die Entwicklung des Ausdruckes 

(8) nach Potenzen yon x - - v  erh~lt die relativ einfache Gestalt 
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(i~) 
2+2 " 0 . . . .  t~ (x - v) ~ 
Z 

~ : 0  2~0 j=O 

Ebenso entwickelt  man noeh den anderen in (6) vorkommenden Ausdruck 

2 : 0  

indem man, unter  Beriicksiehtigung der Definition (1) yon f(v), ausdifferentiiert 

( I 2 )  
0 ~- Om--l~l ~ (X--V) 2 { 

Ov [L~ - - f ( v ) ~  Z! [L'o(V)--L~(v)] Y2~+~ + 
2~0 

sonaeh ergibt die Addit ion der rechten Seiten v o n  (I I) und (I2) die gesuchte 

Reihe fiir N nach Potenzen yon x--v  

( ~ _ v )  ~, 
N =  f(v) ~ Nz Z~ff-. ' 

2=0 

N ~ :  [Lo(v)--L,(v)] Y2z+~+Lo(v)[ OV t~.+2 
2-}-2, 

+ ~ L~j(v) t~+2-j.  
j = o  

Es fffllt aber 
y o n  ~r~2 + 1 

t~+2 aus dem Koeffizienten Na heraus, wghrend als Fak tor  

L'  o (y) - -  L ,  (v) + L).l (v) = (~ + I ) L' o (v) 

auftr i t t ,  so dass der Koeffizient Na, wenn man 

F,. (c. v) 
(I4) m(~, v ) -  Lo(v), 

setzt, sich noch welter vereinfachen l~sst in 

(i 5) Lo + ~ L~j(v) Lo(v)~ -2 F~+2-~ (c, ~) �9 
j = 2  

09~ 
Um jetzt  die Funkt ionen F aus der Bedingung iV+ ~ = o zu bestimmen, 

denkt  man sich auch ~ in eine Reihe nach Potenzen yon x--v  entwickelt  



0ber die Darstellung der Integrale linearer Differentialgleichungen. 301 

(i6) (x-~))`+~ 3)`(c, ~) 
~ = f ( " l F ,  (~+i)! L0(@'  3)`(c,~1=o 

)`=0 

und ermittel t  in dem Differentialquotienten dieser Reihe nach v 

0.~[ ~ ao (X__V),~q_ 1 0 [f(v) 3)`(c,v)] ~ ( x - - v ) ) ` f ( v ) 3 ) ` ( c , v )  

OV -= Z (~-~- I)! OV [ L0(V))` --  Z Z! Lo(v))` )`=0 220 

wieder unter  Berficksichtigung der Definition (I) yon f(v),  den Koeffizienten yon 

f(~) ( x -  v))`/~ ! 

(IS) I [Lo(V)03)`--I L)`--I, l(V)3)`--1- 3)`1, 3 - -1=o .  
L o (v))̀  Ov 

oK 
Die Bedingung N + O v  = o besagt also, dass die Summe der Ausdriicke 

(I5) und (I8) verschwinden muss, somit ist der Satz bewiesen: 

In der Iutegraldarstellung der L&ung 

m dm_~ Y 

y* you ~ L~(x) dx,,_ ~ 
~ 0  

- -O  

(,9) 

x 

y$ = f ( v )  (m~-) . - -2)!  L0(v))` d~), r 0 = I  , ~-~)`(g, c ) = o  fii," ~ I 

m,~ssen die Funlctionen F fiir jedes ~ >= o die Bedingung e~fiillen 

Ov + y L.(v) Lo(V)J-: r)`+:_j + 
j=2 

0 ~).--1 
+ Lo(v) Ov L)`-,: 1 (v) 3)`-1 -- 3)`] = 0. 

Die Funktionen 3)`(c, v) sind bis auf die eiue Forderung, dass sie fi~r v=c 
verschwinden sollen, willkiirlich ( 3 - 1 = o ) .  

:Nach vollzogener Wah l  der 3 sind aber F1, F~ . . . .  eindeutig durch (I9) 

definiert. 

H~ndel t  es sich um Differentialgleichungen mit rationalen Koeffizienten der 
Stufe n, so stehen die n Funkt ionen FZ+I, FZ,... F)`+2-n durch die Bedingung 
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(I9) in rekursiven Zus~mmenhung, wahrend sich die Rekursionen der Entwiek- 

lungskoeffizienten tier Potenzreihe fiir Y, vgl. Formel (9) der Einleitung, auf 

(n + I) derselben erstreckten. 

Es ware zw~r, s ~ t t  des oben eingesehlngenen Vorga.nges, ~ueh mSglich 

gewesen, in (5) direkt den Ausdruck Lo(x)f(x ) s x) dureh 

f 0 
Ov [L~ QI(c, v)] dv bei t-2t(c, c) = o 

c 

x 

f- zu ersetzen, won~ch die vorgelegte Differentiulgleichung mit  N d v = o  

c 

- ~ ~ (~__~)~. ~+~ 

z=o j=o 

gleichbedeutend geworden ware, aber wie die Entwicklung yon 

( x -  v) ~ 
N - - f  (v)~, N~. Z! 

).~0 

[ tl,a~ , 1 ~q-r 
- -  a a  _ _  

No=Lo(v) t?~+ Lo(V)~v + L o ( v )  t?~ +L~(v), Nx=-~Lz~(v )  t2~+2-j far Z > o  
0 

lehrt, ware uuf diese Weise wieder ein rekursiver Zusammenhang zwischen n ~-I 

der Funktionen t2z(c, v) zust~ndegekommen, ~llerdings auch s v) bis auf die 

eine Bedingung t-2~(c, c ) ~ o  willkiirlich geblieben. 

Die Beniitzung der Rekursion (I9) zur Bestimmung der Funkt ionen Fz(c, v) 

geschieht derart, dass m~n sowohl diese, als die ~z(c, v) nach Potenzen yon c--v 

entwickelt 

(~i) 
( ~ -  v) "+1_ , .i 

Wegen F o = i  muss Fo, fiir ~ ~ I verschwinden, ebenso Fzo bei Z ~ I zugleich 

mit  Fz(c, c), auch F 1 l~LS hangt  nicht yon tier W~hl der ~ ab. Nuch tJber- 

t ragung der Werte (2i) fiir die F~. und ~. in die Gleichung (~9) gibt die ~qull- 

setzung des Koeffizienteu yon (c-v)  ~ 
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eine allgemeine Formel zur sukzessiven Bereehnung der Entwieklungskoeffi- 

zienten Fz~(v) 

2+2 
F~,+I, v+l = ~-~'2+1, ~ "~ Z L~,j L.~ -21~2+2__,j, v - -  (~2, +.-1 ~- L0~2-1 , +) + 

j=2 
' L + (Lo ~ 2--1, 'v--1- ).--1,1~).'1, 'v--l) 

jTir alle ~ ~ o, v >_ o bei beliebigen ~ ( v ) .  (Ein F oder ~ mit einem ne- 

gativen Index ist dutch Null zu ersetzen). Es wird dann 

X 

v * =  f(~) F, (re+Z--2)! ~! Lo(~) ~ 
c 2~0 v~0 

Die in diesem Abschnitt betrachtete LSsung y* steht mit den friiher be- 

sprochenen ~', Y, vgl. (2I), (22) in w I, in der Beziehung 

(23) y * = ( - -  I)m-lf(e) 17=(--I)m-af(e) to(C) Y, 

well d ' - l y * / d x  '~-1 fiir x = c  den Wert f(c) hat, vgl. (3). 

Bei Differentialgleichungen 2. Ordnung ist y*(x, c) eine alternierende 
(23 ~) 

Funktion yon x, c, 

denn n~ch Formel (21 a) w I geniigt Y(x, c) den beiden Differenti~lgleichungen 

o~r or  ~ Pl(e) ~ + ]p~(e)-P'l(e)] r, (24) ,Ox ~ -  P ~ ( X ) ~ x  + ~.~(x)r, Oc ~ - 

deren zweite mittels der Substitution 

y = y*(x, e) 
f(e) ' f ' ( e ) =  Pl(e)f(c) 

eine Differenti~lgleichung fiir y*(x, c) liefert 

(25) 02~ $0e 2(x' e)----~1 (e)0y~(~,  e) AV --P,)(e)_ if* (X, e). 

+ C Die Vert~uschung yon x,c  in (25) zeigt, dass y'.'(, x)ebensowie y*(x, e)e ine 

LSsung von y " = P l ( x ) y ' + P 2 ( x ) y  ist, und zwnr muss y*(c, x ) = - - y * ( x ,  c) sein, da 

fiir x : c  die Funktionen 
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v* (~, ~) = f(c) (~ -  c) + . . . ,  v* (c, x) = f(x) (~-~) +. . .  

beide verschwinden und ihre Differentialquotienten nach x die Werte +__f(e) an- 

nehmen. 

2 1 
w 5. Die Differentialgleichung Lo(x ) y" + Ll(X ) y' ~- L,2y = o. 

In  diesem Falle nimmt die LSsung y* eine besonders einfache Gestalt an, 

ohne dass erst n6tig wi~re, verschiedene Typen des Koeffizienten Lo(x ) zu unter- 

scheiden. Da jetzt die GrSssen Lx2=L.a-FJ.L'I+(s L" o Konstante sin(t, redu- 

zier~ sich die Formel (I9) w 4, wenn alle ~ gleich Null gewiihlt werden, auf die 

0FZ+I  
Bedingung 0 ~  + Lx2Fx=o mit F o = I .  Hiedurch wird 

(i) 

und d ie  explizite Reihenentwicklung 

.'r. 

f (~) y * =  ~ z!~ f(v) dv, ~ -  Lo(~) 
i l = O  C 

konvergiert, solange fiir alle in Betracht kommenden ~ und grosse )~ der Betrag 

~+I ~ 2 
von kieiner als I bleibt, was bei [~1 < ~o' zutrifft. 

~ (X + I) '~ 

Die andere, oben mi~ Y(x, c) bezeichne~e LSsung der vorgelegten Differen- 

tialgleichung ist nach (23) w 4 

(3) ~(~ (X, 6) - -  I Z ~ ~p(c) L o(c) ~o  ~ f(v) ~ d v, 
= C 

aus ihr gewinnt man durch Ver~auschung von x, e bei gleichzeitiger Ersetzung yon 

az durch 5 z - L o ~ L I ~ . . .  L;.-i, 2 ~ L - i ,  2L-2,2 . . .  L-z,~ und yon f durch f ,  letz- 

teres durch 

I ' 

(4) Lo(x)2'(x) + f~(x)2(x)=o;  f(x)  = Lo(X)~f(x) 

definiert, naeh (5) der Einleitung, eine andere Form von Y 
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(s) ~(~, ~)=- r(x, ~)=Lo(x)f(x)E 
).=0 c 

~ dv 
Lo(V)U(v) 

Die 

explizite 

Y (x, c) anzugeben. 

~=c--x fiber in 

Quadraturdarstellung yon Y(x, c) kann auch benfitzt werden, um eine 

Gestalt der Entwicklungskoeffizienten co oder ~ der Potenzreihen ffir 

Es geht z. B. das Integral (3) durch die Substitution v=c-- , t ,  

I 

f ~ al [ - - ~ t ( I - - t ) ] i d t  
f(c) Lo(c ) f ( c - - ~ t ) ~  ~ t L~(c--st) ] 

0 ).=0 

und wird durch die Einsetzung der Taylor-Reihe 

f(c--et) ~ (--et)~Dt ~ f(c) 
Lo(c--et) i - -  .~  td ~ Lo(c) ~" 

#=0 

zu einer Potenzreihe nach e, bei welcher der Koeffizient yon s~+~, v = 2 Z + # ,  

gleich ist 

1 

~ ( -  t)~-~,(~ - t )~D ,_~  f (e )  
f(c)Lo(c) = ZI~ (~,--2Z)! ~ "Lo(C) idt" 

1 

Demnach ergibt die Auswertung des Integrals f t ' - l ( I - - t )~dt  die Potenzreihe 

o 

]~(x, c ) - f ( c )  Lo(e) - - - -  
v~0 

( ,+  ~)! ( -  i ) ~ - ~  
z=o L~ 

welche man nur mit der Reihe (9) in w 2 

(_i)~ ~(~)  (~-c) ~+~ 
~ ( X , C ) ~ - - -  ~ Lo(e)  ~+1 - ( v +  I)] 

v~o 

zu vergleichen braucht, um die Funktion ~ .  zu bestimmen 

39--28583.  

1 

~ -  f(~) ~(-i)~ ,~-z ~D~_~Lo(~)~ 
Acta mathematica. 53. Imprim6 le 3 d6cembre 1929. 
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Nun isis, gem~ss (I5) ~ 3 die zum Funktionssystem Lo, L~+~Lo geh5rige Polyno- 

mia, ll5sung des (v--2Z)-ten Grades gegeben durch 

(--Lo) ~-2~ D~_2).(f L~-~ ) 
(6) ~-~,L z - - ( f  LT).) 

somit resultiert f i ir  das Polynom ~ .  die explizite Darstellung 

(7) 

1 

).=0 

3 2 1 
- -  f! w 6. Die Different ia lgle iehung Lo(x) y + Ll(x) y' + L2Ix) y = o. 

Als Unterf~lle umfasst diese Differentialgleiehung I) die verallgemeinerte 

Differen~ialgleichung, wenn Lo (x) - -x  (x--fl) (x--7), L1 (x) ~- -~ Lam6sehe L' o (x) gesetzt 

wird (x bedeutet das Quadrat der Lam6schen ellip~ischen Koordinnte, bei Lain6 

selbst ist L 'e--  I • I), z positiv ganz), 2) die elliptische Zylinderfunktion bei 
4 

I L,o(X) und 3) die fteinesche Funl~ion bei Lo(x)=x(I +x) Lo(x)= x(i--/), Ll(x)= 

Um hier eine Quadraturdarsteltung zu finden, bei welcher die zu inteqrierende 

Funktion symmetrisch in x, c ist, wird der Ansatz gemucht, dass yon den in (2I) 

w 4 definierten Funk~ionen F~. alle mit ungleichen Indizes versehwinden sollen 

(ohne auf den allgemeinern Ansatz Fz.----F.zLoZ-* einzugehen). Die Definitions- 

gleichungen der F.z(v), ~z(v) in (22) w 4, dort )o--t, v - - I  sL~,tt )~, v geschriebmt 

(i) F . =  ~, + L~-I, ~ r~_~, .-1 + L~-I ~ Lo F)_~, ~-1-- (I~-1 . -~ + Lo ~ - ~ ,  .-1) + 

' L "~- L 0 ~ 3*--2, v - - 2 - -  a--2, 1 ~ 2 - - 2 ,  *--2 

liefern, wofern such unter den ~z, bloss ~ als yon Null versehieden angenom- 

men wird, fiir Z~-v-- I, v, v + I die .Bedingungen 

(2) F~. = L.-1, 2 F.-I .  *--1 + Lo ~'.--~..--2 --L.-~, ~ ~.-~, .-2 

o --  Lo(L.~ F.-1, . -1--  ~,~-1, .-1) 
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und hieraus folgen dureh Elimination der ~ zwei simultane Bedi~gu~gsgleichungen 

fiir die Polynome F , , = G ,  

(3) G~=Lo G~I1--L~-2,1 G'~-I 4- L~-I, 2 G,-~, G '~=L~ G~.-1, Go=- I. 

Durch Differentiation der ersten Gleiehung, wobei die Differentialquotien~en 

L' ,~  durch ihre Werte L,+I,~+~--L,,~+I zu ersetzen sind, und Subtraktion der 

zweiten en~steht eine Differentialgleichung fiir G~-~ 

(4) LoG~--I-L~-3,1 G~'l+L~-2,2 G'~-I--L,-1. a G,-I~-~- o. 

Umgekehrt wieder ist G '~--L8 G,-~ eine Konsequenz des gleichzeitigen Bestehens 

yon (4) und der ersten Gleichung (3), ebenso aueh 

so dass die 

G~ ergibt 

(6) 

Elimination von G~-I aus (3) und (5) die DifferentiMgleiehung fiir 

Lo G~"~L~-2. i G~' + L, . - I ,  2 G',--L,a  G, --  o, 

deren Erfiillung zur Vereinbarkeit der beiden Bedingungen fiir G,+I ausreicht. 

Nun geniigt G~--Le beiden Bedingungen (3) fiir ~ = I ,  also si~d dieselben .fiir alle 
vereinbar. Nach (2), (3) besitzen aber die Polynome G, die lineare Rekursion 

(7) 
G, ~ L,-1, 2 G,-1--  L~-2,1 L - i ,  3 G~-2 + Lo L - i ,  3 L,-2, a G~-a 

G o =  I, GI=L~, G2=L2(L~+L'I)--LiL'2,  . . . 

und dies zeigt, vgl. (8) w 3, ihre IdentitSt mit den zu Lu, L1, L,~ gehb'rigen Poly- 
nomiallb'sungen ~ im Falle n=3. 

Somit sind die Poly~ome G~(v), welche in der Integralform der Lb'sung der 
vorgegebenen D~]erentialgleichung 

f ~ G, (v) ~" (x- v)(c- ~) (S) y * =  f ( ~ ) ~  ,!~ dr, ;--  L0(~,) 
C v ~ 0  

auftreten, Glieder eider Halphenschen Beihe und dargestellt dutch 

(9) G~(v)=Det  ]L~,,:_~+~(v)l , i, z = o  bis ~ - - I .  
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Die Konstanten b~= G~(o) haben die Rekursio~ 

(I  O) by = ~v--1 Lv-1 ,  2 (0) - -  by-2  L , , -2 ,1  (0) L ~ - l ,  3 -~ by-3  L 0 (0) L , - 1 ,  3 L,.-2, 3. 

Eine Vereinf~chung der letzteren t r i t t  ein wenn L o ( o ) :  o ~ngenommen wird, 

w~s nur  in dem F~lle L o ( x ) :  Const. nicht  zu bewirken ist. 

w 7. Der Kettenbruck fiir y'/y und die Quadraturdarstellung bei Differential- 
gleichungen 2. 0rdnung. 

Fiir die logarithmische Derivierte der LSsung irgend einer homogenen li- 

ne~ren Differentialgleichung l~isst sich durch die Differentiutionsmethode formal 

ein Ket tenbruch aufstellen, dieser als Inbegriff  yon Quogienten gedacht, deren 

Z~hler und Nenner  einunddieselbe lineare Rekursion besitzen, doch sollen hier 

nur  Differentialgleichungen 2. 0 rdnung  

(i) Y" =-P1 (x) ~' -~- P2 (x) ~ oder L o (x) y"  + L 1 (x) y' + L~ (x) y = o 

betrachtet  werden. Durch 

zeichnungsweise des w I 

(2) 

(v--2)-mulige Differentiation ergibt sich, in der Be: 

und nach Formel  (I6a) w I besteht eine gemeinsame Rekursion fiir die beiden 

Funktionen qD,~ (x), q~,~ (x) 

(3) L o ~ o ~ + Z L + - 2 , i ~ p ~ _ i , ~ = o  , tt 1,2, r ~ 2  
i=1 

auf Grund der Anfangswerte ~ o 1 : 0 ,  ~011=I , ~Oo2:I , ~ 1 ~ 0 .  

Nun ersieht man aus dem Vergleich mi~ der Rekursion der Funkt ionen 

~, ,  vgl. (9) der Einlei~ung, 

~ I 

i : l  

dass ~ mit  ~O~l/L o identisch ist, daher stellt sich, wofern lim y(~)/9~1 Null 

wird, 
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(4) 

l y'/y als Grenzwert der Quotienten -qg, e(x)/qD,~(x), d. h. als Kettenbruch dar, 

naehdem q~l(x) und qD~(x) dieselbe lineare Rekursion aufit, eisen. Die Nen- 

net des Kettenbruches stimmen bis auf den von ~ unabhffngigen Faktor 

Lo(x mit den Funktionen ~,(x) welche den iiberein, Koeffizienten a u 8  

(~p,(c) der Potenzreihe fiir Y entstehen, wenn x start e gesehrieben wird. 

Die beiden Funktionen ~1,  ~v2 sind iibrigens guf ein~nder riickfiihrb~r, 

denn ~us (2) folgt durch einmulige Differentiation 

(J  

Eine Vereinfachung kann noch erzielt werden, wenn 

Gleichungen 

(6) ~vl(X) ~v--2(X) Qv--2(X) 
--Lo(x),_l,  qo,2(x)=-- Lo(x)~_i 

mun mittels der 

Funktionen Q,(x), R,(x) einfiihrt, deren Rekursionen gem~iss (3) luuten 

(7) 

(s) 

o= Q~+L~ Q~_I+L2LoQ,._2 4- L,,3 L~ Q~-3+ �9 

o =R~ § L~iR~-I + L~2LoR~-2 + L~L~o B~-3 + .--, 

und welche gleichzeitig mit den Koeffizienten L der Differentiulgleichung (I) 

Polynome yon x sind (Q-e uusgenommen). Als Werte der ersten Q, R berech- 

net man 

Q--2 =--I/Lo, Q-l=O, Qo=L2, 

R - 2 ~ o ,  R_~=-I ,  R o = - - L ~ ,  

Q1 =LoL'2 - -  L_~ L 11, ' " ' 

BI=L1Llx--LoLI~, �9 . . 

Die Nenner dieser zur Darstellung yon y'/y dienenden Quotienten Q~/R~ fallen mit 

den friiher, (3) in w 2, als v~ bezeichneten _Funktio~en zusammen, wie aus den 

Gleichungen 

(9) B~ = ~+2,1 Lo +1 = : L ~+~ %+2 o - - ( - - I )  ~+1w~+1= 

= ( - - I )  ~+lDetlLi, i_~+ll ,  i , x = o b i s  

hervorgeht. Beziiglich der Konvergenz der Quotienten Q+/R+ zu einer Grenz- 

funk~ion entscheidet die Gr5ssenordnung der Funktion 
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q'v R 'v - -1  - -  Q ~ ' - - I ~ v  

R+_~R+ 

Zh'hler ebenfalls ein rekursiver Zusamme+~hang existiert. 

Lv+l--h 

Setzt mun 

so ist die dureh Multiplikation der l~ekursionen (7), (8) mi~ R~-~, Qv--1 und naeh- 

herige Subtraktion entstandene Gleiehung 

( i2)  G~I=L~2 G~.-1,1+ L a  G,-I, 2 + L~4 G,,-~, :~ + "'  

offenbar als rekursiver Zusamme~hang yon G~I, G~.-1,1, G~-2 ,1 , - . . .  charakterisiert, 

wofern noch durgetun wird, dass sich G~2, G~, . . .  durch die Funktionen G~,-1,~, 

finder mun G~-2,~, . . .  ~usdriicken lassen. Eine Formel, welche dies leistet, 

durch Differentiation der Gleichung (I I) 

( i3)  
R !  ! p p / ~  G' (Q~ ~-h+ Q~R~-h)-(Q~-~R ~+ Q ~-~ ~) 

~h ~ 
Lo+l-h 

- (,~ + ~ - h) L'o Q~ R ~ _ ~ -  Q~_,, ~ L~+2--h 

und Entfernung der Differentialquotienten Q', R' mithilfe der sofort aus (5), (6) 

folgenden Gleichungen 

Q~-I -~Lo Q'~-2 - -  (v - -  I) L 0 Q*'--2 -~- ~L.2 R~--2, 

R~,--1 =LoR'~.-2--L~.-1,1 R~.-2--L o Q~,-2, 

dann vereinfacht sich der D~]erentialquotient (I3) in 

G' _ G~+I,h+I+L~+I, IG~h+L,~G~,h-1 
Lo 

woraus wieder umgekehrt G~2, G ,3 , . . .  sukzessive zu berechnen sind 

(I6) G,+I,2=LoGr~I--L~+I, IGrI, .. e,+~,h+~=Lo(G'~h--G~,h--~)--L+~.~G,,h. 

Eine Verallgemeinerung y o n  (I2), die ebenf_nlls Eigenschaften der G,h aussagt, 

wird durch Sub~rektion der mit R~.--h, Q,-h multiplizier~en Rekursionen (7), (8) 

gewonnen 
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(17) 
h--1 

G ~ --Th--I[L~, G,i--h, +L,,.h+~G,,-h,~ ~ -'], G ~  + ~ L ~ L ~  -~ . . . . . .  _~--~o ~+~ ~ , �9 

und dies spezialisiert sich fiir h = 2  und 3, wenn man die linke Seite gem~ss (I6) 

durch G~,-1, ~, G~-~, 1 ausdriickt und durch L0 dividiert, zu den Gleichungen 

�9 --I, l = L v a  G~-2, 1 ~- L~4 (~v--2, 2 ~- L,,5 (~ r--2, 3 -~ �9 "" 

(i 7 b) L o e~' ~ 1 - -  Lv--2 i e'v-2 1 + L~--12 G,,-21-- G , - 1 1  = 

= L  0 [L ,4  G , - 3 , 1 - ~  Lv5 Gv-3 ,  2 ~- "" '] .  

Nunmehr  reichen die angeffihrten S~tze fiber die Funkt ionen G~h aus, um 

den Zusammenhang zwischen der Darstel lung yon y'/y ats Ket tenbruch und der- 

jenigen yon y* als In tegra l  festzustelien: 

(is) 

Fiir jede Differentialgleichung 2. Ordnung mit rationalen Koeffizienten 

n n - - 1  n - - 2  

Lo (x) y" + (x) u' + (x) = o 

ist G~-~, ~, abgesehen vonder  Benennung der Unabhiingigen, mit jenem Po- 

lynom G~ identisch, welches bei der Quadraturdarstellung yon y*, vgl. (I4)  

der Einleitung, auftritt. 

Da y* bei Differentialgleichungen 2. Ordnung eine alternierende Funkt ion 

yon x u n d c  ist, kann man versuchen, alle unter  den zur Quadraturdarstel lung,  

vgl. (22) w 4, dienenden Polynomen F~.~(v) mit ungle ichen  Indizes zum Ver- 

schwinden zu bringen, wobei beziiglich der willkiirlich gebliebenen Funkt ionen 

~ ( v )  angenommen werde, dass alle ~x~, bei denen entweder s  oder ~ > v +  

n- -  3 ist, ebenfalls verschwinden mSgen. Die  erw~hnten Bedingungen (22) w 4 

lau~en hier 

F '  " L  ~-~ L 

+ (Lo ~';.-~, ~.-1--L~-1,1 5).-1, {-1) 

und liefern dutch Einsetzung der Werte )~=~+ i his v + n - - 2  ein System 

yon n- -2  Gleichungen, welches die Funktionen ~ . ,  ~+1,~. , . . .  ~+n-3,~ in 

ihrer AbhSngigkeit yon den F~.~= G~ definiert, so dass also noch zwei si- 

I multane Bedingungen von den G~ zu e~fiillen sind, wenn ~ die beiden 

�9 Werte v- - I ,  v in (I9) annimrnt. 
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Zun~chst is~ die Abh~ngigkei t  der ~ yon den G~ zu untersuchen. Aus (i9) 

folgt  durch Einsetzung yon ~ = / z + v  eine Rekursion 

+ (Lo - -  1 , - 1 )  

zur sukzessiven Berechnung von ~,+~-3, , ,  ~ , + ~ - 4 , , , . . .  

~+n-3 ,  ~ = ~oT'~-3 L+,~-2, ~ G~, 

__ n-4 G.  + L~+.-3 ,  (L o G ' . - 1 - - L . - ~  1 G.-1)],  ~ + n - - 4 , * - -  Lo [L.+~,-3, n - i  n . , �9 . .  

und man gelangt auf diesem Wege, wenn noch in Analogie zu (i6) die Funktionen 

(22) G,I=G,+I, G,2=LoG',-I, 1 - - L ,  iG,-1,1, . . .  

e v ,  h~-I ~ L 0 ( V t v - 1 ,  h - -  V v - 1 ,  h--i) L v l  G ~ - I ,  h 

eingefiihrt werden, zu dem allgemeinen Ansatz 

q~--2 

(23) ~+~,  ~ : Lo ~ ~ L,+~+I, ~+2 G~--l,h--,~, 
h - - # §  

you dem man unschwer  nachweist ,  dass er wirklich der Rekursion (2 I) entspricht.  

(Man braucht  hiezu nur in dem Ausdruck fiir ~',~+~-1, ,-1 die Differen~ialquotienten 

mittels der beiden Formeln 

LoG'~h~G~+i,a+I+L~+I, iG~h§ , L',+~, ~ ~ L,+~+I, ~+~--L,+~,~+I 

wegzuschaffen.) Ferner  sind noch yon den Polynomen G~ die ffir ~ : v - - I ,  v aus 

(I9) entstehenden simultanen Bedingungen 

(24) o :  G ' ~ - - ~ - I ,  ~-1, G,+~=L~2 G~--~  . . . .  1 -~- Lo ~'~--1, v-1 - -  L ~ - I ,  I ~ - L  ~-1 

zu erfiillen. Hier  gilt der Satz: 

[ Identifiziert man die Funktionen G~a in (22) rail den fi'iiher, durch (I I) 

(25) definierten, (v statt x als UnabhSngige gedacht), so geniigen sie in der Tat 

den beiden Bedingungen (24). 

Beziiglich der ersteren trifft dies zu, well nach (I7 a), (23) 
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G ' . I ~ L . + I , a  G~-1,1 + L~+I,t G~-1,2 + "", 
71--2 

~,,~ = F,  L~+l,h+2 e , , -1 ,  ~ 
h:l  

ist und bezfiglich der letzteren, welche in der Form 

~ . , ~ - I = G . I - - [ L  0 G" , i--IJv--1 1 V',,--i 1-~-L~,2 G~-~,,] 

geschrieben werden kann, aus dem Grunde,  weil die rechte  Seite, nach (I 7 b) 

den W e r t  Lo(L.+~ ' . G.-2,1 + L.+I, 5 G.-2, 2 + "" )  hat,  f ibereinst immend mit  dem nach 

(23) berechneten Wer t e  yon ~ . , . -1 .  

Der  so erbrachte  Beweis der Ident i t~ t  yon G.(v) mit  

Gv-l, l (V) :  Qv-l(U)~v-2(Vio~V)?*-2(F)/~,-l(V) 

-ermSglicht aueh, eine Dars te l lung yon G.(v) zu finden, welche nicht  auf dem 

Umwege fiber die Q, R sondern direl~ yon Li .  abh~ngt  

(26) G~ (v)= G~--I, 1 (y)= Det  I ai~ I, a~.. = Li, i - .+  2, i, • = o bis v - - i  

und zwar besteht der Satz, dass die Entwicklung ( I 2 ) f i i r  G~-1,1 

G . - 1 , 1 ~ L . - 1 ,  2 G~-2,1 ~- L.-1.3 G.-2, .., § L - l ,  4 G ~-2, 3 + " 

mit deTjenigen der Determinante J~ in (26) nach ihrer letzten Zeile 

~4.~ L.,-1, 2 ~/~ 1-- L . - I ,  3 J r  2 + L~-I, 4 L/. 3 + ' " ,  

wo (--~)h--IJ .h die zum h-ten Element  der letzten Zeile (von rechts  gez~hlt) 

gehSrige Unterde te rminante  bedeutet ,  Term fiir Term identisch ist. 

Anders formul ier t  laute t  diese Behaup tung  

(26 a) ( - - I )  h- '  G.-2,h(v)=J.h(v):Det]ai .] ,  i : o  bis v- -2  
z = o  bis v- -  I exkl. v--h  

und zur vollst~ndigen Indukt ion  bedarf  es eines Hilfssatzes: Transformiert man 

die Determinante J ,h  dadurch, dass man statt der Elemente ihrer letzten Zeile 

(a~-2,~, ~ v - - h )  die Elemente a~-~,~ (ebenfalls x=#v--h) eintrh'gt, in eine andere 

Determinante F.h, so wird 
40--28583. Acta mathematica. 53. Impriin6 le 3 d~cembre 1929. 
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(27)  + = o.  

Beweis. Da der Differentialquotient yon z/~h gleich der Summe der ( v . I )  

Determinanten 6~h) ist, die aus J~h enstehen, wenn jeweils bloss die Elemente der 

( j+  i)-ten Zeile nach v differentier~ werdenl so kann der ttilfssatz such die Form 

erhalten. Nun figurieren in 6~) I als Elemente der ( j +  I)-ten Zeile 

d a j x  _ dLj, j-u+~ --Lj+I  j -u+a--Lj  j - ~ + 3 = a j + l  u - - a j  r - l ,  a j , - i = o  
dv dv  . . . .  

wenn man also, bei j < v - - 2 ,  die Eleme~te aj+1,~ tier nYchstfolgenden Zeile subtra- 

hiert so werden sie durch --aj,~-i ersetzbar. Ebenso liefert die Subtraktion und 

Kontraktiou der beiden, bloss in der letzten Zeile verschiedenen, Determinanten 

6~-2), F~h als Elemente dieser Zeile 

(a~-l, ~-- a~--2, x--l) - - a ~ - - l , u ~  - -  a ~ - - 2 ,  u - - 1 .  

Gegeniiber J ,h  unterseheidet sich somit, nach den genannten Modifikationen, 

die ( j+  1)-re Determinante auf der linken Seite von (2 7 a), fiir alle j,  bloss 

beziiglich der (.j+I)-ten Zeile, in welcher die Elemente --aj ,~-i  stehen (exkl. 

--aj, ,-h-1),  und jetzt  zerlegt man, bei h >  I, die Elemente ihrer (v - -h+I) - ten  

Kolonne in zwei Summanden 

(2s) 
ai,~--h+ l~--ai, ,.--h + (a4~--h+ l--ai, ~--h) ffir i =~j 

- -  a j ,  ~ - - h ~  - -  a j ,  , - - h  + Null  fiir i = j ,  

wodurch sie sich ebenfalls in zwei Determinanten J~J)~h + 0~I zerlegen lh:gst. Dann 

gehSrt zu jedem Element der ( j+  I)-ten Zeile von f /~  resp O~ genau dieselbe 

Unterdeterminante, wie zu dem an genau derselben Stelle befindlichen yon d~,h_l 

resp. yon J~--~C~A--1, wofern man wieder die beiden, nur in einer Kolonne yon 

einander verschiedenen Determinanten J~h, J~,h-1 substrahiert und kontrahiert 

denkt, denn in ~/~,h-1 resp. z/~h--J~,h--1 lautet die (i+ I)-te Zeile 

Cli, O Cli, 1 �9 �9 �9 Cli ,~,--h--1 a i ,  ~,--h a i ,  v - - h + 2  �9 �9 �9 a i ,  r 

a i ,  o a i , 1 .  . . a i , . . , - -h - -1  ( a i , ~ , - - h + l - - a i , , v - - h )  a i . , v - - h + 2  . . . a i , , v - - l .  
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Die Summierung der z l~ resp. 0~I ist. sofort, ausfi ihrbar 
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'~'--2 v--2  

=o j =0 

Bezeichnet. man niimlich die zum Element ai~ in z/~,h-1 gehSrige Unt.erdetermi- 

nant.e kurz mit j(i,,), und die zum gleichst.elligen Element. in ~/,h--A,,,h--~ mit  

A '(~,*), SO ist. bei Entwicklung yon z/(~, (~(J) naeh der ( j +  1)-ten Zeile 

II 
j = 0  j ~ 0 ( l _  ~=0 l _ u : ~ - - h + 2  J J  

- -  ~ ~j,  :<--1 ~r 3, u) -~ (tj, x--1 L/f (J '  r) 

' =  j = 0 ( L  ~=0 ~ z = ~ - - h + 2  

und die Ver tauschung der Summationsfolge zeigt die Richt igkei t  yon (29), somit 

aueh die des Hilfssatzes (27 a) bei h > I. 

Ebenso entwickelt, mun bei h : - i  die ( j +  i)4e Det.erminant.e links in (27 a) 

n,nch den Elementen ihrer ( j + I ) - t e n  Zeile, und well jedes yon ihnen dieselbe 

Unt.erdetermin~nt.e hat., wie das in J,,1 an seiner St.elle befindliche Element,  ver- 

sehwindet aus demselben Grunde, wie bei h > I, die linke Seite yon (27 a). 

Abet neben dem Zusammenhang (27) besitzen die Determinanten ~l,h, F~h noch 

einen anderen : 

(30) J ,+ l ,  h+l=L.-~,~ J . ~ - - L  o F.h, 

wie man durch Entwicklung von d~+l,h+l nach den (zwei) Elementen der letzten 

Kolonne erkennt, daher  bewirkt  die Identifizierung von G,.-2,h mit (--I)h--lA~,h 

gemi~ss (26 u) d~s Bestehen der Gleichung 

(30 L 
p 

G~-l,h+l~ o(G,-2,a--G,-2, h-1)--L,-a,1 G,-2,h 

d. h. gerade der Rekursion (~6) oder (22), welche yon den Funktionen G,h erfiillt 

werden musste. 
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w 8. Die Darstellung yon y als Grenzwert yon Quotienten. 

Die im vorigen Abschnitt erSrterte Differentiationsmethode bietet zwar un- 

ter gewissen Konvergenzbedingungen fiir y'/y eine Darstellung als Grenzwert der 

Quotienten Q./R., es bleiben aber zu derjenigen yon y noch Operationen nStig, 

die mit einem Kettenbruch, selbst nur ideell, vorzunehmen Schwierigkeiten be- 

reitet, und die ausserdem nicht mit der Forderung im Einklang sind, die Ltisung 

y als Grenzwert rationaler Funktionen yon x anzugeben, wenn die Koeffizienten 

_Pl(x), P~(x) rationale Funktionen sind. So vermag auch der Gauss'sche Ketten- 

bruch fiir den Quotienten zweier hypergeometrischer Reihen nur T'(I, t?, 7, x)dar-  

zustellen, und dasselbe gilt iiberhaupt fiir die Differentialgleichungen Lo(x)y"+ 
+L~(x)y '+  L~(x)y=o,  wo nur im Spezialfalle Loy' + (L~--L'o)y=Kons~. diese 

Methode einen Kettenbruch fiir y hervorbringt. 

Nun kSnnen gerade solche Spezialf~lle einen Weg zur Darstellung yon y 

zeigen: Da fiir inhomogene Differentialgleichungen mit ra~ionalen Koeffizienten 

die Differentiationsmethode, wieder unter gewissen Konvergenzbedingungen, eine 

LSsung als Grenzwert yon Quotienten liefert, die ebenfalls rational sind, liegt 

es nahe, den Zusammenhang homogener Differentialgleichungen 2. Ordnung mit 

ihren ersten Integralen als Gru.ndlage der Betrachtung zu nehmen. 

~Nun finder man bei einer inhomogenen Differentialgleichung y'=A +By 
durch sukzessive Differentiationen 

(I) y(')=A~+B~y, A~+~=A'~+AB~, B,+~=B',+BB, 

und y unter der Bedingung lim y(')/B.=o als Grenzwert der Quotienten --A./B.. 
r 1 6 2  

Anderseits ist y'-=A + By ein erstes Integral der vorgelegten Differentialgleichung 

(i a) y"=Ply' + P~y oder Loy" + Lly' + L2y=o 

dann, wenn 2~A -1 ihrer Adjungierten geniigt 

(2) / ' +  o 

Z r 

und B - - -  + P1 gesetzt wird, so dass aus dem simultanen Bestehen yon 
Z 

y(~)=-A, + B~y=qD,~y' + q~,~y=-~+ ~ (A + By) + T~y 
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sich ein Zusammenhang zwischen A~, .B~, ~o~1, ~v~2 herstellen liisst 

A~=AqD,1, B,=Bq~l-t-q~2, B~=(z' +P~z)q~,l+zq)~2 

oder wenn wieder PI----L1/Lo, P ~ = - - L J L o  gesetzt wird, eine Beziehung zwisehen 

den Quo~ier~gen A,/B~ und den i n  w 7 eingefiihrten .Funktionen 

A, R,-~ T,=(z' + Plz) R,--Z Q~. 
(4) B , -  T,-2 

Man gelangt so zur Aufgabe, y Ms Grenzwer~ yon Quotienten darzustellen, 

deren Z~ihler mit den friiher erhMtenen Funktionen R zusammenfMten und deren 

erst noch zu bes~immende Nenner genau dieselbe Rekursion haben, wie die Nen- 

ner in (4). Die letztere ist jedoch direkt aus den Gleichungen des vorigen Ab- 

schnittes herzuleiten. Zun~tchst verwendet man die Gleichungen (I4) in w 7, um 

die DifferentiMquotienten der Q, R durch diese Funktionen selbst uuszudriicken 

(S) Q~-~=Lo Q '~ . -2 - f f -  I)L'o @-2 + L~B,-2, /~,,,--l=Lo/~'~--2--L~.--1, 1/~,.--2--L 0 Qv--2 

und bringt mittels der linearen Rekursion (8) w 7 

/ ~ - - 1 - 1 -  L,--1, 1 / ~ v - - 2  = - -  [L,-i, ~ L o R,-a  n u L,~I, a L'o B,-~ + .-. ] 

die zweige der Gleiehungen (5), naeh Division dureh Lo, in die Form 

(6) /~ ' , - -2 -  Q~--2 = --[Lv--1, 2/~v--3 -{- L,-1,  3 L 0/~v-4 -~-"'' ]. 

Ebenso beniitzt man die Rekursion (7) w 7 der Q zur Umformung der ers~en 

Gleiehung (5) 

Lo Q ' , - 2 -  (v - I) L' o Q,-2 + L~ R,-2 = -- [L,-1,1 Q~-.2 + L~.-~, 2 Lo Q,.-a + "  ], 

woraus sich nach Division durch L o 

(7) Q',-~=[P~ Q~-2+P~R~-~]--[L,-~,2 Q,-~+L,-1,~ Lo Q,-4+ "" ] 

ergibt. Berechnet man jetzt den DifferentiMquotienten der in (4) definierten Funk- 

tion 1'~ unter Beriicksichtigung der yon z zu erfiillenden DifferentiMgleichung (2) 
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P R' 

und substituiert fiir R'~, Q', ihre ~rerte ~us (6), (7), dor~ v + 2 start v genommen, 

T ' ,=  --(z'+ P~z)[L,.+L 2 R,--1 + L,+I, 3 Lo B~-2 + " "  ]+ 

+z  [L,+L2 Q,.-~ + L + L 8  L0 Q~'2+. . -]  

so gelangt man zur t~ekursion der Funktion T, 

(8) T', = --[L,.+I. 2 T~-I + L,+~, a Lo T~-2 + . .  ]. 

Dieselbe Rekursion wird demnach fiir die Nenner S, der Quotienten R,./S,., 

deren Grenzwert y sein soll, als Bedingung aufgestellt 

(9) S ' , .=- -  [L,+i, 2 S,--1 +L,+1.3 L 0 S,-2 + ' '  ] ,  

und es handelt sich noch datum den ersten unter ihnen sowie die Konstanten S,(o) 

zu fixieren. 

Am einfachsten erscheint es, vorausgesetzt d~ss Lo(x ) fiir x = o  verschwindet, 

S~(o)=R~(o) zu whTden, damit jeder Quotient R~/S~ den Weft I fiir x = o  annimmt, 

ferner auch den zu R - I = I  geh6rigen Nenner S-1 ebenfalls gleich I und S-2- -o  

zu wh'hlen. Der Wert R.(o) ist bei L0(o)=o sofort ungebbnr 

([O) s  - [)v+l~,+l, ~L--Lo,(o) LI~(o).. .  L,.--L~(o) 

weft sich fiir x = o  die Rekursion der R ~uf R , (o )+L , l (o )R ,_ i (o )=o  reduziert. 

Von dem AusnahmsfM1, dass eine der Konstanten ft, verschwindet, ist dabei 

ubffesehen. 

Eine andere Wahl der S wSre im Hinblick auf  den integrabeln Fall L~(x)= 

=L'~(x)--Lo(x) oder L0y'+(L~ -L'o)y=Const .  zu treffen. Us haben ngmlich die 

in (I) ~ruftretenden F u n k t i o n e n  A,, B,  Iineure Rekursionen, die bei A- -K/L,  

B = - - M / L ,  vgl. (I6 ~) und (30) w I, lauten 

M(i-1) (II) Z A~-iM'- l , i=K(v-1) '  Z -B,- iM~-l , i --o,  i ~ i =  L (i> + i L  I 
i = 0  i = 0  

und fiir die Funktionen q . = A . + I L  ~+1, a~=B.+~L *+1 iibergehen in 

(I2) K('-I):q~+M*'le~- ,+M,2Lq,-2+M~3Ler + "", Qo= K, r  

(I2a) o =a~+M~la~_I+M.~La,._2+M.3L~a,_3+ ..., G0=----M-, O'--l=I. 
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Betrachte~ man aber speziell die Differen~ialgleiehung, welche fiir L = L ' ~ - - L :  

als erstes Integral yon (I a) auftrit{ 

(13) L=Lo,  M=L~--L '  o, K = I ,  

so wird tier Wert  yon M~i demjenigen gleich, welchen L~_~,~ fiir L~=L'~--L:  

anuimmt und Q~+I nichts anderes, als der dann fiir R~ resultierende Wert, da 

R~ durch die Rekursion 

o = R , + L ,  l l~ , - I+L, .~LoR,-2+. . . ,  R - I = I ,  R - 2 = o  

bestimmt is~. Wenn also die LSsung y in dem Spezialfall L~=L ' I - -L  ~ durch 

die nach (I2), (I 2 a) definierten Quotienten ~Q,/a~ dargestell~ werden soll, erscheint 

die Forderung motivier~, dass R~/~\ fiir L.a(x)=L',(x)--L'~(x) den Wer~ --Q~+~/~+~ 

oder S~ den Wert --a~+l(x) annimmt. Dies wird dutch die Wahl der Konstanten 

(14) S~ (O)= --G~+I(O)=(-- I) ~+1 L - l ,  ~(o) ~+1 

und von S - 2 = - - a _ z = - -  i erreicht, L0(o)=o und L-l ,  2(0)  :4 = O vorausgesetzt. 

Zu bemerken ist noeh, dass eine zu (9) analoge Rekursion sowohl fiir die 

Nenner o bestehr 

(15) a',.-1 = ~ [FL 2 a,.-~ + M, a Lo ar-s + "" ] 

wie aus der Kombination yon (I28,) mit der aus (i) folgenden Gleichung 

a~=Loa'~-~--M~la~-i ersichtlich, als auch, beziiglich der Unabhii, ngigen v, fiir 

die Funktion F~+2 der Quadraturdarstellung, vgl. (I9) w 4, wenn dort sgmtliche 

{~ gleich Null gewi~hlt werden. 

Auf beide der besprochenen Arden sind fiir die Differentialgleichung 
2 1 

Lo(x)y"+L~{x)y+L,.,y=o die Nenner S~ leich~ zu ermit~eln, da sich fiir dieselben 

die Rekursion (9) auf S '~=--L~+I ,2&-I  reduziert, so dass sie Glieder einer 

H~lphenschen Reihe werden. 

Bei der ersten Bestimmungsweise, &(o)=R~(o)und  S - I = ~  sind die Ne~mer 

S~ durch die independente Formel 

X ~ (16) S~=(- -  .I)~q-1E ~,+l--x Ia[x]~-kl, 2 ~  
x~0 
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nach der Bezeichnung in (7) w 3, gegeben und haben eine inhomogene Rekursion 

welche der homogenen fiir die R korrespondiert 

Zum Beweis yon (~7) substituiert man in die linke Seite die expliziten Werte 

(I5) fiir die Polynome S und ~uch fiir L~(x), L0(x) ihre Werte  

x 2 
L.~(x)=L.~(o)+xL' .~,  Lo(x)=xL'0(o)+ ~ L o ,  

so ergibt die Ordnung der linken Seite nach Potenzen yon x als Koeffizienten 

von (-- I)*+lxu/~! 

W~hrend die beiden Terme mi.t~ fl~_~ bei z ~ +  i entf~llen, liefern sie bei ~ =<~ 

den Beitmg 

--:[Lvl(O)-- ~4L o(O)]/~v-n L[u] v2= --~v+ 1-u L[u] v2, 

hienach wird bei z ~ v  der Koeffizient (I8) gleich Null, bei z=v~,-I gleich a~+l 

wie in (t7) behauptet. 

Ferner erh~ilt ma,n uus (I7) und der korrespondierenden Gleiehung / ~ +  

+L~R~_I+L,2Lol~--2~-o fiir die R eine Rekursion 

~ Sqs--l--~v--i ,Vv=L~,2 L 0 (R~-I S , -2--~, , -2  S~-l)--gv-i-1 ~ - 1  (,~+ I)! 

und nuch 

hasten 

Ausrechnung yon R o S - l - - R - 1  So=al x eine Formel fiTr die Determi- 

Xu+l 
(I9) J~, S,--1--~,.--1S,=a~,+l Z (--I)~ Lt--~ ~[~x--1 (x-~ I)!" 

Bei der ~nderen Bestimmungsweise (I4) ist der zu B,  gehgrige Nenner, 

welcher zum Untersehied mit S; bezeichnet sei, gleich jenem Polynom zu w~hlen, 
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dss sus ~+1  ensteht, wenn dort L1, L~ durch L--L1 , L--1,2 ersetzt werden, so- 

dass sich L1,  L~2, a~, fl~ in 

L~-L 1, L{-1, 2, ~ = L - 1 ,  2 c~-l, fl~= - -  L-- 1,1(o)/~{-1 

verwsndeln. Aus (I6), dort ~ + I  start v gesehriebenl folgt die Gestalt und die 

Rekursion der S~ 

(20) 

I ~+2 XU 

z=O 

_ 

~ + L~ ~ A_I  + L~2 Lo S~_2:a,.+2 ~ , 

die letzt;er, e wird homogen fiir L-~,2=o.  Eine snulog wie (19) sbzuleit~ende 

Formel gibt die Determinsnten 

v+l 
J~, ~v--1---~,--1 SL:v~,+I Lo +1 q-~,+2 Z ( -  I)U L~ ~ u - 2 - -  

37u+ 1 
+ i)! 

Als ein weiterer Weg zur Gewinnung eines Kettenbruches fiir die L5sung 

y irgend einer linearen DifferentiMgleichung (nicht bloss bei m=2)  steht noch 

often, vorerst eine formMe oder wirkliche Potenzreihe fiir y sufzustellen und 

Msdsnn dieselbe in einen Kettenbruch zu trunsformieren. Unter snderem w~re 

es such mSglich, diese Trsnsformstion auf LSsungen yon der Form 

t ~ + m - 1  x - -  c 
(2 2) ~ r  (--I)m--1 Lo (x)m--2 Z (~0# (X) (# "~- ~Yt--I )! '  t - -  Lo (x) 

/~==o 

vgl. (9) w 2, sis Potenzreihen yon t betrachtet, in Anwendung zu bringen. 

Beziiglich dersrtiger Umwsndlungen einer Potenzreihe ist eine independente 

Form der Ndherungsbriiche zu erwdhnen. Nsch beksnnten Regeln korrespondier~ 

die Reihe 7o + 71t + 78 t~ + "'" mit dem Kettenbruch 

(23) 
ao a, tl a tl 
II II II 

wenn dessen Teilz~hler mittels der Determinsnten 
41--28583. Acta mathematica. 53. Imprlm6 lo 4 d@cembre 1929. 
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(24) W ~  = 

J T0 71 " �9 " 7 ~  

71 7~ . - .  7~+1 

7~ 7~+~ " "  7~ 

Alfred Tauber. 

J7~ 7~ 

7~ 7~ 

7~+i 7~+~ 

�9 �9 �9 ~v+l 

�9 �9 �9 ~v+2 

�9 �9 �9 ~2v+1 

durch die Formel a , =  W-, W,-a /W~- I  W,-2 bestimmt werden (damit diese auch 

fiir t r i o ,  I, 2 gilt, muss man IV 1~ ~V 2~ W - ~ =  I definieren). Nun l~sst sich 

aus den Rekursionen fiir die  N~herungsbriiche des Kettenbruches (23) 

Av+I=At,--avtAt~_i, Al=ao, A~=ao 

Bt,+ 1 ~ Bt,-- at~ tB,-~,  B t = I,  B 2  = I - -  a I t 

dureh Schluss yon # auf Et + I der Satz beweisen: 

(26) 

Das Produkt Wt~-2 B ,  resp. W,-2  A ,  entsteht aus der Determinante W, ,  

~venn man in deren letzten Zeile das (Z + I)-te Element, von reehts, dutch 

t ~ resp. t~(7o+7~t~ ... +7~_~t~-z), v = E ( ~ l , e , . s e t z t .  \ z /  

Bei geradem tt ist noch eine Vereinfaehung fiir ~V,-2A,  mSglich, indem man 

die erste Zeile, mi~ t ~ multipliziert, yon der letzten subtrahiert. 

Eine andere Form erteilt man dem Satz (26) dutch Einfiihrung der in W, 

zu dem eben genannten Elemente gehSrigen Unterdeterminante (--I)  z V,z 

(26 a) W#-- Z (--I)2~te-z ~?/e2, } g t t - 2 B t e =  Z (-I)~'g#~.t2, 

W,-2A~, = ~ (-- 1) 4 Vzzt~g~-~.(t), 
2=0 

wobei gz(t) das Polynom 7o+71t+. . .  +7xt ~ bedeutet. Dann erfordern die Rekur- 

sionen (25) , mit Riicksicht auf den Wert  yon a , =  W~ W t , - J W ~ - I  Wt,_2 , class fiir 

jedes Z die Bedingung 

(27) W i t - 2  ]7t,+1 , 4+1 = W # - I  ~Tkt , 4+1 + W t ,  ~ t e - l , ~  

erfiiH~ sei. Bei geradem t t = 2 v  wird aber, wenn man zur Abkiirzung W2~ mit 

A und die zum (• I)-ten Elemente (yon links) der (/+ I)-ten Zeile yon W2~ ge- 

hSrige Unterdeterminante mit ~/~ bezeichnet, woraus 
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G~+~, ;.+~=(- I)'-;'-~ do, ~-~-~ 

folgL die Bediugung (27) identisch mit der, nach dem Minorensatz, geltenden 
Gleichuug 

(28) ~ .  Ao, ~_~-~-Ao~ ~ ,  ~-2-~--=(- ~)'-~-~ G ~ - , ,  2 A. 

Anderse i t s  werde bei ungeradem # = 2  v + I zu Abki i rzung d ' ,  z / ' ~  fiir W~,+2, X+l 

resp. die zum ( •  E lemente  (yon links) der  ( i +  I)-ten Zeile yon W2,+~,~+x 

gehSrige Un te rde t e rminan te  geschrieben,  und  ausserdem jede der drei De te rminan ten  

W,2,+~, W2,, W2~-i nach  der Kolonne  mi t  dem Kopfe l emen t  7,-~ entwickelt .  

Die beiden ers teren  erh~lt  m a n  auf  diese Weise 

(29) W,2~+t=(  - i),v__)-- 1 ~i:'~ ,~' 

durch die d'i~ ausgedrfickt ,  w~hrend fiir W2~- i  der Ansa tz  

,v--1 

(2 9 a) ~/W2~-i = ( - - I ) ~ - 2 - 1  Z ( - - I )  n ~ - a  +n {~n 
~t~0 

verwendet  worden soll. Die ?dbertragung dieser Wer t e  (29) und (29 a) sowie yon 

I) d,,o, d '  V2~+I,~.+1=(-- ~ ' V . ~ , ~  ~ in die zu beweisende Gle ichung (27) zeig~ 

durch den Vergle ich der Koeffizien~en yon 7~-x+~ deren Richt igkei t ,  und  zwar 

wieder  nach  dem Minorensatz  

' ' ' I n (~n J '  J'noA ~ - - d  ~oA n~-(-- ) 

Sonach sind die N~herungsbr i iche  AfB~-W~,-2A~,/W~-2B~ als Quot ien ten  

zweier D e t e r m i n a n t e n  gegeben,  deren Gestal t ,  wenigs tens  fiir die :Nenner, k a u m  

kompl iz ier te r  als diejenige der a~ zu nennen  ist. 

W i e n  19 M~Lrz Igz  9. 

1%tis f iber  den  s o g e n a n n t e n  F a t o u s c h e n  S a t z .  

Der yon P. FATOU in den Act~ mathematica (Bd. 30. S. 36o, I9O6) ver6ffentliehe Sa~z wurde 
elf Jahre friiher von mir bewiesen (Monatshefte ffir Math. und Physik, 6 Jahrg. S. 1o 9 , 3o2). 
Vorher erfolgte die Formulierung des Satzes im Jahresbericht der Deutschen Mathematiker Ver- 
einigung (Bd. 4. S. IIS). 

Alfred Tauber. 


