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Introduction. 

f(z) est une fonction enti&e de z, es on suppose j ~ o ) = o , f ( o ) # o .  Sans 

res~reindre la g6n6ralit6 on pourra supposer f'(o)----I. Comme cas particulier 

f(z) pourra 6tre un polynome. 

Les a,  ( n = o ,  I . . . .  ) 6rant des constantes complexes quelconques, envisa- 

geons la s6rie 

(i) ao + a,f(z) + a,f(z  ~) + . . .  + a,f(z") + .... 

Pans  le I er chapitre nous 6tudions la convergence de (I), les an 6rant donn6s 

a priori. On est conduit g associer g (I) la s6rie enti~re (2) ~ anz n dont le rayon 
~ 0  

de convergence est Q qui peut-~tre nul ou infini. 

Si 0--<I, la s~rie (I) converge absolument dans Izl<Q et uniform6ment dans 

tout cercle ]z[ ~ (~--e (e > o arbitra.iremenf petit), t tors du cercle [z[ < Q la s6rie 

(I) diverge pour r  < I ;  de plus si f(z) est un polynome, la s6rie (I) diverge 

aussi en tout point z off [z I > I e t  si f(z) est transcendante, les points de diver- 

gence de (I) sont denses parlour hors de ] z l ~  I mais il peut y avoir des lignes de 

convergence uniforme hors de Iz[-~ I, ces lignes ne peuvent d'ailleurs &re cou- 

p6es en plus d'un point par toute circonf6rence H - - r >  I. 

Si ~ >  I, il y a 2 cas distincts: 

a) f(z) est un polynome de degr6 d: alors (I) converge absolument dans 
1 1 1 

Iz I < Qd et uniform6ment clans Izl < #~z e, elle diverge pour Izl > #"; 
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b) f(z) est une transeendante entigre: alors (I) converge absolument et uni- 

form6ment dans [z[--< I. La convergence uniforme n'est possible dans une aire 

ext6rieure ~ [ z [=  I que si ~ = ~  (condition ~deessaire, non suffisante). 

Donc si Q est fini, les points de divergence de (I) sont partout denses hors 

de [ z [ = I ,  mais il peut y avoir, hors de [ z [=  I, des lignes de convergence uni- 

forme coup6es en un seul point par route circonf6rence [ z I ~ - r >  I. 

Si 5 =  ~ le domaine de convergence uniforme de (I) est un cercle [z[ < R ,  

c'est-?~-dire que (i) converge absolument et uniform6ment dans tout cercle [z[ ~ R - - e .  

Le hombre R >---I d6pend de la d6croissance des an compar6e ?~ la croissance de 

M(rn )=Max  [f(zn)[ pour ] z [ = r > I .  Pour que R puisse 6tre > I  il faut que 

les a, d6croissent assez vite quand n crolt, de manigre que l'on puisse avoir 

]a,[M(r ~) < A,  A 6rant un nombre fixe, pour tout n e t  pour une certaine valeur 

de r > I  (alors R-->r). Si pour tout r >  I, [an[M(r n) n'a pas de borne sup~ri- 

eure quand n devient infini, on a R =  I. Hors de [ z [ = R  on a les  m~mes circon- 

stances pour Q infini que pour Q fini. 

Dans le 2, chapitre on montre que route fonction F(z) holomorphe s l'ori- 

gine est r.epr~sentable d'une et d'une seule fagon par une s~rie du type ( I )e t  l'on 

donne une formule simple pour le calcul des an. La s~rie obtenue converge au 

voisinage de l'origine. 

Dans le 3 ~ chapitre on ~tudie la convergence de la s&'ie (I)fqrm~e au z ~ 

chapitre pour representer F(z) au voisinage de rorigine. Soit c? le rayon du plus 

grand cercle de centre o clans lequel F(z)res~e holomorphe (distance s o du point 

singulier de F l e  plus voisin de o). Si 6 ~ I, le rayon de convergence uniforme 

de (~) sera pr~cis~ment R =  ~ et la s~rie (~) a l e  m~me domaine de convergence 

uniforme que la s~rie de Taylor de F .  Si 6 >  I, le rayon R de convergence 

uniforme de (i) est en gdndral dgal 5 i. c ' es t  seulement pour des fonctious F(z) 

tr~s particuli~res, li~es s la fonc~ion f(z) de la reprdsentation, que l'on peut avoir 

R > I. On donne des conditions ndcessaires, mais non suffisantes pour reconnaltre 

si ie rayon R d'une fonction /~' donn~e est > i. 

Par  consdquent, pour $ > I, le domaine de convergence uniforme de l~ s~rie 

(I) relative s une fonetion F(z) donnde est en gendral plus petit que eelui de la 
sdrie de Taylor de F(z). 

Comme conclusion, c'est seulement pour 6--< ~ que le domaine de conver- 

gence uniforme d e  la s~rie (~) relative ~ une fonction F(z) quelconque ~pouse 

les singularit~s de F(z) comme le fair la sdrie"~e Taylor. On peut d'ailleurs 
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revenir  au eas de ~--< i en posant  z - - ) . u ,  ). 6tant un nombre positif > 6, fo rmant  

la sdrie (I) relative 's Fx(u)=l , ' (Xu),  et revenant  en suite "~ la variable z, par la 

Z 
subst i tut ion u = dans la s6rie ainsi trouvde. 

Z 

C H A P I T R E  I. 

~o 

Convergence  d 'une  s6rie  ~ a , f ( z " ) ,  les a,, 6 tant  donn6s fi p r io r i .  
0 

I. Supposons d'abord Izl < I. Alors lim z " = o  e t  on a 
?t--+ 

lim f ( z " )  __ I .  

La convergence de (1) est done li6e "s celle de la s6rie enti~re 

(2) a o + a l z  + a~z ~ + . . .  + a,,z" + . . .  

Soit # le rayon de convergence de (2). 

a) Si Q = o ,  on sait que, quel que 

n~, n~, . . . ,  np, . . .  pour  laquelle 

soit Zo, il existe une suite d' indices 

lim a ~" np ~oP  = 00. 
p .:  oO 

z o ~tant pris en module < I, on aura, pour  la m6me suite d'indices 

lira a,,vf(z~p) = or 
p--  

Done en aucun po in t  z o #  o, de module < I,  la s6rie (I) ne peu t  converger. 

P our  z----o, elle se r6duit  "s son premier  terme. 

b) Soit  o < Q < I .  Pou r  route valeur z o de module < q, la sdrie (2) est ab- 

solument  eonvergente.  La sdrie (I) est donc aussi absolument convergente dans 

le eerele Iz]<.o.  La  s6rie (2) est uni formdment  eonvergente  dans tou t  eerele 

[z [~<0--*  ( e > o  arbi t ra i rement  petit). I1 en est de m~me de la s6rie (i), de 

terme g6ndral 6quivalent. L a  .~omme de la sdrie ( i ) e s t  done une fonc t ion  holo- 

movphe de z dans Ie cercle ]z ]<  # < i .  

34:- -29643.  Acta  ma themat i ca .  54. Impr lm6  lo 29 av r i l  1930. 
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Si l 'on choisit zo tel qne Q < [ z o l <  I, en ce point la sdrie (2) diverge et il 

existe une suite np--~ ~ pour laquelle lim a,,pZ~oV = 0r La m~me suite np donne 

donc l i m a  rtz"~ = 00 et  par consequent la s&'ie (I) diverge en tout point Zo de n p j ~  oVl 
p=or 

module > e et < i . 

Pour  [Zo[=,o il y a doute, la s~rie associ6e (2) pouvan$ gtre  convergente ou 

divergente. 

c) Soit q =  I. En ra isonnant  comme au w b) on volt que la sdrie (I) corn 

verge absolument dans le cercle [z[ < I e t  uniformdment dans tout  cercle [z[ ~< I --e. 

Sa somme est fonction holomorphe de z dans le cercle ]z[ < i .  

d) Soit e > I. Alors (I) converge absolument et uniformdment dans le cercle 

3 I  (I <e~ <e) En effet, lorsque e > i  on a, comme il est classique, [a, ,[< e~ 

pour route valeur de n, quel que soit e~ > i et < Q, M ~tant ind@endant  de n, 

et seulement d@endant  de Q~. Lorsque I ~ 1 ~ ,  I~"l--<t, par suite If(~')l_<m~(~), 

en d6signant par O~l(r) le maximum de f ( z )  sur le cercle [ z [ = r .  On a par suite, 

pour [z[ < I e t  quel que soit n, 

[ a~f(z") [ < 

cd qui prouve la convergence absolue et uniforme de (I) duns Iz[ ~ I, lorsque Q > I. 

La somme de la s~rie (I) est donc holomo~The pour [z I < I  et cer~ainement 

continue sur la eireonf~rence [z[ = I. 

Conclusion. Q ~tan~ le rayon de convergence de la s~rie (2) associ~e ~, (I), la 

s @ i e  (I) converge absolument dans la partie commune aux deux cercles 

[ z [<  i ,  [ z [ < o ;  si Q--< I, elle converge uniform~ment duns tout  cercle 

] z ]~  Q--~ (e > o, arbitraire), sa somme est holomorphe en z dans le cercle 

[ z [ < e ,  la s~rie (I) diverge (son terme g~n~ral n '~tant  par bo rne )pour  

e < [ e [ <  ~, pour [ z [ = e  il y a doute; si O>~  elle converge uniformdment  

duns tout  le cercle [z[--<x et sa somme est holomorphe en z pour [ z [ < I ,  

continue en z sur H = I  (nous revenons pins loin sur l '6tude pour I.,1_> I). 

I I .  ~)tude pour [z I --= t .  Nous nous bornons aux cas off e ~< i ,  puisque, pour 

e > i ,  la sdrie (I) converge uniform6ment pour [ z l = I .  



Sur un ddveloppement des fonctions holomorphes. 267 

a) Soit 0 < I .  En prenant  (~., entre ~ et ~ (O<O., < ~) il existera une suite 

K K dtant  un nombre positif fixe infinie n ~ , n ~ , . . .  ~ p , . . .  pour laquelle [a,q, I > 0 ~  , 

a rbRrai rement  grand.  

Si f ( z )  n'a pas 

Donc 

de ,,,,. 14 = ,  on  a, sur ce cercle, If( )l > ,,,. 

K m  
I l > 

pour tou t  z situ6 sur [ z [ =  I. Le terme gen6ral de (x) n '6 tant  pas born6, la sdrie 

(t) diverge en to~tt point  de [z]-- i. 

Si f ( z )  a des z6ros sur 1.~1-- I ceci n 'es t  plus �9 touiours  vrai s cause de l'exi- 

stence de suites ~k et de points z pour  lesquels z"k a pour limite un z6ro de f (z ) .  

I 
En voici un exemple trbs simple. S o i t j ~ z ) = z ( I - - z  k) et a,~=2 '~. On a ici Q=- et 

2 

pour route racine ~ de z k .... I on a J'(~")-= o et la s6rie se r6duit  s son premier  

terme. Aux k points ~ = e  ~ ( p = o ,  l . . . .  k - - I )  la s6r ie(I)  converge. E n t o u t  

autre  point  e 0 du cercle ] e l =  i ,  on peut  t rouver  une suite nl, ~ , . . .  ~i, . . . .  

telle que z]v ait pour limite un point a du c.ercle ]el =- i qui ne sait pas zdro de 

f(z):  f(ZoV) a pour  limite f ( a ) ~ o ,  la suite des termes a%f(zov)- -  pf(ZoV) t end  

vers l ' inf ini  et la sgrie (I) diverge. Donc la s~rie (I) n 'est  convergente  qu 'aux 
.2p:v 

k points e ' - i -  

D 'une  manibre g6n~rale montrons  que les poi~ts oft la sdrie (1) diverge forme~t 

un ensemble partout dense sur le cercle Izl=: ~. 

En effet, le rayon de convergence e de (2) ~tant < I ,  il existe une suite 

infinie d'indiees n~, n.~ . . . .  n~, . . .  pour laquelle 

M 
la , ,~[> avec ~ < o o <  I. Q[k 

Choisissons un ent ier  q tel  que les puissances de zq = e -q- (lesquelles sont au nombre 

de q distincts) ne eontiennent aucun zdro de f (z) .  (Si les arguments  de ces z~ros 

sont tous incommensurables ~ 2~ ,  q s e r a  un ent ier  quelconque.) Les z~ros de 

f ( z )  ~tant en nombre  fini, les points z~, pour  n e t  q variables, (q ayan t  la pro- 

pri~t~ exig6e) fo rment  un ensemble partout dense s ur la eireonfdrenee [ z [ =  I. 
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Consid&ons les points z"k ( k =  I, 2, ~) ,  les n~ &ant  les indices de la q ' , . 

2 : r i  

suite prdeddente. Zq dtant  6gel ~ e q il n'v a parmi les z'k que q points distinets q 
r au plus; il existe donc dens la suite m.. une suite per~ielle n'~, n 2, . . .  n ' k , . . .  

telle que 

q ' k  ~ - Z n q  ~ - -  Z n' '- '  . . . .  ~ -  Z "" = 
q q 

a n'dtant 

des termes 

pas z6ro de f (z ) .  Les termes eorrespondants, dans la s&ie (~), sont 

a,,,,f(a), a , , J ( a ) , . . ,  a,,,kf(a ) . . . .  

M 
et eomme ]a,,kl > ~ avee ~ < i "  a,,,kf(a ) tendra  vers l 'infini avee k, done au ~ k  

point Zq la sdrie (I) diverge. 

Le mSme raisonnement  prouve qu'elle diverge en tons les points z '~ lesquels, q :  

pour n e t  q variables, sont partout  denses sur le cercle I z l =  I. 

Par  consequent, lorsque ( ~ < I ,  la convergence de (I), possible en cer~ains 

points de Izl = I lorsque j(z) a des z6ros sur ce cercle, , e  peut jamais  avoir lieu 

sur tout un are, si petit soit-il, de ce cercle. 

II serait intdressant de voir si 1'ensemble des points de convergence de (I) 

est toujours de mesure nulle. La  question est li~e ~ celle des suites d'upproxima- 

tion des  zdros de f ( z )  par les puissances z" d 'un mSme nombre de module I, ou 

des suites d 'approximation des arguments  de ces z&os par les multiples d 'un m~me 

nombre, l ' a rgument  de z. Nous n'insisterons pas lg-dessus pour le moment.  

b) Lorsque (~= I,  les conclusions de a) ne sont plus vruies, la s6rie (I) peut 

Converger par tout  sur le cerele I z l =  I. 

: Alors O=I. Sur le eerele M = I  If(eq[-< ~(,) Prenons par exemple a n =  n~,. 

avec les notat ions du w I, d). La  s~rie (I) est alors mgjor6e par ~9J$( I ) .  elle 

converge donc ebsolument et uniform6ment  sur tout  le cercle I z l ~  I et pa'r suite 

dens kl-<- I. 

A u eontraire si a . = n  2, on e bien Q =  i et un raisonnement  analogue 

eelui du w 2, a) prouve que les points de divergence de ( I ) son t  partout  denses. 

Dens ee eas m~me, le suite des a .  6tent r6gulibrement eroissante, la s&ie (I) 

diverge en tout  point  d 'e rgument  incommensurable ~ 2 z ,  quelque soit la fonetion 

f ( z )  ehoisie, car si z est d 'a rgument  incommensurable ~ 2 z ,  les z ~ son t  par tout  
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denses sur le cercle ]z I = I et il existe des suites uk pour  lesquelles a,,~f(z"k) devient  

infini avec k. 

Nous n 'ent rerons  pas dans l '6tude d6taill6e de routes les circonstances pos- 

sibles, ia complexit6 d 'une pareil le 6rude &ant  aussi grande, au moins, que celle 

de la convergence d 'une sdrie entibre sur son cercle de convergence. 

Remarque .  - -  Tout  ce qui vient d 'gtre dit  dans les w I et 2 s 'applique &idem- 

ment  lorsque f(z), sans ~tre enti~re, est holomorphe dans le cercle ] z ] g I .  

I I I .  l~tude pour Iz] > I .  II est indispensable, ici, de supposer f(z) holo- 

morphe  l pour  Iz] > I car, ~ 6rant un  point  quelconque de module > I ,  les points 
1 

~'~ ( n ~  I, 2 , . . .  r162 ont  pour  ensemble d6riv6 tons les points du cercle ] z l =  I. 

Si donc f(z) cessait d 'e tre  holomorphe en ~, il y aurai't, au voisinage de tou t  

point  z o (Iz01= I) une infinit~ de points z~ dont  une cer~aine puissance ]~i~me serait  

z~ ~ ~ et  le terme f ( z  k) ne seraR plus holomorphe au tour  de z~. 

Nous supposons donc f(z) holomorphe dans tout le plan z. Lorsque Izl > I  

les z '~ t endent  vers l 'infini et l 'al lure de la s&ie (i) est tr~s diff6rente selon que 

f(z) admet  g l ' infini un  p61e ou u n  point  singulier essentiel. Dans le premier  

cas f(z) est un polynome de degr6 d qu'on pent  6crire 

f(z) = f , , z  a + fd--lZ d-' + ' "  + z. 

Dans le deuxi~me cas f(z) est une fonction enti&e. 

I ~r Cas. f(z) es t  un  p o l y n o m e .  - -  z ~ devenant  infini avec n, on a 

lim .f(z") - - I  et le terme g6n6ral de (1) est 6quivalent  g faa,~za'~; o n  est condui t  
~ t ~  . f d g  d n  

g comparer  (I) s la s&ie enti~re (3) Za~ z ~  qui n 'es t  autre  que la s6rie (2) off 

z a 6t6 remplac6 par  z ~z. Pa r  cons6quent (3) convergera pour  ]z 1 < e c'est-g-dire 
1 1 

]z] < Qa et divergera (le terme g6n6ral ne res tant  pas born6) pour  ]z] > e ~. 

n e n  r6sulte, ]z] 6rant pris > I ,  que 

Si 0--~o (3) et par  suite (i) diverge, le te rme g6n6ral ne  res tant  pas born6. 
1 

Si o < e < I on a o < O < e d < I,  par  cons6quent,  pour  ]z] > I ,  (3) et  par  suite (I) 

diverge, le terme g6n6ral ne res tant  pas born6. 
1 

Si Q =  I on a Q a = I ,  m6me conclusion pour  ] z ] > I ,  (3) et (i) divergent.  

i On pourrait encore supposer f(z) mdromorphe dans tout le plan z, mais nous nc traiterons 
pas ici cette gdndralisation. 
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1 1 

Si r  on a ~<Q' i<Q.  Donc, pour 1--<]z]<e a (3) et (i) convergent absolu- 
1 

menk E~ (I) converge uniformgment clans ]z] < e " - - e  (aussi petit que soit 
1 

>o). Pour > e  (3) et (i) divergent, le terme g6n6ral ne res tan t  pas 
1 

born6. Pour H = Q  a il y a doute. 

Ces r6sultats rapproch6s de eeux des w I e t  I I  nous permettent de conelure 

pour tout, le plan z, lorsque f(z) est un polynome de degr6 d et Q le rayon de 

convergence de la s6rie (2) associ6e s (I): 

Le domaine de eonverg.ence D de la s6rie (I) (et la convergence y est absolue) est 
1 

alors le p l u s  p e t i t  des 2 eereles de centre  o de rayons  Q et ~0,; da~s 

tout domai,~e zI intdrieur ~ D, la s6rie (I) eonve~ye uniform6ment et sa somme 

est holomo~The en z.  En  tout point ext6rieur dt D, la sdrie (I) dive~ye, son 

terme g6ndral ne resta~t pas bornd. 

Les Circonstantes sont donc, darts le cas a), assez analogues aux circonstances 

classiques qui concernent les s6ries entibres lesquelles correspondent s d ~  I, 
= -  

I1 n'y a 1s rien d'6tonnan~ ear la s6rie (~) peut se ramener ~ la somme des 

d sdries enti~res obtenues en remplagant le polynome f ( z ) success ivement  par 

chacun de ses termes: ce sont les s6ries 

don~ les rayons de convergence respectifs son~ 

tous distincts lorsque Q~ I. 

Si l'on pose q~(z)= ~ a , z  n, qD(z) sera holomorphe dans le cercle de rayon Q 
1 

et l'on aura 

(4) S(z) ~- ~_~ a,,f(z") ~- a o + 9v(z) + A  9~(z') + fa of(zS) + "  + fd f ( z  (z) 
0 

1 

lorsque z e s t  intgrieur au plus petit des eercles de rayons (~ e~ (~'~. 
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Sur cette forme (4) on remarque que 

I ~ Si Q < i e'est pour le terme qg(z) que le cercle d'holomorphie est le plus 
1 

petit, [~(z") 6rant alors holomorphe darts le cerele de rayon e'~> el. Les singu- 

laritds de S(z) les plus voisines de l'origine sont alors eelles de ~0(z): elles sont si- 

tudes sur le cercle de rayon Q, cercle de convergence de (i), et elles peuvent ~tre 

distributes de fagon quelconque, comme celles de ~(z). 

2 ~ Si Q > r, c'est pour le terme ~o(z a) que le cercle d'holomorphie est le 
1 

plus petit [car ~0(z n) es~ alors holomorphe pour ]z] < r  el, et les singularit6s de 

S(z) les plus voioines de l'origine sont celle~ de 9~(za): elles so~t d is tr ibu6es  en 

6toiles r6guli~res 5 d ~ommets, [tout point singulier ( de 9p(z a) 6rant accom- 
1 

pagn6 de t o u s l e s  to( ( to~-j)]  sur le cercle de rayon e 't, cercle de convergence 

de (I). Ces singularit4s ne peuvent pas ~tre quelconques, comme on le volt. C'est 

l'~ un  ph6nombne tout g fair nouveau, dont la r6percussion sur la repr6sentation 

des fonctions holomorphes par des s6ries r que ( i ) e s t  considdrable, ainsi 

qu'on le verra plus loin. 

Mais, dans les 2 cas qui pr4cbdent, la somme de la s6rie, holomorphe d l'in- 

t6rieur du domaine D, pr6sente toujours un point singulier au moins sur la ch'eon- 

f6rence de D. 

2 e C a s .  f(~) est  une fonction enti~re t ran scen d an t e  

= z + A z  + + . . . .  

Reprenons la s6rie (t) ~a,f(z~). 

I1 y a ici une diffgrence essentielle avec le cas off f est un polynome. 

Lorsque, [z[ 6tang pris > I ,  n devient infini, f(z") n'est 6quivalent ~. aucune puis- 

sauce de z, d'ofl la trbs grande irr~gularit6 de la convergence de (1)pour Izl > I. 

1% Montrons que si la sdrie enti~re associ~e (2) a un rayon de conver- 

gence q fini ou nul, la s&'ie (I) ne peut pas converger dans route une aire, si 

petite soit-elle, ext6rieure au cercle unit6, c'est-g:dire que les points de divergence 

de (I) forment un ensemble partout dense hors de I~ l - - i .  

En effet, les termes de (i) 6rant holomorphes duns tout le plan, il r6sulte 

d'un thgorbme classique d'Osgood (Annals of Mathematics 2 ~ s6rie, t. III)  que, 

dans toute aire of~, (I) converge, on peut b'ouver une aire incluse oft (I) converge 

uniform6ment. Par  consdquent, si l'affirmation pr6c6dente n'6tait pas vraie, la 
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s&'ie (,) devrai t  eo,n,erger uni jb, 'm&nent  da.,,s une ce,'tai,,e ai,'e ext&ieu, 'e  gl I-'1 = ~ ,  

et  pa r  cons6quen t  sul' un certain arc  7 du  eerele [z I - -Q, ,  pou r  une  va l eu r  conve-  

nab l e  de Q, > I. Que!  que soi t  z su r  eet  are,  on am.ai r  donc  [a, , f (z ' ) l  < 2tl, M fixe, 

que l  que soit  n c 'es t -g-di re  

M 
I.f(*") I < 

Or, la s6rie (2) a y a n t  un  r a y o n  de c o n v e r g e n c e  fini ou nul,  on a 

lira I/ jan] = ct :> o 

c 'est- 's  qu ' i l  exis te  une  sui te  d ' ind iees  ind~f in iment  c ro i s san t s  n~, ~ , . . .  n ~ . , . .  

p o u r  lesquels  
! 

l im [ a,, k [~k =-  a 

et  p a r  consequen t ,  a~ 6 t au t  > o  e t  < a ,  

I 

la,,,.l'k > . ,  

~'l. p a r t i r  d ' u n  ce r t a in  r a n g  q u ' o n  peut ,  sans  r e s t r i c t i on  suppose r  ~tre le p remie r .  

On  a, p o u r  ce t te  sui te ,  

D o n c  on  a u r a i t  

M 
[f(a"k)l  < - ~ k  

(pour  k== I, 2, . . .  ~o) 

quel  que soi t  z sur  un  ce r t a in  a rc  7 du cercle  de r a y o n  01 > I .  

log ~'~. 
~ o u s  poserons ,  p o u r  abr6ger ,  rk----(f:k donc  ~k = ~og(h 

L o r s q u e  z d6cr i t  7, si pe t i t  qu ' i l  soit,  Z"k d6er i ra  un arc du cercle de rayon 

rk qui  recouw'ira tout le cercle, d~s que  nk se ra  assez g r and .  

P a r  cons6quent ,  p o u r  ]r > ]%, on a u r a  

M 
9 t(rk) < , , ,  

ark  

.~(, ' )  d 6 s i g n a n t  le m a x i m u m  de [f(z)l sur  [ z l = : r .  



Or 

Done 
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log r k log a~. log r k log a, 

,t k log (~ t ~  ~:  (~1 ~:= e l~ - - - F k  l~ . 

M 
< . . . .  

log a~ " 

I,klOg (~t 

'-)73 

Les r ,  grandissent  ind6finiment avec k, ~)l(rt.) serait born6 sup6rieurement par une 

certaine puissance de rk, cc qui n'est possible que si f est un polynome de degr6, g a 

l 'exposant  de cet te  puissance, par  consequent  notre  th~orSme est ddmontr~. 

Le th~or~me d'Osgood invoqu6 repose s u r c e  fair  essentiel que, si la s~rie 

(I) converge dans nne aire D,  il existe une aire DI, int6rieurs 's D,  off la somme 

S,, des n premiers termes de (I) reste bor~6e quel que soit n. Ce dernier  fair  reste 

vrai  si l 'on envisage, non plus une aire D en tou t  point  de laquelle ( i )converge ,  

mais un arc continu quelconquc C de vourbe x - -x ( , ) ,  y - - y ( t )  pour  a<--t<--b. Si 

sur C, la sdrie (I) converge, on peut  t rouver  sur C u n  art; partiel C 1, correspon- 

dan ,  's a I ~< t < b~ (a--< at < b~ --< b), sur lequel IS,(z){ reste bornfi quel que soit n, 

et aussi,, par  consequent  anf(z") terme general:  ]a,,f(z")]<_~ quel que soit z sur 

U~ et l 'ent ier  n. Or il est aisfi de voir que C1, qui ne peut  ~tre fermde en vertu 

de la d6monstra t ion qu 'on vient  de faire pour le cas des aires, ne peut  alors ~tre 

coup6 qu 'en un point  par  route circonffirence de centre o. 

En effet, si C~ 6fair rencontr~ en plus d 'un  point  par  une certaine circonf& 

rence 7 de centre o et  de rayon r ,  il y aura l ,  un arc A~tB de C~, al lan,  de A ~ B 

(points de Z) et sur lequel, par  exemple, le rayon  vecf~ur serait  cons tamment  > r. 

A et  B sont distincts puisque C~ n 'es t  pas ferrule et ne cont ient  pas d 'arc fermi .  

Les points A e t  B 6tan,  distincts et, comme C~, ext6rieurs ~ Izl----I, on voit 

que, pour  n suffisamment grand,  la courbe d6crite par  z", quand z ddcrit l 'arc 

AFtB, comprend une courbe continue ferm6e que nous d~signerons pas C ~ e t  qui 

entoure  complbtement  le cercle de rayon r =. 

En ra i sonnant  comme pr~c6demmen~ sur la suite partielle ~ ,  n~, . . .  n~, . . .  

pour laquelle 

1 %  I > > o ,  

on aurait ,  sur C1, 

< M 

3 5 - - 2 9 6 4 3 .  A c t a  m a t h e m a t i c a .  54. I m p r l m 6  ie  29 a v r l l  1930. 
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et par consequent, puisque C~ entoure le cercle de rayon r'~ ", 

M 
< - -  

et l'on conclurait comme pr6cddemment que f(z) est un polynome. 

De ce qui pr6c6de r6sulte que: en un point ~, ext6rieur s [ z [=  f, s'il passe 

un arc de courbe C, de rayon vecteur croissant (ou d6croissant) s partir de ~, 

sur lequel la s~rie (I) converge uniform~ment, (ou simplement sur lequel le terme 

g6n6ral a,,f(z '~) reste born~ quel que soit ~2), il n'en existe pas d'autre ayant les 

~ m e s  propridtds. (Car rensemble des deux arcs constituerait une courbe ayant 

les caract6res de l'arc AI~B qu'on vient d'envisager, e~ dont l'existence est im- 

possible lorsque f(z) es~ une transcendante enti6re.) 

Conclusion. Lorsque la s6rie associ~e (2) ~ a ~ z  ~ n'est pas une fonction enti~re, 
1 

son rayon de convergence e n'6tant pas infini, la sdrie (I), off f (z)  est une 

fonction tra~scendante enti~re, ne peut pas converger hors de Iz[----I en tous 

les points d'une aire, si petite qu'eUe soit; les points de divergence de (I) 

sont, hors de H = I ,  denses partout. De plus la convergence uniforme de 

(i), possible sur certains arcs de courbe ext6rieur s I z l =  I, ne peut avoir 

lieu que sur des arcs de courbe coup~s en unseu l  point par route circon- 

f6rence de centre o (arcs ~ rayon vecteur monotone). 

~Exemple. On peut ais~ment former des exemples off (i) converge absolu- 

m e n t e t  uniform4ment par exemple sur route une demi droite issue de  o, f(z) 

~tant une transcendante enti~re. 
Zn 

P r e n o n s  f(z)=I--e--z--~--z-{-...-~-(--I)n+l~..~ . . . .  et formons la s~rie ( I ' )  

r162 

I 
-~,f(z' ). 

Le rayon de convergence de (2') associ~e s (I') est e = 2 .  

Lorsque z e s t  r~el e~ posRif, z" l'est aussi. Donc, pour tout z > o o ~ e -z'* < I 

et o < f ( z  n) < I . 
o o  

La sdrie (I') (Z) est, quel que soit z rgel > o ,  major6e par 2, %.  

Donc (I') converge absolument et uniform~me~t sur tout l'axe rdel poSitif. 
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Soit z ~ r e "  hors de l 'axe r6el posit if  et  ext~rieur s H - - I ; r > I .  

Si ~o est commensurable "s 2~ ,  les multiples u eo fo rment  une suite r6guli~re 

pdriodique (rood 2z)  dans laquelle une infinit6 de relines sont compris ent re  

~ et  3~  (rood 2z) ,  par  exemple t o u s l e s  termes de la forme co(% + )~p), 
2 2 

p---- I, 2, 3, �9 �9 �9 et  )~ et n 0 ayan t  une certaine valeur enti~re: posons ~v=uo+).p,  

tons les co(no+).p) sont congrus (rood 2~). On aura  

e np . f (~"P) I --- --z = I --(~--r'~Pc~ ,to . e'-irnPsin"l y ' .  

Les oJ(%+Xp) 6rant congrus (mod27~) ~ un hombre eompris entre ~ et 3zr, 
2 2 

cos nvo a une valeur fixe ndgative. 
Done 

et 

e--rnp c o s  npW =earnP (a > o) pour  tou t  ent ier  p > o, 

Iflz"p)l  > e a r t t P  - -  I 

[ 2 I p f ( Z n p ) ]  > e a r n p -  I 
2 "P 

L o ~ q u e  p crolt  ind6finiment, le 2 ~ membre grandi t  aussi ind6finiment, donc la 

s&'ie propos6e diverge au point  z. 

Si ~ est incommensurable  ~ 2~  on peut,  comme il est bien connu, grouver 

une suite ind6finiment croissante d 'entiers np pour  lesquels 

np ~o . . . .  z~ + ~v (rood 2 ~r), 

ep t endan t  vers z6ro lorsque p devient  infini. 

I l  en r6sulte 
?1 

f ( Z n P )  : I - - e  r Pcos~p eirt'PainEp. 

Done 

1 n [ c ~np(l'-~;} -- I 
P )  > . . . .  2 " P  - - 

~l positif a rb i t ra i rement  pet i t  d~s que p est assez grand.  

E t  par suite la s6rie (i') diverge encore au point  z. 
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o o  

La sdrie (I') ~ ~f (z" )  p,'opo.~ge converge do,c absolument et umform~mentdans 

l'ensemble ferm~ constitu~ par le cercle Iz] <-x et tout l'axe rdd positifi Hors de 

cet ensemble elle diverge, le terme g6n6ral ne res tant  pus born& 

ao 

2. Supposons main tenant  que la s6rie associ6e ( 2 ) ~ , a ~ z  ~ converge duns 
1 

Sa somme ~(z) est une fonction t ranseendante  entib, re. 

d6signerons comme pr6c6demment par ~)~(r) le maximum de If(z)] 

tout le plan. 

Nous 

sur M - - r .  
Nous savons d6js que la s6rie (I) ~a,,f(z") converge uniform6ment dans le 

domaine ]z] < I .  Supposons qu'eUe converge en t o u s l e s  points d 'une certaine 

aire D ext6rieure s [ z ] =  I, elle converge alors uniformdment en t o u s l e s  points 

d 'une aire convenable D~ infArieure s D,  et en part!culler sur un certain arc de 

cercle 7 ayant  son centre en o et pour rayon r o >  I. 

On a donc quel que soit z sur y la~J(z~)l< A pour tout  entier n. Or, pour 

n--> IV assez grand z ~ d6crit tout  le cercle de centre o de rayon ro ~ IN d@end de 

l 'angle au centre correspondant s ~,] pa.r suite If(z')] prend en un certain point 

de 7 la valeur ~(r~) ,  c'est-'s que l 'on aura, pour tout  n ~> N 

lanl ~)~(r,:)< A 

A 
I I < 

I1 en r6sulte que (I) converge absolument et uniforn~nent dans tout cercle 

Iz]--<r < r o quelque voisin que soit r de r o. 

En effet on aura, dans le cercle ] z i g  r, ]f(zn)]--<.~(r"). Donc 

I < �9 

La s6rie (I) est donc major~e par la s~rie A ~=~( r~)  qui converge plus 

rapidement  qu'une progression gdom6trique de raison r < I. 
r 0 

Cela r6sulte de ce que, f(z) 6rant nulle ~ l 'origine, avec f ' ( o ) ~  i ,  la fonc- 
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t ion .f(z) holomorphe  duns [zl--<z'~; a t te in t  le max imum 
�9 Z ~ ' 

nz]-=-~; done pour  r*~<r~ on a < -  - ,  c 'est-g-dire 

de son module  sur  

," 
- -  < - -  . 

. . . . . . .  t r  / 9~ La sdrie m a j o r a n t e  converge done plus r ap idement  que la progression - �9 
\ ro l  

Nous  allons, comme dans la th6orie des, s6ries enti~res, diviser  Ies nombres  

posit ifs  en 2 classes:  

~o. Si pour  une certaine valeur  % de r tous les sont  born s su- 

pdr ieurement  quel que soit n par  un nombre  pos i t i f  A,  il en sera de m~me pour  

les quel que soit  r--< ro; car ~7~(r")--< ~)~(r'o' ) pour  r--< r o quel que soit  n. 
p 

2 ~ Si pour  une cer taine valeur  r o de r ,  ies la I.qJUr"q n ' on t  pas  de borne I h i -  ~. o /  

sup6rieure commune,  il existe u n e  infinit6 d ' indices croissants  nt ,  n,z, . . .  n k , . . .  

tels que 

l im + 

p 
Alors, quel que soit r ' >  r o on au ra  aussi 

donc l ' ensemble  des ne sera bornd sup6r ieurement  pour  aucune valeur  

d e  r ' - ->  ?"o. 

L a  i ~r~ elasse comprendra  tou t  nombre  r pour  lequel l ' ensemble  des l a , ] ~ ( r " )  

a une borne sup6rieure finie. 

L a  2 e elasse comprendra  tou t  nombre  r '  pour  lequel cet  ensemble n ' a  pus 

de borne sup6rieure finie. 

Tou t  nombre  posi t i f  r appa r t i en t  ~ l 'une des 2 classes. 

Tou t  nombre  de la I ~1"~ classe est inf6rieur  s un nombre  quelconque de la 

2 e c l a s s e .  

P a r  la eoupure  pr6c6dente nous d6finissons un nombre  R s @ a r a n t  la I ~re 

classe de la 2~; R peu t  ~tre le plus 'grand nombre  de la i ~r~' classe, ou le plus 

peti~ nombre  de la 2 ~ classe. Quel que soit r < R ,  on pour ra  ins6rer entre  r et R 

un nombre  r o de la i bre classe et, en vei~u, d 'un  r a i sonnemen t  fair  prdc6demment  
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la sdrie (I) converge absolument et uni form~ent  dans tout cercle [zl<--R--e (e posi- 

t i f  arbRrairement petit). Pour tout z de module r < R  [a,,~(r")[ tend vers zdro 

I 
avee - .  Au contraire, tout  r ' >  R appart ient  h la 2" classe, il est done impos- 

n 

sible que sur un arc du cercle [z[--r', si petit  soit-il, les termes [anf(Z")[ soient 

tous inf6rieurs s un  nombre fixe, donc ~sur cet arc la s6rie (I) ne peut pas con- 

verger uniform6ment,  son terme g6n6ral ne res tant  pas uniformdment  born& 

A l'extdrieur du cerele [ z [ = R  les points de divergence de la sdrie (I) sont partout 

denses, (car si une aire D ext6rieure'~, ]z]:-R n'en contenait  pas, elle renferme- 

rai t  un arc 7 de rayon r ' >  R sur lequel (I) convergerait  uniform6ment ce qui est 

impossible puisque r '  est de la 2 ~ classe. 

Le domaine  de convergence uniforme de (1) est done le eercle de centre o, de rayon R.  

Hors de ee cercle, la s6rie (I) peut avoir des l ignes de convergence uniforme 

mais non des domaines. Le hombre R e s t ,  bien entendu, au moins dgal ~ un. 

[En proc6dant comme on l 'a fair  au n ~ I pr6c6dent, on verrait  ais6ment que 

les lignes de convergence uniforme de (i), ext6rieures ?~ ] z ] = R  ne peuvent g*re 

coupdes qu'en un point par tou t  cercle de centre o de rayon r >  R.] 

Un exemple de ligne de convergence uniforme extdrieure au domaine ]z] < R 

s 'obtient  en modifiant 16gbrement l 'exemple form6 au n ~ pr6c6denk 

On prendra encore f ( z ) - ~ I - - e  -~. Alors TJ~(r)=e~--I .  Prenons pour a~ 

pr6cis6ment ]es nombres 

a,~ = e -R" R nombre > I . 

Alors 

I ~ pour [ z l - - < r < R  on a [anf(Z")]<-e-R"!Oi(r")<e -~n+r" 

�9 ] a . f ( ~ ' 0 [  < e--Rn [1--(R)n] 

et la s6rie (I) est majorde par la s6rie i.r~s convergente 

e -~'Rn o < ) ~ <  i .  

2 ~ pour z,queleonque rdel et p o s i t i f  on aura 

a,,f(z") < e -1r 

car f(z") est alors < I et la s6rie (I) converge absolument et uniform6ment  sur 

tout  l 'axe r6el posRif. 
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3 ~ ) pour  z = r d  ~ non situ6 sur l ' axe  r4el posi t i f  ~ o # o  (rood 2~) on aura  

comme on l 'a  d6js vu, une suite ind6finie n 1, n~, . . .  nv, . . .  telle que 

[ > e - I a v e c  a > o 

d&s que p est assez grand.  Le t e rme  d ' indice np de (i) a done un module 

e a r~) --  I 
[ % I > 

eRnp 

qui grandit ind~finiment avec n v lorsque r >  R.  

La  s6rie (I) diverge done hors  de [zl-=R pour  tou t  point  non situ6 sur  

l ' axe  r6el positif.  
o o  

La s6rie Z e - R n ( I - - e  -z'~) poss~de done un ensemble de points  de conver- 
1 

gence, compos6 du cercle I z] < R et de tou t  l ' axe  r~el positif.  

Duns tout  domaine  ferm6 int6r ieur  g I z [ : R  et prolong6 par  l ' axe  r~el 

posi t i f  la s6rie converge abso lument  et un i form6ment .  

C o n c l u s i o n  de l ' 6 tude  de la c o n v e r g e n c e .  

L '6 tude  fa i te  en dernier  lieu nous a condui t  pour  d6terminer  le r ayon  R de 

convergence un i fo rme  de la s6rie (I) s s4parer les hombres  r > I  en 2 classes 

s6par6es par  R:  

L a  I ~r~ eompos6e des r pour  lesquels l a ~ ( r ' ~ ) ]  reste  born6 sup6rieurement .  

La  2 e compos6e des r pour  lesquels [a~IR(r'~)] ne reste pas born6 sup6ri- 

eurement ;  on observera  que ce crit&ium reste rulable pour r ~ I , car, pour  r < i ,  

lira ~ (r") 

du fa i t  que ~ ( o ) =  i .  

Nous  r6sumerons ce chapi t re  en disant  que: 

La s&ie (I) converge absolu~ent et uniform~ment 5 l'int~'ieur d'un domaine circu- 

laire de centre o de rayon R.  B sdpa;.e les hombres positifs r pour lesquels 

[a,~0~(r')] est bornd sup&ieurement de ceux pour lesquels il ue l'est pus. Hors 

du cercle ]zl==R la s~He (1) peut avoir des lignes de convergence uniJbrme, 

mais non des domaines. Les points de divergence de (I) sont parlour denses 

hors de [z[=-R. R sera dit rayon de converqence un{forme de (I). 
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Nous n'insisterons pus davantage ici sur Is d~terminution du nombre R qui 

d~pend de l'a21ure de a,, pour n =  ~ et de celle de 9]~(r'). On pourruit,  en en- 

visageunt la fonction inverse de ~ ( r )  donner, pour la ddterminution de /~, une 

r~gle analogue ~ celle de Cauehy-Hadamard pour le rayon de convergence des 

s~ries enti~res (mais beaucoup moins simple). Nous nous bornerons pour l ' instunt 

aux indications donn~es duns les numdros precedents: 
~c 

Soit Q le rayon de convergence de la sdrie a~soci~e (2) ~ a , z " .  
0 

I". Si Q<-I on a R----0. 

2". Si i < ( ~ < c r  on a 

/R=QI~  si f(e) est un polynome de degrd d I On voit que 

( R = - I  si f(z) est une transcendunte enti~re / /~ < ,o 

3 ~ . Si 0 -  cr c'est-s si (2) est une fonction entigre, on a R >-- I,  et lu 

ddtermination prdcise de R exige l 'dtude des suites [a,,[OJ~(r") pour r >  ~. S'il 

existe un r > I  tel que [a, lO)~(r n) reste born6, on a R>--r> I. 

Si quel que soit r > I  [a,,[gJ~(r') ne reste pus bornd on a R- - - I .  

Lorsque f(z) est ~ croissance r6gulibre et d'ordre ~ o on voit uis~ment que 

R ne peut ~tre > I  que si ~0(z)= ~ a , z "  est d'ordre nul. 
1 

C H A P I T R E  2. 

Repr~isentations des fonctions holomorphes autour de rorigine pal' des s~ries 
de la fo rme  -~a.f(z"). 

Soit F(z) une fonction holomorphe autour  de l 'origine, montrons que, f(z) 

~tant donn6e, comme uu chapitre prdcddent, on-peut  determiner les a,  de mani~re 

que lu s~rie ao + ~ anf(z") converge uniform~ment duns un certain cercle autour  
7, - -  p 

de l 'origine et air pour somme duns ce cercle la fonction F(z) donn~e. 

I. Ddterminations des a,. UniciN du ddveloppement. - -  Si le ddveloppe- 

ment  pr~c6dent est possible et ]ouit des propri~t~s requises, on aura, duns le 

cercle o~ converge uniform~ment la s~rie 2"a,f(z")(I) 
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S i  C, est un cercle de centre o, de rayon r <  I, int6rieur aux domaines 

d'holomorphie de f (z)  et de F(z), et au domaine de convergence uniforme de la 

s6rie (I), il est visible que, f (z)  se developpant autour de o sous la forme 

f(z) = z + A z '  + + fkz  k + ". 

f(z") sera de l'ordre de z ~* g l'origine, par suite 

et comme 

( 5 )  a ,~  - 

f F(e) dz  
7;-  ~ -- f 

Cr Cr 

ao + a,.f(z) + ao,.f(z ~) + .  + a,9~z'O dz 
2m+l 

f(z"). 
7 +  V- az  = 2 ~ia,,  

e,. 

i fF(*)-ao-.,A,)- 
2 ~ i  - 

Cr 

?~--1 

.~n+l 

Les int6grales qui figurent dans (5) peuvent toujours se calculer si Cr satisfait 

aux conditions indiqu6s, mSme lorsque f(z) n'est pas holomorphe dans tout le plan. 

Lorsque f(z) est enti~re (polynome ou fonction transcendante), l'int6grale 

qui fournit a,~ peut se calculer en supposant seulement que Crest  int&ieur au 

domaine d'holomo~Thie de F(z), m~me si r >  I, car z '~ restera alors toujours in- 

t6rieur au domaine d'holomorphie de f (z) .  

Par ces formules (5), qui ressemblent aux formules classiques de Cauchy 

f F(z) 
A ~ - -  n! - -  2 ~ i d ( z - - a )  "+~dz 

C 

F(n)(a) 
donnant les coefficients A , , -  n! du d6veloppement de Taylor autour de a, 

que le d&eloppement (I) s'il ex&te et jouit des propridt& indiqu&s, est on voit 

n&essairement unique. 

En effet on a 
36-- 29643. Aeta mathematiea. 54. Imprim6 le 30 avril 1930. 
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puis 
Cr 

a~ - -  2 z i  
Cr 

f ~rt(O) alf'(O) I F(z) -- a,.f(z) d z  - -  alf~ - -  - -  
a2 - -  2 ~ : i  2! 2[ . 

(Jr 

A 2 - -  a l l  2 

et, par  rdcurrence,  chaque a~ est d6termind, sans ambiguitd, ni  impossibilitd, en fonc- 

t ion des a d ' indice moindre.  

On pour ra i t  encore r emarque r  que l 'on a 

a'~ : l im [ F ( z ) -  z "+~ . . . .  a'~-If(z~-~!] 

comme on le fair  pour  les sdries a sympto t iques ,  mais  le p remier  mode de calcul 

des as nous pura l t  pr6f6rable duns le cas pr6sent.  

2. Convergence, au voisinage de o, du ddveloppement ( I ) formd avec les Coef- 

ficients pr~cddents. P a r  les formules  (5) nous associons ~ route fonct i0n F(z) 

holomorphe  au tour  de o une suite de coefficients a~ ( n = o ,  I , . . .  ~ )  avee la- 

quel le  nous fo rmons  la s6rie 

ao + Z a~f(zn) 
n~ l  

dont  nous allons muin tenan t  d6montrer  la  convergence un i fo rme  et absolue duns 

un cer ta in  domaine  voisin de o. 

Supposons  < I le r ayon  r de Cr. Puisque  C r e s t  in t6r ieur  au domuine 

d 'ho lomorphie  de f (z)  on aura  dans et sur  Cr 

! 

puisque G~ est dans le domaine  d 'ho lomorphie  de F(z) .  

et, puisque r <  I 
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En tenant  compte de ces in6galit6s dans la formule qui donne a,, il vient 

B r  + Arla,  I + A,'~la~l + . "  + A,  .... l la , , - l] .  la.I 
r ~t 

Pour  simplifier, on peut  toujours  remplacer A et B par le plus grand d'entre 

eux, soit M ,  et on a 

an[ < 
M [ r +  ]a, I t +  I a_.l, "~ + . - -  + I~,,_, b '~-'] 

r n 

o0 I~ 

Envisageons la s6rie r +  ~ H ,  -k et posons s,, = r +  ~ l a ,  l,*. 
1 1 

pr6c6dente devient:  

S n -  8n--1 < M8~,-1 

L'in6galit6 

S.  < S.--1 (I -~ i ) .  

D'ofi, en mult ipl iant  membre s membre  les in6galit6s tir6es de la pr6c6dente 

en donnant  suecessivement ~ l ' indice n les valeurs 2, 3 , . . . ,  et  observant  que 

81 = r ( I  - ~ - l a d )  

s,, < s , ( :  + M ) " - : = r ( i  +la:])(: + M)"- ' .  

Si l 'on observe que a, = F ' (o)  = lira ~t~_',z, ao 

z~O ~" 
on voR que ]all ~ B--< M 

don e 

et, par  eons6quent, 

s,~ < r(~ + M)" 

Ms,,-1 .M(I  + M )  n-1 

I1 r6sulte de 1s que 

Pa r  cons6quent 

1 i l l - - ~ .  

I~.I ~* < i ~  

. ._  1 

I l'a,, '~ -< I -]- M lira 
? ~  ca r 
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Avec les notat ions  du chapl t re  precedent,  Q d~signant le rayon de conver- 

gence de la s~rie (2) associde ~ . a  z '~ /_j ,~ , on aura  
1 

c'est-s 

] 
= lim la,,I n ---< I + M 

Q n = ~  r 

r Q ~ - - - - .  
I §  

P a r  cons6quent, e n  ver tu  du chapltre  I ~ la s6rie ao + ~a,*f(z~), formde 
n - - 1  

avec les coefficients an tir~s des formules (5), converge absolument  et uniform~- 

r - -  8 
ment  dans tou t  cercle de centre o de rayon  ~ - -  , positif 6rant aussi pet i t  

I + M '  
qu 'on le voudra - -  et dans ce cercle, sa somme est 6gale s la fonet ion F(z) 
f igurant  dans les formules (5). c . q . f . d .  

Ce qui pr6cSde ne vaut  d'ailleurs que pour  un cercle Cr de rayon  r ~  I ,  

car c 'est  alors seulement  que lorsque z est dans ou sur C,., z n (pour n e n t i e r > o )  

est aussi dans C, . .  Pa r  consequent,  lorsque le domaine d 'holomorphie  de ~" 

cont ient  le cercle unitd, f(z) ~tant une fonct ion entiSre, les l imitat ions prdcd- 

dentes ne nous renseignent  plus sur l 'ordre de g randeur  des coefficients a,,, car 

o n n e  peut  plus ~crire V ~ ) I  < A pour z sur C,., quel que soit n , . lorsquer> I. 

C H A P I T R E  3. 

Domaine  de convergence nniforme de la s~rie 2~a,~f(z') c o r r e s p o n d a n t  h une 

fonction donn~e F(z), holomorphe autour de o, (f(z) enti~re). 

I.  L a  8erie  (I) a 0 q- ~ a n A g  n) e t a n t ,  a u t o u r  de  o ,  4gale g u n e  f o n c t i o n  F(z) 
? l = l  

donn~e g~ priori, que peut-on dire de son r a y o n  R de convergence uniforme.  
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D'abord il est clair que R e s t  infgrieur ou 6gal s la distance (~ g o du point 

singulier de F(z) le plus voisin de l 'origine, puisque la somme de la s6rie (I) 

est holomorphe pour [z] < R. 

I ~ Suppoxon8 que ~ soit < I .  - -  Alors R - - < ~ < I  et l 'on sait, en vertu du 

chapitre I, qu'alors R n 'est  autre que le rayon de convergence Q de la s6rie (2) 

associ6e ~ a,J'. Posons, comme pr6c6demment, 
1 

o0 

9(*) = ~ ~,,*". 

Alors, de l ' identit6 

ao 

1 

valable dans ]z[ < R,  

r6sulte, par un  nouveau groupement  des termes, l ' identit6 

F(,) = ao + f19(*)+ / ,9 (*  ~) § +/~9(~ ~) + 

laquelle est valable dans ]z] < / g  et s'6tend par prolongement analytique. 

La  fonetion 9(z), holomorphe pour ]z]<Ig, prdsente un point singulier au 

moins sur ]z]=R. Les fonctions 9 ( z ~ ) , . . . ,  9 ( z a ) , . . .  s o n t  holomorphes pour 
1 

]z[ < R �89 . . . .  ]z[ < R ~, eercles de rayons croissant vers l 'unitd et 9(~ 'd) pr6sente 
1 

des singulari t& en 6toile sur le cercle H = R  ~. 
Sur H = R ,  aux points singuliers de 9(z) la diff6rence F(z)--f~9(z) reste 

holomorphe. - -  Pa r  cons6quent, sur H = R ,  FIz ) poss~de les mSmes points sin- 

guliers que 9(z), avec les mSmes parties singuli~res que fig(z). On a par cons& 

quent ici R = (~ < I. 

On en conclut aussit6t que si ~--> i on a n6cessairement R--> I. 

Car, lorsque R < I on peut faire le raisonnement  pr6cddent, 6crire l ' identit~ 

F(,)--~o +Y; 9(*) +/,9(*~) + 

prouvant  que F(z) a n6cessairement sur [z[=R les mSmes points singuliers que 

9(z), ce qui est ici contradictoire avee ~-->I. 

Par  suite, si ~ = I  on a R = I .  
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2 ~ . Supposom" 6 > I .  Alors, en g6n6ral R - - I  et par cons6quent, le do- 

maine de convergence uniforme de (I) est plus petit  que celui Ca de la s6rie de 

Taylor de F(z). Nous l 'avons d6js reconnu indirectement au chapitre I, section I I I  

premier eas, lorsque f(z) est un polynome de la forme f = z  + f~.z*" + ... + f e z  d. 

a) )~z) est un polynome de degrd d. Nous avons vu alors que, 0 6rant le 
oo 

rayon de convergence de la s6rie associ6e (2) 9(z)----~,a~,z '~, si Q > I ,  le rayon 
1 

1 

de convergence uniforme de ( i )6 t an t  R - - Q d >  I et la somme F(z) de la s~rie (i) 

pouvant s'6crire 

F(z) = a o + qD (z) + fe qo (z 2) + .  + f t  qD (zd), 

F(z) devrait  pr6senter sur ] z l - -R  des points singuliers rdgulidrement distribtuh" 

aux sommets de polygones r6guliers inscrits de d cbtds, comme la fonction ~0(~) 

elle-m6me. Lorsque i"(z) a des singularit& quelconques, cela ne se produit  pas, 

par consdquent, on a n6cessairement alors 0 ~ - R =  I < (i, en sorte que lorsque 

6 > I ,  le domaine de convergence uniforme de (I) n'est pas en gdn&al le plus grand 

cercle d'holomorphie (de centre o) Ca de F(z), comme c'est le cas pour la sdrie de 

Taylor. On n 'a  R = ~  que pour des F(z) tr~s particuli~res de la forme 

F(z)=a0 + ~(z) +L~(~') + +f~(z~) 

~0 6rant holomorphe dans un cercle de rayon > I. 

La  d6monstration qui pr6e~de, par l 'absurde, n'dclaire pas suffisamment la 

question. Nous allons en donner une seconde bas6e sur l '6valuation de certains 

coefficients ak de la s6rie associ6e (2). d 6rant le degrd du polynome f(z),  soit p 

le plus grand hombre premier g d. Etudions les a,, d'indice n --pq (q ~ I, 2 , . . .  ~). 

Envisageons la formule 

I ; F(z) -- a , , -  a,.f(z) . . . . .  a " - l f ( g n ' l )  (l,~ 

a,, = 2~vi -- z "+1 
d 
C 

I f a,.f(z) 4 . . . .  + a,,-q.f(z "-1) 
--A,,-- 2~i j" z.+l dz 

(; 

-| 

en d6signant par F(z )=  ~ A,z" le d6veloppement de Taylor de F(z) autour  de 
0 

l 'origine. 
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Dans  l ' in t6grale  

f a,f(z) +"" + a.--lf(z"--') 
gn+ l 

il f au t  p rendre  au num~ra teu r  les t e rmes  en z ~ car  seuls ils donnen t  une valeur  

o dans  l ' int4grale.  

Ce numdra teu r  s'~cri~ 

d n--1 

Z Z f s  ~r ,*#j v 
v= 1 It=l 

somme double dans  laquelle sont  g envisager  les indices tt et  ~ tels que t t ~ ,=n .  

Lorsque n=pq ( q =  I, 2 , . . .  ~ )  on d e v r a  avoir  

~av--~pq avec v ~ d et  /~--<pq-- I ,  

devan t  diviser pq, et p ~tant  premier ,  v e s t  ngeessa i rement  une puissance de p .  

D ' a u t r e  p a r k  v devant  8tre _<d, je dis qu 'on  ne peu t  avoir  que v =  i ou ~ = p .  

Mon~rons en effet que p~ > d, c 'est-g-dire que, p ~tant  le plus g r and  nombre  

premier  --< d on a 

d >_p > V-[[. 

Repor~ons-nous pour  eela au thdor~me c~l~bre de Ber t rand-Tehebichef  sur 

les nombres  premiers :  

Pou r  tou t  ent ier  x >-- 7 il existe au moins  un nombre  p remier  ~ sa t i s fa isant  g 

X 
- ~ ,lff ~ X - - 2 ,  
2 

ou b ien  pour  tout  ent ier  d--> 5 (en posant  x - - 2  = d) existe au moins  un  nombre  

premier  "~ pour  lequel 
d 
2 

Or il est  visible que pour  tou t  ent ier  d on a 

done 
- 2 

i + d > v  ~. 
2 

d 
+ - > o  

4 
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P a r  suite pour  tou t  d >  5 existe au moins  un nombre  premier  ~ tel  que 

Vii  < ~r < d, 

le plus g rand  nombre  premier  p--< d est alors tel que 

1/d < p .<- d. 

Reste  "2 v6rifier la propri~td pour  d = 2 ,  3, 4- Or pour  d = 2  on a / ) = 2 ;  

pour  d = 3 ,  P = 3 ;  pour  d = 4 ,  1)=3,  elle est done toujours  vraie. 

On a done bien toujours  1 ) < d < p  ~, par  suite v--<d et diviseur de pq est 

n~cessairement  I ou p .  

Or v =  I est impossible car  il f audra i t  it=1) q et on dolt  avoir  !t ~.-pq--I. 
Rest~ seulement  v = p  

~$ ~ 1 ) q - - 1 .  

P a r  consdquent  on a 

a~,q = A p q  - -  f p % q - 1  

formule  valable pour  q =  I, 2 , . . .  Ec r ivan t  les formules  cor respondant  aux  va- 

leurs 1 , 2 , . . . q  de q on a 

l ap = Ap  - -  f p a l  

�9 ap, -= Ap, - - f ray  

mul t ip l ian t  l ' avan t  dernigre (rang q - - I )  pa r  - - fp ,  la pr6cddente par  (--fv) "~, la 

premiere  [rang q - - (q - -1 ) ]  par  (_fp)q-1 et a jou t an t  membre  '2 membre  il reste  

al,q = Apq - -  x4pq-lJj ,  + 2~pq-2jl~ --[-... --t- ( - -  r~q--l zt k'.9--1 _1. (__ l)qa,  f q  

ou encore 

car a I = A t. 

Nous 

a p q = ( - - l ) q f  q A , - - ~  + f~ 

aurons  une borne sup~'ieure du rayon Q de convergence de la s~rie 
oo 

associ~e q)(z)=~__janz" en ~tudiant  la suite part iel le  
1 



Sur un d6veloppement des fonctions holomorphes. 289 

car 6videmment 

o r  

1 

I%ql ~q pour q = I ,  2 ,  . . . oo 

1 1 

_I __ lim [a.[ ~ ~-- iim laf[~; 

.1 ] A vq ir, q q Av Av' . " + ( - - I ) q -  �9 
i ~ W  =lf~i ~ A I - ~ ;  + j~ - f~ 

Envisageons l'expression 

Ap Apt . . . - [ -  ( _  i ) q ~ , q ,  

s; 

- - I  
e'est la valeur pour x - - - - ~ -  du polynome 

A~ + Avx + A# x  ~ + " + A pqxq 

lequel comprend les q + I premiers termes de la s6rie enti~re en x 

Z Apq x q . 
q=O 

Par hypoth~se, la fonetion F ( z ) =  ~ Anz" est holomorphe dans un eercle 

de centre o de rayon d > ] .  Done 

, ,  ( ; )  l im[A.[  7 ' = ~ < I  et par suite [A.[< +e 
n~oo 

pour n > n o(e). 

Pax suite 

pq 1(; ) 
[Avql ~ < + ,  q pour  q > qo(*) 

I 
et comme ~ peut ~tre choisi assez petit pour que ~ + ~ < i on a 

37--29643.  Acta rnathematica. 

1 

l ira [ Apq I q = o .  
q ~  oo 

54. Imprlm~ lo 30 avril ]930. 
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La  s6rie en~i~re 

Z Apq x q 
q~.O 

converge donc quel que soit  x ,  c 'est  une fonct ion enti~re que nous appel ierons A (x). 

P a r  suite l 'expression 

.t~, ' / ; ,  .t;~ 

a une limif~, pour  q = or et c 'est  le nombre  

- -  ~ 

On voit  ensuite a is6ment  que, s i ~  ~ o  on a 

1 

l i . ,  I a~ql~  q =:  i .  

Lorsque a - ~ o ,  on ne peut  pus toujours  aff i rmer que 

1 

I A I AI, Ar . . . .  A-pq lp-[l 
- -  l i ~  + J~;, '-]- ( -  I)q -flq~ - 

a pour  l imite l 'unit~ ear  la parenth~se tend vers z~ro lorsque q - ) o r  

En  d~finitive, lorsque A I ~ o on a > I c 'est&-dire 0 -  < I ;  mais  
# 

comme on sait  que Q > x  on en conclut p = I  et par suite R = I .  
La fonct ion enti~re 

o o  

Y, A~ x~ - A (~) 
q=O 

ne d~pend que des coefficients Apq de la fonction do~u6e F(z) .  

fp est  un coefficient de la fonct ion f(z) qui est compl~tement  ind6pendante  

de F(z).  
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Le cas gdn~'al est doric A~'-f,;~t ~ \  ~ o  e t p a r  suite R - - I .  

Et  l 'on a en m~me temps  une condition n3cessaire pour  que R > I ,  c 'es t  que 

- -  = o, p ~tant tout ~ombre premier  < d  tel que p ~ > d ,  ear e 'es t  1~ 1~ seule 

propri&~ de p qui a ~t~ utilis~e. 

Remarque.  - -  I1 va. sans dire que, dans ce qui precede, il f au t  supposer  

f v  ~ o,  ce qui est le cas gfin~ral. Si ] 'on avai t  f~----o pour  tout  hombre  premier  

p tel que p < d < p  ~ on aura i t  apq - -Apq .pour  g-~ I, 2, . . .  

Donc 

1 1 1 

l im [avq [i, ~ = lira [Avq 17,q --< lira [A .  [;~ ~ ,~I 
q~oO ~I~O 91~oO 

et on ne pour ra i t  en gendral  conclure aut re  chose que R--< Q--< d, r~sul ta t  banal.  

Nous revenons  d 'a i l leurs  sur ce cas dans l '&ude  suivante  du cas off f ( z )  est enti~re. 

Exemple  simple d 'un cas o~ ~ > I, R ~ I, J~z) polynomc. - -  Consid~rons 

2' g~ gn 
F ( g ) ~ 3  ~zI  ~ 3I § 3 3 + 3 'a §  § 3 n~-I §  

et le po lynome f ( z ) -=  z + z 3. 

Formons  le dfiveloppement F(z)  : a o + aj.f(z) + a, . f(z ~) + ... + a , f ( z  n) + . . . .  

I I 
On a ais~ment  3 . , k :  a2k--1 et 3i~.-+~ ~ ak + a2~.. On t i re  de 1~ les ag.q pour  route  

valeur  posit ive de q 

a~q = 3 3 v'-~ + +- " 

I 
En posant  ). ~ il vient  

3 

Or, 's cause de )37, > ).,~+1 on voit  que la s~rie entre  parentheses  est altern~e, donc 

I 2 

9 3 
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Donc 
1 1 

77s = < l a ~ l ~  < (~' ')~ = ~ "  

P a r  suite 
1 

lira I a2q Pq = I 
q = ~  

o o  

ce qui prouve que le rayon Q de la s~rie ~ a , ~ z "  n 'es t  pas ~ I. Donc il est 
O 

n~cessairement = I et par  suite R =  I ,  bien que sur le eerele I z l =  I la somme 

P(z) de la s~rie form~e n 'a i t  aucune singularitY. 

b) 9~z) est une transcendante enti~re. D~montrons main tenan t  que, f(z) ~tant 

une fonet ion t r anscendan te  enti~re, le rayon R de convergence uniforme de la 

sdrie (1) fournie par  F(z) est en gdn~ral ~gal ~ un. 

En  ver tu  de l '~tude directe fai~e au chapitre  I on a vu que R ne peut-Stre 

> I  que si la fonct ion assoei~e (2) ~ ( z ) =  ~ a n z  n e s t  une fonction entib'e (Q= r162 

condit ion ndcessaire, mais non suffisante. 
1 

I1 suffi~ alors de t rouver  une suite de coefficients a,, i tels que l anil~ ne 

tende pas vers z~ro pour  aff irmer que ~ n 'es t  pas enti~re, et par  suite R - ~  I; 

p ~tant un nombre premier  quelconque, envisageonsles  al, q pour  q = o ,  ~, 2 , . . .  

et  reprenons  

a,, --  A , , - -  I i" a,.f(z) * ... + a~- l f ( z  ''-1) dz  
2 ~ i  j zT~+ 1 

C 

a v e c  

0 1 

le num~ra teur  de l ' int~grale est 

o o  n - - 1  

i " - - I  ~I 

Les termes en z n (les seuls int~ressants) sont donn~s par t ~ = ~ l = p  q. 
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On a ndcessairement  les valeurs  

== I ,  p ,  p~, . . . p q - a  

auxquelles cor respondent  

q--,) v - -  pq, pq'-l,  p -, . . . p;  

ce qui donne pour  q :=o ,  I, 2 , . . .  r162 

A q = a, fpq + apfpq-1 + av, fvq--,,.-i-... + avqf, 

On pour ra i t  t i rer  de lg apq en fonct ion de ax, a p , . . ,  avq_~. 

ferons pas. 

" Consid~rons les 3 s~ries entigres 

4 ~  

q--O 

a (x) -~ Z avq xq 
q=O 

ar~ 

A (x) = a,,o  
q--O 

la re la t ion pr6c6dente prouve que la 3 0 est le produi t  des 2 premibres.  

donc, si elles on~ un cercle de convergence  commun,  

a(x) .  i (x) = a ( x )  

et  

que les s6ries ~(x) et A(x )  convergent  dans  un c e r ~ i n  cercle au tour  de o. 
1 

Or jr(z) ~f~nt une fonct ion en~i~re on a l im Ifvqlp q -~ o.  
q~ao 

Donc  
1 

l im ] f , q ~  -~ o 
q~ao 

dt fort iori ,  par  suite ~(x) es~ une fonct ion enti~re. 
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car  f~ = I .  

Nous  ne le 

On au ra  

comme  ~ ( o ) =  I, a ( x ) =  A(x )  ~ ] .  clans un cer ta in  cercle au tour  de o, ~ condi t ion 
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D'autre  

~ > z  o n a  

part  

a5 

: :  A . x "  
0 

6taut convergente dans un cercle de rayon 

par suite 

1 
- I 

limlA,,l '* --~ done 
? t ' -  oO 

1 

l imlA~qlv  'i < I q = ~ r  - -  ( ~ < :  I 

1 

lim ] A~q  ] )j = o 
q : o o  

et A (x) est aussi une fonction enti~re. 

Donc la relation a ( x ) -  A(x) (x) est valable dans le cercle de centre o de rayon 

passant par le z&o de ~(x) le plus rapprochd de l'origine qui n'appartient pas ~ 
A(x) avec le mSme ordre de mult ipl ic i~.  

I 

Nous allons en d6duire que J aqlpq ne tend pas vers z6ro pour q = r 1 6 2  

(d'ofl resultera R =  I). En effet ~ 6rant le r~yon de convergence de a(x), il existe 

toujours une suite d'indices croissants q~, q ~ , . . ,  q,, . . .  tels que 

1 
I 

l i m [ a  v ~ . l q . =  9. 

Pour  ces indices q, on aura  

1 

lira ]apq n [pqs = I 
?1 ~ 00 

I 
lorsque ~ # o c'est-s ). fini ce qui prouve bien que ~(z) n 'est  p ~  en g6n6ral 

une fonction enti~re, et par suite, en g6n6ral R ~  I. 

I1 r6sul~e aussi de ce qui pr6c~de que R ne peut 8tre > I ef ~(z) ne peut-Stre 

enti~re que si ~=~ 0r (condition n6cessaire et non suffisante) c'esVs que si la 

fonction donn6e f(z) et la fonction ~ repr6senter F(z) sont relies que les 2 fonc- 
tions enti&e* ~(x) et A(x) auxquelles elles donnent naissance, sont, quel que soit 
le hombre premier p choisi, divisible, l'une par l'autre, de mani~re que le quo- 

tient ~ )  soit une fonction enti&e. 

La m6thode suivie dans le eas off f(z) esg un polynome de degr6 d, 
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(p<--d<p ~) est un cas particulier de la pr6c6dente, pour lequel ~(x) se r6duit 

i-r et la condition n6cessaire pour que R > I  A ( f ~ )  , - -  ~-o est bien un cas 

particulier de la condition trouv6e pour le cas off f ( z ) e s t  une transcendante 

enti~re. 

I1 est clMr que duns le cas particulier off les fpq seraient nuls pour tous 

les nombres premiers p, la m~thode ne nous apprendra rien. 

Conclusion. - -  Ce qui pr6c~de suffit ~ montrer qu'en gdndral, si ~ > I ,  le 

rayon / t  sera 6g~l ~ I e t  par Suite la sdrie (I) aura un. domaine de convergence 

uniforme moins 6tendu que la s6rie de Taylor. Au contraire si ~ g I, la s6rie (I) 

et la s~rie de Taylor ont le m6me domaine de convergence uniforme. 

Mais un changement 616mentuire de variable peut nous ramener s ce cas 

--~ I, si F n'est pas une fonetion enti~re. 

Posons en effet z : ~ u .  Alors au domaine I z [ ~ d  correspond [u[-- ~ I. Soit 

F(Su)=Fl(U) ,  F~(u) admet une singularit~ au moins sur ]u ]=  I. 

Formons la s~rie (~) relative a la fonction F~(u) 

F,  (u) ~- a o + a~f(u) + a~f(u ~) + . . .  + anf(u n) + " "  

avec 

f F,(u) a n  - -  2 7~ i  

-- ao -- a,f(u) . . . . .  a'-'f(u~'--l) du 
~n+l r < I .  

EUe convergera absolument et uniform~ment s l'intdrieur du cercie l u l :  I. 

Donc la s6rie 

oo  4 )§ ((7) ~ + + a n f  ~ + " "  

convergera ~bsolument et uniform~ment vers F(z) ~ l'extdrieur du cercle Izl < 3, 

pass~nt par la singu.larit.6 de /~'(Z) la plus voisine de l'origine. L'inconv6nient 

est qu'il f au t  eonnaitre ~ pour former le d6veloppement pr6c4dent (car le calcul 

des an d6pend du choix de 3), ou tout au moins une limite sup6rieure ~ de ~, 

car le ehungement de variable z = i u  duns F(z) donneru aussi une fonction 

F (u)=F(Zu) pour luq elle il y uu moins an point singu er de module <-I, 

et s laquelle s'uppliquent les m4mes consid6rations qu'~ F~(u). 

Nous espgrons revenir prochuinement sur le cas des foncfions enti6res F(z). 


