SUR UN DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS HOLOMORPHES.

PAR
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Introduetion.

Jle) est une fonction entiére de z, et on suppose flo)=o0, f'(0)7 0. Sans
restreindre la généralité on pourra supposer f'(0)=1. Comme cas particulier
J(2) pourra étre un polynome. »

Les an (R=o0,1,...) étant des comstantes complexes quelconques, envisa-
geons la série

(1) ' ay+ a fl2) + a fle) + - + anfle™) + .
Dans le 1°" chapitre nous étudions la convergence de (1), les a, étant donnés

L
a priori.  On est conduit & associer & (1) la série entiére (2) D) aqz" dont le rayon
n=0

de convergence est ¢ qui peut-étre nul ou infini.

Si ¢g=1, la série (1) converge absolument dans |z| < ¢ et uniformément dans
tout cercle || <p—¢ (¢>o0 arbitrairement petit). Hors du cercle [z| <g¢ Ia série
(1) diverge pour ¢ <|z|]<1; de plus si f(¢) est un polynome, la série (1) diverge
aussi en tout point z ou |z|>1 et si f(z) est transcendante, les points de diver-
gence de (1) sont denses partout hors de |2]=1 mais il peut y avoir des lignes de
convergence uniforme hors de |z|=1, ces lignes ne peuvent d'ailleurs étre cou-
pées en plus d'un point par toute circonférence |z|=r>1.

Sie>1,il y a2 cas distincts:

a) fle) est un polynome de degré d: alors (1) converge absolument dans
1 1 1
|z| <¢? et uniformément dans |z| < ¢?—e, elle diverge pour |z|> ¢%;
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b) fl2) est une transcendante entiére: alors (1) converge absolument et uni-
formément dans |z]<1. La convergence uniforme n’est possible dans une aire
extérieure & |z|=1 que si g= » (condition nécessaire, non suffisante).

Donc si ¢ est fini, les points de divergence de (1) sont partout denses hors
de |z|=1, mais il peut y avoir, hors de |z|=1, des lignes de convergence umi-
forme coupées en un seul point par toute circonférence |zI:7'> 1.

8i g=o0 le domaine de convergence uniforme de (1) est un cercle |z| < R,
¢’est-a-dire que (1) converge absolument et uniformément dans tout cercle |z] < R —e.
Le nombre ER=1 dépend de la décroissance des a, comparée & la croissance de
M(")=Max |f(e")] pour |z]=r>1. Pour que R puisse é&tre >1 il faut que
les a. décroissent assez vite quand #» croit, de maniére que l'on puisse avoir
lanl M(™) < A, A étant un nombre fixe, pour tout » et pour une certaine valeur
de r>1 (alors R=7). Si pour tout r>1, |a,| M(*) n'a pas de borne supéri-
eure quand » devient infini, on a B=1. Hors de |z|]=R on a les mémes circon-
stances pour ¢ infini que pour ¢ fini.

Dans le 2° chapitre on montre que toute fonction :F(z) holomorphe & !'ori-
gine est représentable d'une et d’'une seule fagon par une série du type (1) et 'on
donne une formule simple pour le calcul des @,. La série obtenue convérge au
voisinage de l'origine.

Dans le 3° chapitre on étudie la convergence de la série (1) formée au 2°
chapitre pour représenter F(z) au voisinage de lorigine. Soit d le rayon du plus
grand cercle de centre o dans lequel F'(2) reste holomorphe (distance 4 o du point
singulier de F le plus voisin de 0). Si d=<1, le rayon de convergence uniforme
de (1) sera précisément R=6 et la série (1) a. le méme domaine de convergence
uniforme que la série de Taylor de F. Si d>1, le rayon R de convergence
uniforme de (1) est en général égal & 1. C'est seulement pour des fonctions F(z)
trés particuliéres, liées & la fonction f(2) de la représentation, que 1'on peut avoir
R>1. On donne des conditions nécessaires, mais non suffisantes pour reconnaitre
si le rayon R d'une fonction F' donnée est > 1.

Par conséquent, pour d >1, le domaine de convergence uniforme de la série
(1) relative & une fonction F(z) donnée est en geméral plus petit que. celui de la
série de Taylor de F(z).

Comme conclusion, c'est seulement pour 6 <1 que le domaine de conver-
gence uniforme de la série (1) relative & une fonction F(z) quelconque épouse
les singularités de F(z) comme le fait la série de Taylor. On peut d’ailleurs
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revenir au cas de d =<1 en posant z=21x, A étant un nombre positif = d, formant

la série (1) relative & F,(u)=IF(Au), et revenant en suite i la variable z, par la

. . 4 .. o . .
substitution « = . dans la série ainsi trouvée.

CHAPITRE 1.

€

Convergence d’une série Z,a.,l fle™), les a, étant donmés a priori.
0

L. Supposons d’abord |z] <1. Alors lim z2"=0 et on a
n—+x

n
lim f(zn) =1
non £

La convergence de (1) est donc liée a celle de la série entiére
(2) Ayt g+ a2’ + - Fapet+ .

Soit ¢ le rayon de convergence de (2).
a) Si ¢g=o0, on sait que, quel que soit z,, il existe une suite d'indices
7y, Ng, ..., Np, ... pour laquelle

lim Uny £qp = 0.
p=®

2, étant pris en module < 1, on aura, pour la méme suite d'indices

lim ay, fiz}p) = o=.
P
Donc en aucun point 2,7~ 0, de module <1, la série (1) ne peut converger.

Pour z=o0, elle se réduit & son premier terme.

b) Soit 0<<g<<1. Pour toute valeur 2z, de module < ¢, la série (2) est ab-
solument convergente. La série {1} est donc aussi absolument convergente dans
le cercle |z|<o. La série (2) est uniformément convergente dans tout cercle
lel<e—¢ (¢>o0 arbitrairement petit). Il en est de méme de la série (1), de
terme général équivalent. La somme de la série (1) est done une fonction holo-
morphe de z dans le cercle |z|<o<1.

34—29643. Acta muthematica. 354. Imprimé le 29 avril 1930.
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Si T'on choisit 2, tel que o <|z,] <1, en ce point la série (2) diverge et il

existe une suite n,— o pour laquelle lim a, z}p =o. La méme suite 7, donne
p:w

done lim @, flehp) =100 et par conséquent la série (1) diverge en tout point z, de
p=w ~ .

module > ¢ et <1.

Pour |z,]=9¢ il y a doute, la série associée (2) pouvant &tre convergente ou
divergente.

c¢) Soit p=1. En raisonnant comme au § b) on voit que la série (1) con-
verge absolument dans le cercle |2| <1 et uniformément dans tout cercle |z] <1—e.
Sa somme est fonction holomorphe de z dans le cercle |z} < 1.

d) Soit o> 1. Alors (1) converge absolument et uniformément dans le cercle
le]<1.

. M
En effet, lorsque ¢>1 on a, comme il est classique, |a.| < o (1<, <o)

1

pour toute valeur de n, quel que soit g,>1 et <, M étant indépendant de n,
et seulement dépendant de ¢,. Lorsque |¢|<1, |*| <1, par suite | f{z")]< M(1),
en désignant par M(r) le maximum de f(z) sur le cercle |z2|=7r. On a par suite,
pour |z| <1 et quel que soit n,

|anflen)| < 2020

oY
cé qui prouve la convergence absolue et uniforme de (1) dans |z] <1, lorsque ¢ > 1.
La somme de la série (1) est donc holomorphe pour |z] <1 et certainement

continue sur la circonférence |z}=1.

Conclusion. @ étant le rayon de convergence de la série (2) associée & (1), la
‘série (1) converge absolument dans la partie commune aux deux cercles
|zl <1, |z]<e; si o<1, elle converge uniformément dans tout cercle
|z2|<¢—e (¢>o0, arbitraire), sa somme est holomorphe en z dans le cercle
|z] <o, la série (1) diverge (son terme général n’étant par borné) pour
e<lzl<1, pour |z]=¢ il y a doute; si ¢>1 elle converge uniformément
dans tout le cercle |z2] <1 et sa somme est holomorphe en z pour |z] <1,

continue en z sur [z]=1 (nous revenons plus loin sur 'étude pour |z|=1).

II. Ftude powr |zl=1. Nous nous bornons aux cas oi ¢ < 1, puisque, pour

0>1, la série (1) converge uniformément pour |z]=1.
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a) Soit p<1. En prenant g, entre ¢ et 1 (p<<g,<<1) il existera une suite

NP K , s
infinie %, #g, ... 1y, ... pour laquelle |a, |> " , K étant un nombre positif fixe
olp

arbitrairement grand.
Si fle) wa pas de zéro sur le cercle |z]==1 on a, sur ce cercle, |f(z)]>m.

Done

\ K
n
| an,fle )| > o
pour tout z situé sur |z|=1. Le terme genéral de (1) n'étant pas borné, la série
(1) diverge en tout point de |z|=1.
Si f(z) a des zéros sur |z|==1 ceci n'est plus toujours vrai a cause de l'exi-

stence de suites v et de points z pour lesquels z** a pour limite un zéro de flz).
En voici un exemple trés simple. Soit f{z)=2(1—2*) et aa=12". On a ici g=- ; et

pour toute racine { de z*=-1 on a f({*)=o0 et la série se réduit a son premier

2pa M

terme. Aux %k points §=ei v (p=o0,1,... k—1) la série (1) converge. En tout

autre point 2z, du cercle |z]=1, on peut trouver ume suite n,, ny, ... 1y, ...

telle que 2" ait pour limite un point ¢ du cercle |z|=-1 qui ne soit pas zéro de

fl&): fletr) a pour limite f(e)7#o0, la suite des termes an, flehr)=2"pf(2r) tend

vers l'infini et la série (1) diverge. Donc la série (1) n'est convergente qu'aux
2p

k points e k. i

D'une maniére générale montrons que les points oit la série (1) diverge forment
un ensemble partout dense sur le cercle |z]|=-1.

En effet, le rayon de convergence ¢ de (2) étant < 1, il existe une suite

infinie d'indices #,, #,, ... %, . .. pour laquelle

M
Ia"k|>§5if avec 0<g,<1.
2

Choisissons un entier ¢ tel que les puissances de z;,=¢ 7 (lesquelles sont au nombre
de ¢ distincts) ne contiennent aucun zéro de f(z). (Si les arguments de ces zéros
sont tous incommensurables 4 2., ¢ sera.un entier quelconque.) Les zéros de
flz) étant en nombre fini, les points 2%, pour n et ¢ variables, (¢ ayant la pro-

priété exigée) forment un ensemble partout dense swr la circonférence |z|=1.
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Considérons les points & (k=1,2,... =), les n; étant les indices de la
suite précédente. z, étant égal & ¢? il n'y a parmi les £k que g points distincts

auw plus; il existe donc dans la suite n; une suite partielle »',, 'y, ... 0, . ..

telle que

’

n'y — n'.,_.___pnk___,“_
= 2 = = = a
g Zq q

q
a n’étant pas zéro de f(z). Les termes correspondants, dans la série (1), sont

des termes

aw, fle), aw, fla), ... av, fla), ...

M e .
et comme |a.|> —or avee 0, <1 awy fle) tendra vers 1'infini aveec k, donc au
@y F

point zq la série (1) diverge.

Le méme raisonnement prouve qu'elle diverge en tous les points 2y, lesquels,
pour n et ¢ variables, sont partout denses sur le cercle |z|=1.

Par conséquent, lorsque o<1, la convergence de (1), possible en certains
points de |z]=1 lorsque f(z) a des zéros sur ce cercle, ne peut jamais avoir liew
sur tout un are, st petil sort-sl, de ce cercle.

Il serait intéressant de voir si l'ensemble des points de convergence de (1)
est toujours de mesure nulle. La question est liée & celle des suites d’approxima-
tion ‘des zéros de f(z) par les puissances z* d'un méme nombre de module 1, ou
des suites d’approximation des arguments de ces zéros par les multiples d'un méme
nombre, 'argument de 2. Nous n’insisterons pas li-dessus pour le moment.

b) Lorsque ¢=1, les conclusions de a) ne sont plus vraies, la série (1) peut

converger partout sur le cercle |z]=1.
Prenons par exemple a,= 7% Alors ¢=1. Sur le cercle |z| =1 | f{z")] < M(1)

SJ;(;) : elle

avec les notations du § 1, d). La série (1) est alors majorée par Z,

converge donc absolument et uniformément sur tout le cercle |z|=1 et par suite
dans |z|<1. ‘
Au contraire si a,==n»®, on a bien ¢=1 et un raisonnement analogue
3 celui du § 2, a) prouve que les points de divergence de (1) sont partout denses.
Dans ce cas méme, la suite des a, étant réguliérement croissante, la série (1)
N

diverge en tout point d’'argument incommensurable & 27, quelque soit la fonction

Slz) choisie, car si # est d’argument incommensurable & 2, les 2* sont partout
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denses sur le cercle |z]=1 et il existe des suites 1 pour lesquelles a,, f(z"k) devient
infini avec k.

Nous n'entrerons pas dans 1'étude détaillée de toutes les circonstances pos-
sibles, la complexité d'une pareille étude étant aussi grande, an moins, que celle
de la convergence d'une série entiére sur son cercle de convergence.

Remarque. -— Tout ce qui vient d’étre dit dans les § 1 et 2 s’applique évidem-
ment lorsque f(2), sans étre entidre, est holomorphe dans le cercle |z|<1.

III. Etude pour |z]>1. Il est indispensable, ici, de supposer f(z) holo-

morphe® pour |z|> 1 car, { étant un point quelconque de module > 1, les points
1

[* (n=1,2,... ) ont pour ensemble dérivé tous les points du cercle |z]=1.
Si done flz) cessait d'étre holomorphe en (, il y aurait, au voisinage de tout
point 2, (Jz)]=1) une infinité de points z, dont une certaine puissance k™ serait
2¥={ et le terme f(z*) ne serait plus holomorphe autour de z,.

Nous supposons donc f(z) holomorphe dans tout le plan z. Lorsque |z|>1
les 2" tendent vers l'infini et l'allure de la série (1) est trés différente selon que
Slz) admet & linfini un pdle ou un point singulier essentiel. Dans le premier
cas f(¢) est un polynome de degré d qu'on peut écrire

f(Z) :ded +fd-—13d—1 4+t

Dans le deuxiéme cas f(z) est une fonction entiére.

1" Cas. f(¢) est un polynome. — 2" devenant infini avec %, on a
i (Zm) 2 2 - > d :
lim Fozin =1 et le terme général de (1) est équivalent & fy@.2%"; on est conduit
n=w Jd

4 comparer (1) & la série entiére (3) Za@.2%" qui n'est autre que la série (2) ou
z a été remplacé par z?. Par conséquent (3) convergera pour |z¢| < ¢ ¢est-a-dire
1 1
|z] <o et divergera (le terme général ne restant pas borné) pour |z| > ¢”.
Il en résulte, |z| étant pris > 1, que
Si ¢==0 (3) et par suite (1) diverge, le terme général ne restant pas borné.

1
Sio<e<1onao<g<e?<i, par conséquent, pour |z|>1, (3) et par suite (1)

diverge, le terme général ne restant pas borné.
1
Si g=1 on a ¢?=1, méme conclusion pour |z|> 1, (3) et (1) divergent.

' On pourrait encore supposer f(z) méromorphe dans tout le plan z, mais nous ne traiterons
pas ici cefte généralisation.
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Si p>1 on a 1<g;1i<g. Donc, pour 1£|z|<g‘} (3) et (1) convergent absolu-
ment. Et (1) converge uniformément dans |z| <(i'}’—e (aussi petit que soit
¢>0). Pour |z| >g’} (3) et (1) divergent, le terme général ne restant pas
borné. Pour |2|:9‘1 il y a doute.

Ces résultats rapprochés de ceux des § I et II nous permettent de conclure
pour tout le plan z, lorsque flg) est un polynome de degré d et ¢ le rayon de
convergence de la série (2) associée a (1): '

Le domaine de convergence D de la série (1) (et la convergence y est absolue) est
1

alors le plus petit des 2 cercles de centre o de rayons ¢ et ¢?; dans

tout domaine A intérieur ¢ D, la série (1) converge uniformément et sa somme

est holomorphe en z. En tout point extérieur q D, la série (1) diverge, son
- terme général ne restant pas borné.

Les circonstantes sont donc, dans le cas a), assez analogues aux circonstances

classiques qui concernent les séries entidres lesquelles correspondent & d==1,
)=z |

Il n’y a 13 rien d'étonnant car la série (1) peut se ramener a la somme des
d séries entiéres obtenues en remplagant le polynome f(z) successivement par
chacun de ses termes: ce sont les séries

JalZan2®], fa-1]Zan 2907 L [Sane"],

dont les rayons de convergence respectifs sont

tous distincts lorsque o> 1.

Si l'on pose ¢(z) = Za,.z”, @(2) sera holomorphe dans le cercle de rayon ¢
1
et I'on aura

(4) 8(e) = Qan fle") = ay + plo) + fo () + fyp(eY) + - + fap(e?)

. 1
lorsque 2 est intérieur au plus petit des cercles de rayons ¢ et ¢,
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Sur cette forme (4) on remarque que

1°) Si o<1 cest pour le terme @(z) que le cercle d’holomorphie est le plus
1 :
petit, [p(e®) étant alors holomdrphe dans le cercle de rayon ¢">g|. Les singu-

larités de S(z) les plus voisines de Uorigine sont alors celles de @(z): elles sont si-
tuées sur le cercle de rayon ¢, cercle de convergence de (1), et elles peuvent étre
distribuées de facon quelconque, comme celles de ¢(z).

2°) 8i ¢>1, c'est pour le terme @(z7) que le cercle d’holomorphie est le
1
plus petit [car @(z") est alors holomorphe pour |z| <" <], et les singularités de

S(e) les plus voisines de Uorigine sont celles de @(2): elles sont distribuées en

étotles réguliéres 4 d sommets, [tout point singulier { de ¢(¢9) étant accom-
1
pagné de tous les w({ (w?=1)] sur le cercle de rayon ¢*, cercle de convergence

de (1). Ces singularités ne peuvent pas étre quelconques, comme on le voit. Cest
la un phénomeéne tout & fait nouveau, dont la répercussion sur la représentation
des fonctions holomorphes par des séries telles que (1) est considérable, ainsi
qu'on le verra plus loin.

Mais, dans les 2 cas qui précédent, la somme de la série, holomorphe & Uin-
triewr du domaine D, présente toujours un point singulier aw moins sur la circon-
férence de D.

2° Cas. f(2) est une fonction entiére transcendante
Se)=z+fil? + -+ fedh+ .

Reprenons la série (1) Za,f(2").

I1 'y a ici une différence essentielle avec le cas ol f est un polynome.
Lorsque, |z| étant pris > 1, » devient infini, f(z") w'est équivalent & aucune puis-
sance de z, d'olt la trés grande irrégularité de la convergence de (1) pour |2|> 1.

- 1°. Montrons que si la série entiére associée (2) a un rayon de conver-
gence ¢ fini ou nul, la série (1) me peut pas converger dans toute une aive, si
petite sost-elle, extériewre au cercle unité, c'est-d-dire que les points de divergence
de (1) forment un ensemble partout dense hors de [z]=1.

En effet, les termes de (1) étant holomorphes dans tout le plan, il résulte
d'un théoréme classique d'Osgood (Annals of Mathematics 2° série, t. III) que,
dans toute aire on (1) converge, on peut trowver une aire incluse ot (1) converge

uniformément. Par conséquent, si l'affirmation précédente n’'était pas vraie, la
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série (1) devrait converger uniformément dans une certaine aire extérieure a |z|=1,
et par conséquent swr un certain arcy du cercle |z|=g¢,, pour une valeur conve-
nable de ¢,> 1. Quel que soit z sur cet arce, on aurait donc |a., f{c")| < M, M fixe,

quel que soit n c'est-a-dire

|f(5 )l < Ianl-

Or, la série (2) ayant un rayon de convergence fini ou nul, on a

n

lim l’fl_anl =a>0

c'est-d-dire qu'il existe une suite d'indices indéfiniment croissants n,, wy, ... 2, . ..

pour lesquels
1
1 nL. —
lim | gy, | = «
k~=m

et par conséquent, «, étant >0 et <«,

1
| an,|™ >

a partir d'un certain rang qu'on peut, sans restriction supposer étre le premier.
On a, pour cette suite,
|a,,k| > apk.

Done on aurait

M
115 - . —_
|fle k)|<“,l,k (pour k==1,2, ... o)
quel que soit z sur un certain arc y du cercle de rayon ¢, > 1.
, log »:.
Nous poserons, pour abréger, 7= g7 donc i = 28Tk,
log ¢,
Lorsque 2z décrit y, si petit qu'il soit, 2% décrira wun arc du cercle de rayon
11 quz recouvrira tout le cercle, dés que ny sera assez grand.
Par conséquent, pour % >k,, on aura
. M
M) < =

ny.
ack

M () désignant le maximum de |f(2)| sur |z]|==1.
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Or
log ry. log o, . 1og 1y, log &
(‘("'k - allog [CRET log o, — _rklog o1
Done
M
W) o L i
m (7 k) < oga,
7.k10g a

Les 7 grandissent indéfiniment avec k, M(ri) serait borné supériewrement par une
certaine puissance de ry, ce qui nm'est possible que st f est un polynome de degré <a
I'exposant de cette puissance, par consequent notre théoréme est démontré.

Le théoréme d'Osgood invoqué repose sur ce fait essentiel que, si la série
(1) converge dans une aire D), il existe une aire D,, intérieurs & D, ol la somme
S, des n premiers termes de (1) reste bornée quel que soit n. Ce dernier fait reste
vrai si I'on envisage, non plus une aire D en tout point de laquelle (1) converge,
mais un arc continu quelconque C de courbe x=x(t), y=y(t) pour a<t=<b. 8i
sur C, la série (1) converge, on peut trouver sur C un arc partiel C,,correspon-
dant & @, <{<b, (a<a,<b, <b), sur lequel |S,(z)| reste borné quel que soit #,
et aussi, par conséquent a,j(z") terme genéral: |a, f(z*)] <M quel que soit z sur
C, et I'entier n. Or il est aisé de voir que C;, qui ne peut étre fermée en vertu
de la démonstration qu'on vient de faire pour le cas des aires, ne peut alors étre
coupé qu’'en un point par toute circonférence de centre o.

En effet, si C; était rencontré en plus d'un point par une certaine circonfé-
rence y de centre o et de rayon r, il y aurait un arc AuB de C,, allant de 4 a B
(points de y) et sur lequel, par exemple, le rayon vecteur serait constamment > 7.
A et B sont distincts puisque €, n'est pas fermée et ne contient pas d’arc fermé.
Les points A et B étant distincts et, comme C,, extérieurs & |z|=1, on voit
que, pour n suffisamment grand, la courbe décrite par 2z, quand z décrit l'are
AuB, comprend une courbe continue fermée que nous désignerons pas C? et qui
entoure complétement le cercle de rayon 7. '

En raisonnant comme précédemment sur la suite partielle n,, ny, ... 9%, ...
pour laquelle

| @u,| > e >0,

on aurait, sur C,,

ey < 2,

"y
alk

35—29643. Acta mathematica. 54, Imprimé le 29 avril 1930,
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et par conséquent, puisque C% entoure le cercle de rayon 7™,

M () < —J"E
alk
et 'on conclurait comme précédemment que f(z) est un polynome.
De ce qui précéde résulte que: en un point {, extérieur & |z|=1, &'l passe
un arc de courbe C, de rayon vecteur croissant (ou décroissant) i partir de vC ,
sur lequel la série (1) converge uniformément, (ou simplement sur lequel le terme
général a, f(c") reste borné quel que soit »), ¢l n'en existe pas d'autre ayant les
mémes propriétés. (Car l'ensemble des deux ares constituerait une courbe ayant
les caractéres de l'arc AuB qu'on vient d’envisager, et dont l'existence est im-
possible lorsque f(z) est une transcendante entiére.)

@

. . . \ . .
Conclusion. TLorsque la série associée (2) D\ anz® west pas une fonction entiére,
- .

son rayon de convergence ¢ n'étant pas infini, la série (1), o f(2) est une
Jonction transcendante entiére, ne peut pas converger hors de |z|=1 en tous
les points d'une aire, si petite qu'elle soit; les points de divergence de (1)
Sont, hors de |z|=1, denses partout. De plus la convergence wuniforme de
(1), possible sur certains arcs de courbe extérieur & |z]=1, ne peut avoir
lien que sur des arcs de courbe coupés en wun seul point par toute circon-
férence de centre o (arcs & rayon vecteur monotone).

Exemple. On peut aisément former des exemples od (1) converge absolu-
ment et uniformément par exemple sur toute une demi droite issue de o, fl2)
étant une transcendante entiére.

i3
Prenons f(z)=1—e“=z+ - +(—1)""Z +... et formons la série (1)
n!

DS

K\)!H

Le rayon de convergence de (2') associée & (1') est o =2.
Lorsque z est réel et positif, 2 I'est aussi. Done, pour tout z>0 o<e™™" <1
et o< fle") < 1.

I

X
La série (1) Z, e

- f(e") est, quel que soit 2z réel >0, majorée par
1 .

I
2"

Done (1) converge absolument et uniformément sur fout Uaxe réel positif.
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Soit z=r¢' hors de V'axe réel positif et extérieur & |z|=1;7>1.

Si w est commensurable & 27, les multiples nw forment une suite réguliére
périodique (mod 27) dans laquelle une infinité de termes sont compris entre
7:- et 3;— (mod 2 7), par exemple tous les termes de la forme w(n, + Ap),
P»P=1,2,3 ... et L et n, ayant une certaine valeur entiére: posons n,=n,+1p,

tous les w(my+ ip) sont congrus (mod 27z). On aura

/‘(an) =1 -— e_z"p [ — e—r1'1’ cosn @ c-—ir"p sinnpw

Les w(n,+Ap) étant congrus (mod 27) 4 un nombre compris entre Z et 3:,

cos n,w a une valewr fixe négative.
Done

n, . n .
¢ Peosmpe — gar'P (3> 0) pour tout entier p>o,

|f(e")| > eor'? — 1
et

_,I f( 2 )

2"

Lorsque p» croit indéfiniment, le 2° membre grandit aussi indéfiniment, donc la
série proposée diverge au point z.
Si w est incommensurable & 27 on peut, comme il est bien connu, trouver

une suite indéfiniment croissante d'entiers n, pour lesquels

npw = —7 + & (mod 27),

#, tendant vers zéro lorsque p devient infini.
Il en résulte

f(z"p) =1 — er"p cos &y of "Pain & .
Donc

> er"!‘(l__,,l) — 1

1
——— N, -
2% f(z p) 2%

n positif arbitrairement petit dés que p est assez grand.
Et par suite la série (1) diverge encore au point z.
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@

La série ( Z [ pr oposée converge donc absolument et uniformément dans
1

Uensemble fermé constitué par le cercle |z| <1 et tout Uaxe réel positif. Hors de
cet ensemble elle diverge, le terme général ne restant pas borné.

2. Supposons maintenant que la série associde (2) Zanz" converge dans
1

tout le plan. Sa somme @(z) est une fonction transcendante entiére.

Nous désignerons comme précédemment par IM(r) le maximum de |f(z)]
sur Jz}=1r.

Nous savons déja que la série (1) Za.f(2") converge uniformément dans le
domaine |z]=<1. Supposons qu'elle converge en tous les points d'une certaine
aire I) extérieure a |z]=1, elle converge alors uniformément en tous les points
d'une aire convenable D, intérieure & I), et en particulier sur un certain arc de
cercle 7 ayant son centre en o et pour rayon 7,> 1.

On a done quel que soit z sur y |a,f(z")| < A pour tout entier ». Or, pour
n= N assez grand 2" décrit tout le cercle de centre o de rayon +* [N dépend de
I'angle au centre correspondant & y| par suite |f(z”)] prend en un certain point
de y la valeur M(r?), c’est-a-dire que 'on aura, pour tout n=N

fan | ME3) < 4

4
lanl < gy

Il en résulte que (1) converge absolument et uniformément dans tout cercle.
|zl <7 <r, quelque voisin que soit + de 7.
En effet on aura, dans le cercle |z| <, |f(e")]|<M("). Done

Janfler)] < A gy

~—

[

-

La série (1) est donc majorée par la série A Z qui converge plus

LM (7 Zf)

. ) . ’ T . ”
rapidement qu'une progression géométrique de raison - <I.
[
Cela résulte de ce que, f(z) étant nulle & l'origine, avec f'(0)=1, la fonec-
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'@, holomorphe dans |z|<gz", atteint le maximum de son module sur
SUE(?'") - ?’R (’L))

“ -, cest-a-dire
: ’

tion

|z] =#%; donc pour 1" <" on a

T . L . o fr\e
La série majorante converge donc plus rapidement que la progression (7) .
. . 0

Nous allons, comme dans la théorie des: séries entiéres, diviser les nombres
positifs en 2 classes:

1°. Si pour une certaine valeur r, de 7 tous les |a.|M(?) sont bornés su-
périeurement quel que soit # par un nombre positif 4, il en sera de méme pour
les |an|M(™) quel que soit »<ry; car M(") < M(?) pour » =<7, quel que soit 7.

2°. Si pour une certaine valeur i, de 7, les | @] M (") n’ont pas de borne
supérieure commune, il existe une infinité d’indices croissants Ny, gy o e Ny - - -
tels que ‘ ’

Lim @y, |MM(2) = + oo,
k= -

Alors, quel que soit ' =/ on aura aussi

lim |an |MOG""k) = + o0
k=w

donc 'ensemble des |a.|M(’") ne sera borné supérieurement pour aucune valeur
de 7' =4/,. ' ’

La 1% classe comprendra tout nombre » pour lequel I'ensemble des |a,|3(»")
a une borne supérieure finie.

La 2° classe comprendra tout nombre ¢/ pour lequel cet ensemble n’a pas
de borne supérieure finie.

Tout nombre positif » appartient & 'une des 2 classes. _

Tout nombre de la 19 classe est inférieur & un nombre quelconque de la
2¢ classe. ' , T

Par la coupure précédente nous définissons un nombre R séparant la 1%
classe de la 2¢; B peut étre le plus ‘gra.nd nombre de la 1°™ classe, ou le plus
petit nombre de la 2° classe. Quel que soit+ < R, on pourra insérer entre r et B

un nombre r, de la 1% classe et, en vertu, d'un raisonnement fait précédemment
o b] ]
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la série (1) converge absolument et wniformément dans ftout cercle |2] < R — e (& posi-
tif arbitrairement petit). Pour tout z de module r < R |a,IM(r")| tend vers zéro

I . . N . .
avec . Au contraire, tout ' > R appartient a la 2° classe, il est donc impos-

sible que sur un arc du cercle |z|==7", si petit soit-il, les termes |anf(2")| soient
tous inférieurs 4 un nombre fixe, donc ‘sur cet arc la série (1) ne peut pas con-
verger uniformément, son terme général ne restant pas uniformément borné.
A Vextérieur du cercle |z|=R les points de divergence de la série (1) sont partout
denses, (car si une aire D extérieure 3 |z|=R n’en contenait pas, elle renferme-
rait un arec y de rayon +' > R sur lequel (1) convergerait uniformément ce qui est

impossible puisque ¢ est de la 2¢ classe.

Le domaine de convergence uniforme de (1) est donc le cercle de centre o, de rayon R.
Hors de ce cercle, la série (1) peut avoir des lignes de convergence wniforme
mais non des domaines. Le nombre R est, bien entendu, au moins égal & un.

[En procédant comme on I'a fait au n° 1 précédent, on verrait aisément que
les lignes de convergence uniforme de (1), extérieures & |z]= R ne peuvent &tre
coupées qu'en un point par tout cercle de centre o de rayon »> R.]

Un exemple de ligne de convergence uniforme extérieure au domaine |z| < R
s'obtient en modifiant légérement 1'exemple formé au n° précédent.

On prendra encore flz)=1—e*. Alors M(r)=e"—1. Prenons pour an
précisément les nombres '

an = ¢ &" R nombre > 1.
Alors ;
1° pour |z|<r<R on a |anf(e")|<e F"M(") <e K"+

JanflM)| <e . [1_(1%)"]
et la série (1) est majorée par la série trés convergente -
e LR? o<Ai<I.
2°) pour 2. quelconque ‘réel et positif on aura
an fla") < e=E"

car f(2") est alors <1 et la série (1) converge absolument et uniformément sur

tout I'axe réel positif.
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3°) pour z=ré¢" non situé sur l'axe réel positif w0 (mod 27) on aura

comme on l'a déji vu, une suite indéfinie n,, n,, ... n,, ... telle que

[£lzmp)] > e2™® —1 avec a>o0

dés que p est assez grand. Le terme d’indice #, de (1) a donc un module

qui grandit indéfiniment avec n, lorsque r > R.
La série (1) diverge donc hors de |z]=R pour tout point non situé sur
I'axe réel positif.

La série )¢ %" (1—e ") posséde donc un ensemble de points de conver-
1

gence, composé du cercle |z] < R et de tout l'axe réel positif.
Dans tout domaine fermé intérieur i |z|=R et prolongé par l'axe réel

positif la série converge absolument et uniformément.

Conclusion de I’étude de la convergence.

L'étude faite en dernier lieu nous a conduit pour déterminer le rayon R de
convergence uniforme de la gérie (1) a séparer les nombres » > 1 en 2 classes
séparées par R:

La 1% composée des 7 pour lesquels |a,M(1")| reste borné supérieurement.

La 2¢ composée des » pour lesquels |a,M(r")| ne reste pas borné supéri-
eurement; on observera que ce cretérium reste valable pour » <1, car, pour r <<1I,

M ()

lim - =1

du fait que f'(0)=1.

Nous résumerons ce chapitre en disant que:

La série (1) converge absolumsent et uniformément & Uintérieur d'un domaine circu-
laire de centre o de rayon R. R sépare les nombres positifs r pour lesquels
fan IR (r")| est borné supériewrement de ceux powr lesquels <l ne Uest pas. Hors
du cercle |z|==R la série (1) peut avoir des lignes de convergence uniforme,
mats non des domaines. Les points de divergence de (1) sont partout denses
hors de |z|=R. R sera dit rayon de convergence uniforme de (1).
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Nous n'insisterons pas davantage ici sur la détermination du nombre R qui
dépend de l'allure de a, pour »= o et de celle de M(+"). On pourrait, en en-
visageant la fonction inverse de () donner, pour la détermination de R, une
régle analogue a celle de Cauchy-Hadamard pour le rayon de convergence des
séries entiéres (mais beaucoup moins simple). Nous nous bornerons pour I'instant

aux indications données dans les numéros précédents:

: x
Soit ¢ le rayon de convergence de la série associée (2) Zu,lz".
0

1°. Sig9g=<r1 ona R=yp.
2°. Sl 1<<p<<cc on a

1
IRZQJ si f(¢) est un polynome de degré d l On voit que
R=1 si f(¢) est une transcendante entiére R<o
3°. 8i ¢= o, c'est-d-dire si (2) est une fonction entiére, on a R=1, et la
détermination précise de R exige l'étude des suites |an|M(™) pour r>1. 8l
existe un 7> 1 tel que |a.|IM (") reste borné, on a R=»>1.
Si quel que soit > 1 |a,|M(™) ne reste pas borné on a R=1.

Lorsque f(2) est & croissance régulitre et d’ordre 0 on voit aisément que

R ne peut étre >1 que si p(e)= Za,,z” est d’ordre nul.
1

CHAPITRE 2.

Représentations des fonctions holomorphes autour de Vorigine par des séries
de la forme Za,f(2").

Soit I'(z) une fonction holomorphe autour de l'origine, montrons que, f(¢)

étant donnée, comme au chapitre précédent, on -peut determiner les a, de maniére

o«

que la série g, + Za,. (") converge uniformément dans un certain cercle autour
n—=p

de l'origine et ait pour somme dans ce cercle la fonction F(z) donnée.

1. Déterminations des a.. Unicité du développement. — Si le développe-
ment précédent est possible et jouit des propriétés requises, on aura, dans le
cercle ou converge uniformément la série 3a, f(2") (1)
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F(e)=a, + 2 anfle).
n=1

Si O, est un cercle de centre 0, de rayon » <1, intérieur aux domaines
d’holomorphie de f(2) et de F'(z), et au domaine de convergence uniforme de la
série (1), il est visible que, f(z) se developpant autour de o sous la forme

Sfle)=z+fpe?+ -+ frdk+ .

flz") sera de l'ordre de 2" a l'origine, par suite

Fz)dz fao + a, fle) + as (%) + - + an fle") 2z

Z"+1 Z"+1
c, G
et comme
M

fm;{% dz=2niay,

C,
(5) a b Fle) —ay— a, flz) — a, f(°) — "‘_an—lf(zn—l)dz

n 27[2. Z’ll‘l‘l .

Cr

Les intégrales qui figurent dans (5) peuvent toujours se calculer si C, satisfait
aux conditions indiqués, méme lorsque f(z) n'est pas holomorphe dans tout le plan.

Lorsque f(z) est entiére (polynome ou fonction transcendante), 1'intégrale
qui fournit @, peut se calculer en supposant seulement que C, est intérieur au
domaine d’holomorphie de F(z), méme si r>1, car 2" restera alors toujours in-
térieur au domaine d’holomorphie de f(z).

Par ces formules (5), qui ressemblent aux formules classiques de Cauchy

g, =T _ 1 f Fe)

nl  2a1 | (e—apt?

b

Fin)(g)

l du développement de Taylorb autour de «,

donnant les coefficients A, =

on voit que le développement (1) s'il existe et joust des propriétés indiquées, est
nécessarrement unique. '
' En effet on a

36 — 29643. Acta mathematica. 54. Imprimé le 30 avril 1930.
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aosF(o)——‘—fE(ﬁ)de=Ao

27t

z
CI'
puis
— ;WI‘ F(Z)-ao I 214 _
ay= | =g dz=1"(0)= 4,
G
_ 1 [Fl)—ay—anfle) , _ F"(o) _F"o)_ fo) _
7 i 2 de=— " —ah="Z —ar =4-ah
C’I‘

et, par récurrence, chaque a, est déterminé, sans ambiguité, ni tmpossibilité, en fone-
tion des ¢ d’indice moindre.
On pourrait encore remarquer que l'on a

[Flel=so=aund e an-lf(z"—»]

s+l

a, = lim
z=0
comme on le fait pour les séries asymptotiques, mais le premier mode de calcul

des ax nous parait préférable dans le cas présent.

2. Convergence, au voisinage de o, du développement (1) formé avec les coef-
ficients précédents. Par les formules (5) nous associons & toute fonction F(e)
holomorphe autour de o une suite de coefficients an (=0, 1, ... ») avec la-

quelle nous formons la série
ay + 2 anf(e")
n=1 .

dont nous allons maintenant démontrer la convergence uniforme et absolue dans
un certain domaine voisin de o.

Supposons <1 le rayon » de C,. Puisque C. est intérieur au domaine
d’holomorphie de f(2) on aura dans et sur O,

‘%Z) < 4, et, puisque r <1
1) < 4.
Zn
De méme F(z)z Dl<B

puisque O, est dans le domaine d’holomorphie de Fl(z).
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En tenant compte de ces inégalités dans la formule qui donne a, il vient

|an|, < Br+ Arlall + A72|a1ill + A,.n—llan_ll ‘

Pour simplifier, on peut toujours remplacer A et B par le plus grand d'entre
eux, soot M, et on a ‘

Mr + |a|r +las]r® + - + Janalm ]

] 12

lan| <
® n ‘
Envisageons la série » + ) |a|* et posons s, —r + X |alr*. L'inégalité
1 1
précédente devient:
Sp— n—1 < Msn—l

Sn < Sn—l(I +M)

D'oti, en multipliant membre 4 membre les inégalités tirées de la précédente
en donnant successivement & l'indice # les valeurs 2,3, ..., et observant que

sy=1r(1+ |“1|)

sn < (14 MY =7 (1 +|a,|) (1 + M.

Si 'on observe que a, = F'(0) = lim Fle)—a on voit que |a;|<B=M

z==0 z
donc
so <7 (1 + M)

et, par conséquent,
Z‘[Sn-—l < M(I + M)n-—l .

| an I =~ e 1

Il résulte de 14 que
i
lau]® < M"(I + M)

Par conséquent

fim [afr < LT
n=om r
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Avec les notations du chapitre précédent, ¢ désignant le rayon de conver-

4

gence de la série (2) associée D a.z", on aura
) 1

1

1 . 1+ M
L g P
0 n=w ¥
¢'est-a-dire
”
> .
¢ 1+ M

@

Par conséquent, en vertu du chapitre 1, la série a, + ) anf(z"), formée
n=1

avec les coefficients a, tirés des formules (5), converge absolument et uniformé-

ment dans tout cercle de centre o de rayon Trj_l__—i{, ¢ positif étant aussi petit
quon le voudra — et dans ce cercle, sa somme est égale & la fonetion F(z)
figurant dans les formules (3). c.q.f. d.

Ce qui précéde mne vaut d'ailleurs que pour un cercle C, de rayon =1,
car c'est alors seulement que lorsque z est dans ou sur C,, z* (pour % entier > 0)
est aussi dans C,. Par conséquent, lorsque le domaine d’holomorphie de F
contient le cercle unité, f(z) étant une fonction entiére, les limitations précé-

dentes ne nous renseignent plus sur l'ordre de grandeur des coefficients a,, car

Jie")

Zn

on ne peut plus écrire

|< A4 pour z sur C,, quel que soit #, lorsque > 1.

CHAPITRE 3.

Domaine de convergence uniforme de la série Za,f(2") correspondant a une
fonetion donnée F(z), holomorphe autour de o, (f{2) entiére).

o0

1. La série (1) ap+ Dy anf(z") étant, autour de o, égale & une fonction F(z)
n=1

donnée & priori, que peut-on dire de son rayon R de convergence uniforme.
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D’abord il est clair que R est inférieur ou égal 4 la distance ¢ & o du point
singulier de F(z) le plus voisin de l'origine, puisque la somme de la série (1)
est holomorphe pour |z| < R.

1°.  Supposons que ¢ sott <1. — Alors R=J<1 et l'on sait, en vertu du
chapitre I, qualors R n'est autre que le rayon de convergence ¢ de la série (2)

@w

associée Zanz". Posons, comme précédemment,
1

pl2) = 2 ane.

n=1
Alors, de l'identité F(e)=a,+ Dyanf(z"), valable dans |z|< R,
1

résulte, par un nouveau groupement des termes, l'identité
Fle)=ay+ fip(e) + fop(e") + - + faple?) + -

laquelle est valable dans |z| <R et s'étend par prolongement analytique.
La fonction ¢(z), holomorphe pour |z| <R, présente un point singulier au
moins sur |z]=R. Les fonctions ¢(z%, ..., ¢(¢9, ... sont holomorphes pour

1
1 ; vl . o2 2
|| < R2, ... |2|]< R%, cercles de rayons croissant vers l'unité et ¢(z?) présente
1
des singularités en étoile sur le cercle |z|]= R?.

Sur |¢|=R, aux points singuliers de @(z) la différence F'(z)—fip(e) reste
holomorphe. — Par conséquent, sur |z|=R, F(z) posséde les mémes points sin-
guliers que @(2), avec les mémes parties singulidres que fy@(e). On a par consé-
quent ici R=d< 1.

On en conclut aussitdét que si d=1 on a nécessairement B=1.

Car, lorsque B <1 on peut faire le raisonnement précédent, écrire l'identité
F(2)=ay+ fip(2) + fop(e®) +

prouvant que F(z) a nécessairement sur |z|=R les mémes points singuliers que
@(2), ce qui est ici contradictoire avec d=1.
Par suite, si §=1 on a R=1.
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2°. Supposons d>1. Alors, en général R=:1 et par conséquent, le do-
maine de convergence uniforme de (1) est plus petit que celni C; de la série de
Taylor de F(z). Nous 'avons déja reconnu indirectement au chapitre I, section 11T
premier cas, lorsque f(z) est un polynome de la forme f=z+ fyz° + --- + faz.

a) fle) est un polynome de degré d. Nous avons vu alors que, ¢ étant le

o

rayon de convergence de la série associée (2) @(2) = a2, si 9>1, le rayon
1
1

de convergence uniforme de (1) étant R==0?>1 et la somme F(z) de la série (1)

pouvant s'écrire
Fle)=a,+ ple) + fop(e®) + - + faple?),

F(z) devrait présenter sur |z|=R des points singuliers régulicrement distribués
aux sommets de polygones réguliers inscrits de d cOtés, comme la fonction ¢(9)
elleméme. Lorsque I'(z) a des singularités quelconques, cela ne se produit pas,
par conséquent, on a nécessairement alors g=R=1 <4, en sorte que lorsque
d>1, le domaine de convergence uniforme de (1) w'est pas en général le plus grand
cercle d’holomorphie (de centre o) Cs de F(z), comme cest le cas pour la série de
Taylor. On n'a R=4 que pour des F'(z) trés particuliéres de la forme

Fl)=a,+ @2) + frpe®)+ - + faple?)

@ étant holomorphe dans un cercle de rayon > 1.

La démonstration qui précéde, par l'absurde, n'éclaire pas suffisamment la
question. Nous allons en donner une seconde basée sur l'évaluation de certains
coefficients a; de la série associée (2). d étant le degré du polynome f(z), soit p
le plus grand nombre premier <d. Etudions les a, d’indice n==p? (g=1, 2,... ).

Envisageons la formule

a4y = I ) f _Ilv(z) —ay— (l,_f(Z) - an——l.f(zﬂw—l) iz
[4

27 2"t
C
gt [af@ e fl T
" 2mi gntl
(o

dz

4w

en désignant par F(z) = D) An2" le développement de Taylor de F(z) autour de
0

'origine.
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Dans l'intégrale

Zn—(—l

[ty e

il faut prendre au numérateur les termes en z* car seuls ils donnent une valeur
# 0 dans l'intégrale.

Ce numérateur s’écrit

d n—1

2 Qaufret

v=1p=1

somme double dans laquelle sont & envisager les indices p et » tels que uv=mn.

Lorsque n=p? (g=1, 2, ... %) on devra avoir
wr=p? avec v<d et p=p?—1,

v devant diviser p?, et p étant premier, » est nécessairement une puissance de p.
D’autre part, » devant étre <d, je dis qu'on ne peut avoir que v=1 ou v==p.
- Montrons en effet que p®>d, c'est-d-dire que, p étant le plus grand nombre

premier <d on a
d=p>Vd.

Reportons-nous pour cela au théoréme célébre de Bertrand-Tchebichef sur
les nombres premiers:
Pour tout entier x=7 il existe au moins un nombre premier w satisfaisant a

X
5<’ID'£.’,L‘—2,

ou bien pour tout entier d =5 (en posant x— 2=d) existe au moins un nombre

premier @ pour lequel

d

Or il est visible que pour tout entier d on a
. S\2
I+d VE:(I—]—/—Z‘@)+Z>O

2
done

1+§>Va.
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Par suite pour tout d=7j5 existe au mo&ns un nombre premier @ tel que
Vd<w<d,
le plus grand nombre premier p=<d est alors tel que
Vd<p=d.

Reste & vérifier la propriété pour d=2,3,4. Or pour d=2 on a p=2;
pour d=3, p=3; pour d=4, p=3, elle est donc toujours vraie.

On a donc bien toujours p<d <p*?, par suite v<d et diviseur de p? est
nécessairement 1 ou p. '

Or »=1 est impossible car il faudrait g=p? et on doit avoir n<<p?—1.
Reste seulement »=3p

p=p"
Par conséquent on a

e = A,,q /) Apy—1

formule valable pour ¢g=1, 2, ... Kecrivant les formules correspondant aux va-
leurs 1,2,...q de ¢ on a

ay =4p, — fra,

ap = Ap — foap

@ = 4,0 — [t

multipliant V'avant derniére (rang q—1) par —fp, la précédente par (—fp)%, la

premiére [rang ¢—(¢—1)] par (—f,)%! et ajoutant membre & membre il reste
ag=A,— Agfy + Agafy + -+ (=10 AL+ (—1)a, f]

ou encore
a :(_..1)<IfII|: _41’_1_4214_..._{,(_1) ilp_q]
- A |
car a,= A,.

Nous aurons une borne supérieure du rayon ¢ de convergence de la série

associée (p(z)zz,a,,z" en étudiant la suite partielle
1
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1
I lpq : =1, 2 o0
@y pour ¢ J 2, ..
car évidemment

1 1

== lim |ag|" = 11m |apq|p ;
n=0o

or
'lq iq 4y | Ap Ay }']q
Loyl =17 4= 52+ 72—t (a0
Envisageons l'expression
c'est la valeur pour z =, L du polynome

Jo

A+ Apr + Apx®+ - + 4 g

lequel comprend les g -+ 1 premiers termes de la série entiére en =

o
Zqu x?.
q=0

Par hypothése, la fonction F(z ZA 2" est holomorphe dans un cercle
n=0
de centre o de rayon d>1. Donc

1 n
}.ILILIA 7= 3 <1 et par suite |A4.] < (—(Is + e) pour > n,(e).
Par suite
o
|qu| < ( +a) pour ¢ > g,(&)

et comme ¢ peut étre choisi assez petit pour que % +e<1o0na

—

hmIA o=

37—29643. Acta mathematica. 54. Impnmé le 30 avril 1930.
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La série entiére

DA a0
70

converge donc quel que soit x, c'est une fonction entidre que nous appellerons A (x).

Par suite l'expression

Ap Ay (— l)qfﬂz’!

A=y 4 .
Jo S Sy

a une limite, pour ¢ = o, et c'est le nombre

o)

On voit ensuite aisément que, si ¢ 20 on a
1

lim |apq|71’q =1,

q =%

Lorsque ¢=0, on ne peut pas toujours affirmer que

A oot
| = Ay
fr  JSp M

a pour limite I'unité car la parenthése tend vers zéro lorsque q—»> .

En définitive, lorsque A(— L) #0 on a »;2 1 c'est-d-dire ¢=1; mais

Jo

comme on sait que ¢=1 on en conclut o=1 et par swite R=1.
La fonction entiére

2 Azt = A(x)
=0

ne dépend que des coefficients 4, de la fonction donnée F(z).

Jp est un coefficient de la fonetion f(z) qui est complétement indépendante
de F(z).
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Le cas général est done A (—;) # 0 et par swle R—1.
»

Et 'on a en méme temps une condition nécessaire pour que R > 1, c'est que
1 .
A(— j_) =0, p étant tout nombre premier <d tel que p®>d, car c’est 1a la seule
propriété de p qui a été utilisée.

Remarque. — 11 va sans dire que, dans ce qui précéde, il faut supposer
Jp0, ce qui est le cas général. Si I'on avait f,=o0 pour tout nombre premier
p tel que p=d<p® on aurait a= A, pour ¢=1, 2, ...

Done

1 R v
lim |4,y b7 =lim | 4,37 < lim | 4, |" =

n—=w

et on ne pourrait en genéral conclure autre chose que R =g =4, résultat banal.
Nous revenons d’ailleurs sur ce cas dans I'étude suivante du cas o f(z) est entiére.

FExemple simple d'un cas ot 6> 1, R=1, flz) polynome. — Considérons
Fe= ' =114
3_2'_3 ] 33 v 3n+l !

et le polynome flz)=2z+ 2°.
Formons le développement F(z)=a,+ a,f(z)+ asfle®) + -+ anfle) + .

., I I . N
On a aisément , = asr—1 eb -, 1= @+ ax. On tire de 14 les a,, pour toute
3 3

valeur positive de ¢

En posant 4 =; il vient

lag| = 2| A—22 42—+ (—1)"2%"].

)3u+1

Or, & cause de ¥ > on voit que la série entre parenthéses est alternée, donc

; L=< (A= R4 A0 (— A < ; =4
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Donc

1 1
-- 1 1 1 -

2 Qq: e 20 22q:(1)2q-
(2)" = 12021 < fal < e — (2

Par suite

1

lim |a,, |E =1
q=:n

L

ce qui prouve que le rayon ¢ de la série Zanz" n'est pas >1. Donc il est
0

nécessairement =1 et ba,r suite R=1, bien que sur le cercle |z|=1 la somme
P(z) de la série formée n’ait aucune singularité.

b) fl2) est une transcendante entiére. Démontrons maintenant que, f(z) étant
une fonction transcendante entiére, le rayon R de convergence uniforme de la
série (1) fournie par F(z) est en général égal & un.

En vertu de l'étude directe faite au chapitre I on a vu que R ne peut-étre

B

>1 que si la fonction associée (2) p(2) = Zanz" est une fonction entiére (o= ),
n—=1

condition nécessaire, mais non suffisante.
RS
Il suffit alors de trouver une suite de coefficients an, tels que |an|* ne

tende pas vers zéro pour affirmer que @ n'est pas entidre, et par suite R=r1;
p étant un nombre premier quelconque, envisageons les @, pour ¢=o0,1,2,... ®
et reprenons

an == An_ .
27t Z7l+l

c

[ s,

avec
Fle) =2 dne™ et flo) = D fuz® (fi=1)

le numérateur de l'intégrale est

o n—1

2 ZJ aufvz‘uy-

=1 pu=1

Les termes en 2" (les seuls intéressants) sont donnés par uy=n=p9.
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On a nécessairement les valeurs
‘u::lI, 1’1 p27 . -pq_l )
auxquelles correspondent

y::pq’p‘r_‘l,p(l~2, . p,

ce qui donne pour ¢:=0,1,2,... ®

¥

441’(1 = a qu -+ ap‘/;'q—l + ap'j;)q—g ++ aqul car ./‘1 =1,

On pourrait tirer de la a, en fonction de a;, ap, ... @ Nous ne le
ferons pas.

Considérons les 3 séries entiéres

- Ble) = 2fyaat

+o
a(‘z) = Z apqx(.,

=0

4 o
Alw)= 2 4,2

q=0

la relation précédente prouve que la 3° est le produit des 2 premiéres. On aura
donc, si elles ont un cercle de convergence commun,

A(x)

et comme Fo)=1, alr)= % () dans un certain cercle autour de o, a condition

que les séries F(x) et A(x) convergent dans un certain cercle autour de 0.
N 1

Or flz) étant une fonction entiére on a lim |f,4|r? =o.

qg=o

Done

& -

51212 |fp<I| =0

@ fortiors, par suite F(x) est une fonction entiére.
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)

D’autre part F(x)== ZA,,x" étant convergente dans un cercle de rayon
0

d>1on a

1 1
lim | 4. ] % donc lim |qu|p‘i < (I) <1
qzw

n—=00
»

par suite
L
lLim |qu|” =0
q:m

et A(x) est aussi une fonction entidre.

Donc la relation a(x)= x%fﬂ; est valable dans le cercle de centre o0 de rayon 4
passant par le zéro de F(x) le plus rapproché de Uorigine qui n'appartient pas &
A(z) avec le méme ordre de multiplicité.

1

Nous allons en déduire que Iapq [»? ne tend pas vers zéro pour g=
(d'out resultera R=1). En effet 2 étant le rayon de convergence de a(x), il existe
toujours une suite d’indices croissants ¢, q,, . .. ¢n, . .. tels que

1

lim | @)an P" =
n=—o

Pour ces indices ¢, on aura
1 -
limn |apq71 [p9n =1

n=—o

lorsque %#0 c'est-a-dire A fini ce qui prouve bien que @(z) n'est pas en général

une fonction entiére, et par suite, en général R=1.

Il résulte aussi de ce qui précéde que R ne peut étre > 1 et @(z) ne peut-étre
entiere que si A==oo (condition nécessaire et mon suffisanle) ¢'est-a-dire que si la
fonction donnée f(z) et la fonction 4 représenter F(z) sont telles que les 2 fonec-
tions entiéres F(x) et A(x) auxquelles elles donnent naissance, sont, quel que soct
le nombre premier p choisi, divisibles U'une par Uautre, de maniére que le quo-

trent ) sott une fonction entiére.

La méthode suivie dans le cas ou f(z) est un polynome de degré d,
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(p=<d<p? est un cas f)articulier de la précédente, pour lequel F(x) se réduit &

1 + fpx, et la condition nécessaire pour que R>1, A (— ) =0 est bien un cas
»

particulier de la condition trouvée pour le cas ol f(¢) est une transcendante
entiére.

' Il est clair que dans le cas particulier ol les f, seraient nuls pour tous
les nombres premiers p, la méthode ne nous apprendra rien.

Conclusion. — Ce qui précéde suffit a montrer quw'en général, si 6 >1, le
rayon R sera égal & 1 et par suite la série (1) awra un domaine de convergence
uniforme moins étendu que la série de Taylor. Au contraire si d <1, la série (1)
et la série de Taylor ont le méme domaine de convergence uniforme.

Mais un changement élémentaire de variable peut nous ramener & ce cas
0=<1, s« I vest pas une fonction entiére.

Pogons en effet z=du. Alors au domaine |¢|<d correspond lu]<1. Soit
F(0u)y=TF,(w), F,(u) admet une singularité au moins sur |u|=1.

Formons la série (1) relative & la fonction Fy(u)

Fy(u)=ay,+ a, flu)+ ay flu®) + - + anflu®) + -
avec

an = L F\(w)—a,—a,flu)— - — aﬂ—lf(“"_l) du
271 ’M,"+1

¢,

r<<1I.

Elle convergera absolument et uniformément & l'intérieur du cercle |u|=1.
Done la série

worans (5) ar((G)) +r ar(()) -

convergera absolument et uniformément vers F(z) i l'extérieur du cercle |2| <4,
passant par la singularité de F(z) la plus voisine de I'origine. L'inconvénient
est qu'il faul connaitre & pour former le développement précédent (car le calcul
des an, dépend du choix de ¢), ou tout au moins une limite supériewre A de 0,
car le changement de variable z=Au dans F(z) donnera aussi une fonction

d
Fy(u)= F(Au) pour laquelle il y a au moins un point singulier de module =T
et & laquelle s’appliquent les mémes considérations qu'a F,(w).

Nous espérons revenir prochainement sur le cas des fonctions entiéres F'(z).

— e —



