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118 A. Hammerstein.

Einleitung.

Fredbolm war der erste, der die Theorie der linearen Integralgleichungen
systematisch durch Grenziibergang aus linearen Gleichungssystemen gewonnen
hat. In dieser Arbeit sollen im Wesentlichen aus Eigenschaften nichtlinearer
Gleichungssysteme solche nichtlinearer Integralgleichungen erschlossen werden.
Eine so iibersichtliche Theorie wie die der linearen Integralgleichungen steht
freilich nicht zu erwarten, da bei beliebigén (Heichungssystemen ein so abge-
rundetes Hilfsmittel wie das der Determinanten nicht zur Verfiigung steht.

Es handelt sich um die Gleichung

(1 v + [ Koo flv, v dy=o.

Dabei bedeutet B ecinen ein- oder mehrdimensionalen, schlichten, einfach zu-
sammenhingenden, im Endlichen gelegenen Bereich, z, ¥ sind Punkte darin. —
Kz, y) ist ein fiir alle z, y in B gegebener Kern, f(y, u) eine fiir alle y in B
und alle reellen Werte von  erklirte Funktion. w(x) soll so bestimmt werden,
dass (1) identisch in z erfiillt ist. ' -

Die Gleichung

(2) g(z, pla) + f K(z, ?)fl(;y, py)dy=o

ist bei gesuchter Funktion @(x) nicht allgemeiner, wenn g(x, u) fur alle Punkte
von B und alle reellen Werte von # erklirt und so beschaffen ist, dass die
Gleichung v=g(x, ) eindeutig nach w gelost werden kann: w=h(z,v). Durch
die Substitution '

ol 9l — (o), gple) — hle, o)
nimmt (2) nimlich die Form

vl + [ Ko, o, bl wio)) ay = o

B

an, die mit f,(y, h(y, »)) = fly, %) von Typ (1) ist. So ist z. B.

(3) @(x) + f K(x, ) fi(y, p(9) dy = K )
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bei gegebenem stetigem k(x) dquivalent mit
W v+ [ KenAb e + ay=o
B

Auf Integralgleichungen dieser Gestalt wird man bekanntlich durch Rand-
wertaufgaben fiir gewisse nichtlineare Differentialgleichungen sowie durch Pro-
bleme der erzwungenen Schwingung gefiihrt, worauf wir spiter noch zuriick-
‘kommen. — Die Frage nach der Losbarkeit von Gleichungen des vorliegenden
Typus ist in der Literatur nur unter speziellen Annahmen behandelt worden.’
Allgemeingiiltige Aussagen enthalten nur die bekannten Untersuchungen von E.
Schmidt.? Sie laufen im Wesentlichen auf Folgendes hinaus:

Kennt man bereits eine Losung von (1), so wird angegeben, wie viele Lo-
sungen bei geringer Abétnd'erung der Funktion f(z, ) in der Nachbarschaft der
bekannten Ausgangslosung existieren. Auf dem Zusammenhang dieser Resultate
mit den im Folgenden zu entwickelnden wird spiiter eingegangen. Zuniichst ist
also die Kenntnis einer Losung erforderlich. Untersuchungen iiber das Vor-
bandensein einer solchen ist das Hauptziel der Arbeit. Sie zerfillt in drei Ab-
schnitte. Der erste behandelt Existenz-, der zweite Eindeutigkeitsfragen. Der
dritte ist von den vorangehenden methodisch verschieden; es wird darin im
Wesentlichen die Losung in Abhiingigkeit von einem Parameter untersucht und
“ihre Fortsetzung nach der Schmidtschen Theorie durchgefiihrt.

Um die Resultate fiir die Eingangs erwihnten Anwendungen nutzbar zu
~ machen, ist die Beschrinkung auf reelle Losungen geboten. Dass solche nicht
immer vorhanden sind, wird an verschiedenen Beispielen gezeigt (§ 5). Es kann
sich also nur darum'handeln, unter hinreichend allgemeinen Annahmen iiber den
Kern K(v,y) moglichst umfassende Klassen von Funktionen f(»,u) einfach zu
charakterisieren, fiir die die Gleichung (1) stets losbar ist. — Die Frage nach
einfachen, notwendigen und -hinreichenden Bedingungen ist zu weit; um nimlich
zu erkennen, von wie mannigfacher Art die losbaren Gleichungen sein konnen,
bedenke man, dass in (3) die Funktionen f(y, ) und ¢(x) willkiirlich gewiihlt
werden konnen, wozu sich dann ein %(x) ergibt. Durch die angegebene Substi-
tution gelangt man dann zu einer losbaren Gleichung der Form (1). Wir be-

! Weitgehende Literaturangaben finden sich in dem Encyklopadieartikel (IL. C. 13) von
Hellinger und Toeplitz: »Integralgleichungen und Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten».
Abschnitt II. D.

2 Zur Theorie der linearen und nichtlinearen Integralgleichungen III. M. A. 65, S. 370 u. f.
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gniigen uns daher damit, die Voraussetzungen so zu wihlen, dass die fiir die
Anwendungen am meisten interessierenden Typen erfasst werden.

Fiir den Kern wird man zunichst fordern, dass er von solcher Art ist, dass
die Greenschen Funktionen darunter fallen. In der ganzen Arbeit sei an fol-
genden Annahmen festgehalten: “ '

Erstens: K(x,y) ist brauchbar unstetig im Sinne der linearen Inte-
gralgleichungen.! , '

Zweitens: K(z,y) ist symmetrisch. ,

Drittens: K(z,y) ist positiv definit. (Einen negativ definiten Kern
fihrt man durch die Substitution K,=— K, f,= —f auf einen positiv definiten
_zuriick.) ‘ ; ‘ ’
Zunichst sollen solche Funktionsklassen angegeben werden, bei denen man
schon aus dem Verhalten von f(x,u) fiir grosse Werte von |u| auf die EAXistenz
einer Losung schliessen kann. Es gelten nimlich folgende Sitze:

) Satz 1. K(x,y) se/ ein brauchbar unstetiger, symmetrischer, positiv definster
und beschrinkter Kern. Fiir die stetige Funktion f(x,u) gelte
(s) _ | ff(x,v)dvg——gu?__q,

0

wo k und Cy positive Konstanten sind, und k kleiner als der leinste Eigemwert A,
von K(x,y) ist. Damn ist die Gleichung (1) stets losbar.
Die Voraussetzung (5) kann, wie man unmittelbar ersieht, weniger allgemein
durch eine Wachstumsbeschrinkung fiir f(z, ) ersetzt werden:
- Zusatz: Die Annahme (5) st sicher dann erfiillt, wenn es eine Konstante
4y >0 gibt, so dass

Sy w) = —ku fiir w=u, und flo,u) £ — ku fir u<— u,

(o<k< i) ausfillt.
Die Schranke 4, fiir & kann durch keine grossere ersetzt werden.
Beschriinkt man sich jetzt auf solche Funktionen, die fiir positiv oder nega-
_tiv wachsendes « und alle « in B entweder dem Betrage nach beschrinkt blei-

ben oder iiber alle Grenzen wachsen (d.h. lim f(z, ) = + o oder lim = — o
. i u—o
und lim == oder lim = — «), so konnen dieselben derart in zwei Klassen ein-
- U —0 .

Y —>

" ' D.h, so beschaffen dass die Theorie der linearen Integralgleichungen fiir K (x,y) gilt.
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geteilt werden, dass fiir die der ersten die Gleichung (1) stets losbar, fiir die
der zweiten nicht stets losbar ist. Die fiir das Verhalten von fl(z, «) dann iiber-
haupt moglichen Fille lassen sich in folgender, leicht verstindlicher, durch Bei-
spiele illustrierter Tabelle zusammenstellen:

Verhalten von f(x, w) fiir

%—>— o U—> + oo Beispiel
1) Dem Betrage nach beschriinkt D. B. n. b. In u peri.odische Funktionen
2) D. B.n. b, ) + o ev
3) ' D. B. n. b. 7 — oo il I
4) + o0 . { D. B. n. b. e—u ‘ V{\
5) + +» 'Polynom geraden Grades in % mib -pos: |

tivem Koeffizienten der hochsten Potenz |

6) +oo — Polynom ungeraden Grades mit negativem .
Koeffizienten der hochsten Potenz

7) : S =00 D. B. n. b. —eu

8) —® + Polynom ungeraden Grades mit positivem
‘ Koeffizienten der hochsten Potenz

9) —o0 — | Polynom geraden Grades mit megativem
Koeffizienten der hochsten Potenz

Es gilt jetzt: Ist der symmeirische, positiv deﬁhite, brauchbar unstetige Kern
beschrinkt, so ist Gleichung (1) ¢n den Fallen 1), 2), 7) nnd 8) stets lisbar, tn den
ibrigen dagegen nicht immer losbar. Der erste Teil der Behauptung folgt, wie
‘man sofort erkennt, aus dem Zusatz zu Satz 1. Dass die Gleichung in den an-
deren Tillen nicht stets losbar ist, wird an Gegenbeispielen erhiirtet (§ 5). Frei-
lich kommen dabei auch losbare Gleichungen vor: man braucht ja nur von einer
Gleichung der Form (3) bei willkiirlichem f; und ¢ auszugehen. Beim Ubergang
zu (4) éndert sich der Charakter von f in Bezug auf die Klasseneinteilung nicht.
Die Aussage lehrt eben, dass in den Fillen 1), 2), 7), 8) bereits das Verhalten

von f im Unendlichen eine Losung gewihrleistet, bei beliebiger Wahl des Kerns
16—29643. Acta mathematica. 54. Imprimé le 15 mars 1930.
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und der Funktion J, und dariiber hinaus, dass dies auch die einzigen Fiille
sind. ' | o
- Um auch die Greensche Funktion in mehreren Dimensionen erfassen zu
konnen, muss die Beschriinktheit von K(x,y) fallen gelassen werden. Hier ge-
lingt der Beweis nur unter einer weiteren Einschrinkung iiber f. Es gilt
Satz 2: Ist der Kern brauchbar unstetig, symmetrisch und positiv definit,
und gilt fiir die stetige Funktion f(x,u)

5 ff(x, Ddvz— "~ o<k<1)

(6) ) |flo, w)| = Celu] + G,

wober Cy, Cy, Cy von x und u unabhingige Konstanten bedeuten, so ist Gleichung (1)
stets losbar. A .
. Falls Cy<i, 1st, folgt natiirlich Vorausselzung (5) aus (6).

Zu wesentlich allgemeineren Aussagen gelangt man, wenn noch K(xz,y)=o0
angenommen wird, eine Voraussetzung, die von der am Rande verschwindenden
Greenschen Funktion erfiillt ist. Es besteht dann '

Satz 3. Der symmetrische, brauchbar unstetige positiv definite Kern sei nir-
gends negativ. flx, u) sei stetig und geniige einer der folgenden vier Voraussetzungen:

Fiir uw = o sei _ Fiir w = o sei .
I o = fl,w) = Cylul + €, —
o< Cy<iy)
oder 1I - o = fle,u) = — Cyu— G,
o< Ci<Ay
oder NI | —Cy = fla,u) = Cylul + € —Cy = flx,w)
- (0<Cy<4)
oder IV Cy = fla, w) Co =z fla,w) = — Cou— Gy
' o< C,<1y) )

wobes Oy, Gy, Cy Konstanten sind. Dann ist Gleichung (I)_lb’sbaé‘.
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Beispiele fiir diese 4 Fille sind

ad I:flz,u)=sinx.e* +1,
ad II:fle,u)=sinx.e*+1,
ad IIL: flz, v) = p(x)e* + v(x),
ad IV: flx, u)=p(x)e ™+ v(x),

wobei die stetige Funktion p(z)=o ist, das stetige v{x) dagegen ganz beliebig
gewihlt sein kann.

Bemerkt sei, dass im Fall I und II die Funktion f(x, ) fiir positives bezw.
negatives u iiberhaupt keiner Einschrinkung unterliegt. Diese Fille fithren auch
bei beschrinktem Kern iiber Satz 1 hinaus. Durch Gegenbeispiele (§ 5) iiber-
zeugt man sich davon, dass die Voraussetzung I bezw. II nicht dadurch erwei-
tert werden kann, dass man die Forderung '

Sfle,u)=o fir u<o, bezw. f(zr,u)<o0 fir u=o0 durch flx,u)=—C,
bezw. flx, u)< Cg (Cg>o0)
ersetzt.

Fiir die in dem vorangehenden Schema auf S. 121 charakterisierten Funk-
tionen, die im Unendlichen ein bestimmtes Verhalten zeigen, liefert Satz 2 und 3
unmittelbar: TIst der brauchbar unstetige, symmetrische, positiv definite Kern
nirgends negativ, so ist die Gleichung (1) in den Fillen 1), 2) und 7) stets los-
bar, in den Fillen 3), 4), 5), o) dagegen braucht keine Liosung zu existieren.
Unentschieden bleibt nur der Fall 8).

Setzt man weiter voraus, dass der Kern die am Rande verschwindende
Greensche Funktion ist, so lisst sich ein sehr allgemeiner Satz beweisen, der
den Fall 8) umfasst. Wir begniigen uns damit, das Ergebnis in zwei Dimen-
sionen zu formulieren:

Satz 4. B sec ein von stiickweise analytischen Kurven begrenzter, einfach zu-
sammenhdngender, schlichter, ¢im FEndlichen gelegener Bereich der (x,%) Ebene.
Damit die Differentialgleschung

L) = 57 (o) + e () =S B wle ) (v HZ)

eine Lisung mit vorgegebenen stetigen Randwerten hat, ist hinreichend, dass die
mit stetigen partiellen Ablettungen erster und zweiter Ordnung versehene Funktion
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Fz, E; u) folgender Bedingung geniigt: Wird unter v(x, £) diejenige Losung von L{v)=o0
verstanden, welche die vorgeschriebenen Randwerte annimmt, so muss es zwet konstante
Werte u, <0 und u, >0 geben, fiir welche

S, & uy +v(@, §) <o und fl@,§; uy +vix, §)>o0

im abgeschlossenen Bereich B erfilllt ist. Fiir die Lisung u(x, &) gilt dann
wy S ulxe, §) < u,. : '

Diese Bedingung ist gewiss erfiillt, wenn flz, %) eine mit # von — oo bis
+ o verlaufende Funktion ist, z. B. ein Polynom ungeraden Grades in u mit
durchweg positivem Koeffizienten der hochsten Potenz. Verliuft dagegen f
von + o nach + oo, wie etwa ein Polynom geraden Grades mit durchweg posi—
tivem Koeffizienten der hochsten Potenz, so ist sie z. B. dann erfiillt, wenn
Sz, & v(x, £)) <o in B ausfillt. '

Wird unter K(z,§; y,n) die zu L(u) gehorige, am Rande von B verschwin-
dende Greensche Funktion verstanden, und hat v(x, §) die in Satz 4 festgesetste
Bedeutung, so ist bekanntlich jedes der Integralgleichung

w@@%&fKW&%Mﬂ%mwmm+M%meM:0

geniigende Y(x, £) eine am Rande verséhwindende Loésung von
L) =f (= & p(z §) + v(x, §)).
Daher ist u(z, & =v(x, & + v(x, ), wegen L(v)=o0, eine solche Ldsung von
Lu) = f (=, §; w),

Welche die vorgegebenen Randwerte annimmt. :

- Zusammenfassend kann man also sagen: die Randwertaufgabe Sir L( )=
=[x, E; u) ist stets losbar, wenn f(x,&; u + v(x, £)) eine der Voraussetzungen der
Sdtze 2), 3) oder 4) erfiillt. ’

Beschriinkt man sich wieder auf die Funktionen des Schemas S 121, so
gehdrt die Funktion f(x, §; w + v(z, §)) zur selben Klasse wie f(x, &; u); eine Funk-
tion der Klasse 8) geniigt aber den Voraussetzungen zu Satz 4); somit folgt:

In den Fillen 1), 2), 7) und 8) ist die Lisbarkeit der Randwertaufgabe L(u)—
= f(x, &; u) bei beliebiger Wahl der stetigen Randwerte gewdhrleistet. -
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Dass in den iibrigen Fillen bei gewissen Randwerten eine Losung existieren
kann, ist trivial — man braucht ja nur von irgend einer Lt')sung'a,uszugehen und die
von ihr auf der Berandung angenommenen Werte als Randwerte vorzuschreiben.
Schliesslich sei noch die Bemerkung gemacht, dass entsprechende Resultate fiir
alle diejenigen Randwertaufgaben gelten, die durch Vermittlung einer Greenschen
Funktion auf eine Integralgleichung der betrachteten Art zuriickgefiihrt werden
konnen. Hierher gehort zum Beispiel die Frage nach einer solchen Losung
u(x, &) von

dulw, §) = [flx, §; ulz, §)),

vfiir die am Rande

Aw + g—;r———-o gilt, mit 4 <o, fAdS=i=O. (N Richtung der Normalen.)

Es sollen jetzt die BeWeisgedariken, die zu den bisherigen Ergebnissen fiih-
- ren, kurz gekennzeichnet werden. Satz 1 und 2 beruhen auf der Zuriickfiihrung
auf ein Gleichungssystem, das vermoge einer endlichen Extremumsaufgabe als
18sbar erkannt wird: Unter A, A5, 5, ... und ¢, @, @3, ... seien nimlich die
Eigenwerte, beziehungsweise Bigenfunktionen von K(z, y) verstanden. Auf Grund
des Entwickelungssatzes fiir quellenmiissig dargestellte Funktionen, d. h. solche

der Form h(x)= f K(x, y)w(y)dy lisst sich jede etwa vorhandene Losung der
B

Gleichung (1) durch eine gleichmiissig konvergente Reihe
‘l[)(x’) = (Zl Gv¢7(x)
»)
darstellen. Die Fourierkoeffizienten ¢, haben gemiiss (1) die Gestalt

(7) ce=~f;ff(y, %fwv(y)) Py, (e=1,2,3,...).

Somit sind die Grossen ¢, ¢y, ¢5, ... ein Losungssystem dieser unendlichvielen
transzendenten Gleichungen.

Zufolge der Besselschen Ungleichung konvergiert dabei die Reihe

(8) Z (093'9)2-

(e)
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Kennt man umgekehrt ein solches Lésungssystem von (7), fiir welches die
Reihe (8) einen endlichen Wert hat, so kdnvergiért, da nach der Schwarzschen
. 1
Ungleichung - | Se, ¢, (x)| < {2‘(&,,17)2 2 (Q"I@)ia}2 ist, die Reihe y(x)= D) coa(z)

: , v (»)
gleichmissig und _absblut und stellt ersichtlich eine Losung von (1) dar. Die
Integralgleichung st also dem Gleichungssystem (7) bei der Nebenbedingung (8)
dquivalent. Die Annahme (5) in Satz 1 und 2 erméglicht es nun; eine solche
-Extremumsaufgabe anzugeben, dass die zugehorigen notwendigen Bedingungs-
gleichungen gerade ein Niherungssystem von (7) ausmachen. (§ 1.) Auf Grund
der weiteren Voraussetzungen von Satz 1 und 2 lisst sich die Konvergenz einer
Teilfolge gegen eine Losung beweisen.

‘ Die gefundene Losung liefert nun das absolute Minimum eines gewissen
Integrals, welches, wenn der Kern die Greensche Funktion ist, in das zur Rand-
wertaufgabe gehorige Dirichletsche Integral iibergeht.® (§ 6.)

Satz 3 wird aus Satz 2 durch geeignete Abﬁ,nderuﬁg von [ erschlossen.
Satz 4 endlich erhilt man auf Grund von Bigenschaften des Dirichletschen Inte-
grals aus Satz 2. (§ 7.) '

Im zweiten Abschnitt werden Fragen der Eindeutigkeit untersucht. Hier
liegen, wie sich ergeben wird, die Dinge wesentlich verwickelter. HEs kann vor-
kommen, dass die Gleichung (1) nur eine, oder mehrere, oder unendlichviele
Losungen hat. (§ 5.) Immerhin lassen sich zwei Klassen von Funktionen ein-
fach kennzeichnen, fiir welche die Eindeutigkeit der Losung gewihrleistet ist.
Es gilt nimlich, wenn iiber den Kern wieder wie im ersten Abschnitt voraus-
gesetzt wird, dass er brauchbar unstetig, symmetriséh und positiv definit sei:

Satz 5. Die Gleichung (1) hat hichstens eine Lisung, wenn die stetige Funk-
tion fla, u) bei jedem festen x in B monoton nicht abnehmend in w ist. (§ 8.)

' Zusammen mit Satz 1 und 4 ergibt sich: Ist der Kern beschrinkt oder
eine Greensche Funktion, und nimmt die stetige Funktion f(z, ) in # nicht ab,
so hat die Gleichung (1) eine und nur eine Léosung. _

Weiter besteht fiir einen brauchbar unstetigen, symmetrischen, positiv defi-
niten Kern ‘ .

Satz 6. Die Gleichung (1) hat eine und nur eine Lisung, wenn es eine positive
Konstante o« <a, (i, kleinster Eigenwert des Kerns) derart gibt, dass fiir alle w und x in

¥ Lichtenstein wendet zur Behandlung gewisser nichtlinearer Randwertanfgaben, die in den
vorstehenden S#tzen als Spezialfille enthalten sind, das Ritzsche Verfahren auf das Dirichletsche
Integral an: Uber einige Existenzprobleme der Variationsrechnung. J. f. Math. 145 (1915).
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B die stetige Ableitung von flz, w) der Bedingung

|QM

Za
ou =

geniigt. (§ 9.)

Wendet man diesen Satz auf die lineare lntegialgleichung
pla)—1 [ Ko, 1oy = b
B
an, welche durch die Substitution ¢(x)—k(x)=1wy(x) auf die Form (1)

v) + 1 [ Ko, ) [~ vlo)—alldy =o

du
lineare Integralgleichung fiir |4] < A,, stets eindeutig losbar ist, als deren Ver-
allgemeinerung er angesprochen werden kann. Daraus erkennt man, dass die
Schranke A, durch keine kleinere ersetzt werden kann.

Geniigt f(xz, u) einer der Annahmen von Satz 5 oder 6, so gilt dasselbe
von f(x,n+ v(x)) bei beliebigem stetigem v(x). Daraus folgt aber nach den vor-
angehenden Uberlegungen, dass auch die Randwertaufgabe unter diesen Voraus-
setzungen eindeutig losbar 7st. Im Fall eines monotonen f ist dies Ergebnis nicht
neu. Die oft behandelte Gleichung 4« =e¢* ist darin enthalten.

Die mit einem Losungssystem ¢, ... ¢" der Niherungsgleichungen zu (7)
gebildeten Funktionen

gebracht wird, so deckt er sich, wegen

=|A}, mit der Aussage, dass die

ynle)= 2 gu(a)

brauchen mit wachsendem 7 nicht gegen eine Grenzfunktion zu streben, wenn
Gleichung (1) nicht eindeutig losbar ist. Beim Existenzbeweise (§ 1) wird nur
die Konvergenz einer Teilfolge nachgewiesen. Anders bei Eindeutigkeit. Unter
der Voraussetzung von Satz 6 wird gezeigt, dass die Funktionen ¥a(x) gegen
die Losung ¥(x) konvergieren, und fiir den Fehler eine Restabschitzung ange
geben. (§ 10.) Die Gleichungen (7) konnen also zur angeniiherten Berechnung-
von (x) dienen. '
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Weiter ergibt sich fiir solche Funktion £, fiir die

if
Y ) <Z
0 = A

bei beliebigem .4 gilt, dass die Losungszahl von Gleichung (1) mit der von ge-
wissen endlich vielen transzendenten Gleichungen iibereinstimmt. In § 11 wird
noch eine notwendige Bedingung fiir die Eindeutigkeit der Losung gegeben.

Der dritte Abschnitt handelt von der mit einem Faktor A versehenen
Gleichung

2 v +1 [ K o) fts, vy =o.

Die Einfiihrung des Parameters ergibt sich hier nicht auf natiirliche Weise, wie
bei den linearen Integralgleichungen, scheint aber dadurch gerechtfertigt, dass
wie spiiter gezeigt wird, derartige Gleichungen in den Anwendungen eine Rolle
spielen. Dass (9) bei hinreichend kleinem A eine Losung hat, ist lange be-
kannt* und kann auf verschiedene Arten bewiesen werden. Aus den voran-
gehenden Brgebnissen lassen sich jedoch Schliisse tiber das Verhalten der Lb-
sungen bei gegen o abnehmendem A ziehen. Ks gilt nimlich -

Satz 7. Der Kern ser brauchbar unstetig, posiﬁ'%) definit und symmetrisch.

Die Funktion flx,u) besitze eine stetige Ableitung % . Ist >0 eine beliebig vor-

gegebene Zahl, so gibt es dazu ein Ay=A,(l) derart, dass fiir alle der Bedingung
o<|A <4, geniigenden A die Gleichung

() )+ A f Kz, y)fly, w(y)dy =0

genau etne Liosung (x, d) hat, welche ganz in das Intervall —l=y =1 hineinfalli.
& 12.) v . T ‘
Hieraus entnimmt man, indem man ! gegen o konvergieren lisst, dass es
stets génau eine Losung gibt, fiir welche das Maximum des absoluten Betrages
mit |A| gegen o konvergiert. Dies kann die einzige Losung sein (z. B. nach

4

Bd. 3.

z. B. Block: Sur la solution de certaines équations fonctionnelles. Arkiv fér Matematik
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Satz 5, wenn f monoton wachsend ist). Wenn jedoch noch weitere vorhanden
gind, so muss das Maximum ihres Betrages mit abnehmendem A iiber alle Gren-
zen wachsen, was man erkennt, wenn man [ gegen Unendlich gehen ldsst. Dass
dies Vorkommnis tatsichlich eintreten kann, wird durch ein Beispiel gezeigt.

Man kann jetzt die fiir hinreichend kleines 1 vorhandenen Losungen (z, A)
mit wachsendem A weiter verfolgen. Ist die Funktion f(x, %) in eine nach u—u,
fortschreitende Potenzreihe entwickelbar, so bietet die geeignete Handhabe hier-
fir die Theorie von E. Schmidt.?

In Riicksicht auf die folgende Anwendung (§ 15) wird dies lediglich unter
der Annahme |f(z, #)| =< const. ausgefiihrt. (§ 13.) Es besteht

Satz 8. Die analytische Funktion flx,w) set fiir reelles w dem Betrage nach
beschrinkt. Betrachtet man die Lisungsanzahl der Gleichung

(9) Pla, 4) + lfK(x, 9.y, vy, A)dy =o

. B . .

in  Abhdngighkeit vonm A, so existiert fiir hinreichend kleines A genawu eine Lisung
w(x,2). FEine Anderung der Lisungsanzahl kann nur an einer solchen Stelle X,
eintreten, zu der es eine Losung Y(xz, Ay) von (9) gibt, derart, dass die lineare Inte-
gralgleichung in @(x)

(10) 9 () -HfK(x, y)———af(y’(;l;(y’ 4 g4y = o

den Eigenwert Ay hat. Uberdies kann sich die Lisungsanzahl nur um eine gerade
Zahl dndern.

Die Existenz einer nicht identisch verschwindenden Losung von (10) ist
zwar notwendig, aber nicht hinreichend fiir die Anderung der Losungszahl. Kri-
terien, welche hieriiber Aufschluss geben, werden auf Grund der Schmidtschen
Theorie angegeben. _

Als Beispiel wird in § 15 die Gleichung der erzwungenen Pendelschwingung
betrachtet. Hamel® hat dieselbe auf die nichtlineare Integralgleichung

®In §§ 13 und 14 wird die in Anmerkung 2 genannte Arbeit als bekannt voransgesetzt. Sie
sind methodisch von den vorangehenden verschieden. :
¢ Uber erzwungene Schwingungen bei endlichen Amplituden. M. A. 86.

17—29643.  Acta mathematica. 54. Imprimé lo 15 mars 1930.
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Tt .
(11) ‘P’(x)—asz(x, y)sin ¥ (y)dy = — Bsinx
0

zuriickgefithrt, worin e, 8 Konstanten bedeuten, und

® . x(——y'+1) fir x<y
2 g sin nz . sinny 7
Kz, y)= -5t =

2 o) n

—Z .
y|— + 1) fir x>y
T
ist. )
Es soll hier etwas allgemeiner diejenige Gleichung zugrunde gelegt werden,
bei der die rechte Seite —g8sinz durch eine beliebige stetige Funktion — g(x)
ersetzt ist.
Die Substitution ¥(x) + g(x)=1y(z), «®*=2 bringt sie auf die Form (9):

v+ [ Ko, psin(—plo) + gy o

Hamel hat fiir die spezielle Gleichung (11) die Existenz einer Losung bewiesen,
und fiir ¢ <1 Eindeutigkeit gezeigt. Dies Ergebnis folgt nun bei beliebigem g(x)

a9f

ou
=|i|<1=21,. Die im Anschluss an Duffing von Hamel zur Berechnung der
Losung aufgestellte Niherungsgleichung kann dem Gleichungssystem (7) ohne

sofort aus Satz 1 (Zusatz) und Satz 6, denn es ist

— |l cos (—u+g)| <

weiteres entnommen werden. ' _

Fiir [A] <1 beherrscht man also die betrachtete Gleichung. Hamel zeigt
nun, dass, wenn A weiter wiichst, bei geniigend kleinem B neue Losungen hin-
eintreten.

Ferner kann man elementar beweisen’, dass bei beliebigem zweimal stetig
differenzierbarem g¢(x) mit g(o)=o, g(x)=o0 fiir hinreichend grosses A mehr Lo-

sungen. als [—;— VX] vorhanden sind. Uber die Werte von 4, an denen.eine

Anderung der Losungszahl eintritt, gibt, theoretisch wenigstens, Satz 8 Auf-

' Vergl. die Arbeit des Verfassers: Eine nichtlineare Randwertaufgabe (Pendelgleichung).
Jahresber. . D. M. V.
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schluss. Dariiber hinaus kann eine allgemeingiiltize Aussage nicht gemacht wer-
den. Aus den Resultaten von Paragraph 13 und 14 folgt nimlich, dass bei ge-
eigneter Wahl von g(x) in der Tat sowohl Losungen an einer Stelle i, neu hin-

zutreten konnen, als auch, dass solche wieder verschwinden konnen.

I. ABSCHNITT.
Existenzsitze.

§ 1. Zuriickfithrung auf ein unendliches Gleichungssystem und
dessen Auflosung.

Der Beweis des Satzes 1 und 2 wird zunichst gemeinsam gefithrt. In
diesem Paragraphen gelten folgende Voraussetzungen:

Der symmetrische Kern K(x,y) ist positiv definit und brauchbar unstetig.

Mit 4y, 4, 45, . .. sollen im Folgenden stets die der Grosse nach geordneten
Eigenwerte, mit ¢,(x), @s(x), @s(x), ... das vollstindige Orthogonalsystem der
normierten Eigenfunktionen von K bezeichnet werden..

Fiir die stetige Funktion f(x, ) wird gefordert

(5) Fle, u)=ff(x. v)dv;—l;u”—Cl (k<i,).

Den Ausgangspunkt bildet folgende Funktion von m Verinderlichen
ag, a2, I

Hyle, aq,...0n Zl a + 2f '(é/, 2%9’#(?/)) dy.

v=1 u=1

Dieselbe ist in e, ...an stetig. Auf Grund der Annahme (35) folgt nun, dass
sie nach unten beschrinkt ist und positiv unendlich wird, wenn anch nur eine
Variable nach der positiven oder negativen Seite ins Unendliche riickt, denn es

ist ja '
Hm(al,az,...am)gZl,ai—zf( (Za#q)#(y) +C)
v=1 4
(r2) 32(1v—k)a5—201fd_y.
=1 :

B
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Daher gibt es zu jedem m mindestens ein Wertsystem e, =c{™ (v=1, 2, ... m),
welches der Funktion H,, ein absolutes Minimum d, erteilt, und somit das
Gleichungssystem

‘9H'"=2Mm>+sz(y i & g, (y)) Wdy =0, (e=1,2,...m)

Oay =1

3 o) = f f(

16st. Sind mehrere solche vorhanden, so wird eines herausgegriffen. Ferner ist
Lzdzd,.

nl_\/i

0 gty ))«p W)y

Aus (12) ergibt sich nun leicht eine Schranke fiir Zl (ct™)?. Bsist ndmlich

y=1
(14) dm+201fdy>21 (ctm)? (I_ﬁlk)’
. o =
" d1+201fd_1/
(5) 2 lemyr < =D
y=1 —_
I »

Jetzt wird eine Folge von in B stetigen Funktionen y,, s, Y5, ... wie
folgt erklirt:

(16) Z o gy ()
Dabei ist
(17) [veis= S =1 2nerr =0,
v=1 ’ ll v=1 ll
J

wobei D die in (15) erklirte von m unabhiingige Konstante bedeutet.
Auf Grund von (13) kann v, auf die Form

(19 wmie)=— 22 [ 71y, yn -1y

gebracht werden.
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Hieraus lisst sich folgendes Teilergebnis erschliessen: Falls K(z, y) nur end-

lich viele, etwa m, Eigenwerte hat, also K(x,y) = Zq" 9. (¥) zst, s0 lost Ym(x) die

Gleichung (1). "Die Anzahl der Lésungen von (1 ) stzmmt tn diesem Fall genau mit
der Anzahl der Lésungen ¢, ... c des Gleichungssystems (13) wberein. Denn
aus der Gleichung (18), die dann ja mit (1) identisch ist, entnimmt ‘man leicht,
dass auch umgekehrt zu jedem Y ein Losungssystem von (13) gehort.

Es sei also fortan angenommen, dass unendlichviele Eigenwerte existieren.
Somit ist die Folge v,, Y, Y, ... abzihlbar unendlich.

Jetzt wird v, in die Gleichung (1) eingesetzt. Dies ergibt, wenn der Ent-
wicklungssatz fiir quellenmiissig darstellbare Funktionen beriicksichtigt wird, auf
Grund von (18)

(19) () + f K@, 9)f 4, vnly)dy

= nle) + 22 (=) @) v)dy

() ¢v(y)

Fiir den absoluten Betrag der letzten Summe liefert die Schwarzsche und Bessel-
sche Ungleichung die Schranke '

{l 3 (%4) [t wutaras

y=m+1

'Nun soll zuvérderst die Existenz eimer Losung von (1) unter der Annahme
erwiesen werden, dass es eine von m unabhiingige Constante 4 gibt, so dass

(20) f Ul ym@)]dy = A

gilt. Das Bestehen der Ungleichung (20) wird spiter unter den Voraussetzungen
der Sitze 1) und 2) in verschiedener Weise gezeigt werden.
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Aus (19) ergibt sich nach dem Vorigen infolge der gleichmiissigen Konver-

genz von Z (q),T(x))“ sofort

v==1

(1) lin (ymle) + wayf(y yali) dy) = o,
gleichmiissig in x.
Nun ist die Funktionenfolge

— f K(z, 9)f(y, ym(v) dy

unter der Annahme (20) gleichmiissig beschrinkt und gleichgradig stetig, denn
es ist ja

Iwm x,

I f (@1, y) — K (s, ))f(y,wm'(y))dyl
g{ f (@0, 9)— K (23, 9)'dy f [f(y,w,n(y»my}*‘,

wobei der erste Posten, zufolge der Stetigkeit des Iterierten eines brauchbar
unstetigen Kernes bei hinreichend kleinem |x;—x,| beliebig klein gemacht wer-
den kann. _

Es gibt also nach einem geliufigen Satz eine derartige Teilfolge
Yy, Wmyy Wiy, - - -, dass die zugehorige Folge wm,, Wm,, Wm,, .. . gleichmissig gegen
eine Grenzfunktion konvergiert. Hieraus und aus (21) erschliesst man jetzt,
dass auch die Folge yn,, 1//,,,,, Ym,, .+ . gleichmissig gegen eine Grenzfunktion
Y(x) konvergiert.

Endlich zieht die Stetigkeit von f(y, %) noch

tim [ K@, 90, Y, ) dy = f E (@, 9)f 0, wly) dy
B B

nach sich, so dass also nach (21)

wia) + f K (@, 9)f 0, w)dy =
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ist. Die Existenz einer Losung ist somit auf den Nachweis von (20) zuriick-
gefiithrt. '

_ § 2. Der beschriinkte Kern. Beweis von Satz 1.

In diesem Paragraphen wird vorausgesetzt, dass der Kern beschrinkt sei.
Fir f gelte die Voraussetzung (5). Dann konnen die Ergebnisse von § 1 an-
gewandt werden. ' '

Bs sei z ein Punkt aus B. Man verstehe unter x den Durchschnitt einer
um z geschlagenen Kugel mit B. Aus (16) ergibt sich dann

Uw d§|— ZV,l ém f"]”;%)dgl
< {Ek(c&’"’)’éi[f¢y(§)d§]2}%.

Wendet man den Entwicklungssatz:

ffK ) )dgdn—jZJ‘—v[fq»(g)k(g)dg]a

o . f1 wenn & Punkt von x ist
mit der Funktion h(§)=

~ o sonst an und beriicksichtigt (15),

so folgt aus der vorangehenden Ungleichung

| f wm(§)d§|§1>%{ f f K, q)-dgd,;}*.

Bezeichnet jetzt K die obere Schranke von K(r,y) in B und x* den In-
halt von x, so.ergibt sich

i [vaag| = i

Wegen der Stetigkeit von 1, erhilt man, wenn man x* gegen 0 konvergieren
lasst

| Yma)| = DiK:.
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Daraus entnimmt man sofort die Existenz einer von m unabhingigen Konstanten
A fiir die (20) gilt.

Damit ist Satz 1 bewiesen.

Uberdies geniigt die Losung der Ungleichung |y(z)| < D! K.

§ 3. Funktionen, die nicht stirker unendlich werden als die linearen.
Beweis von Satz 2.

In diesem Paragraphen wird iiber den Kern nur vorausgesetzt, dass er
brauchbar unstetig ist. Fiir die Funktion f gelte neben (5) die Annahme

(6) If(xa u)l = Czl“l + C.

Dann ist
(flx, W) = Cu®+ G,

wobei C; und C; von % und z unabhiingige Konstanten bedeuten. Somit wird

f £, ym))dy = C, f Wnle)*dy + G, f dy.

Nach (17) liegt die rechte Seite unter einer von m unabhingigen Konstanten.
Damit ist (20) und somit Satz 2 bewiesen. '

§ 4. Der positive Kern. Beweis von Satz 3.

Es werde mit folgender einfachen Bemerkung begonnen. Hat eine Glei-
chung der Form

(1) o) + f Ko )iy, o)y =o

B

eine Losung ¢(x), so erhilt man durch die Spiegelung

(22) Silw, ) = — flz, —u)

daraus eine Losung y(r) = — @(x) von

Ylx) + fK(w, 9y, v(y)dy=o.
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Geniigt nun f der Voraussetzung (II) bezw. (IV) von Satz 3, so erfiillt, wie
unmittelbar ersichtlich, das durch (22) damit verbundene f, die Bedingungen (I)
bezw. (III). Der Satz braucht daher nur unter diesen beiden Annahmen bewie-
sen zu werden. Er kann gemiss der Forderung K=o leicht aus Satz 2 ge-
folgert werden.

Fiir f gelte zunichst die’ Voraussetzung (I), d. h.:

Fir u<o ist o<flx, w) < Cyul + C5. (o< C,<i).

Man erklire eine stetige Funktion f*(x,u) durch

flo,w) fir u<o

e ={]

(x,0) fiir w=o0.

Offensichtlich geniigt f* wegen C,<<2, den Bedingungen des Satzes 2. Die
Gleichung

v == [ K e vy

besitzt somit mindestens eine Losung ¥*, die nach dem Verfahren von § 1 ge-
funden werden kann. Gemiss der Annahme K=o, f*=o folgt y*(z)<o0. Da
aber fiir Y*=<o die Funktion f*(y, ¥*(y)) mit f(y, ¥*(y)) iibereinstimmt, so ist
Y* auch Losung von (1).

Es gelte jetzt fiir f die Voraussetzung (III); diese kann so formuliert
. werden:

Stets ist — Oy < f(x,u); fiir u=o0 ist flz, W< Clu|+ C;. (0<C,<i).

Die Funktion g(x) werde durch

erklirt und
S*(x, u) = fla, u + g(z) + G

gesetzt. f*(x,u) erfiillt, mit anderen Konstanten, offenbar die Annahme (I),
woraus folgt, dass .

w%d+mewﬁ@&MWM=o

18—29643. Acta mathematica. 54. Imprimé le 17 mars 1930.
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eine Losung v*(z) <o hat. Durch die Substitution y(x) = y¢*(z) + g(x) geht diese
Gleichung in :

(1 Mﬁ+fK@wﬂ%MwM=q

iiber. Y(x) ist somit eine Losung von (1). Fiir sie gilt iibrigens

RCELY RO

Damit ist Satz 3 vollig bewiesen.

§ 5. Beispiele fiir nicht lsbare Integralgleichungen;

In diesem Paragraphen werden Beispiele zur Illustration der Fille, in denen
Gleichung (1) keine Losung zu haben braucht, zusammengestellt. Das Konstruk-
tionsprinzip ist ausserordentlich einfach. '

Fiir o=<2=<1 nehme man eine stetize Funktion «(r) derart, dasg o(x)>o0
wird. Dann erfiillt der Kern

K(x,y)= alx)a(y)

alle Voraussetzungen, einschliesslich K =o.
Die Integralgleichung

w@+[ﬂ%WMwwM=o

hat nun offenbar genau so viele Losungen (x)==£a(z), wie die Gleichung fiir §

1

(23) £+ [ et )y =o.

0

Es geniigt also zur, Bildung von Beispielen fiir nicht 16sbare Gleichungen
solche Funktionen f anzugeben, fiir die (23) keine reelle Losung besitzt. Fiir
die verschiedenen Fille der Tabelle auf Seite 121 geschieht dies wie folgt:
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ad 3) f(r,u)=—e*. Die Gleichung (23) wird

1

§= eb:fa(y)eg(a(y)_l)dy.

0

Zunichst miisste £=0 sein. Wahlt man jetzt a(x)=1, so ist fir £=o0 die
rechte Seite nicht kleiner als ¢f, woraus man erkennt, dass keine reelle Lisung
vorhanden sein kann.

ad 4) Der Fall wird wie in § 4 durch die Spiegelung

(22) file, w) = — flz, —u)

auf den vorigen zuriickgefiihrt.
ad 5) flr,w)=1u+1

£+ Ef][a'(y)]**dy + fa(y)dy =o

hat fiir e(z)=1 keine reelle Wurzel.
ad 6) fle,u)=—u+ 1.

§(1;fa’dy)+fady=o.

1 :
Wiihlt man e sb, dass f o®dy == 1 wird, so hat die Gleichung keine Losung.
J , .

ad. g) Folgt aus 5) durch die Spiegelung (22).

Man erkennt aus diesen Beispielen, dass fiir die Funk_tior_leﬁ der Klasse
3), 4), 5), 6), 9) die Wahl des Kernes fiir die Losbarkeit von Gleichung (1) aus-
sch.lé,ggebend ist.

Die Beispielé zu Fall 3) und 4) zeigen auch, dass die Voraussetzungen in
Satz 3 nicht durch allgemeinere in dem in der Einleitung genannten Sinn er-
setzt werden konnen. '

Eine Gleichung mit unendlich vielen Li')simgen bildet man leicht mit a(x) = 2

und f(x, ¥) =wu sin f(‘;). Die Gleichung (23) lautet dann
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§(1 +sin§(fa2dy)=o.

Sie wird durch unendlich viele Werte von £ erfiillt.

§ 6. Zusammenhang der Integralgleichung mit einer Variationsaufgabe.

Dieser Paragraph schliesst sich unmittelbar an die Paragraphen 2 und 3 an.
Fiir K und f mogen die Voraussetzungen von Satz 1 oder 2 gelten und es sei

wieder F(x,u)= f fla,v)dv geselzt. 1 bedeute wie bisher die durch das Ver-
0

Jahren von § 1 erhaltene Losung der Gleichung (1). Dann erteilt unter allen in
B stetigen Funktionen y die Funktion '

1@) = —flz, y(z)
dem Integral

um=ffxumn@umwwy+ng@afxwwu@wﬁdx

B B B

etn absolutes Minimum.
Beweis: Es existiert, wenn in den Bezeichnungen von § 1

Hm(c(lm), P G;’:')) == dm

me—ex

gesetzt ist, lim dn=d, da die monoton abnehmende Folge d, gemiss (14) nach

unten beschrinkt ist.

Zunichst wird nun gezeigt, dass das Integral I(y) fiir alle stetigen y als
Vergleichsfunktionen, d zur unteren Grenze hat. Ist nimlich yx beliebig -gegeben,
so wird mit den Abkiirzungen

ifﬂ@%@ﬁx=&, e=1,2,3..)
B

nach dem bekannten Entwicklungssatze
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(24) I(y) =;§Mﬂi + 2[1’(90, éﬂ.'gpv(x)) dx.

B

Zufolge der gleichmissigen Konvergenz der in F als Argument auftretenden
Reihe und der Stetigkeit von F kann zu gegebenem & offenbar ein m so ge-
funden werden, dass

| I(x) — Hu(By, - .. B} | < &
ausfillt. Nach der Definition von dn ist aber

HalB,, .. ) = dm = d.
‘Demnach folgt
Ify)=d—e

fiir jedes ¢. Daher ist die untere Grenze D von I(x) endlich und DZd.
Setzt man jetzt, wenn die Grossen ¢{™ dieselbe Bedeutung wie in § 1 haben

(@) = 2 hei™ @, (x),
y=1
g0 wird

D= I(x";) = Hm(c(lm), . G(':l")) = dm’

was D =d nach sich zieht. Es ist also, wie beliauptet, D=d.
Zum Beweis des Satzes bleibt jetzt nur

J(—Sle, p(@) =4

zu zeigen. In § 1 war eine solche Teilfolge Y, aufgewiesen worden, dass gleich-
missig Ym,—1 und somit

I(— fla, Ym, (@) = L(— f (=, plx)))
gilt.
Nach der Definition von I(y) ist in Riicksicht auf (21),

T e Y o) = — [ £, Y ) Vi () 2+ 2 f F (@, Y, (@) dz + R,
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wobei R, mit wachsendem m, gegen Null strebt. Beachtet man jetzt (16) und
(13), so folgt
I(= (&, () = Hn, (6, ... c8) + B,

und wegen Hp,= dn,~d weiter
I(—fle, ym, (@) - d.

In der Tat ist also I{— f(x, ¥(x)))=d; w.z. b.w.

Es sei noch bemerkt, dass aus der Variationsaufgabe, unter Zulassung aller
stetigen Funktionen y das Integral I(y) zum Minimum zu machen, ein Teil der
in ‘Rede stehenden Existenzsiitze direkt sehr einfach gewonnen werden kann.®

Zusatz: Der Bereich B der x, &-Ebene ser von stiickweise analytischen Rand-
kurven begrenzt. Unter G(x,&;y,n) werde die am Rande verschwindende Greensche
Funktion zu dem Differentialausdruck '

a 0 . .
L(u)= F (pus) + b——(pu,:) (p(x, ) =0 mit stetigen Ab-

§_ leitungen 1. und 2. Ordnung)

verstanden. Die Funktion fl(x,§; u) sei mit stetigen partiellen Ableitungen erster
Ordnung versehen und geniige den Voraussetzungen zu Satz 2. Dann ertellt die
nach dem Verfahren von § 1 erhaltene Losung (x, &) der Gleichung

(ra) w(x,§)+ffG(w, &y, fly,n; vy, ndydy=o

dem Dirichletschen Integral

Dw)= f f (pwd + ob) + 2F (2, £; w(z, )] dzdE

unter allen am Rande verschwindenden stetigen, mit stiickweise stetigen beschrinkten
Ableitungen erster Ordnumg versehenen Funktionen w(x,§) ein absolutes Minimum.

Eingangs sei bemerkt, dass der Satz 2 anwendbar ist, da die betrachtete
Greensche Funktion G(z,§; y,7) bekanntlich ein positiv definiter Kern ist. Unter

8 Man vergleiche die Arbeit des Verfassers: »Nichtlineare Integralgleichungen und direkte
Methoden der Variationsrechnung». Sitzungsbericht der Berliner Math. Ges. 1927.
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der Annahme iiber f(z, §; u) besitzt ¥ zufolge von (1a) nach bekannten Sitzen
stetige Ableitungen erster und zweiter Ordnung und verschwindet am Rande.
Der Zusatz wird jetzt auf den vorigen Satz zuriickgefiihrt, und zwar zu-
niichst fiir mit stetigen Ableitungen erster und zweiter Ordnung versehene Ver-
gleichsfunktionen. ,
Bezeichnet w(z, £) eine solche, so setze man

(25) L{w) = — z(x, §).
Nach geliufigen Eigenschaften der Greenschen Funktion lautet die Umkehrung
hiervon
(26) w(z, &) =ff G(z, & y,m) 2y, n) dydn.
B .

Aus der Greenschen Formel ergibt sich

D.(w)=-—fwa(w)dxd§+ 2ffF(x, £ w) dadE.

Daraus folgt, wenn man nach (25) und (26) die stetige Funktion y fiir v einfiihrt,
| D) = I(y). |
(26) ergibt mit x=—/f(x, & w, £) nach (1a) w=1 und also
D(y) = I(— flz, y(, §).
Nach dem Vorangehenden ist nun fiir jedes stetige x

I(y) z I(—fl=, & vz, §)

und somit

D{w) = D(y).

Es bleibt jetzt zu. zeigen, dass die Konkurrenz auf stetige mit stiickweise
stetigen beschrinkten Ableitungen erster Ordnung versehene Funktionen w aus-
gedehnt werden kann. Hierzu geniigt der Nachweis, dass die untere Grenze
von D(w) dabei nicht herabsinkt. Sei also w jetzt eine stetige mit stiickweise
stetigen beschriinkten ersten Ableitungen versehene Funktion. Setzt man ihre
Fourierkoeffizienten in Bezug auf die Eigenfunktionen von G(z, §; v, 1)
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_fqu),dxd:g:a.,
B .
ff (% + 0} dedE = Z,xav

Nun werde o durch die mit stetigen Ableitungen erster und zweiter Ordnung

so ist bekanntlich?

versehene Funktion
H=agp@¥
y=1

im Mittel approximiert. Dann ist

r=n+1

D)= Dlwn) = 3 bl + 2 f f (Flo, & o) — Fla, & w) dadE.

Dabei wird

ff(F(w,’g’; Flz, & wn))dxdt = ffw—wn [z, §,wn+3(w—w"))dacd§

o<9<i)

{ff (0— oo ded - fff’dxd§}

Wie in § 3 schliesst man, auf Grund der fiir f giiltigen Annahme (6) von Satz 2,
das's das Integral f f‘dwdf unter einer von # unabhingigen Schranke liegt,

woraus also

lim D{ws) = D(w)

N — o

foigt. Dies zieht die Behauptung nach sich.

® Zum Beispiel L. Lichtenstein: Zur Analysis der unendlichvielen' Variablen. (M. Z. 3.
Seite 125.)
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§ 7. Anwendung auf die Randwertaufgabe. Beweis von Satz 4.

Nach dem in der Einleitung Gesagten geniigt es, um die genannten Resul-
tate iiber die Randwertaufgabe fiir L(u)=f(z, £;u) zu erhalten, den Satz 4 zu
beweisen. Die Funktion f(x, £; 4) moge also den dort gemachten Annahmen ge-
niigen. Zur Abkiirzung sei

Fla & ut oo, 8) = filw, £ )

gesetzt. Dann besitzt f| stetige partielle Ableitungen erster und zweiter Ordnung
und es gibt zwei Werte u, <0, ;>0 derart, dass fiir alle Punkte des abgeschlos-
senen Bereiches B

file, & u)<o; filz &u)>o0
ausfallt.

Neben f; wird jetzt eine Funktion f, mit folgenden KEigenschaften be-
trachtet?: ' _
I.) f; besitzt stetige partielle Ableitungen erster Ord'nung.
IL) filx, & u) =filx, &; u) fir u;=u=<u, und alle w,.§ in B.
1) |filz, &%) = C. (C konstant.)
V) {f,(x,§;u)<o fir < u,

} fir alle «, £ in B.
folw, & u) >0 fiir wz=u,

Dann hat nach Satz 2 auf Grund von III.) die Gleichung

(27) P, ) + f f K (@, & v, 1) fyl, n; ¥y, ) dydyg = o

u°
1® Eine solche ist zum Beispiel fy(x, &;u) = ff;(:c,§; v)dv + f,(zx, &; 0), wo bei hinreichend
0

kleinem % > o

ofx (e, &;u)
—_— - 5 = <<
o fur w,=u= y,
o fir u=u,—h und u=u, + A
j;(a: §7u) = _I

h-[u—(ul—h)]gf‘(z’Tg;u') fiir ul-—héu—f__ u,

Of (=, & us)
Ou

firu,=usu,+h

plt Gt B)

gesetzt ist.
19 — 29643. Acta mathematica. 54. Imprimé le 17 mars 1930.
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eine oder mehrere Losungen, wenn K die zum Problem gehérige Greensche
Funlktion bedeutet. S

Wird von einer gezeigt, dass sie ganz dem Intervall w, =<1 = wu, angehort,
so lost ditese zufolge von IL) die mit f; anstelle von f, gebildete Integralglei-
chung, und somit die vorliegende Randwertaufgabe. In der Tat geniigt die nach
dem Verfahren in § 1 konstruierte Losung von (27) der geforderten Bedingung™
U =Y=u,.

Um dies einzusehen, hat man gemiss dem Zusatz in § 4, der nach I.) und
IIT.) mit f; anwendbar ist, nur folgendes zu zeigen: Ist % eine 2 mal stetig
differenzierbare am Rande verschwindende Funktion, deren Maximum grdsser
als #, oder deren Minimum kleiner als u, ist, oder beides, so kann dazu eine
mit stiickweise stetigen beschrinkten Ableitungen erster Ordnung versehene, am
Rande verschwindende Funktion w so angegeben werden, dass D(x) > D(w)
ausfillt.

Hierzu wird die stetige Funktion

11 Die. Eigenschaft, dass eine Losung der Integralgleichung (27) unter den angegebenen Vor-
aussetzungen iiber f, ganz dem Intervall u, =y =u, angehort, kommt speziell der Greenschen
Funktion als Kern zu. Bei stetigem Kern konnen sehr wohl alle Losungen iiber %, oder u, hin-
ausgreifen. Ein Beispiel hierfiir kann wie in § 5 hergestellt werden, und zwar mit f,(x, 4)=— cos %,
a(x)=1+ g(x), wenn

ia(x—-iﬂﬂ) fir L —P<z=-
s 2 2 2 1
(o<l<;)
p)= —i,(x—l—l’) fir St 40
l 2 2 2
o sonst

bedeutet.
Die Gleichung (23) ist dann von der Form

§ =cos§ + 9(§),

wobei

18] = 41,

ausfillt. Sie hat somit bei hinreichend kleinem I eine reelle Wurzel &, die nur wenig von der
Losung & von & =cos&, abweicht. Fiir die Losung w(x) der Integralgleichung gilt daher fiir

1=17,(e):
o)-es) el -amafe)

Sie nimmt also bei abnehmendem [ beliebig grosse Werte an, und liegt somit in keinem fest ge-
gebenen Intervall,
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u, fiir diejenigen Punkte z,&, fiir welche wu(z, §)=u, ist,
w(x, §) = u(z, g) » » » z, & » o= ulz, §) <wu, »

woo» coaE s wsuld o
eingefilhrt. Auf Grund der Eigenschaften IV.) von f, ist nun Fy(x,&; u)=
u
= f fole, & v)dv fiir w<w, monoton abnebmend, fiir ¥ =u, dagegen monoton
0

zunehmend in » bei festen z,§ und also

(28) 2][11‘2(50,§;u(x,§))dxd§—2ffF._,(x,§;w(x,§))dxd§=k>o. |

Jetzt approximiere man u nebst seinen partiellen Ableitungen 1. Ordnung durch
eine analytische, am Rande verschwindende Funktion &(z, &) so, dass fiir alle
Punkte z, £ von B2

a3 Ou

z == <
dx Ox =

|9 —ul =,

=es, |£)—0—2u
98 %

gilt, wobei iiber ¢ noch geeignet verfiigt wird.
Nunmehr leistet die Funktion

u, fiir diejenigen Punkte z,&, fiir welche &(x, & =u, ist
wlz, §) =1 3,8 » S T =3z, E)Suy

Ug » » » x, 8, » » u2—“<‘-"9(x’ §) >

das Gewiinschte. Denn die Schnittlinien von $(z,&) mit den Ebenen &=u,
beziehungsweise <+ =1wu, sind analytische Kurven. Also besitzt @ abteilungsweise
stetige beschrinkte Ableitungen erster Ordnung. Ferner verschwindet w am
Rande von B, da dasselbe von ¢ gilt, und ist also zulissige Konkurrenz-
Funktion. Um noch

D{u) > D(w)

zu erreichen, hat man ¢ so zu wihlen, dass'®

2 Das Konstruktionsverfahren fiir ein derartiges & findet sich zum Beispiel bei Lichtenstein

l.e. M. Z. 3. Anm. 8. 134.
13 k ist hierbei in (28) erklirt.
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20) l f f Pt + u) dadE — f f p(9%+ 89 dwde| <
. B : B

und

*
4

2 fF(x & wle, §) dadg — 2 f f Fy(o, & oln, §) deds

wird; dies ist mtiglich, da, wie leicht ersichtlich, fiir alle Punkte x, £ von B
stets |w(x, §) — oz, §)| < ¢ gilt.
Hieraus ergibt sich, zusammen m1t (28)

(30) ffog dxdg——szFxg, docd§>3lc

Ferner ist
jfp(&i+&§)dwd§-—ffp(wi+ w)didE = o.
B B

Wird (29) hinzugenommen, 'sq erhiilt man

(31) , ffp(ui'*’"%)dxdg—ffp(wf+w§)dxd§g_71k,
B B : .

Addition von (30) und (31) liefert

D(w) — D(w) =

k
<> o0,
2

w. z. b. w.

II. ABSCHNITT.
Eindeutigkeitssitze.
§ 8. Monotone Funktionen. Beweis von Satz 5.'*

Vorbemerkung. Die Frage nach der Eindeutigkeit einer Losung der Gleichung
(1) ldsst sich sofort auf die Frage nach nicht identisch verschwindenden Losungen einer

4 Die §§ 8, 9. und 10 setzen nur die §§ 1, 2 und 3 vorams.
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ebenso gebauten Gleichung zuriickfithren. Hat nimlich die Gleichung (1) neben
Y(z) noch eine weitere Losung ,(x), das heisst, ist

MM+mewﬂ%mmw=o
und

%w+fK@WM%WM=m

80 erhilt man durch Subtraktion, wenn noch

Yi— ¥ =% und gz, o) =flz, 2 + () —flz, p()

gesetzt ist,
(32) ww+fK@m¢%www=a

Daraus folgt:

Notwendig und hinreichend dafiir, dass Gleichung (1) nicht mehr als eine
reelle Lisung hat, <st, dass die Gleichung (32) nwr durch ¥=o befriedigt wird.

Das Charalderistische an der Funktion g ist, dass g(z, 0)=o fiir alle  in B
gilt. ' _

Um nun zu den in der Einleitung genannten Eindeutigkeitssitzen zu ge-
langen, werden Klassen von Funktionen g angegeben, fiir welche die Gleichung
(32) nur die Null zur Losung hat.

Hilfssatz 1. Der Kern K se: brauchbar unstetig, symmetrisch und positiv
definit. Fiir die stetige Funktion g(x, w) gelte:

gl@,u)=o0 fir w>o0 und alle x in B.

gle, Wy <o » wu<o » » z » B.

Dann hat die Gleichung

(32) wa+fxmma%wmw=o

B

nur die Lisung ¥(x)=o.
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Beweis: Aus der Annahme folgt g(xz,0)=o0. Es bedeute ¥(x) irgend eine
Lésung von (32). Dann ist

[#@oe weniz+ [ [ K st #0) ot ¥ dyiz=o.

Da der Kern positiv definit ist, fillt der zweite Posten nicht negativ aus und
somit ist

f‘f'(oc)g(ac, P(x)dx < o.

B

Nach der Annahme haben aber ¥(x) und g(x, ¥(x)) nirgends entgegenge- -
setzte Vorzeichen, so dass die vorstehende Ungleichung nur durch ¥(x)g(x, ¥(x))=o0.
erfiilllt sein kann. Fiir alle Stellen z ih B, an denen etwa ¥(x)<=o0 ausfillt,
muss daher g(x, ¥(x))=o0 sein; fiir diejenigen z, fiir welche ¥(x)=o0 ist, ist auch
gz, Flx))=g(x,0)=0, d. h. g(z, ¥(x)) verschwindet identisch in B, woraus nach
(32) dasselbe fiir ¥(x) folgt, w.z. b. w. Aus diesem Hilfssatz folgt Satz 5 un-
mittelbar. Ist nimlich f(x, ) monoton nicht abnehmend und bedeutet (x) eine
Losung von (1), so erfiillt die Funktion

9(@, u) = flw, u+ () — £, p(x))

die Voraussetzung des Hilfssatzes 1; Gleichung (32) wird also nur durch die
Null erfillt. Nach der Vorbemerkung kann (1) daher nicht mehr als eine Lo-
sung haben.

§ 9. Funktionen mit beschrinkter Ableitung. Beweis von Satz 6.

Die Grundlage fiir die Untersuchungen dieses Paragraphen bildet
- Hilfssatz 2. Der Kern ser brauchbar unstetig, symmetrisch und positiv definit.
Fiir die stetige Funktion g(x,w) gelte | g(x, u)| = a|u| mit konstantem, der Bedingung
o<a <Ak, unterworfenem a, wobet A, wie bisher den. kleinsten Eigenwert von K be-
deutet. Dann hat Gleichung '



Nichtlineare Integralgleichungen nebst Anwendungen. 151
(32) . ¥ (x) + fK(x, v) 9y, Fy)dy =o
B

nur die Lisung ¥(x)=o.
Beweis: Wie bereits in der Einleitung bemerkt, haben die Fourierkoeffi-
zienten ¢, jeder etwa vorhandenen Losung ¥(x) die Gestalt

"e:f Wwedw=—ifg(y,zcv¢v(y)) Pe(y)dy.

(v)

Aus der Besselschen Ungleichung und der Annahme iiber g folgt also

2 ec)) = f [y (?/ %%%(y))]z_dy

(o)

() 9]

2
= a’f(z c.,_q).,) dy = a’Zci.
B
Diese Ungleichung kann wegen o < AM=E2,<12... nur mit ¢,=o0 (¢=1,2,3,...)
erfiillt sein. Wie behauptet ist daher ¥(x)=o. "
Jetzt kann Satz 6 leicht bewiesen werden. Aus der Voraussetzung

|0f(a:,u) -

y o<a<i
ou 1

= Y

folgt
|/, )| < elu] + C

(Cy konstant); somit existiert nach Satz 2 eine Losung von Gleichung (1). Um
zu erkennen, dass dies die einzige ist, bilde man wieder

9, 4) =flz, u + P(x) — fla, p()

—u o0f (@, Su+y(x) ,

£ (o< d<).

lg(x, u)| = alul.
g(x,u) erfiillt somit die Annahme zu Hilfssatz 2, woraus gemiss der Vorbe-

merkung in § 8 die Eindeutigkeit folgt.
Geniigt « nicht der Bedingung a <4, so braucht die Gleichung (1) nicht
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mehr eindeutig losbar zu sein. Die genauere Losungszahl von (1) ist in diesem
Fall iquivalent mit der von endlich vielen transzendenten Gleichungen. Dies
ergibt sich auf folgendem Wege:

Sei bei beliebigem A4 = A, jetzt

af(x, u)

= 4.
ou =4

Es kann angenommen werden, dass unendlich viele Eigenwerte von K existieren;
der entgegengesetzte Fall- ist bereits auf S. 133 behandelt. Man bestimme die
Zahl n durch die Forderung A, < 4 <A, und setze.

mmﬂ=xmwm2&%%@_

K, hat dann die Eigenwerte Ant1=An+3=2n4s3..., und es ist 4 <Z,+;. Nach
Satz 6 besitzt daher bei beliebiger Wahl der reellen Konstanten ay, a,, . .. an
die Gleichung '

(37) fKnxy y,pr, -)d =0

yu=]

genau eine Losung x(x)=1x(z; a,, as, ... an).
Jedes Losungssystem a,, a@,, ... an der #» transzendenten Gleichungen
: 1 n
(38) a -+ l—(,ff-(y’ Dagly) + x(y)) gely)dy=0  (e=1,2,...7)
y=1
. B

fiithrt, wie man durch Multiplikation mit g,(x) und Addition zu (37) sieht, auf
eine Losung

= 2iapile) + ()

von Gleichung (1). Zu verschiedenen Wertesystemen a,, gy, . . . @, gehoren, da
diese die Fourierkoeffizienten von (z) sind, verschiedene Funktionen ¥(x). Um-
gekehrt gehort aber auch zu jeder Losung v(x) von (1) ein Losungssystem von
(37) und (38), nihmlich die Fourierkoeffizienten ¢,, ¢;, ... ¢, von W(z) und die
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Funktion y =y — chq)v. Zu verschiedenen 1 gehdren verschiedene Systeme

v=1
¢y, ... tn, da ja die Gleichung (37) nur eine Loésung y besitzt.

Somat st die Frage nach der Anzahl' der verschiedenen Lisungen von Glei-
chung (1) dquivalent mit der nach der Anzahl der verschiedemen Lisungssysteme
der n transzendenten Gleichungen (38), worin y durch (37) eindeutig als Funktion
von x und a,, ... an festgelegt ist.

§ 10. Ein Approximationssatz.

Gelten fiir f die Annahmen von Satz 6, so ist die Gleichung (1) eindeutig
losbar. Es wird jetzt gezeigt, dass die nach dem Verfahren in § 1 gebildeten
Niherungslosungen ¥a(x) gegen die Lisung w(x) streben. Die Giite der Kon-
vergenz findet ihren Ausdruck in dem X

Approximationssatz: Fir K und S mogen die Voraussetzungen von Satz 6
gelten.  Unter ™, ... ™ (m> 1) werde das eindeutig bestimmte Ldsungssysiem der
in § 1 betrachteten Naherungsgleichungen

(13) o = — 7 ff(y, em qv,»(y)) Po(y)dy
B u=t
verstanden und
Y (@) = 2 6 g, (2)
v=1

gesetzt.  Dann gibt es zwer von x und m wunabhdingige Konstanten C, und Ci
s0, dass der Unierschied zwischen der Liosung w(x) der Gleichung (1) und der
Niherung Wa(x) durch

< N1

2
m+1 )"”

abgeschitzt wird. Die berechenbaren Werte von C, und C), werden im Laufe:
des Beweises angegeben.'® 1/,(x) konvergiert somit gleichmissig gegen ().

15 Es sei ohne Beweis bemerkt, dass bei anderer Wahl der Konstanten C, der zweite Posten
weggelassen werden kann. Freilich lisst sich dann die Konstante nicht mehr so einfach explicite
angeben, wie im vorliegenden Fall.

20—29643. Acta mathematica. 54. Imprimé le 18 mars 1930.
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Dass die Gleichungen (13) ein und nur ein Lisungssystem besitzen, folgt
daraus, dass jedem solchen, wie bereits in § 1 Seite 017 bemerkt, genau eine
Lésung n(z) der Integralgleichung

@+ [ (2292:5) i guighay =o

entspricht; diese geniigt offenbar den Annahmen des Satzes 6, und es gibt daher
nur eine Losung Yn(z). _ '
Der Nachweis des Approximationssatzes wird so gefiihrt, dass die Eindeuntig-
keit der Losung von Gleichung (1) nochmals mit herauskommt.
Man verstehe unter ¥(z) irgend eine Losung von Gleichung (1) mit den

Fourierkoeffizienten ¢, = f Yo, dx (v=1, 2, 3, ...) und unter ¢, ... ¢™ irgend

ein Losungssystem der Gleichungen (13). Jetzt werden die Gleichungen (13) be-
ziiglich von den Gleichungen fiir die Fourierkoeffizienten

) =1 f £l ) pole) dy

subtrahiert. Das ergibt

I
oo == 1 [ 0906 = 0wl i, =12,
‘3
woraus nach der Besselschen Ungleichung

D i3lep— ) f £, 96) — £, wml)*dy
=1, :

folgt. Bezeichnet . einen Mittelwert zwischen 1 und Yn, so ist gemiss der

Annahme [-=| =<«

0f ?/ ) lpm)

| £, W) — £y W) | = [ — Wn]
=|y~¢nle.
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Setzt man dies in die vorige Ungleichung ein, so folgt
m

Zv — ot = ot 3o — el + > @),

=1 o=m+1

und wegen a = ),9— sowie o < 4,
1

(33) | 21’ — i) ”<—— 2 Co-

I_,__g =m+1

)2

Aus (7) und der Besselschen Ungleichung folgt

(34) o ce—ff(y Yiy)* dy

o=m+1

und _

(35) 3 [rw vy
o=m+1 m+1

Nun ist weiter nach der Schwarzschen Ungleichung

|

e=m+1

| W(x) —Ynl@)| = 2 Aoleo - Gém)) 9391(1')

p=1 4

= {Z Rg(cg— ofm)? - %?2}% + {92 (Aco)® - }

=m+1 e=m-+1

Hieraus, aus (33), (34) und (35) ergibt sich, wenn K®(z,y) den iterierten. Kern
zu K bezeichnet,

36 19 —ymlo)| =

5 [rovranf+ f st wray 3 74

=m+1

Da die rechte Seite mit wachsendem m gleichmiissig gegen Null strebt, folgt die
Konvergenz von Ym gegen v, was natiirlich die Eindeutigkeit nach sich zieht.
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Die Voraussetzung g%: = « hat nun

Iz, w)l = e|u] + G

im Gefolge; dem entnimmt man wie in § 3 die Existenz einer nur von fund K

abhiingenden Konstanten C,;, die leicht berechnet werden kann, so dass

f Pl vl dy < Oy

ausfillt. Da . gleichmissig gegen 1 strebt, ist auch

[roviray= ca

B

Dies in (36) eingesetzt, ergibt die behauptete Abschitzung. Man erkennt, dass
die Fehlergrenze um so grosser wird, je dichter « bei 4, liegt.

§ 11. Eine notwendige Bedingung fiir die Eindeutigkeit.

Die Untersuchungen dieses Paragraphen kniipfen an die Ergebnisse von
§ 6 an.

Die Funktion f(x,u) und K geniige entweder der Voraussetzung zu Satz 1
‘oder 2. f(x,u) besitze stetige Ableitungen nach u von so hoher Ordnung als
gebrauchf werden. Die Gleichung (1) hat ausser (z) sicher dann noch eine
weitere Losung, wenn die Gleichung (32) in § 8 eine von Null verschiedene Lo-
sung besitzt. Die darin auftretende Funktion '

9(x, w) =f(z, u + () — f =, Y()

geniigt offenbar der Annahme zu Satz 1 oder 2, je nachdem dies fiir f(x, «) gilt,
und eine Losung ¥(x) der Gleichung (32) kann daher nach dem Verfahren von
§ 1 bestimmt werden. Gemiss § 6 erteilt die Funktion x(x) = — g(z, ¥(z)) dem
Inﬁegral

1= f f Ko, 9)2(0)2ls) dedy + 2 f & (s [ Ko, 9)2ls) dv) do

B
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ein absolutes Minimum, wenn dabei
6, 4) = f gla, o) v

0

gesetzt ist. Da aus ¥(xr)=o0 nun g(x)=o0 und I(y)=o0 folgt, so ist gewiss dann
eine nicht identisch verschwindende Lééung von Gleichung (32) vorhanden, wenn
das absolute Minimum von I(y) negativ ausfillt, Nach dem Rolleschen Satz
hat man

Gz, u) = z;—zaf(%;#(?l) + Z_’!’a”f(x, %Z: via), o<9<i)

und also, wenn ¢ einen Parameter bedeutet,

ex—e{ffoy. )dxdy+f(foyx(u)dy) a’—ﬂ%@dm}

(=, 3[1( s9lhy + ()
p 8 f ( fK( W ('/)dy)s - da.

B B

Somit hat I(y) sicher dann ein negatives Minimum, wenn eine Funktion y so
gefunden werden kann, dass der Koeffizient von &* kleiner als Null ausfillt.
Es folgt:

Hinreichend fiir das Vorhandensein einer zweiten Losung von Gleichung (1)
ist, dass die zweite Variation

ffoyx('/dy foyaf(ww(» (y)dy)dw

durch geeignete Wahl von x(x) negativ gemacht werden kann. Fillt sie dagegen
stets grosser oder gleich Null aus und verschwindet fiir eine Funktion y,o0,

Ly(xo f(fo y xo(y)dy)sazf(z ARG P

8o reicht

aus. Man erkennt dies, wenn man in ¢ bis zu Gliedern vierter Ordnung geht.
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Verschwindet der Koeffizient von & auch noch, so geben in leicht ersichtlicher
Weise hohere Glieder Aufschluss. '

Bekanntlich geniigt es, I,(x) durch eine stiickweise stetige Funktion negativ
zu machen. »

Hat nun der Kern K (x, y)m%@ den Eigenwert p, und die zugehérige

Bigenfunktion x,, das heisst, ist

wte) = [ Ko, )5 i ay,

so wird

L) = (I * ,i) ffK(x, 9 1:0) () Ay de.

Ist nun 1 + :71 <o, 80 £illt I,(y,) negativ aus, und es i';olgt:

Hinreichend dafiir, dass Gleichung (1) neben W(x) noch eine weitere Losung
besitzt, ist, dass ‘der lKern K (x, y)m%;ﬂx—» einen der Ungleichung 0> p, > —1
_ geniigenden Eigenwert hat.'® Diese Aussage ist gleichbedeutend mit: | Notwendig
dafiir, dass Gleichung (1) nur die Liosung (x) besitet, ist, dass kein Eigenwert des

Kerns K (x, y)gﬁ%g—@ in das Intervall {—1,0) hineinfdllt.

Der Zusammenhang mit der Variationsrechnung tritt besonders hervor, wenn
der Kern die Greensche Funktion

K(x,y)=

x(j+ 1) fiir x<y
T

y(_—_;_:_ﬂ_l_l) fiir x>y bedeutet (0=x=n).

16 Falls das System der Eigenfunktion von K(z,y) vollstindig ist, ist die genannte Bedin-
gung auch notwendig dafiir, dass I,(y) <o ausfillt, denn dann hat man bei geeigneter Normierung

der Eigenfunktionen y»
S AN [ @@\
LW Z’(‘*E)(f 20f(x,w(w))dw)'
=t U T
B

Yrgl. E. Garbe, M. A. 76.
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Die zweite und dritte Variation geht durch die Substitution

M@=fK@wﬂww,fw=—ﬂ@

und 7
iy = 1360 = [ ) PV
iiber. S0 '

‘Wie man ‘Weiss,‘ kann I; dann negativ gemacht werden, wenn die den
Anfangsbedingungen 7(0)=o0, 7' (0)=1 geniigende Lisung der Jacobischen Diffe-

rentialgleichung %" (x) — Qi(x—ézﬂx—))n(x) =0 im Intervall o <z == mehr als eine
Nullstelle hat.
Jetzt folge noch eine Anwendung: Es sei n» ungerade, a,, ... a. konstant’

n
und a,>o0. Dann ist f(x,u) = D, a,u’ ein Polynom ungeraden Grades. Es wird
: ' y=1

nach nicht identisch verschwindenden Losungen von

2aplyydy=o

=1

B (K (x,y) beschrinkt, positiv definit.)

wm+mew

gefragt. Solche sind gewiss nicht immer vorhanden, wie unmittelbar aus Satz 5
mit f=u® folgt. Das vorliegende Kriterium liefert hingegen, dass eine von Null
verschiedene Losung stets dann vorhanden ist, wenn a; < —4, ist. In dér Tat,

geht man von der Lisung ¢(z)=o0 aus, so wird %‘P_@: a,, und die cha-

. rakteristische Integralgleichung

x(x)#a1ufK(w,-y)x(y)dy

hat den Eigenwert p, = %,» fiir den o>y, > —1 gilt.
1

Somit ist neben der Losung (x)=o0 noch eine weitere vorhanden.
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III. ABSCHNITT.
Die mit einem Parameter versehene Integralgleichung.
§ 12. Kleine Werte des Parameters. Beweis von Satz 7.

Fiir das Folgende ist eine Abschiitzung des Betfa’ges der Losung von Glei-
chung (1 ) erforderlich:

Hilfssatz 3. Es bezeichne K® das Maximum von f K (x,9)?dy, und B den

Flicheninhalt von B.. Das stetige f (v, u) sei beschriinkt:

| |f e, )] = M
Dann gilt fiir jede Losung von (1)
| |w(x)] = B*K M.

Der Beweis folgt unmittelbar aus der Schwarzschen Ungleichung

{foywy]}% wﬁé

Zum Nachweis des in der Einleitung ausgesprochenen Satzes 7 gehe man

fo@/ y,w(y dy

von dem gegebenen ! aus und bezeichne das Maximum von |f(z, )| im Inter-
vall —;léuél, x in B, mit M= M(]), dasjenige von I%I mit M'=M'(l). Dann

leistet die Zahl 4, = Min( 2 ) _1#_) das Gewiinschte, wobei 4, wieder den

2M' 2 B'K M,
kleinsten Eigenwert von K bedeutet, und K sowie B in Hilfssatz 3 erklirt sind.

Um dies einzusehen wird unter f;(x, ») eine Funktion mit folgenden Eigenschaften
_verstanden'’

I) fi(x,u) hat eine stetig partielle Ableitung - f‘

II) fir —I<wu =1 und alle z in B ist fi(x, u) f( u),
IIT) fiir alle » und 2 in B ist |f;(z, w)| = 2 M(7), '
) =2M'()).

IV) » » wund zin B »yl(?__f',b(xu_,_m

" f, kann genau wie in Anmerkung 10 8. 145 konstruiert werden.
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Zufolge von IV) ist
9 A =<|i]2 M’ <2, fi =2
D pfe, ) S A2 M <1, i |2] = .

Auf Grund hiervon und nach I) liefert also Satz 6, dass die Gleichung

(37) Yo + A f K(z,9)/,y, wly) dy = o

B

eine und nur eine Losung (y) besitzt. Fiir dieselbe gilt nach Hilfssatz 3 in
Riicksicht auf III) :

|y | < B K12 M <1,

falls [A] =4, ist. Die Eigenschaft II) lehrt nun, dass ¥(x) auch der Gleichung

o W) + 4 f K (2, 9)f\y, wly) dy = 0

geniigt. Es ist aber auch die einzige Losung, die ganz dem Intervall —Isy =1
angehort, denn andernfalls hiitte, wieder wegen II), Gleichung (37) mehr als eine
Losung.

Damit ist Satz 7 bewiesen.

Da, wie bereits in der Einleitung hervorgehoben, hieraus folgt, dass, falls
mehrere Losungen vorbanden sind, davon nur eine bei abnehmendem 4 dem
Betrage nach beschrinkt bleiben kann, so liefert Hilfssatz 3 unmittelbar die
Folgerung:

Ist f(x,u) beschrinkt, so hat Gleichung (9) bei hinreichend kleinem A eine und
nur eine Liosung.

Als Beispiel fiir das Awuftreten von mehr als einer Lésﬁng bet beliebig
kleinem -4 betrachte man die Gleichung

W) + 4 f K@, )l + 1)dy =0

mit dem in § 5 eingefithrten Kern K (z,y) = e(z)ealy).
Wie dort sind dann die Lisungen
21—29643. Acta mathematica. 64. Imprimé le 18 mars 1930.



162 A. Hammerstein.

(@) =Ee(@), wlo) = Eel),

1 1
—1i|/1—4lzfasd-yfady
1] 0
1
zﬂ.f'a?’d(l/

0

wo

§1,2 =

als Wurzeln der Gleichung (23) in § 5 erhalten werden. Es bestitigt sich, dass

das Maximum des Betrages von 1;(x) bei zur Null abnehmendem A gegen Null
strebt, withrend das von ,(x) iiber alle Grenzen wichst.

§ 13. Fortsetzung der Liosung bei wachsendem Parameter. Anwendung der
Schmidtsehen Theorie.

In diesem und dem folgenden Paragraphen wird die Kenntnis der Theorie
der nichtlinearen Integralgleichu.ngen‘ von E. Schmidt vorausgesetzt. Von der
Funktion f(x,u) wird jetzt angenomme.n, dass sie in eine bestiindig konvergente
Potenzreihe

S, u) = by(x) + by(x)u + byx)u® + -

entwickelbar ist, wobei die Koefficienten b,(x) stetige Funktionen von z in B
sind. Es ist nicht schwer, diese Annahme durch allgemeinere zu ersetzen; es
geniigt, dass die auftretenden Integralpotenzreihen nach Schmidt regulir konver-
gent sind. Der Einfachheit halber sei an der oben genannten Voraussetzung
festgehalten. - ;

Fiir einen gewissen Wert 4 =1, besitze die Gleic]‘nung'

©) | () + 4 f Kz, 0)fly, wly) dy = o

eine Lﬁsung Wo=1Y,(x, &), deren Verhalten bei Abinderung von i untersucht
werden soll. Hierzu setze man A=2,+v und w=1,+«. Dann geht (9) in
die Gleichung iiber :

Yo+ 10+ (o + 0 f K(z,9)fly, vy + wdy = o,
B
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welche fiir hinreichend kleine konstante v nach # aufzulésen ist.v Subtrahiert
man von ihr (9), so ergibt sich '

u+lof.K(x, 9y, o+ w) —fly, t//o)]dy+vfl((x,y)f(y, Yo +u)dy = o,

u+lfKocy wudy—i—vaxy Sy, p,) + f%;;’b")]

(38) + (B + v fK 202f(y"”°)+“—303f(-’/”’”“) +.---]dy=o.

z' du? 3! 0ud

Dieser Ausdruck stellt offenbar eine regulir konvergente Integralpotenzreihe
dar, die filr u=o0, v==0 verschwindet. Fiir das Verhalten der Losungen bei
kleinem v sind zunichst die linearen Glieder ausschlaggebend, und zwar gilt
nach Schmidt®®:

Wird die Gleichung

(39 o)+ o [ K28 g ay = o

B

nur durch @(z)=o0 erfiillt, so gibt es zwei Grossen u,, v, derart, dass die Glei-
chung (38) fiir |v| =< v, genan eine Losung hat, fiir welche Ju| =< u, ist.'® Diese
muss natiirlich reell sein, da die komplexen Lisungen paarweise auftreten.

Somit hat auch die Gleichung (9) fiir |A—4,] = v, genau eine Losung, fiir
die |w(x, ) —w(r, k)| =u, gilt. Die Ausgangslésung kann daher stetig fortge-
setzt werden, solange A kein Eigenwert von (39) ist.

Bei der Anderung von A kann, wie das Beispiel des vorangehenden Para-
graphen zeigt, das Maximum von |w(x, )| iiber alle Grenzen wachsen. Um
diesen Fall auszuschliessen, setze man nun weiter voraus, was fiir die Anwendung
im Folgenden geniigt, dass |f| beschriinkt sei. Dann ist nach § 12 die Glei-
chung (9) bei hinreichend kleinem A eindeutig losbar.

¥ e §s.
Of @, woly) .

19 Der Fall, dass o identisch verschwindet, ist darin enthalten. Dann hat ném-

lich die Gleichung (37) bei Schmidt bereits die Gestalt (4), auf welche alle weiteren Schliisse Bezug
haben. Man beachte, dass der Kern der linearen Integralgleichung (39) bereits in § 11 bei der Frage
nach dem Vorhandensein mehrerer Losungen eine Rolle spielte.
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Unter A* werde die obere (untere) Grenze derjenigen A-Werte verstanden,
fiir welche die stetige Fortsetzung von w(x, 4) eindeutig moglich ist, das heisst
oberhalb (unterhalb) A* gibt es in beliebiger Nachbarschaft Werte fiir 1, zu
denen entweder gar keine oder mehr als eine zu ¥(x, 1*) benachbarte Lésung:
gehort. '

A* kann + o oder o oder — o sein. (Zum Beispiel + o« bei monoton
wachsendem f.) Ist A* endlich, so verstehe man unter AV 2@ 28 eine
solche -Folge, die gegen A* strebt. Dann sind nach Hilfssatz 3 die Funktionen
Y(x, A¥) gleichmiissig beschrinkt und gleichgradig stetig, was wie in § 1 Seite 134
eingesehen wird. Somit gibt es eine Teilfolge, die gleichmissig gegen eine Grenz-
funktion y*(x) konvergiert, und es ist offenbar

W () + ¥ f K(z, 9)fly, v* () dy =o.

Die mit Ay=2* und y,=y* gebildete Gleichung (39) muss daher eine nicht
identisch verschwindende Lisung ¢ haben, da sich (x, 4) ja sonst iiber A* hin-
aus eindeutig fortsetzen liesse. Damit ist der erste Teil von Satz 8 bewiesen,
nimlich, dass eine Anderung der Losungszahl nur an einer solchen Stelle 4, ein-
treten kann; an welcher (39) eine von Null verschiedene Losung ¢(x) hat.

Uber das Verhalten der Losungen in der Umgebung von 4, gibt die Schmidt-
sche Theorie weiteren Aufschluss.?® Es sei nur der Fall niher ﬁntersucht, dass
A, einfacher Eigenwert von (39) ist. Er tritt gewiss ein, wenn der Kern die
‘Greensche Funktion '

x(:;ql-l—l) fir z<y
K={ , CEPE
y(7+1) fir x>y

ist, da dann die Differentialgleichung

A Of (w0, o ()

9" (@) — 1 2L B )

nur eine zur Randbedingung ¢(o)=o0, g(x)=0 gehdrige normierte Losung be-
sitzt, was in iiblicher Weise erschlossen wird.

-2 le §8.
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Man hat jetzt die Verzweigungsgleichung aufzustellen; sie ist von der Form

0= Zng'n + Z g Z'WAmm
C om=2 m=0 p=1

wo & die Unbekannte bedeutet und Lu, Am, gewisse Konstanten sind. Ist
nun L, der erste von Null verschiedene Koeffizient in der ersten Summe, so
hat die Gleichung (38) und somit auch (9) genau % Losungen, fiir welche
Wz, ) —w(x, &) | < u, gilt, wenn |A—2,| < v, ist, die jedoch mehrfach zu zihlen
sind, wenn & mehrfache Losung ist. Komplexe Losungen treten dabei paarweise
auf. Soll daher bei 4, eine Anderung in der Anzahl der reellen Losungen statt-
finden, so ist dies nur so moglich, dass eine gerade Anzahl von komplexen Lo-
sungen bei 1, ins reelle Gebiet iibertritt, oder umgekehrt. Dies ist die zweite
- Aussage von Satz 8. '

Freilich braucht nicht an jeder derartigen Stelle 4, eine Anderung der Lo-
sungszahl einzutreten. XKriterien, ob und in welcher Art eine solche stattfindet,
sind leicht zu geben.? '

 Bs sei |
Ap =F0; Ly,=Ly==Ln1=0, L.*o.

Dann hat die Verzweigungsgleichung die Form
E' Lo+ ELnsr+ ) = —wldg + EAy + ).
Da die in Frage kommenden Lisungen & mit v gegen Null konvergieren?®?, so

ergibt sich

§=]n/"'

2505 4 9(0),

wobei lim 7(v)=o ist.
V=0

Daraus folgt, dass die Verzweigungsgleichung genau so viele reelle Null-

n

n

stellen hat, als V——LAOW reelle Werte besitzt. Denn die # Losungen der

*! Untersuchungen iiber die Anderung einer Lésung der Randwertaufgabe in der Umgebung
einer Ausgangslosung ,(x) finden sich bei Iglisch: »Losungsfelder von Ju=f(u)>. M. A. 101. Jedoch
werden ‘dort anstelle des Parameters A die Randwerte als veriinderlich betrachtet.

* Schmidt 1. ¢. § 9.
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Verzweigungsgleichung liegen bei geniigend kleinem v in beliebig kleinen Kreisen

n

um die » Werte von V_LAOI'U. Ist also ein solcher Wert reell, so muss auch

n

das zugehorige & reell sein, weil ja ‘mit § auch dessen konjugierte Nullstelle ist.
Man hat also, da zu rellen § und nur zu diese reellen Losungen von (38) gehoren,
folgendes Kriterium: o

1) n gerade.

Haben Ay, und L. entgegengeselzies Vorzeichen, so treten bei wachsendem A

“an der Stelle X, zwei neue reelle Lisungen von (9) hinzu, die stetig aus (x, Ay)

' hervorgehen.

Haben dagegen Ay, und Ly gleiches Zeichen, so verschwinden bei %, zwei Lo-
sungen, die stetig in P(x, Ay) hineinriicken. '

2) n ungerdde.

Beim Durchgang von A durch 1, gibt es eine und nur eine Losung W(x, ) in
der Nachbarschaft von Y(xz, ). Im zweiten Falle tritt also keine Anderung der
Losungsanzahl ein. Es sei nochmals hervorgehoben, dass sich die Resultate nur
auf Losungen in der Umgebung der betrachteten Ausgangslosung y(z, 4,) be-
ziechen. Gehoren zu A, mehrere Losungen ¥(x, ,), fiir die (39) eine normierte
Losung hat, so ist die vorangehende Untersuchung fiir jede anzustellen.

Ahnlich behandelt man den Fall, in dem A, =o ist. Ist zanichst A, 0
und L,=+0, so betrachte man die Gleichung

(40) L8 + 4,08 + Agv® =o0.

Schligt man um ihre Wurzeln

o — A, } A,?—4L2A02
§a=v ' 2L,

Kreise von Radius %|v|, die sich nicht schneiden, wenn § und &, verschieden
sind, dagegen fiir § =§, zusammenfallen, so errechnet man leicht, dass auf deren
Peripherie bei geniigend kleinem % der absolute Betrag der linken Seite von (40)
den der von (40) zur Verzweigungsgleichung fehlenden Gliedern iibersteigt. Nach
dem Rouchéschen Satz folgt also, dass in jedem dieser Kreise ebensoviele Null-
stellen der Verzweigungsgleichung liegen, als (40) dort hat.

 Daraus ergibt sich: Es sei L,=+o0, 4,=0, 4,,Fo0.
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Ist A\ —4LyA>0, so hat Gleichung (9) in der zweiseitigen Umgebung von
Ay genau zwer reelle L'i)'sungen, die fiir b= A, stetig in die Doppellisung (zx, lo)'
heneinriicken.

Ist A, —4L,A,,<0, so hat Gleichung (o) in der Umgebung von Ay keine re-
elle Losung; nur fiir A=12, tritt die Doppellosung (x, i,) auf.

Es bleibt der Fall 4, —4L,Ay =

Die Verzweigungsgleichung hat die Gestalt

2
L, (§ + ZALLL v) = — (Lg&® + A vE® + Ay 0?5+ Agv® + LE 4+ ---).

Nach dem Vorangehenden gilt fiir ihre Losungen [EV[, [§?] < konst. [¢v]. In
Riicksicht darauf folgt aus der vorstehenden Gleichung

—A —A
1) — 11 2 — 1
W= Trvtml), #=—Flvs nz{v),

wobei |n,|, |7,] < konst. [v]} ist. Setzt man diese Ausdriicke in die rechte Seite
ein, so findet sich fiir 1, bezw. 7, '

L) G ) e )

mit lim 5} =0, lim 9} =0, falls der Ausdruck in der eckigen Klammer von Null
t~0 V=0 '

verschieden ausfillt. Daher liegen die beiden Nullstellen £) und £, immer bei
geniigend kleinem v, in 2 sich nicht schneidenden Kreisen um die Punkte

_ Au o N Y Y Ay _-]
2Lev+ l/v [L2 (L3( 2L, ) +A21( 2L, TA”( 2L, +A03) .

Daraus schliesst man jetzt: Ist der Ausdruck

7 (sG] v (G 4 (522) + 1)
.[Lg (L(zL A 2L, + A5 2L, + Aoy

positiv, se treten bei wachsendem A1 an der Stelle i, zwei neue reelle Lisungen

von (9) auf. Ist er dagegen negativ, so verschwinden 2 Lésungen.
Verschwindet der fragliche Ausdruck jedoch, so miissen zur Diskussion ho--
here Glieder herangezogen werden, was nicht niher ausgefiihrt werden soll.
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Die nichste Annahme:
A01=O, A11=#=O; L5=Ls="'=Ln—1=O, L,+o0

fiihrt zu andersartigen Ergebnissen als bisher. Durch dieselbe Anwendung des
Rouchéschen Satzes wie im vorigen Fall ergibt sich, dass die » Nullstellen der
Verzweigungsgleichung in sich nicht schneidenden Kreisen um die # Wurzeln von

L8+ AjjwE=o0
liegen. Sie hat also stets mindestens eine reelle Nullstelle, nimlich die im

4 L
Kreise um £=o0 liegende. Die iibrigen liegen bei den Punkten ( T “v)"—l,
und sind also gleichzeitig mit diesen reell oder nicht. Es folgt:
Ist '
Apy=0, Ayy*0; Ly=Ly= =L, y=0, Ly+0, n>2,

so hat Gleichung (9) in einer beiderseitigen Umgebung der Stelle 1, mindestens eine
sich steteg mit A andernde reelle. Losung (z, A). '

Ist n gerade, so kommt dazu genau moch eine, die fiir A=Ay mit Y(x,A) zu
sammenfillt. Es tritt also keine Anderung der Losungsanzahl ein. Ist aber n un-
gerade, so-teilt sich die Lisung W(x, &) an der Stelle A=12, in dres Lisungen, und

U < o ist, hingegen ver-

gwar kommen bei wachsendem A zwei neue hinzu, Jalls 7

schwinden zwei, falls —AL'—‘ > 0 1st.
Diese Resultate mogen geniigen. Man erhiilt daraus wenigstens einen quali-
tativen Uberblick iiber die Anderung des-Losungsverlaufes mit 1.

§ 14. Uber die Koeffizienten der Verzweigungsgleichuﬁg.

Um die Ergebnisse fiir das Folgende nutzbar zu machen, sollen jetzt L,,
L; und 4, auf eine einfachere Gestalt gebracht werden. Hierzu ist ein niheres
Eingehen auf die Verzweigungsgleichung erforderlich. Zur Aufstellung derselben
hat man nach Schmidt folgendermassen zu -verfahren:

Neben der Gleichung (39) wird noch die transponierte

() | +sz@/ WD) gy — o
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betrachtet. Sie hat genau eine bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmte
normierte Losung?®

) = oML (o / (if;)T |

af(xa WO ((E))
ou

wie man durch Multiplikation von (39) mit erkennt. Das Zeichen

von ¢ kann dabei willkiirlich festgesetzt werden, ist im Verlauf der Rechnung
jedoch beizubehalten. Nun wihle man zwei stetige Funktionen p(x) und ¢(z)
80, dass '

fx(w)p(w)d_w +0 und f.q)(x)q(x)dx *0

ausfillt, zum Beispiel p=%, ¢=¢. Dann verschwindet der Kern

Elo,9) = ,K ()LL) _ a0

nicht identiseh, wenn nicht K (x,y) in das Produkt von einer Funktion von z
allein und einer von y allein zerfiillt, welcher Fall in § 1 bereits erledigt ist,
und hat keine Nullésungen mehr.

E(x,y) bezeichne die zugehdrige Resolvente. Die Glelchung (38) kann Jetzt
auf die Form gebracht werden

fE('vyu(y =+f1cxy@()dy,

worin §=fq)(y)u(y)dy und

W o= o+ 8B gy 2“_ 2L 0

bedeutet. Durch Auflosen -ergibt sich

f((E, WU(T)
ou

22—20643. Acta mathematica. 54. Imprimé le 18 mars 1930.

** Nach Anm. 19 braucht = 0 nicht mehr beriicksichtigt zu werden,
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(43) ) = — 5 (s + f (e, ) 20)ay)

.+‘f(K(x,y)+ fE_‘(a:,z)K(Z,vy)dZ) @(y)dy

Darin hat man sich in @(y) der Reihe nach fiir « die Glieder von 1., 2., u. s. w.
Ordnung eingesetzt zu denken. Die Verzweigungsgleichung folgt daraus durch
Maultiplikation mit @(x) und Integration nach x. Der so entstandene Ausdruck
kann nach dem Vorgamg von Iglisch® vereinfacht werden. Es bezeichne w(x)
_eine in B stetige Funktion. W(x) wird durch

erklirt. Dann ist

‘Da diese lineare Integralgleichung in W nur dann Iésbar ist, wenn die
linke Seite zu x orthogonal ist, muss

w9 [ tasints = — [ gt Wiz win

B B
Wendet man diese Beziechung mit w=y an, so erhilt man

(46) = — f x)dz mit

*1le §6.
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Darauns folgt aber, dass die linke Seite von (44) identisch verschwindet, also
W{x) = const. @(x) ist. Die Konstante ergibt sich aus (46) zu —1. Somit kann
(43) mit der Abkiirzung

Rz, 9) = fEa:z (2, 9)dz

in Riicksicht auf (42), wenn nur diejenigen Glieder explicit aufgeschrieben sind,
die zu L,, L, und 4,, einen Beitrag liefern, auf die Form gebracht werden '

ule) = Epla) — v f R0z, 1)/ > woly) dy —

O”f 1/, Yo uly)® | *fly, Yo uly)®
_lf@ 2 F a‘u?‘_*T]dy“L"'

Fithrt man jetzt die in § und v linearen Glieder in die hoheren Grades ein, 8o
findet sich

(47) ulw) = g — v f (@, 9./ (v, vo)dy

°§2f@xy pldy — °§’f@wyaf;qv3dy+--~

Wihlt man in (45)
w(x) = K (2, y),

und also W(z) = R(z, y), so folgt
fK(w,y)x x———f :L'ydx,
B

o [ K00 g ar =7 gt

J

und gemiss (39)

B

Hieraus nach der Bedeutung von g%
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Die Verzweigungsgleichung erhilt man aus (47) durch Multiplikation mit
@(x) und Integration nach x. In Riicksicht auf das zuletzt gefundene Resultat

und auf f updx = § ergibt sich

B

_1I 0/’(1/,% /
§j d+§38f¢63dy+L

+ 1%]¢(.’/)f(y: wo(y))d?/ + A€+

6 ou
B

. : s
Es ist also L, = jq)afdy,l)—l—fq)afy
Der Koeffizient Am:{j f o) fy, Y(y))dy kann auch in der Form

4, = L 2(x) Yolx) dx geschrieben werden, wie sich durch Multiplikation von

Ayo

B

Lﬂr‘v’_:fo(x_))q,(x) und Integration nach =

(39) mit ¢f(z, Py(x), von (9) mit y =¢ 5

ergibt. Das Vorzeichen der normierten Funktion x ist dabei durch das von ¢
und o festgelegt.
Das erste Ergebnis S. 166 zum Beispiel kann jetzt so formuhert werden:

Ist fq) ;{dy#o und f¢(y)f(y, Wo)dy =40, so treten an der Stelle 2,
B B
zwei neue Losungen auf, wenn diese beiden Grossen entgegengesetztes Zeichen
haben, und es verschwinden zwei, wenn sie gleiches Zeichen haben.
.Dass diese Fille tatsiichlich eintreten konnen, wird aus dem folgenden Para-
graphen ersichtlich.

§ 15. Anwendung auf die Gleichung der erzwungenen Schwingung.

In diesem Paragraphen werden die allgemeinen Ergebnisse auf die spezi-
elle Gleichung
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() w) + 1 [ Ko, y)sin (—vi) + gl dy = o

angewandt wo g(x) fiir o<z =<n stetig ist, und K(x, y) die Greensche Funktion
K2 Zsm nx sm Y 1 edeutet.

D1e fiir 2.<l,=1 eindeutig bestimmte Losung w(x) wird nach dem Ap-
proximationssatz (§ 10) durch die Funktionen

— m
Ymlz) = ]/5 26 sin v

y=1

gleichmiissig angenihert, wobei die ¢™ vermige der Gleichung (r3) bestimmt
Werden Also:

g(m) = l/i— fsm g(y ) 7_2r2 cl™ sin yy) sin gy dy.
un=1

(e=1,2,...m)

Als Fehlerabschitzung findet man zufolge von

@ <2y 24 2., 32
Koo =t 3522 [ eyl s i
0
m¢3<2w1<21nach(
2 == X S 36)
p=m+1 )‘Z ngﬂgi—lgdl 3nms :

Sie ist von g(z) unabhingig.
Wiihlt man jetzt fiir g(xr)=g8sinz, so wird die erste der Niherungs-
gleichungen : '

n
U‘,”—it—lfsin[C(P sin y| siny dy=—§,

wobel
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2
oW ——g+ l/; ev

gesetzt ist. ]/7—:0(}) ist dabei der Fourierkoeffizient der ersten Niherung

Y, (xr) = —Bsinz + ¢, (2)

der urspriinglichen Gleichung
. .
(11) ‘I’(x)—lfK(x,y)sin Ply)dy = —Bsinzx.
. ° ‘ ]

Dies ist das Resultat von Hamel.?® ‘

Wie in der Einleitung hervorgehoben, wiichst mit 1 die Losungszahl von
(48) iiber alle Grenzen, falls g(x) stetige Ableitungen erster und zweiter Ordnung
hat, und g(o)=g(x)=o0 ist. Es kann jedoch auch vorkommen, dass Losungen
an einer Stelle 1, wieder verschwinden. Dies ergibt sich aus den Resultaten
von § 13. Eine Anderung der Losungszahl kann danach nur an einer solchen
Stelle 4, stattfinden, fiir welche eine Losung ,(x) von (48) derart existiert, dass
die Gleichung (39), die im vorliegenden Falle mit ¥,(x)=g(x) —y,(x) die Form

(49) pla) =1y [ e 9)cos £yl plo) 2y = o

annimmt, eine nicht identisch verschwindende Losung ¢(xz) besitzt.

Wenn durchweg | ¥,] <7—2t gilt, so ist die Gleichung (49) dquivalent mit

o)1 [ Voon B Ko, )V s Bl o) dy =

wobei x(x) =V cos #,(x) p(x) gesetzt ist. Die Eigenwerte und die normierten,
mit.- dem richtigen Vorzeichen versehenen Eigenfunktionen y dieser Gleichung

. 2
% 1. ¢. § 2. Man beachte 2fsin [CPsiny]sinydy = fsin [CPsiny]siny dy.
0
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konvergieren bekanntlich gleichmiissig gegen die des Kerns K (xz,y), wenn ¥y(x)

gleichmiissig gegen Null geht.?® Somit hat also (49) einen Eigenwert 4,>o und
die zugehorige normierte Bigenfunktion @{z) der Gestalt ‘

(s0) plz)= V;erinx + 9(x),

wobei &(z) mit ¥,(z) gleichmiissig nach Null strebt.
Man gehe jefzt von einem ¥,(x) aus (l P, | < g) und bezeichne mit 4,

den kleinsten Eigenwert der zugehorigen Gleichung (49). Setzt man

%M=—%mewmwwwy

und
9(0) = Wola) + (2,

so hat die mit diesem g(x) gebildete Gleichung (48) fiir A=14, die Losung y,(x),
fiir welche die Gleichung (49) eine Losung ¢(z) der Form (50) hat.

Ausschlaggebend fiir die Anderung der Losungszahl von (48) sind nun nach-
§ 14 zuniichst die Integrale »

und

1 .
Ay = zf‘])(’/) sin ¥, (y) dy.
0

Auf Grund von (50) iiberlegt man sich nun leicht, dass ¥,(x) so gewihlt Wgrdeh
kann, dass IL,4+0 und A4, +o0 ausfallen und entweder gleiches oder auch ent-
gegengesetztes Zeichen haben. Daraus folgt nach § 13 S. 166: Es kommt fiir
gewisse Funktionen g(x) sowohl vor, dass an der Stelle A= 1, eine Lisung (x, A)
der Gleichung (48) new auftritt, die sich dort in zwei verzweigt, als auch, dass fiir
h=12, zwei solche in W(x, hy) eusammenriicken und dort verschwinden.

¢ Zum Beispiel Hilbert-Courant: Methoden der mathematischen Physik. Kapitel III. § 8. 4.
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Endlich iiberzeugt man sich davon, dass auch der Fall L;=o0 eintreten kann.
Wihlt man nimlich die Funktion ¥,(x) der Bedingung ¥,(x)=¥4(n—2x) gemiiss,
so hat die Gleichung (49), die ja mit

@" () + Ay cos Fy(x) p(x) = 0; @lo)=o0, @lr)=0

dquivalent ist, zugleich mit ¢(x) die Losung @(7x—=z), wie man durch Einsetzen
sieht. Da die Eigenwerte einfach sind, folgt also mit konstantem ¢

)= cqpln—2) wd ¢'(2)=—og'(n—a);
o () =er(Z) ma g(Z)=—eo(7)

Ist daher (p(g) 40, so wird ¢(x) = p(z—ux); ist dagegen 99(7:) =o0, so fillt

gewiss ¢' (7—:) + 0 aus und es ist p(r) = — p(r—2x).

Aus den obenstehenden Formeln ist jetzt ersichtlich, dass L,=o0 stets dann
eintritt, wenn ¥, (x)= ¥,(x—x) und (p(z—;) =0 ist. Dieser Fall tritt zum Bei-

spiel fiir diejenige Eigenfunktion @(x) ein, die bei geniigend kleinem ¥,(x) von
der Gestalt

@lr)= ]/;erin 2z + 3 x) ($(x)—0)
ist, da dann nicht ¢(x) = @(z—x) sein kann.
Uber die Anderung der Losungszahl an einer solchen Stelle 4, geben die
Resultate von § 13 niheren Aufgchluss, doch soll darauf nicht mehr eingegangen

werden.



