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Introduction.

On sait que Fredholm s'est toujours intéressé a la théorie des fonctions
analytiques et qu'il a méme fondé sur les notions de fonction entiére et de
fonction méromorphe, sa célébre solution des équations intégrales. Il nous a
done paru qu'un travail sur la théorie des fonctions analytiques ne serait pas

déplacé dans un volume consacré & la mémoire de ce grand mathématicien. Il
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nous est de plus particuliérement agréable de pouvoir apporter un complément a
un des plus beaux théorémes de Mittag-Leffler, dans le périodique méme fondé
par cet autre grand savant scandinave. — La, présente étude trouve son origine dans
une suite de conférences faites & I'Ecole pratique des Hautes Etudes en 1928-—29.
Au cours de ces éonférences, nous avions exposé un théoréme classique de Mittag-
Leffler sur l'existence d'une fonction ayant, en des points isolés donnés, des par-
ties principales données. Nous nous sommes alors apergu et nous avons montré
dans les conférences ultérieures que le probléme résolu, et l'une des formes du
résultat obtenu, pourraient é&tre, I'un, généralisé, I'autre, complétée, dans des di-
rections différentes.

D’une part, on peut étendre le probléme de Mittag-Leffler au cas ot les
parties principales données sont relatives, non & des- points singuliers isolés,
mais 4 des sous-ensembles qui sont chacun isolé dans l'ensemble singulier total.
D’autre part, le résuitat de Mittag-Leffler peut s'énoncer ainsi: toute fonction uni-
forme f(z) peut &étre représentée comme la somme de deux fonctions toutes deux
holomorphes partout ou f(z) est holomorphe, la premiére f|(z) holomorphe en
outre sur I'ensemble E des points singuliers isolés de f(z), la seconde Q(z) ayant
exactement pour ensemble singulier l'ensemble »de fermeture> E=E+E' de
I'ensemble E. En passant de f(z) & f,(2), on élimine les points singuliers isolés
de f(2); la fonection f;(z) obtenue peut cependant présenter encore des points
singuliers (non isolés par rapport & f(2)) qui sont isolés par rapport a f;(z). De
sorte que si l'une des deux fonctions obtenues, @(z) a un ensemble singulier
qui est d’'une nature moins générale que celui de f(z), il n'en est pas évidemment
de méme de V'autre. : ,

Or nous avons pu démontrer ici que, parmi l'infinité de réductions possibles
d'une méme fonction i une somme de Mittag-Leffler, il en est au moins une ou
Ji(2) ne présente plus de points singuliers isolés. De sorte que l'ensemble singu-
lier de f,(2), étant alors parfait, n'est pas non plus I'ensemble singulier le plus
général. On obtient alors ume réduction effective de la difficulté de U'étude de la
Jonction uniforme la plus générale. Celle-ci se présente comme la somme de deux
fonctions appartenant a4 deux catégories distinctes, caractérisées chacune par la
nature de l'ensemble singulier. Dans la premiére catégorie, U'ensemble singulier
est parfait; dans Uautre, ['ensemble singulier est U'ensemble de fermeture d’'un en-
semble de points isolés. '

Drailleurs, la méthode de démonstration qui nous a conduit & ce résultat a

une portée plus étendue. Nous l'avons donc exposée sous sa forme générale,



Sur certaines décompositions de la fonction complexe uniforme la plus générale. 39

Celle-cz nous a conduit & des réductions, d'une autre espéce, que nous avons signalées
page 78. Elle nous parait susceptible d'autres applications, que, pressé par d’autres
travaux, nous n'avons pu, ni aborder, ni méme préciser. Peut-étre l'un de
nos lecteurs s'intéressera-t-il a ces questions et pourra-t-il, en découvrant de
nouvelles applications, réduire encore la difficulté de 1'étude de la fonection uni-
forme la plus générale. Un autre probléme i résoudre consisterait & simplifier la
démonstration que nous avons donnée du résultat de la page 75. En effet, notre
démonstration utilise le procédé de récurrence transfinze, alors que le résultat
peut s’énoncer indépendamment de la notion de nombre transfini. Ce procédé
est souvent plus instructif, mais souvent aussi on a, en s'en privant, grandement
abrégé certaines démonstrations, en méme temps qu'on les mettait 4 la portée
d’un cercle plus étendu de lecteurs.

Nous avons beacoup hésité & présenter ce mémoire & l'impression. Les
questions qu’il traite avaient déja du, nous semblait-il, se poser d’elles-mémes et
recevoir leurs solutions. D’éminents analystes, en nous assurant du contraire,
ont levé nos scrupules.

Représentation de la fonction uniforme . la plus générale par une série de
fractions rationnelles.

Nous établirons d’abord une proposition dont des cas particuliers figurent dans
les Traités classiques et qui, méme sous sa forme générale n’est peut étre pas nou-
velle, mais qui nous sera trés utile par la suite.

Soit f(z) une fonction uniforme qui est holdmorphe en au moins un point, et
F son ensemble singulier.

I. Supposons d’abord F borné.

Soient & et 7 deux nombres positifs arbitraires. Enfermons chaque point a de

F
F dans un cercle C, de rayon — et de centre a. L’ensemble F étant borné et fermé
2

pourra alors é&tre enfermé A l'intérieur de l'aire 4 constituée par certains des cercles
Cy en nombre fini. 8i deux de ces cercles étaient. tangents, on pourrait en diminu-
ant légérement le rayon de I'un d’eux supposer qu’ils soient disjoints.

L’aire 4 est alors une aire bornée limitée par un nombre fini d’arcs apparte-
nant & des circonférences c,, ¢y, ...cy, dont les centres a,, as,...ay sont sur F. La
partie Iz du contour de A appartenant & cp peut d’ailleurs étre formée d'un ou de
Pplusieurs arcs de cercle.

. . : . 1
Soit enfin L une circonférence de rayon supérieur & ~ et assez grand pour ren-
&

fermer tout 4 3 son intérieur. Posons
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La premidre intégrale représente une fonction entitre E (x).
D’autre part, chacune des intégrales

o ff(z)dz
217 —x
s

peut étre représentée & l'extérieur de c; par une série entieére en
x

. ,
., el con-

vergeant uniformément dans toute aire entiérement extérieure & ¢;. On a donc en
dehors de 4

/ k=h
W) =Bl + Do)

k=1
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et la convergence est uniforme dans toute aire bornée entiérement extérieure & 4.
On peut done, en prenant un nombre suffisant de termes dans ces séries, former
une fraction rationnelle Q(x) qui différe de ¥ (x) de moins de % en module en tout

point x A distance << — de l'origine et & distance > & de F, les pdles de @ (x) étant

T
€
tous sur F. Or on a 1 {x)=f(x) dans toute cette région et méme dans toute la
région intérieure 3 I et extérieure & A.
Finalement, il est prouvé que, si 1’ensemble singulier F' d’une fonction f(2) est

borné, & tout couple de nombres positifs & et 7 correspond une fraction rationnelle
Q(z) dont les poles sont des points de F et telle que Q(z) differe de f(2) de moins

de 77 en 'modyule, en tout point situé 3 distance > ¢ de F et & distance <£ dan
point fixe, par exemple, 1'origine.

En appelant Q,(z) ce que devient @ (z) quand 8=17:;Il et en posant ¢, (z) =
= Q,(2), qn+1(2) = Qut1(2) — Qu(z), on voit que: toute fonction uniforme f(z) dont

I’ensemble singulier F' est borné, peut &tre représentée sur l'ensemble de ses points
réguliers par une méme série de fractions rationnelles

fl&)=q,(2) + gu(2) + -+ qn(2) + -

! Cette proposition- classique est due & M. Appell.
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dont les pbles sont des points singuliers de f(x), la série convergeant uniformément
sur tout ensemble borné et fermé I de points réguliers de f(x).

Dans le cas particulier ot f (#) converge uniformement vers zéro quand z tend
vers l'infini, ou, comme nous dirous plus bridvement, quand f(z) est nul & UVinfini,
alors lintégrale qui représente E(z) tend vers zéro quand le rayc;n de L croit indé-
finiment, et comme elle est indépendante de I, on voit que E(z) est identiquement
nulle. 11 en résulte que dans, ce cas la fonction Q(z) est nulle a I'infini et par suite
les fractions rationnelles g,(z) sont aussi nulles a l'infini. De plus, la convergence
est alors uniforme dans tout ensemble fermé de points réguliers, que cet ensemble

soit borné ou non.

II. Si l'ensemble singulier de f(z) n’est pas borné et si f(z) a au moins un

point régulier @, faisons la transformation z, = ; alors la fonction
. ; z—a

A&J=f@+f)—fw

%

est holomorphe pour |z — a| positif et assez petit, par conséquent pour | 2| assez
grand, et elle est nulle & I'infini. _

La fonction f(z,) a donc un ensemble singulier borné F; et par suite, elle est
représentable en dehors de F| sous la forme d’une série de fractions rationnelles en
z,, nulles & l'infini: '

fl(zl):rl(zl) +"'+rn(zl) + .-

D’ailleurs la fonction

el = (1)

est elleméme une fraction rationnelle en z nulle pour z=a. On peut donc repré-
senter f(z) sous la forme d'une série de fractions rationnelles

fl)=1[fa) + o, ()] + -+ gale) +-

La convergence de la série f; (zl). est uniforme sur toute aire fermée du plan des 2,
qui ne comprend aucun point singulier de f;(z), que cette aire soit bornée ou non.
La convergence de la série f sera donc aussi uniforme dans toute aire fermée du
plan des z qui ne comprend aucun point de F.
En résumé: toute fonction wuniforme f(2) qui n’est pas partout singuliére peut étre
représentée sur U'ensemble de ses points réguliers par une méme série de fractions rationnelles
6 — 20643. Acta mathematica. 54. Imprimé le 28 mars, 1930
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dont les pbles sont des points singuliers de f(z). De plus, la convergence de cette série est
uniforme sur tout ensemble fermé de points réguliers. (On entend ici qu'un tel ensemble
devra en outre étre borné, — 4 moins que I'ensemble des points singuliers ne soit borné
et quen outre f(z) ne tende uniformément vers une méme limite finie quand |{z|
croit indéfiniment de fagcon quelconque.)

Généralisation de la notion de partie principale.

Sous-ensemble isolé. Soit I un sous-ensemble d'un ensemble plan E; nous
dirons que I est isolé dans E si la distance d de T & E—1I"' est positive, ce qui
suppose naturellement que K—1I existe.

On en conclut facilement que les ensembles fermés I® et E—I sont dis-
joints et que leur distance est précisément égale i d.

Supposons E borné; on pourra enfermer chaque point ¢ de I dans un cercle
de centre «, rayon g Comme I est borné et fermé, on pourra, d’'aprés le théoréme

de Borel-Lebesgue, enfermer I dans une aire 4 constituée d’un nombre fini de
ces cercles. De méme que chacun de ces cercles, 4 ne comprendra auncun point
de E—1I. | .

Par suite on peut enfermer tout sous-ensemble I, isolé dans un ensemble borné
E, a Uintérieur d'une aire A ne contenant, 4 son intérieur ou sur son contour, au-
cun point de E—T et limitée par un nombre fini d’arcs de cercle.

Bien entendu cette aire A peut étre formée de plus d'une aire d'un seul
tenant et chacun de ses morceaux d'un seul tenant peut étre limité par une ou
plusieurs courbes fermées.

Les distances du contour (simple ou multiple) L de A & I et E—1I sont

positives. Soit ¢ la plus petite: la bande formée par les cercles de rayon :

centrés sur L ne contient aucun point de I ou de E—I. On peut donc y tra-
cer un contour polygonal simple ou multiple L’ jouant le méme réle que L.

On peut méme supposer, ce qui pourra étre utile, que les sommets de ce
contour polygonal ont des coordonnées rationnelles. '

! On entend iei par & la borne inférieure des distances de deux points arbitraires de I et
“de E—I.

? Nous désignons par la notation I et nous appelons ensemble de fermeture de I I'ensemble
I+1I des points de I et de leurs points d’accumulation.
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Remsdrquons enfin que I étant intérieur & A, si E est Jermé, I sera ausst
Jermé, puisque ‘chacnn de ses points d’accumulation sera intérieur & A et appar-
tiendra 3 F. Pour une raison analogue, £—1I sera aussi fermé dans ce méme
cas. (En outre, les centres des cercles qui constituent A étant en général sur T,
seront dans ce cas, sur I méme.) ‘ N

Appelons avec Jordan, continu, tout ensemble fermé non réduit & un point
et qui ne peut Stre décomposé en deux ensembles disjoints (c’est-a-dire sans point
commun)- et fermés. D’aprés ce qui précéde, un tel ensemble ne possede aucun
sous-ensemble isolé. Réciproquement, tout ensemble plan fermé, non réduit & un

point et qui ne contient aucun sous-ensemble isolé est un continu.

" Partie principate d’'une fonction relativement & un sous-ensemble singulier isolé.
Soit I un sous-ensemble isolé dans I'ensemble F des points singuliers d'une fone-
tion f(¢). (Nous dirons plus bridvement: soit I un ensemble singulier disolé
de f(2)).

Enfermons I & lintérieur d'une aire I" ne contenant aucun autre point
de F & son intérieur ou sur son contour (simple ou multiple) . Nous venons
de voir que cela est possible et méme qu'on peut supposer I' limitée par un
nombre fini d'arcs de cercle. On peut done supposer le contour y de I' recti-

i fl2)dz
i
v

On peut d’ailleurs évidemment encadrer y entre deux courbes rectifiables y.,y:

fiable et former l'intégrale

jouissant des mémes propriétés que y. Posons alors

Px)= ;I Mﬁ quand x est extérieur d y;
2¢im | z—x _

Yi

o) = [flldz

2t | z—x
Te

quand x est intérieur a p..

Lorsque x est & la fois extérieur & p; et intérieur a y., x est dans -une

région ol f(x) est holomorphe (contour compris); on a donc dans cette région
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1 (fled: 1 [fle)dz _ :
f(x)—;z:; —x 2im ) z—x = Q)+ Plal.
Ye T

Quand x est dans ou sur ¥; ou bien quand z est extérieur a y. ou sur y,

nous conservons cette égalité

fla)=Plx) + Q=)

par définition de Q(z) ou de P(x).
En particulier, quand z n’est pas sur y, on voit qu'on a
P(x)= —1 fe)dz quand z est extérieur & I’
2t | z—=x
7
et
I (&) de VIR
= fla) — —— | L2142 t int r.
P(z) = f(x) vl 5= quand z est intérieur &
7

D’ailleurs, pour tout nombre ¢>0, on peut supposer comme on l'a vu plus
haut, page 42 que y; soit composée d'un nombre fini d'arcs de cercles centrés sur
des points de I et de rayons & Pour tout point & n’appartenant pas a I, on
peut donc en prenant ¢ assez petit, supposer z extérieur a y; et écrire aussi

Pla)—— - [ L8 4,

2t | z—x
7

La fonction P(z) reste indépendante de la position de y; tant que l'extérieur de
7: .comprend z, puisque f(z) reste holomorphe entre deux quelconques de ses posi-
tions. Et puisque f(z) est continue sur y;, P(x) est holomorphe & l'extérieur
de 7: et tend uniformément vers zéro quand |x| tend vers linfini. Il en résulte

que P(z) est holomorphe en tout point n'appartenant pas & I.
D’autre part, on a & l'intérieur de I

Fl@) — Pla) = —— fle)dz

217 z—x
7

et le second membre est, comme on sait, une fonction holomorphe de x a l'in-
térieur de I.
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Finalement, si I est un sous-ensemble singulier isolé de f(z), il existe une’
fonction P(g), holomorphe en tout point n’appartenant pas & I, nulle & I'infini
et ne différant de f(2) que par une fonction qui est holomorphe en tout point
de I.

Cette fonction P(z) est unique: s'il en existait une autre P, (2), la différence
P(z)— P,(¢) serait, comme P(z) et P, (z), holomorphe hors de I et nulle & I'in-
fini. De plus, comme

P(2) — Pi(2) = [Ple) = flo)] — [Py (2) — fle)]

le premier membre serait, comme les deux crochets, holomorphe sur I. Dés lors
P{z) — P, (¢) étant holomorphe partout et nulle & l'infini serait nécessairement iden-
tiquement nulle. — Dans le cas ou I se réduit & un point singulier isolé de
f(2), P(2) est, dans la terminologie classique, la partie principale de f(z) relative
4 ce point singulier isolé. Il est done naturel d'étendre cette appellation au cas
plus "général considéré ici et de dire: la partie principale d'une fonction uniforme
f(2) relative & un sous-ensemble singulier isolé borné I de f(2) est la fonction P (2)
dont Uensemble des points singuliers se réduit a I, qui est nulle & U'infini, et qui
ne difféere de f(2) que par une fonction holomorphe sur I. La définition reste va-
lable au cas ol I serait l'ensemble — supposé borné — de tous les points singu-
liers de f(2). _

Si I'ensemble singulier F de f(2) est un continu, il ne contient aucun vraz
sous-ensemble isolé. Il n’y aura dans ce cas qu'une partie principale, celle re-
lative & F. )

Si F n'est pas un continu, il contient des sous-ensemble isolés, il y aura '
un systéme I de parties principales P;(2) de f(z) relatives a ses différents sous-
ensembles isolés I. Un méme point singulier a de f(z) peut d’ailleurs appartenir
4 deux sous-ensembles singuliers isolés I et J (par exemple I et F). Dans ce
cas, puisque '

P1(2) — Ps(e) = [Pr(e) — f(2)] — [Pse) —f(2)],

P;(2) — Ps(z) sera nécessairement holomorphe au point a.

Si l'on se donne arbitrairement un ensemble borné I et une fonction P (2),
pour que P;(z) puisse é&tre considérée comme la partie principale relative a I
d'une certaine fonction inconnue f(z), il faut évidemment que P (2) ait exactement
I pour ensemble singulier (ce qui exige que I soit fermé) et que P;(z) soit nulle
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N

4 linfini. Cela suffit d'ailleurs, car on peut prendre alors f(z) = P;(2) ou plus
généralement
Sf(e) = Pi(e) + Hile)

H;(2) étant une quelconque des fonctions holomorphes sur I.

Si l'on se donne un systéme de sous-ensembles isolés I d'un méme ensemble
fermé F et un systétme M de fonctions P;(z), pour que ces fonctions puissent,
étre considérées comme les parties principales correspondant aux divers ensembles
donnés I, d'une méme fonction f(z), il faudra d'abord, comme on vient de le
voir, que chague fonction - Pr(z) ait exactement 1'ensemble I correspondaut pour
ensemble singulier, et soit nulle & l'infini. Mais, d'aprés ce qui précéde, il fout
encore que le systéme I soit »cohérents, c’'est-d-dire, tel que, 8'il existe un point
a commun & deux des ensembles donnés I et J, la différence Pr(z) — Py (2) des
fonctions données correspondantes soit holomorphe en a.

Si, d'autre part, on se donne arbitrairement un systéme ¢ d'ensembles fer-
més I, a quelle condition ces ensembles pourront-ils étre considérés commé des
sous-ensembles isolés d'un méme ensemble fermé I°?

Soit E la somme des ensembles I; si F existe, I' devra comprendre E et,
puisque'F est supposé fermé, F' devra aussi comprendre E. La distance d'un en-
semble I, & E—I, si ce dernier n'est pas vide, est au moins égale & la distance de
I a F—1, done positive. I est donc isolé dans E. Si cela est vrai poﬁr tout

I de 0, il y & au moins un ensemble F, a savoir FE.

‘Généralisation d’un probléme de Mittag-Leffler.

\

Donnons-nous un systéme o-d'ensembles plans I et attachons i chaque en-
semble I une fonction Pr(z). Pour qu'il existe une méme fonction f(2) dont
I'ensemble singulier soit borné et dont chaque ensemble I soit un ensemble sin-
gulier isolé relativement auquel Pr(z) est la partie principale, il faut, d'aprés le
paragraphe ‘précédent, que

1° chaque ensemble I soit fermé

2° la somme E des ensembles I soit bornée

3° chaque ensemble I soit isolé par rapport a E

4° chaque fonction P;(z) soit nulle a l'infini et ait exactement I pour en-
semble singulier
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z° les fonctions Pr(z) forment un systéme cohérent, c'est-i-dire que si deux
quelconques I, J des ensembles de ¢ ont un point commun a, Pr{z) — Py(z) soit
holomorphe an point a.

Si ces conditions sont remplies et si la fonction f(z) existe, son ensemble
singulier comprend d’abord chaque I; il comprend donc E et par suite aussi I'en-

semble de fermeture E = E +E’ de E. La généralisation du probléme que Mittag-
Leffler s'était posé et avait résolu- dans le cas ot chaque ensemble I se réduit
4 un seul point a et ot Pr(¢) est une.série entidre (sans terme constant) en
1 : .
S, T cas ou les conditions 1°, 4° et 5° sont vérifiées d'elles-mémes — consiste
3 se demander, non seulement si f(2) existe, mais s'il existe une fonction f(2)

LN

ayant le plus petit ensemble singulier éventuellement possible, a savoir E.
Nous allons montrer que les cinq conditions nécessaires (1° & 5°) sont suffisantes.

Généralisation d’un théoréme de Mittag-Leffler.

Supposons données la famille ¢ des ensembles plans I et la famille I des
fonctions correspondantes P;(z); et supposons que ces deux familles vérifient les
conditions 1° & 5° du paragraphe précédent. Soit encore E = X1 Si le pro-
bléme posé est résoluble, s'il a une solution f(z) ayant exactement E pour en-
semble singulier, soit P(z) la partie principéle de f(z) relative & E:P(z) sera
aussi une solution du probléme, mais une solution nulle & l'infini.

Nous allons former une des fonctions P (2} nulles & l'infini, ayant exacte-

ment E pour ensemble singulier et dont pour éhaque ensemble donné I, la fone-
tion correspondante donnée P;(2) soit la partie principale.

Réduetion du probléme.

Tout d’abord nous allons substituer & la famille 0 des ensembles I, une
suite dénombrable convenable ¢, d’ensembles J, et & la famille I une suite con-
venable correspondante I, de fonctions s (2).

Puisque I est isolé dans E, on peut (page 42) enfermer I dans une aire
I't composée d'une ou d'un ‘nombre fini d'aires polygonales d'un seul tenant
ry, iy ..., chacune de ces aires ayant ses sommets en des points de coordon-

nées rationnelles.
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L’ensemble de toutes les aires planes polygonales concevables parmi celles
qui sont d'un seul tenant et qui ont des coordonnées rationnelles est dénombrable.
Il en est, a fortiors, de méme de celles de ces aires qui sont utilisées dans la

. construction ci-dessous, une fois et une seule pour chaque ensemble I. Soit done

B BA) ...

la suite de ¢es derniéres aires. Chacun des ensembles I est done contenu & l'in-
térieur d'une ou d'un nombre fini de ces aires et celles-ci peuvent étre choisies

de sorte qu’elles ne contiennent aucun point de E—I. En outre, aucun des con-

tours des aires B, B®, ... ne passe par un point de E.

Nous pouvons méme simplifier encore. Si B® appartient &4 BY, supprimons
B®. Si Taire B + B® dépasse. BY, elle est formée de BY et d'une ou d'un
nombre fini d'aires polygonales, chacunes d'un seul tenant, que nous substituerons

Y

& B®. De méme si B appartient & B + B®, supprimons B®; sinon rempla-
gons B® par la ou les aires obtenues en supprimant B + B2 de B®. Et ainsi
de suite. On obtient ainsi finalement une suite dénombrable d’aires

AW AB AW

chacune d'un seul tenant et dont deux quelconques n'ont aucun point intérieur
commun. On peut méme supposer qu'elles sont disjointes deux & deux, car, si,
en arrivant & A™, on constatait quun point de son contour appartenait i une
des aires précédent'es, il suffirait de rétrécir assez peu le contour de A™ | puisque
ce contour ne passe par aucun' point de E. Enfin, on peut supprimer celles
des aires A™ qui ne contiendraient aucun point de E.

Soit maintenant J™ I'ensemble des points de E appartenant & 4™, 1l
est clair que J™ appartient & l'un, au moins, I, des ensembles donnés I, et
que tout ensemble I est constitué par un nombre fini des ensembles J™,

"En outre, J™ est, identique soit & I™, soit & un de ses sous-ensembles isolés.
Il y a donc une fonction bien déterminée . (z) qui est la partie principale de
Py (2) relative a J®. Soient o, la suite des ensembles J, et I, la suite des
fonctions yna(2). Nous allons montrer que le probléme posé n'est pas altéré si nous
substituons respectivement o, et M, & o et M. — D’abord, les conditions nécessai-
res 1° & 5° de la page 46 étant satisfaites par hypothése par ¢ et IN le seront
en conséquence par g, et I, comme on le voit facilement.
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D’autre part, soit I un des ensembles de o; il est la somme d’un nombre
fini d’emsembles J™ distincts: I=dJ™ + J™ + ... 4 Ji,
11 est alors clair que P;(2) est identique 4 la fonction

Wn(e) + Y (2) + - + P (2).

De plus, on voit que 10, (2), par exemple, est la partie principale de P;(2)
relativement 3 J™. .

Si maintenant il existe une solution f(z) du probléme pour o et I, cette
golution est solution du probléme pour g, et IN,.

Car f(z), ayant pour ensemble singulier I'ensemble de fermeture de 3 7, aura
aussi pour ensemble singulier l'ensemble de fermeture de =J™, puisque 1=
=3 J®W. De plus, Yn(2) est une fonction nulle i l'infini, ayant exactement J™

pour ensemble singulier et puisque dans 1'égalité
(&) — ynle) = [f (&) — Pr(e)] + [Pr(e) — yn(2)]

les deux crochets sont holomorphes sur J®, il en sera de méme du premier
membre. Done pour chagque J® de o,, la partie principale de f(2) est ya(2).

On voit d'une fagon analogue que s'il existe une solution f; (z) du probléme
pour g, et IM,, fi(2) est solution pour o et M. Finalement, nous avons réduit
le probléme posé au cas plus simple o la famille ¢, qui remplace ¢ jouit des
propriétés supplémentaires suivantes:

o, (et par suite 9M,) est une famille dénombrable; les ensembles J qui
constituent o, sont mutuellement disjoints. Nous avons méme formé une suite
dénombrable d’aires polygonales d'un seul tenant et mutuellement disjointes
AW AD ] telle que tout J™ soit 1'ensemble des points de E intérieurs a cer-

tains des A? en nombre fini.

Solution du probléme réduit.

La suite des J est dénombrable et formée d’ensembles distincts et méme
disjoints.
1° Dans le cas ou les J™ sont en nombre fini p, E est la somme d'un

nombre fini d’ensembles fermés, par suite E est fermé. La fonction

Ple)=1,(2) + Yyle) + - + Pple)

7 — 20643, Acta mathematica. 5§4. Imprimé le 29 mars 1930.
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est une solution du probléme. Elle est évidemment nulle & linfini. Les fone-
tions ¥, ...y, ne sont singuliéres que sur J, ... J® sous-ensembles de £. Done
P(z) est holomorphe hors de E. Si maintenant @ est un point de E, a appar-
tient 4 un des J™ par exemple & J%, et n’appartient & aucun autre des J™.
Par suite P(z) — 9« (z) est holomorphe au point a. Il en résulte que la fonction

P(2) — Py (&) = [P(2) — v (2] + [ (e) — Py ()]

est aussi holomorphe au point a.

En particulier, tout point a de E étant singulier pour un des P sera
singulier pour P(z) et comme on a vu que tout point singulier de P (z) appar-
tient 4 K, il en résulte finalement que l'ensemble fermé E — E est exactement
I'ensemble singulier de P (z).

2° Dans le cas ot les J™ ne sont pas en nombre fini, I'ensemble E ne
peut étre fermé. Car chaque point de l'ensemble fermé et borné E étant inté-
rieur & l'une des aires A™ F serait, par suite, intérieur & un nombre fini
d’entre elles, de sorte que les J ™. geraient en nombre fini.

'Nous allons maintenant développer un raisonnement suivant dans ses gran-
des lignes celui de Mittag-Leffler, mais surchargé des complications dues a la
plus grande généralité du probléme traité.

Tout point de E est intérieur & un des A™ et & un seul, et chacun des
J® est fermé. Puisque E n'est pas fermé, l'ensemble E'—F n'est pas vide;
d’ailleurs wn point b de E'—E ne peut étre intérieur & une aire A™, puisque
Vensemble J™ des points de E appartenant & A® est fermé. Le point b ne
peut non plus appartenir au contour de A™ puisque F est a distance positive
du contour de A", - . ,

Soit 7, la distance d'un point ¢ de E &4 E'—F; a étant intérieur & l'un
des A™ et E'—E étant extérieur 3 cet A™, r, doit étre positif. Tout point a
de J™ est intérieur & un cercle de centre a et de rayon 7,. On peut done
couvrir J qui est borné et fermé; au moyen d’un nombre fini de ces cercles,
soient 8,...8, de centres a,,a,,...a,, (ces points et le nombre ¢ pouvant va-
rier avec #). Il y a au moins un point by de E'—FE qui est & distance de ax
inférieure & 27, < 20,, en appelant g, la borne supérieure (nécessairement finie
puisque E est borné) des distances 1, quand & varie sur J®. Le cercle Uy de
centre by et de rayon 3¢, comprendra certainement Sy A son intérieur. Finale-

ment J™ est entidrement intérieur 3 une aire B™ formée d'un nombre fini de
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cercles de rayon 3¢, et centrés sur K'—FE. Or, la fonction ¥, (2) a JO pour
ensemble singulier et elle est nulle a4 l'infini. Dés lors, d’aprés le théoréme de
M. Appell, puisque le contour de B, est formé d'un nombre fini d'arcs de cercle,
il existe une fraction rationnelle 7,(z), nulle & l'infini, ayant tous ses poles sur

E —E et qui ne différe de ¥, (x) que de moins de 7—;5 en module dans laire illi-

mitée C, dont les points sont & distance =4¢, des points de K'—F. Nous

allons montrer que la série

2 [Wn (&) — 72 (2)]

n

représente une fonction P(z) solution du probléme.
Pour cela, on montre d'abord sans difficulté que ¢. tend vers zéro avec ;Iz

Alors il y a pour tout £¢>o0, un entier N tel que 4, <& pour »>N. Dés
lors, si V. est 'ensemble des points du plan & distance >&¢ de E'—E, laire C,
comprendra V, pour » > N. Par suite, la série

Hy(0)= 3 () = 1 (2)

N1
converge uniformément sur V., D'ailleurs ,(z) a ses points singuliers sur J
qui est disjoint de C, donc de V. pour n> N et ra(2) a ses points singuliers
sur E'—FE qui est disjoint de V.. Donc tous les termes de la série Hy (z) sont

holomorphes sur V..
Finalement Hy(z) est holomorphe sur V.. Or, la fonction

Ky(z) = Z [wn (3) —ra (Z)]

n<N

est la somme d'un nombre fini de fonctions holomorphes en dehors de E. De
sorte que la fonection o

n=aom

P&) = 3 [0 (&) — 7 (e)

est holomorphe en tout point z, de V. n'appartenant pas & E. Comme P(z) ne

dépend pas de & P(z) est holomorphe en tout point n'appartenant pas a F et
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dont la distance & E'—E est positive. La premiére condition entrainant la se-

conde, nous voyons que P(z) a son ensemble singulier tout entier sur E.

D’autre part, soit 2z, un point de E: 2z, appartient par exemple & J™. Sa
distance 7., a E'—F est positive et si 'on prend ¢ <7, 2, est sur V. et Hy(2)
est holomorphe au point 2,. Or

Pl2) — ym(e) = Hr(2) + [Kn(e) — Ynle)]

et en prenant N >m

",Dm Z’ wn Z Tn (Z )

n=N

en représentant par 3’ la somme étendue aux valeurs de # < N, mais < m. Les
termes de 3’ sont singuliers sur des ensembles J™ disjoints de J™ et le dernier
terme mne peut étre singulier que sur E'—FE. Tous ces termes et par suite
P(2) — Ynle) sont donec holomorphes au point z, de J™. Puisque ¥n(2) est
singulier sur J™, il en résulte que P(2) est singulier en z,. Ainsi tout point
z, de E est singulier pour P(z); l'ensemble singulier de P(2) comprenant E com-
prend aussi E; et comme il appartient a E‘, il lui est identique.

On vient de voir que P(z) — n(2) est holomorphe en tout point z de Jim.
On pourrait en outre démontrer directement que P(z) est nulle & l'infini; ou bien,
on peut le supposer en remplagémt‘au besoin P(z) par sa partie principale rela-
tive & E. _ .

Finalement, nous avons obtenu une des fonctions P{¢) cherchées.

En résumé: _

sott ¢ une famille d’ensembles plans I, soit M une famille de fonctions Pr(z)
correspondantes; ‘

pour qu'el existe au moins une fonction f(2) dont: 1° chaque I sort un ensemble
singulier isolé relativement auquel la partie pm’hcipdle de f(2) est PI( z); et dont
2° Pensemble singulier soit U'ensemble de fermeture E de Uensemble E, suppose borné,
somme des ensembles I;

i faut et il sufﬁt.

~ que chaque ensemble I soil isolé dans E (et, par sutte, soit fermé);

que chaque fonction Pr(z) soit nulle & Uinfini et ait exactement I'ensemble T

pour ensemble singulier;



Sur certaines décompositions de la fonction complexe uniforme la plus générale. 53

que les fonctions donndes Pr(z) forment un systéme cohérent (c'est-a-dire qu’en
tout point a, 8'il-en existe, commun & deux ensembles I,J de g, Pr(e)— Pr(2) -
soit holomorphe). '

La solution la plus générale. Soient f(z), f,(2) deux solutions du probléme.
La fonction

fe) = file) = [f(e) — Pu(2)] — [f1(e) — Prle)]

sera holomorphe comme f(z) et f,(¢) en dehors de F et comme les deux crochets
en tout point appartenant & un ensemble I donné. Elle est donc holomorphe
en dehors de

E=E+(E —E)
et sur E. Par suite ’

L@ =@ + H)

H(z) désignant une fonction holomorphe en dehors de E'—FE. Réciproquement,
si H{z) est une fonction arbitraire holomorphe en dehors de E'—E, f et H se-
ront holomorphes en dehors de E. D'ailleurs J étant singulier et H holomorphe
sur E, f+ H sera singulier sur E, donc sur E’. Par suite f -+ H aura exacte-
ment E pour ensemble singulier et il est clair que les Pr(z) seront ses parties
principales relatives aux ensembles I de ¢. En résuiné, on obtient la solution la
plus générale du problemé en prenant powr H(2) la fonetion la plus générale holo-
morphe en dehors de E'— E.

‘ Dans le cas particulier ot E est fermé, E'— E est vide et H(z) est sim-
plement la fonction entiére la plus générale. Il y a lieu d'observer que dans ce
cas, il n'y a qu'une solution P(z) du probléme qui soit nulle & Uinfind, puisqu’alors
H(z) devant &tre une fonction entiére nulle & l'infini se réduit identiquement
a zéro. ’ »

Dans le cas général o E n'est pas fermé, l'ensemble singulier de H (2)
appartiendra & E'—FE. Il pourra méme 8tre identique & E'—E, car E'—E est
fermé. En effet, si un point d'accumulation a de E'—E, n’appartenait pas a
E' —E, comme il appartient nécessairement & F’, il appartiendrait & K et par
conséquent & un sous-ensemble I de E. Or cela est impossible puisqu’'alors a
serait intérieur comme on l'a vu 4 une aire I7 ne contenant aucun point de E
sur son contour et ne contenant aucun point de E—I & son intérieur. . Alors
tout point de E'—FE est extérieur & I'r et a devrait & la fois étre intérieur et
extérieur & Iy sans étre sur son contour,
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- Décomposition d’une fonction.

Boit ¢ une famille de sous-ensembles isolés I dans l'ensemble singulier F'—
supposé borné et non continu — d'une fonction f (¢). Posons E=Z21; I et L
appartiennent & F. La distance de 74 E—1 (ou & E—1I) est au moins égale 4 celle
de I & F—1I, elle est donc positive: chaque I est isolé dans E et dans E comme
dans F. De plus, I étant isolé dans un ensemble fermé F' est fermé. D’aprés
notre théoréme général, il existe donc une fonction P (z) nulle & l'infini, ayant
exactement E pour emsemble singulier et ayant pour partie principale relative a
chaque I donné, la partie principale P;(z) de f(¢) relative a I. En posant

S&)=r*(e) + P(2),
@) =1fle) — Prle) — [P(e) — Pi(e)]

on voit que

sera holomorphe sur I et que

sera holomorphe hors de E.

On peut donc représenter toute fonction uniforme f(z), — dont I'ensemble sinigulier
F est supposé borné —, sous la forme de la somme de deux fonctions P (2) et f*(2),
holomorphes partout oiv f(z) est holomorphe, la premiére, f*(2), holomorphe sur la
somme E d'un ensemble arbitraire donné de sous-ensembles isolés I de F, la seconde,
P(z), nulle & Uinfine et ayant exactement E pour ensemble singulier.

On peut d'ailleurs indifféremment supposer que c’est f* (2) qui est nulle a
l'infini; il suffit de remplacer f*(¢) et P(z) par p(2) et P(e) + [f*(z) — p(2)] en
appelant p (2) la partie principale de f*(z) relative 4 son ensemble singulier.

Applications de la généralisation du théoréme de Mittag-Leffler.

Premiére application.

I. Notre démonstration ne suppose pas connu le théoréme- de Mittag-
Leffler. Tout au contraire, celui-ci peut étre déduit, comme cas particulier, de notre
théoréme général. -

Soit, en effet, £ un ensemble plan borné dont tous les points sont isolés.
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Associons arbitrairement & chaque point I de K une fonction entiére en x: g:(),

zi I—). Alors les conditions d’application

de notre théoréme général sont satisfaites. Par suite, il existe au moins une

nulle & l'origine et posons P(z) = g,—(

fonction f(z) ayant E pour ensemble singulier et dont, pour chaque point donné

I, la partie principale relative & I soit la fonction donnée g; (z_—l—_I)

Une conséquence importante du théoréme de Mittag-Leffler est la suivante:
si l'ensemble singulier I, supposé borné, d'une fonction f(z) n'est pas parfait,
c'est-d-dire si 1'ensemble E=F—F" de ses points singuliers isolés n’est pas vide,
on peut »balayer» pour ainsi dire cet ensemble E hors de l'ensemble singulier
total F' en écrivant f(z) sous la forme

fle)=P() + £i(2),

ou les fonctions P(z) et f(2) sont holomorphes partout ou f(z) est holomorphe,

ol en outre f, (z) est holomorphe sur E, et ou P(z) a E pour ensemble singulier.
Mais si en enlevant de f(2) la fonction P(z), la fonction restante f, (2} se trouve
bien holomorphe en fout point singulier solé de f(z), cette fonction f,(2) peut, d son
tour, présenter des points singuliers isolés. De sorte que si l'ensemble singulier
de P(z) est en général d'une nature plus simple que celle de I'ensemble singu- -
lier de f(z), I'ensemble singulier de f;(z) est simplement compris dans celui de.
flz); il peut étre de nature tout aussi complexe. Un des résultats primcipaux
de ce mémoire (p. TD) comsiste A montrer qu'on peut choisir P(z) de sorte que
Pensemble singulier de f,(2) soit parfait. Mais nous n’aborderons pas ce point
immédiatement. ' '

Remarque. Il nous sera utile d’invoquer plus loin la propriété suivante:
I'ensemble E, des points singuliers isolés de f;(2), s'il en existe, appartient & E'.

Soit, en effet, @ un point de K. S'il n’appartenait pas 4 E’, comme E est
disjoint de E,, il n’appartiendrait pas & E, par suite, il y aurait un cercle de
centre a ne contenant aucun point de E. Dans ce cercle, P(¢) serait holomorphe
et par suite f(2) et f;(¢) y auraient les mémes singularités. Or a appartenant
4 FE, est un point singulier isolé de f,(z), a devrait donc étre un point singulier
isolé de f(2), c'est-d-dire appartenir & E. Comme f;(2) est holomorphe sur E,
cela est impossible.
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11 sera bon d'observer que la démonstration et le résultat précédents sont
indépendants de la fagon dont la décomposition de f(z) a été effectuée, que ce
goit ou non en utilisant la construction de P(z) donnée dans le théoréme d'ex-
istence de Mittag-Leffler, pourvu que P(z) et f,(2) aient les mémes propriétés.

Seconde application.

Supposons que ¢ soit une famille de continus I, isolés dans l'ensemble de

fermeture ]77 de la somme FE, supposée bornée, de ces continus et supposons qu'a
chaque continu I corresponde une fonction P;(z) nulle & l'infini et dont I soit

I'ensemble singulier: pour qu'il existe une fonction uniforme dont 1'ensemble

singulier soit E et dont les P;(z) soient les parties principales relativement aux
continus I, il faut et il suffit que le systéme des P;(z) soit cohérent.

Soit, maintenant, F' l'ensemble singulier (supposé borné) d’une fonction
uniforme f(z). Si f(¢) a au moins un continu singulier isolé, on peut représen-

ter f(z) comme la somme

f&)=file) + Ple)

de deux fonctions holomorphes partout odt f(z) est holomorphe, la premiére holo-
morphe sur la somme F des continus singuliers isolés I de f(z), la seconde,
P(z), nulle & linfini et ayant exactement pour ensemble singulier 'ensemble de

fermeture E de E.

Remarque. Soit F, la somme, s'il en existe, des continus singuliers isolés
de fi(2). On ne peut plus affirmer que E, appartient 4 E’. Nous verrons méme
des exemples (page 75) ou il n'en est pas ainsi. Cependant, on peut observer
que tout continu singulier isolé I, de f,(¢) 2 au moins un point commun avec
E'. Sans quoi, il y aurait une distance positive ¢ de I, et E. Alors dans tout

cercle ayant son centre en un point a de I, et de rayong il n'y aurait aucun

point de E, ni de E. Dans ce cercle, P(z) serait holomorphe et par suite f(2)
et fi(2) y aurait les mémes singularités. Dans l'aire 4 couverte par ces cercles,
I, est un continu singulier isolé de f;(z); I; serait donc aussi un continu singu-

h

lier isolé de f(z) et devrait appartenir & E contrairement & I'hypothése.
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Remarques sur certains ensembles plans.

Il sera utile pour la suite d'utiliser certaines propriétés d’ensembles plans
particuliers, propriétés que nous allons rappeler ou établir ici. '

I. Points de rang ¢ d'un ensemble fermé. Soit F' un ensemble plan ferme
S'il contient des points isolés, nous considérerons ceux-ci comme de rang zéro et
nous appellerons en général point de rang « dams F, tout point de F'® — Fletd),
Un point a de F est donc de rang ¢ il existe un cercle de centre a dans le-
‘quel -tout point de F, 4 lexception de a, est de rang < a. Cette définition
s'applique quand o est un nombre entier quelconque ou un nombre transfini de
la deuxiéme classe.

D’aprés le théoréme de Cantor-Bendixson, nous savons qu'il y a un nombre
transfini A de la premidre ou de la seconde classe tel que F\@=FW pour a>1,
que F—TF"“ est clairsemé (c'est-d-dire ne comprend aucun sous-ensemble dense k
en soi) et par suite dénombrable, et que FW, ¢'il n’est pas vide, est parfait.
L’ensemble F® est '’ensemble des points »de condensation> de F, c’est-d-dire dans
tout voisinage duquel il y a une infinité non &énombrable de points de F. L'en-
semble N=F—F@¥ est V'ensemble des points de »non-condensation> de F. L'en-
semble F@® est aussi »le plus grand» de tous les sous-ensembles parfaits de F,
en ce sens que cest un sous-ensemble parfait de F et que tout sous-ensemble
parfait de F appartient a F@.

II. Soit F un ensemble borné plan et fermé et E—F—F® l'ensemble de
ses points de rangs < e, ¢'il en existe. A chaque point @ de E on peut, par dé-
finition de E, associer un cercle C, de centre a ne contenant pas d’autres points
de F que des points de rangs <e. On peut méme choisir C, de sorte que sa
. circonférence ne passe par aucun point de F. En effet l'ensemble des points de
F appartenant & C, étant dénombrable, il suffira de remplacer C, par un cercle
concentrique et de rayon plus petit, différent de I'ensemble dénombrable des dis-
tances de a aux points de cet ensemble. "Appelons I, I'ensemble des points de
F appartenant & C,. Tous les points de I, appartiennent & E. On a donc
E=231I, Chaque I, est fermé, sans quoi il y aurait un point d’gécumulation
de 1., donc un point de F, qui n’appartiendrait pas & I, et pourtant qui devrait
appartenir a C,. Il est clair que I, est isolé dans F, donc dans E.

L'ensemble E étant nécessairement dénombrable, soient a,, @y, ... n,...
ses points, (en nombre sfirement infini si «> 1). Associons & an une fonction
arbitraire 0, (2), ayant exactement I, pour ensemble singulier, et nulle a Vinfini.

8 — 20643, * Acta mathematica. 54, Imprimé le 30 mars 1930.
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Ceci étant, toutes les conditions de notre théoréme fondamental (p. 52) se
trouvent remplies d'elles-mémes, & 'exception de la derniére. Dés lors: la con-
dition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une fonction f(z) dont 1'ensemble
singulier soit exactement E et dont pour chaque valeur de #, la partie principale
relative & I,, soit précisément la fonction donné 6.(z), est que le systéme des
0, (2) soit cohérent.

Une application importante de cette proposition est la suivante:

Soit f(2) une fonction dont 'ensemble singulier F' (supposé borné) admet
des points de tous les rangs <a au moins et soit K= F— F@ I'ensemble de
tels points. Il est possible de »balayer» l'ensemble des points singuliers de rang

< e en écrivant f(z) sous la forme
f(2) = Po(2) + fule)

ou P,(z) et fy(2) sont holomorphes partout ol f(z) est holomorphe, od, en outre,

Ja(2) est holomorphe sur E et ou P,(z) a exactement F pour ensemble singulier.

Pour démontrer cette proposition, il suffit d’associer & chaque point a de
E un cercle de centre a ne passant par aucun point de F et ne contenant pas
d’autre point de F 'qu.e des points de E. Ce eercle enfermera un sous-ensemble
I, @é F qui est isolé de I’ et par suite de E. Puis on associera a I, la par-
tie principale Py (2) de f(z) relative a I,. Le systdme des Py (2) sera nécessaire-
ment cohérent. Par suite, il existe une fonetion P,{z) ayant exactement E pour
ensemble singulier et dont les P, sont les parties principales relatives aux divers
I,. Comme

S&) — Pele) = f(e) — P, (2)] + [Pr,(2) — Pa(?)]

la fonction f;(z) représentée par le premier membre est, comme les crochets, ho-
lomorphe au point a de E. Par suite f,(z) qui est indépendante de a est holo-
morphe en tout point de I. Elle est d’ailleurs évidemment aussi holomorphe
hors de I' comme f(2) et P,(2).

. Seulement, il faut observer que, si aucun point singulier de rang < e de
F(2) n'est resté point singulier de fz(2), par contre f;(¢) n’est pas nécessairement
dénué de points singuliers qui soient de rang < e relativement i I'ensemble
singulier de f;{(¢) lui-méme. '

III. Soit F un ensemble plan borné et fermé qui ne soit pas parfait.
Alors l'ensemble N des points de non-condensation de F n’est pas vide et l'en-
semble P=F—N est vide ou parfait.
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L'ensemble P est égal 4 1'un, F¥  des ensembles dérivés F@ de F pour «

assez grand. En particularisant la deux1eme application, en y prenant o= 4, on
obtient alors le résultat suivant:
A tout point a de I'ensemble N, on peut associer un sous-ensemble fermé I, de
N comprenant a et isolé dans N; soit alors Pja (¢) une fonction nulle & l'infini
et dont l'ensemble singulier est exactement I,; pour qu’il'existe au moins une
fonction dont I'ensemble singulier soit N et dont chaque fonction’ Py (2) soit la
partie principalé relativement & I, il faut et il suffit que le systéme des fone-
tions Pr,(2) soit cohérent. )

On en conclut que: v

si I'ensemble singulier F, supposé borné, d'une fonction f (z) n’est pas par-
fait, on peut »balayer» l'ensemble N des points de non-condensation de F' en

écrivant f(z) sous la forme
f&)=p) + fole)

ot p(z) et fo(z) sont holomorphes partout od f(z) est holomorphe, et ou, en
outre, fo(z) est holomorphe sur N et p(z) a exactement N pour ensemble
singulier. .
C’est 13 un premier perfectionnement du theoreme de Mittag-Leffler. Car
l'ensemble E des points singuliers isolés de f(2) n'est, en général, quune partie

de N, alors que N est toujours identique & E.

Il y a lien dobserver qu'en substituant fo(z) & f(¢), on ne trouve plus
d’autres points singuliers que ceux qui faisaient partie du »plus grand» P des
sous-ensembles i)arfaits singuliers de f(z). Mais l'ensemble singulier de fo(e) n'est
pas nécessairement parfait. Nous verrons plus loin (page 75) que l'on peut
choisir p(z) pour que l'ensemble singulier de fo{z) soit parfait.

IV. Soit F un ensemble plan fermé. Nous dirons avec Jordan que c'est
wn contenu si on ne peut le décomposer -en deux ensembles fermés disjoints et
8'il contient plus d'un- point. - '

Lorsque I est en outre borné, cette définition est équivalente a la suivante
due & Cantor: I'ensemble borné et fermé F est un continu si deux quelconques
de ses points sont toujours bien enchainés. Deux points @, b d'un ensemble plan
G sont bien enchainés si pour tout >0, il existe une ligne polygonale joignant
a et b, dont les sommets sont sur G et dont les cotés ont une longueur <e.
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Nous dirons avec M. Zoretti qu'un ensemble plan quelconque H est partout
disvontinu §'il ne contient aucun couple de points bien enchainés. On sait’ que
si un ensemble fermé I est partout discontinu, on peut tracer autour de chacun
de ses points, a, et dans un cercle de rayon aussi petit que I'on veut, un contour
ne passant par aucun point de F et comprenant a & son intérieur. 7

Un ensemble plan borné H partout discontinu ne contient aucun continu;
sans quoi 8'il contenait un continu C' et si a et b étaient deux points distinets de
ce continu, a et b seraient bien enchainés sur C et par suite bien enchatnés
sur H. )

Récipr_oquément, si un ensemble plan borné fermé® G ne contient aucun
continu, il est partout discontinu. '

Ou démontre cette proposition par une adaptation au cas actuel-du raisonne-
ment cité dans la note ci-dessus.

On peut déduire des propositions précédentes que sz C est la somme des
continus appartenant & wun méme ensemble plan borné et fermé F, et si Uensemble
F, qui contient C, ne se réduit pas a C, Uensemble A = F— C est la somme d'en-
- sembles vs0lés dans F. V

En effet, soit @ un point de A; C étant fermé, il y a au moins un cercle

A, de*centre a et complétement extérieur & C. Soit G I'ensemble des points de.
F appartenant 3 A, ou & son contour. G appartient‘ a A et est fermé; G ne
contenant aucun continu est partout discontinu. Comme a appartient & G, il y
a done, dans une ecirconférence arbitrairé g, de centre a, un ensemble I, de
points de G auquel @ appartient et qui est isolé dans @, donc dans F'si on prend
aussi o, dans 4,. Ainsi, quelle que soit la circonférence o, de centre a, tout
point a de A appartient a4 un ensemble I, isolé dans F et appartenant & os:
A est bien une somme d'ensembles isolés dans F. .

11 en résulte, comme nous I'avons vu page 53, que 'ensemble 4'—A4 est ferms.

L’ensemble A est partout discontinu. En effet, soient a, b deux points de
A et 04,0, deux cercles disjoints centrés sur a et b. Il y a deux ensembles de
points de A:I, et I respectivement contenus dans ¢, et oy, contenant 1'un a,
. lautre b et isolés dans F et par suite aussi dans A. Alors on peu{:- enfermer
I, dans un contour ne passant par aucun point de F' et comprenant @ & son in-
térieur. De méme pour I, et b. Soit ¢ la plus. petite distance des points de ces

! Voir, par exemple: Legons sur le prolongement analylique, par Zoretti.

? La proposition cesse d’étre vraie pour un ensemble non fermé comme on le voit en pre-
nant pour G l'ensemble des points de ox et d'abscisses irrationnelles. Cet ensemble ne contient
auncun continu et n'est pas partout discontinu.
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contours a F'; c'est un nombre positif. Il est clair que si une ligne polygonale,
ayant ses sommets sur F, joint @ et b, I'un au moins de ses cotés sera nécessai-

rement >¢.. Done a et b ne sont pas bien enchainés sur F et par conséquent

non plus sur 4, ni sur A.

Ainsi l'ensemble A posséde -les deux propriétés suivantes: il est partout
discontinu et 4’—A est fermé. Ces deux propriétés somt indépendantes. Si un
ensemble plan B est tel que B —B soit fermé, B n’est pas toujours partout
diseonfinu, Par exemple, si B ‘est l'ensemble (0<x<1), B'—DB étant un seul
point est fermé et B n’est pas partout discontinu. )

Inversement, soit # l'ensemble de lorigine et des points x = P, Y=
7.

¥

S =

ol p,n sont des entiers positifs et p<n. B est visiblement partout discontinu,
g —pB est I'ensemble des points (o<z=1, y=0) qui n'est pas fermé.

V. Soit F un ensemble plan borné fermé, et C la somme des continus
‘que F' peut eventuellement contenir. Si F' ne se réduit pas i C, on a vu que
l'ensemble A=F—C est une somme d’ensembles I isolés dans A. A chaque point
a de A et chaque cercle o, de centre a, correspond un ensemble I, de points
de A intérieurs a g, et tels que I, soit isolé dans A. Associons a I; une fone-
tion Py, (z) ayant I, comme ensemble singulier et nulle & linfini. Pour qu'il
existe une fonction ayant A pour ensemble singulier et ayant chaque Pr,(2) pour
partie principale relative & I,, il faut et il suffit que les Py (2) forment un sys-
téme cohérent. _

Comme on l'a fait dans un cas analogue, on verra qu'en vertu du theoreme
de la page 54, on peut en déduire la conséquence suivante. R

Soit F l'ensemble singulier (supposé borné) d’une fonction f(z), C la somme
de ses continus smguhers et A=F—C; on peut »balayer» A en écrivant f(2)
sous la forme

F)=4@) + )
ott A(2) et C(z) sont holomorphes partout oi l'est f(z), ot A4 (2), nulle & l'infini,
a exactement A pour ensemble singulier et ot ('(z) est holomorphe sur A=F—C.

Ainsi; I'ensemble singulier de C(z) appartient & 'ensemble C des continus
singuliers de f(¢) et des points d'accumulation de leur somme C, l'ensemble

singulier 4 de A(z) est l'ensemble de fermeture de l'ensemble singulier 4 dis-
joint de C: A=F—C, '
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Mais il faut observer que si C(2) ne peut plus étre singulier que sur les con-
tinus singuliers de f(z) ou sur les points limites d'une suite infinie de ces conti-
nus singuliers, il n'en résulte pas que C(z) ait un continu singulier.

Nous montrerons plus loin, page 77, qu'on peut choisir 4 (z) de sorte que
I'ensemble singulier de C(2) soit l'ensemble de fermeture de la somme de ses

propres continus singuliers.

Remarque. Tl nous sera utile pour la suite d'utiliser 1'observation suivante:
si () est la somme des continus appartenant 4 l'ensemble singulier G de C(2),
alors 4,=G—C, est contenu dans A’. :

En effet, soit a un point de 4,. S'il n’appartenait pas & 4’, il n’appar-
tiendrait pas non plus & A puisque A,, comme G, est disjoint de 4. Il y aurait
donc un cercle S; de centre a dans lequel il n'y aurait aucun point de A et sur
lequel, par suite, A(z) serait holomorphe. Alors f{z) et C(z) auraient dans ce
cercle S les mémes singularités. Mais G appartient & C, donc a.appartient :‘L.un'
continu singulier de f(z) ou est limite de tels continus. Il y a donc dans tout
cercle 7 de centre a intérieur 4 S, au moins un continu singulier de f(z) qui a
des points intérieurs a 7. La partie commune & ce.continu et au cercle T est
un continu singulier de f(¢) entiérement intérieur & S,. C’est donc aussi un
continu singulier de C(z). Dés lors, il y a des points de C; dans tout cercle de
centre a et a ne pourrait appartenir & A4,—G—C,.

Il sera bon d'observer que la démonstration et le résultat précédents sont
indépendants de la fagon dont la décomposition a été effectuée pourvu que 4 (2)

et C(2) conservent les mémes propriétés.

Démonstration d’un théoréme général.

Introduction de la catégorie T. Les diverses applications que nous avons
faites de notre théoréme général peuvent étre présentées sous la forme commune
suivante _qui nous sera commode pour la suite.

~ Nous supposons définie d’'une fagon quelconque une certaine catégorie T de
sous-ensembles £ d’ensembles plans bornés et fermés F, catégorie d’abord soumise
a la seule condition générale que chaque sous-ensemble F soit la somme d'une

certaine famille ¢ de sous-ensembles isolés I de F.
Par exemple: T est la catégorie des ensembles K des points isolés des en-
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sembles F; ou encore T est la catégorie des ensembles E des points de non-
condensation des ensembles F'; ou encore ¥ est la catégorie des ensembles

E=1F~—C ou C est la somme des sous-ensembles continus de F'; ou encore ¥ est
la catégorie des sous-ensembles ¥ des ensembles F tels que E soit la somme des
sous-ensembles de F qui en sont des continus isolés; etc. . . .

La considération de la catégorie T nous permettra de démontrer en une
fois des propriétés relatives a plusieurs cas et dont nous allons aborder la dé-
monstration. Comme il s'agit ici d'une démonstration que je crois entiérement
nouvelle, j'entrerai plus minutiensement dans les détails que précédemment.

. D’ailleurs, cette démonstration étant fondée sur l'emploi de l'induction
transfinie sans que.le résultat obtenu dépende de la notion de nombre transfini,
je ne serais pas étonné que, comme il est arrivé souvent dans des cas semblables,
une démonstration également indépendante de cette notion, et plus bréve, fiit
ensuite obtenue, '

Utilisation de la premiére propriété de la catégorie T. La catégorie T
posséde des propriétés communes & chacun de ces cas et dont la premiére, qui
sera la seule dont nous nous servirons pour commencer, est la suivante établie
page H4: :

Si l'ensemble singulier F, supposé borné, d'une fonction f(z), contient un
sous-ensemble non vide E de la catégorie T, on peut représenter f(z) sous la
forme

fle)=r*() + Ple)
ot les deux fonctions f*(z) et P(z) sont holomorphes partout ou f(2) est holo-
morphe, ou f*(z) est, en outre, holomorphe sur E et ou P(z) est nulle & l'infini
et a exactement E pour ensemble singulier.

Lorsque F ne contient aucun ensemble de la catégorie T, on prendra
Ple)=o et ¥ () =f(e).

Soit maintenant f}(2) la partie principale de f(2) relative & ¥. On aura

fle)=/o(e) + E(e)

ou E(z) est une fonction entiére, tandis que f;(2), nulle 4 l'infini a lé méme en-
semble singulier ¥ que f (z)— Nous allons maintenant former i partir de f (2)
une suite transfinie de fonctions. _

Si F ne contient aucun ensemble de la catégorie T, nous poserons f|(z) =
=/,(¢) et P,(z)=o0. Si F contient un ensemble Eol de la catégorie ¥, on aura
par hypothése
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fole) = Aile) + Py e)

fi(e) et P, (2) étant holomorphes hors de ¥, f(z) étant en outre holomorphe sur

E, ¢t P,(z), nul & linfini, ayant exactement E, pour ensemble singulier. On .
voit_én outre que f;(¢) comme f, et P, sera nul & l'infini.

Soit ¥, l'ensemble singulier de f](z), F, appartient & F. Si I, ne contient
aucun sous-ensemble de la catégorie ¥ — c’est en particulier ce qui aurait lieu si
file) était une fonction entiére, c'est-d-dire si F; était vide —, nous poserons
fal&)=fi(), Pyle)=o.

Si, au contraire, F contient un sous-ensemble F, non vide, de la catégorie
¥, on pourra écrire

Sile) = file) + Py o)

ou f, et P, sont holomorpheé 'partout ol f; est holomorphe, o f;{2) est, en

outre, holomorphe sur E,, et ot P,(2) a exactement E, pour ensemble singulier
et - est nulle & l'infini. Comme '

Jole) —f3 (&) =P, (e) + Py (2)

le premier membre ne peut étre singulier que sur la somme E)-i- E=Eo+ E,
des ensembles singuliers de P, (?) et P,(z). D’autre part, F, et I, sont disjoints,
car FE, appartient 3 F, qui est disjoint de E,. Donc, en un point de Ey, P;(2)
est singulier et P,(z) est holomorphe: 'ensemble singulier de f,(¢) — f;(2) com-
prend E, et par suite F,. En un point de E,—E,, ¢'il en existe, P,(¢) est ho-
lomorphe et P,(z} est singulier. Donc I'ensemble singulier de f;(¢) — f;(2) com-
prend non seulement F,, mais encore El'——Eo, il comprend done E,+E, et par
suite aussi E,+ K, .

Finalement f,(z) — f,(z) a exactement F,+ E, pour ensemble singulier.

D’autre part, f;(z) sera holomorphe hors de F, et sur F,, donc en_parti-
culier sur K+ E,, et f,(2) est nul a l'infini comme f; et P;. — Ceci montre
que parmi les nombres ordinaux de la premiére ou de la seconde classe, il en
existe au moins un, 8 (& savoir §=2), jouissant de la propriété P suivante:

Pour tout nombre ordinal positif ou nul, y<g, il existe une fonction f,(2)
telle que la suite des f,(z) vérifie les conditions suivantes: '

en désignant par F, l'ensemble singulier de f,(z) et par E, un certain sous-
ensemble de F, appartenant & la catégorie ¥, s'il en existe, (avec E,=o0 #'il n’en
existe pas), en posant en outre F,=F:
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chaque ensemble de la suite des F, est compris dans les précédents;

Jy(2) est holomorphe en particulier sur oy = 2 Es et nul i l'infini;

d<y

Jo(@) — f,(2) a exactement g, pour ensemble singulier;

lorsque E,=o0 et y<d=8 file)=f,(2).

D’aprés 1'énoncé méme de P, si un nombre 8= 2 posséde la propriété P,
il en est de méme des précédents.

Nous allons montrer que tous les nombres ordinaux de la premiére ou de la
seconde classe possédent la propriété P.

' Pour cela, il suffira de prouver que si tous les nombres # inférieurs & un
méme nombre o possédent la propriété P, il en sera de méme de e.

Dans ce but, observons d’abord que si 7SdSﬁ-< a, F, comprend Fs qui
comprend Eg, donc F, comprend Es. D’autre part, puisque f,(2) est holoinorphe
sur oy, Fy est disjoint de g, = ZEJ. Ainsi les Es de rang <y sont disjoints

d<y
de I et ceux de rang8 =y sont compris dans F,. Il en résulte que les Fgsde
rangs distinets sont disjoints.

Observons aussi que, si E,=o0, on déduit de l'identité fs(z)=f,{¢) (pour
y<d<e) que Fy=F, et Es=0 pour y<d<a.

1° Ceci étant, supposons d'abord que « soit de premiére espéce. On pourra
appeler 8 le nombre ¢—1. Si I'ensemble singulier F5 de f3(2) ne contient aucun
ensemble de la catégorie T, Eg=o0, et on pourra poser f. ()= f3(z), d'ot F,=Fp.
Alors a jouira bien de la propriété P. Si au contraire Fs contient un ensemble
de la catégorie T, soit Eg, alors par définition de T, il est possible d’écrire

Jole) = fule) + Pul2)

ol fa(2) et P.(¢) sont holomorphes hors de Fs, ou Pa(z) est nul a linfini et a
exactement K, pour ensemble singulier, ot Ja(2) — nécessairement nul & l'infini
comme fz et P,—, est holomorphe sur E;. Puisque o3 est disjoint de Fjp, fu(2)
est & la fois holomorphe sur Ejs et sur gs, donc aussi sur

Ep'f‘ 0{3=2Ed=0'a-

d<a

Ainsi F, appartient a Fs et f.(z) est holomorphe sur o, et nul & l'infini. Enfin,
comme
9 — 29643. Acta mathemaiica. 54. Ilmprimé le 28 mars 1930.
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So (&) = fal2) = [fo(2) — f3(e)] + Pul2)

le premier membre ne peut étre singulier qu'en un point appartenant & l'en-

semble singulier o3 du crochet ou a l'ensemble singulier Eg de P,(2). L’ensemble
singulier de f{z) — fz(2) est donc compris dans

Ois+1’:e—_—-0"e+l']{g=0'a.

Inversement, observons qu'en un point de g3, le crochet est singulier, tandis que
P, () = fp{z) — fale) est holomorphe en dehors de F; et, par suite, comme on I'a
vu plus haut, sur 03. Donc la fonction p.(2) = f,(2) — fu(e) est singuliére sur o3
et par suite sur 6s. En un point de Ez— a3, [fy(2) — f5(2)] est holomorphe et
P.(z) est singulier, donc aussi p.(z). Dés lors, Pa(2) est singuliére sur o3 et
Eg— 0z, done sur o3+ Eg, donc enfin sur g+ Eg=0,. Finalement, p.(z) a
exactement ¢, pour ensemble singulier et nous avons établi les différents points
qui permettent de conclure que a a la propriété P.

2° Reste le cas le moins simple, celui ot ¢ étant de seconde espéce, ¢—1

n'existe pas, et oll par conséquent «-est limite d'une suite croissante
B <By< <<
Comme f3(2) est supposé défini pour f<e, on peut écrire
Fon@ =10 &) + 1) = f )] + - + [ () — oy ()

On va former la fonction annoncée f,(z) en passant par l'intermédiaire d'une
série dont le terme général sera [fg, (2) — f5,_,(2) — ra (2)] ol . (¢) sera une frac-
tion rationnelle introduite pour assurer la convergence de la série dans une ré-
gion convenablement choisie.

Observons d'abord que

Ju &) =St () = S, &) — £ ()] + o (&) — Sy, ().

Les deux termes du premier membre sont holomorphes respectivement sur g,
et og, ,, le premier ensemble comprenant le second. Donc 'ensemble singulier

du premier membre est disjoint de g3,_,.

D’autre part, les deux crochets ont

respectivement pour ensembles singuliers gg, et o3 le second compris dans le

n—1?
premier. Donc le premier membre a un ensemble singulier compris dans
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donc compris dans o3, —o03,_, et a fortior: compris dans

s, et disjoint de oy 1

n—1?

6},— O"e

n—1 (Observons que o, =Y E, est déja connu, avant qu'on ait formé fu(2)).

v<a
Enfin, puisque les deux termes du premier membre ont pour ensembles singu-
liers F Bn et 1"‘3

1> le premier ensemble compris d_ans le second, le premier mem-
bre a un ensemble singulier compris dans Fjg, , et comprenant en particulier
Fs; ,— Fg,.

Nous voyons que l'ensemble singulier de f3, (2) — f5,_, (¢) appartient & la fois
a Fg,_, et a g

Si I'un des ensembles F,, définis pour y <p, est nul, les fonctions f3(z) de
rang B>y seront toutes identiques a fy(z), les Fj3 de rang 8>y seront tous
=V, et les E;5 de rang 8>y seront tous vides. On posera dans ce cas f,(¢) =
=fy(¢). Alors on aura Fo=F, et F,=o0, et on voit que o, = gy, de sorte que
les conditions annoncées sont remplies et ¢ a bien encore la propriété P.

Si aucun des E, n'est vide, désignons par G l'ensemble commun & o, et a
Fy,, Fg,, ... Fg,,...: 'ensemble G n’est pas vide. Car il y aura au moins un
point a, appartenant & Fs . De la suite des an (contenue dans 1'ensemble fermé
et borné F), on peut extraire une suite de points en coincidence ou une suite
convergente. Cette suite étant contenue dans o, et étant, & partir d'un certain
rang contenue dans l'ensemble fermé F , son point commun ou son point-limite
a appartiendra A 0. et aussi quel que soit » & Fjp,. L'ensemble G contient donc
au moins un point a@. D'ailleurs, comme c'est l'ensemble commun & des en-
sembles fermés, il est fermé. Il est en particulier contenu dans F, donc borné.

Puisque G n'est pas vide, il y a une aire déterminée G, couverte par les
cercles de rayon r centrés sur G. En prenant r assez grand, G, contiendra i
son intérieur l'ensemble commun & Fjs, et & o.. Soit ¢, la borne inférieure de

telles valeurs de ». Puisque la suite des F, est »monotone», on a ¢, =g, = """
Si ¢» ne tendait pas vers zéro avec %a o aurait une limite positive . Pour chaque
entier, », il y aurait au moins un point b, commun a ¢, et a Fp, et & dis-
tance >g de (. Alors: ou bien, il y a une infinité de points b, qui coincident

géométriquement, ou bien, il y en a une infinité qui sont distincts et d’'ou l'on

peut tirer une suite convergente. Dans les deux cas, il y & un point ¢ qui est &
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distance <§ d'une infinité de points b, et pourtant ce point ¢ appartiendrait né-

cessairement & G.

" Ceci étant, on voit que si r > g,—1, I'ensemble singulier de f3, (2) - S8 (8)
appartient & G,; comme cet ensemble singulier est fermé et borné, on peut le
recouvrir par un nombre fini des cercles qui composent G,. D’aprés le théoréme
d’Appell, et puisque fz,(¢) —fs,_,(¢) est nulle & l'infini, on peut approcher de
cette fonction par une fraction rationnelle 7, (2) nulle & Vinfini, dont les podles
sont des centres de ces cercles, et qui en différe de moins de % en module dans

toute l'aire couverte par les points & une distance donnée, supérieure & r, de G.

I - b
En prenant gn— <7 <@p—1+ ” 1; on voit que l'on a

n

|/t (&) = fona (@) = ra ()] < 15

Y . .37 3 2 A “ . ‘ I
dans - toute Vaire ouverte illimitée V,— ou z est a distance > gp— + P de

G; _-‘et on observe que les péles de r,(2) sont sur G. D’ailleurs, V1 est com-
prise dans Vy; il en résulte que la série

hs (Z) = 2 (fﬁn (Z) - fﬁn—l (Z) — T (Z)]

n>g

est uniformément convergente sur V. Si g, est un point de V,, non seulement

les termes de hy(z) sont holomorphes dans V,, mais ils le sont dans un méme

cercle, de centre z,, assez petit pour appartenir & V,. Par suite, hs(2) est holo-

morphe sur ¥V,. Il est méme aisé de voir que cette fonction est nulle & l'infini.
 QCeci étant, la somme ' ‘

ke(2) = f5. (&) + 2 /o, (&) = Souy (&) — 1 (2)]

2=n=<g

= f3,(2) + Bs(2)

— ot Yon a posé Rs(2) = D|[—rnle)] — est la somme d’une fonction holomorphe

2sn=s
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hors de I, et nulle 4 l'infini et d'une fraction rationnelle nulle & l'infini et ayant
ses pbles sur G. ' ,
Alors nous prendrons pour f.(2) la fonction

Ja(2) == f3,(2) + Bs(e) + hs(2)
c'est-d-dire la somme de trois fonctions nulles & l'infini, et 'une holomorphe hors
de Fjp , l'autre hors de G, la troisiéme hors de W, en appelant W, l'ensemble -
complémentaire de V,. La fonction f,(z) est donc holomorphe en dehors, & la
fois, de Fg;, de G et deW,. Or

n=2

Je(e) = f3.(2) + D[S, (&) — fia,y (&) — 70 ()]

est indépendant de s et son ensemble singulier F, appartient a Fjg, + W; puis-
que G appartient 3 Fg,. Donc F, est un ensemble commun aux Fg + W,. Soit
a un point de F,. 8'il y avait un Fj, auquel a n’appartint pas, alors a serait

bl N . - Y » I
commun aux W,, c'est-a-dire que sa distance & G serait’ < ¢; + S bour toute

valeur de s et comme G est fermé, a appartiendrait & G, et par suite a Fg,. Ainsi
I'ensemble singulier F, de fu( ) appartient & tous-les Fjg, et par suite & tous les
Fp pour lesquels f<<a. '

Nous avons observé que E, est disjoint des Fjs de rangs compris entre y
et «. Donc E, est disjoint de F,, si y<a. Il en résulte que f,(z) est holo-
morphe sur 6.; on a observé plus haut qu’elle est nulle & l'infini.

Puisque G ‘appartient & F, f,(z) est singulier sur o, done f(z) — fu(2) esfs
singulier sur ¢, et par suite aussi sur a,. Il nous reste & montrer que tout
point singulier de cette différence appartient a 6,. Or

Sole) = fale) = [fo (&) — S5, ()] — Ri (&) — hul2).

Le crbchet a o, ‘pour ensemble singulier, R;(z) a ses poles sur G et h(2) ne

.peut é&tre singulier que sur W,. Le premier membre ne peut donc étre singuiier

que sur ' ’
os,+ G+ Ws

qui appartient & g, + W,. L’ensemble singulier de f,(z) — f.(2) est indépendant
de s, il appartient donc i I'ensemble commun aux ensembles o+ Wy, 6a+ W,,. ..,
done & 0+ G puisque G est l'ensemble commun aux W,. Enfin puisque G
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appartient & o., il est bien établi que l'ensemble singulier de f;(z) — fo(2) est
exactement o,. Finalement nous avons établi dans tous les cas, que « a la pro-
priété P.

Il en résulte, puisque le nombre 2 a la propriété P, que celle-ci appar-

tient & tous les nombres ordinaux de la premiére ou de la seconde classe.

Utilisation de la seconde propriété de la catégorie ¥. Les diverses caté-
gories T citées plus haut consistent toutes en familles de sous-ensembles E d’en-
sembles F plans bornés et fermés tels que E soit la somme de sous-ensembles
I de F chacun zs0lé dans F. 8'il en est ainsi, tout point ¢ de F appartenant
nécessairement a lun des I est & une distance positive de F'—1I et par suite
aussi 4 une distance positive de I' — K. Nous allons maintenant faire entrer en
ligne de compte cette seconde propriété de la catégorie T: si un sous-ensemble
E de F -appartient & ¥, chaque point de E est a distance positive de F—F;
autrement dit: K est disjoint de l'ensemble de fermeture (F—E).

Sous 1’hypothése simple formulée maintenant, démontrons, d’abord, qu'il existe
toujours un rang ordinal de la premiére ou de la seconde classe i partir duquel
les F, sont vides. En effet, dans le cas contraire, il y aurait au moins un point
@, dans chaque F,. Comme les E, sont.tous disjoints, ces points a, sont dis-
tinets. Soit N 1'ensemble des a.: cet ensemble ne serait pas dénombrable. Or
il y a une distance positive d, de a, & F, — E,. C'est dans ce dernier ensemble
que sont contenus lés Ejz pour §>« et, par conséquent, il y a une distance po-
gitive =d, de a, a tous les Eg pour $>¢e. Un cercle (, de centre a. et de
rayon inférieur 3 la distance §, ne contiendra aucun des points ag d'indice
>a. S'il contient des points de N, ce seront des points d'indice <a. Or l'en-
semble des indices <o est dénombrable, donc tout point de N est un point de
non-condensation de N. Il en résulte que N est dénombrable: ce qui nous fournit
la contradiction annoncée.

Les fonctions f,(z), les ensembles I, E, sont déterminés pour chaque
nombre ordinal ¢ de la 17 ou de la 2% classe. Si l'un des Ej; est vide, les sui-
vants sont vides; soit K, le premier des E3 qui sont vides. Posons

Sole) = Ju(2) + pale);

Ja(2) et p.(z) sont holomorphes partout oi f(z) est holomorphe, f,(z) et par suite
Pef2) sont nuls & linfini. Enfin, I'ensemble singulier de f;(z) ne comprend aucun
ensemble de la catégorie ¥, tandis que Vensemble singulier de p.(s) est I'en-
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semble de fermeture d'un certain ensemble g, sur lequel f.(¢) est holomorphe et
Jo(2) singulier. : ' P
Comme f(2) =f,(2) + E(2), on a

J&)=P(2) + Q)

en posant P(2)=f.(¢) + E(2); Q(2) =pale) et alors P(z) et ‘Q(z) sont tous deux
holomorphes partout ot f(z) est holomorphe, I'ensemble singulier de P () ne con-
tient aucun ensemble de la catégorie T et il existe un ensemble o, somme d'une
suite dénombrable d’ensembles disjoints appartenant chacun a la catégorie T, cette
somme ¢, étant telle que P(¢) soit holomorphe sur ¢, et que @ (z) ait exactement
0. pour ensemble singulier. En outre, on peut supposer que l'une au moins des
deux  fonctions P(z) et Q(z) soit nulle & Vinfini, soit en ajoutant comme plus
haut E(2) & f,(2), soit en Vajoutant & p.(2). ' ‘ ‘

En résumé ‘

soit T une certaine catégorie de sous-ensembles E d’ensembles plans fermés
et bornés F;

chaque sous-ensemble E, non vide, d'un ensemble borné et fermé F étant,

N

quand il appartient & la catégorie T, disjoint de l'ensemble de fermeture

(F'—E); v
et toute fonction uniforme f(z) dont F est l'ensemble singulier pouvant
étre, par définition de ¥, représentée sous la forme '

Sfle) =Py () + Q)

ou les deux fonctions P,(2) et @,(z) sont holomorphes partout ot f(z) est holo-
morphe, ou P,(2) est, en outre, holomorphe sur E et ot ¢,(z) est nul & linfini
6t a exactement E pour ensemble singulier.

Alors, il est aussi possible de représenter f(z) sous la forme

Sfle)=Ple) + Q)

o P(z) et Q(z) sont holomorphes partout ot f(z) est holomorphe, ot l'une, au
choix, de ces fonctions est nulle i l'infini, ot l'ensemble singulier de P(z) ne
contient aucun sous-ensemble’ de la catégorie T, o l'ensemble singulier ¢ de
Q{z) est l'ensemble de fermeture o+ ¢’ de la somme ¢ d'une certaine suite dé-

nombrable d’ensembles disjoints F, d'indices finis ou transfinis, chacun d'eux, g,



72 ) : Maurice Fréchet.

étant le sous-ensemble appartenant i la catégorie T d'un certain. ensemble Fy
disjoint de la somme des F, d’indices <@, compris dans les F, d'indices <f et
comprenant aussi les I"; d'indices >§.

Considérons en  particulier le cas ot F est la somme des sous-ensembles 7
de F' qui sont des continus chacun isolé dans F. Il est d'ailleurs clair que si
I'on en considére deux qui ont un point commun, ils sont identiques, et que
dans lé cas contraire ils seront i distance positive l'un de l'autre (en continuant
& supposer F borné et fermé). Il est clair, en outre, que les ensembles I seront
aussi tous des sous-ensembles continus isolés de E.

Alors d’aprés le théoréme de la page 61, les deux propriétés d'une catégorie
% qui viennent d’étre utilisées appartiennent i la catégorie ¥ des sous-ensembles
E des ensembles fermés F telle que E soit la somme des continus isolés de F.
De sorte que nous pouvons particulariser ainsi le théoréme précédent: ‘

Soit E la somme des continus singuliers isolés d'une fonction uniforme f(z )
dont l'ensemble singulier F' est borné: : -

la fonction f(z) peut 8tre représentée comme la somme

Sfle)=Ple) + Qle)

de deux fonctions holomorphes partout ol f(z) est holomorphe, ou l'une, au
choix, de ces fonctions est nulle & linfini, ot I'ensemble singulier de P(z) ne
contient aucun continu isolé et ol 'ensemble singulier ¢ de @(2) est 1'ensemble
de fermeture o+o’ de la somme ¢ d'une certaine suite dénombrable et bien or-
donnée de continus singuliers I, de f{z), chacun des I, étant & distance positive
de la somme de ceux qui sont d'un rang supérieur & y, et cette suite commen-
cant par celle des continus singuliers isolés de fle).

Remarque. Nous n’énoncerons pas les applications analogues aux autres
catégories ¥ que nous avons citées parce que celles-ci possédent. une troisiéme
propriété que nous allons énoncer et qui nous permettra d'obtenir un résultat
plus complet.

Utilisation d’une troisiéme propriété de certaines catégories T. — Nous
allons maintenant nous restreindre a la considération des catégories ¥, satisfaisant
non seulement aux deux propriétés des pages 63, 70, mais encore & la suivante -
(ot nous utilisons les notations de la page 63):

8ll y a un ensemble E* de la catégorie T dans l'ensemble fermé F* des
points singuliers de f*, alors E* (qui est disjoint de E) appartient & E'.
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(Noué avons reconnu (pages 56 et 62) cette prbpriété en parttculier dans
les cas ou E, sous-ensemble d'un ensemble fermé F, appartient & la catégorie (T):
soit quand E est formé de l'ensemble, 'il existe, des points isolés de F\ soit
quand E=F —(C, C étant la somme des sous-ensembles continus de F s§'il en
existe.) .

Si cette propriété est satisfaite, nous voyons que (ﬁﬁ) appértient 3 E.

Alors, en employant les notations de la page 63, on voit que EIEEO—EE
et que o,=(F,+ F,) appartient & E.

Dés lors, aux conditions imposées au nombre 8, page 64, pour que g possede
la propriété P, nous aurions pu adjoindre la suivante: E; appartient & E pour
y<B; mnous aurions obtenu une propriété P* plus précise qui n'aurait pas cessé
d'étre vérifiée au moins pour f=2. Montrons que-tous les nombres ordinaux de
premiére et de seconde classe possédent aussi la propriété P*. D’abord, ils possé-
deront la propriété P. Remarquons en outre que, si § posséde la propriété P*,
on a pour y <@, I, < E, donc &ﬂ<17. Ceci étant, supposons qu'il existe un nombre
v qui n'admette pas la propriété P*. Alors, soit 6 le premier des nombres tels
que ». .

- 8i § est de premiére espéce, il existe un nombre d—1 et on a

Jia(2) = fa(e) + Ps(2)

et d'aprés la propriété P* FE; sera compris dans l'ensemble E’s_;. Or, par dé-
finition de d, Es— appartien.t 3 E done Es < E's_1 < E et 6 posséderait la pro-
priété P*, '

Si d est de seconde espéce, Es est l'ensemble de la catégorie T appartenant
2 l'ensemble singulier Fs de fs. Or on a vu que si l'on pose

Jole) = fale) + pale)

ps(z) a pour ensemble singulier 63, et f3(z) est holomorphe sur gs. Puisque

05 = 2 E,, alors, par définition de d, s appartient a E, donc s appartient aussi
y<d )

’

3 E. D'autre part: o3 cbmprend E,=:E donc o¢ comprend E. TFinalement

gs=F.
Ainsi la décomposition

Sole)=file) + ps(2)

10—29643. Acta mathematica. b54. Imprimé le 29 mars 1930.
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est telle que f3(¢) et ps(2) soient holomorphes partout ou f(z) est holomorphe, que

psl2) ait exactement E pour ensemble singulier et que f3(2) (holomorphe sur
os > E) soit holomorphe sur E. Par suite en vertu de la troisidme propriété
admise pour la catégorie ¥ (propriété indépendante par hypothése de l'origine
de la décomposition de f(¢)) Es appartiendra & E. Donc & posséderait encore
la propriété P*. '

Ainsi il n’y a aucun Ej qui n’é.ppartienne pas & E; alors « étant encore le
premier des indices y des E, qui sont vides, o, et par suite o, appartient a E
et comme o, contient F, g, est identique a F. ‘ _

Finalement, on voit gu'on peut compléter le théoréme de la page 71 et lui
donner la forme suivante: ‘

Convenons de dire qu'un sous-ensemble £ d'un ensemble borné et fermé F
appartient & la catégorie ¥ s'il jouit des trois propriétés suivantes:

1. E est disjoint de I'ensemble de fermeture (F'— ).

II. ‘toute fonction uniforme f(z) dont F est I'ensemble singulier peut étre

représentée sous la forme
(1) | JE)=1*) + @)

de la somme de deux fonctions holomorphes partout ou f (¢) est holomorphe, la

' premiére holomorphe sur E, la seconde nulle & I'infini et ayant exactement E
pour ensemble singulier. . :

IIT. ¢il y 2 un ensemble E* de la catégorie’ ¥ dans l'ensemble fermé F*
des points singuliers de f*(z), alors E* (qui est disjoint de E) appartient & E’.

Nous venons de démontrer que pour de telles catégories T: parmi toutes
les représentations possibles de f(z) de la forme (1), il en existe au moins une
oll f*(2), Qo(2) possédant les propriétés du § II ci-dessus, 'ensemble singulier
de f*(z) ne contient aucun sous-ensemble de la catégorie <.

Nous avons indiqué deux catégories T particulidres auxquelles ce théoréme
s'applique. \ o

Si, au contraire, on considére la catégorie ¥ des sous-ensembles E de F
qui sont chacun somme des continus isolés de F, non seulement la démonstra-
tion précédente ne s’y applique pas, mais 1'énoncé non plus ne peut 8’y étendre.
Il n'est pas exact, autrement dit, que si E désigne la somme des continus singu-
liers isolés de f(z), on puisse représenter f(z) comme la somme de deux fonctions
holomorphes partout ou f(z) est holomorphe, la premiére f* dont 1'ensemble
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singulier est disjoint de E et ne contient auncun continu isolé, 'autre @, (2) ayant

exactement £ pour ensemble singulier.
Considérons par exemple le cas ol f(2) a un ensemble singulier F' consti-
1

tué des segments, I, ), I;.... Isn—y ... & savoir: —1 =g =o, ES.Z'SI;
I 1 1 I

S,y ey — < < ’

4 3 2% 2n— 1

"Alors E=L+ L+ -+ Lpa+-; E=E-+(le point z=0). Donc @,(2)
serait holomorphe sur I,, sauf pour x=o0; par suite f*(2) =/(2) — Q,(2) se-
rait singulier sur I,. Comme, d’autre part, f*(z) est holomorphe sur E, l'en-
semble singulier de f*(¢) se réduirait a I, c'est-i-dire & un continu isolé, con-
trairement & 1'hypothése. .

Par contre, il est possible que la propriété reconnue page 56, permette de
remplacer dans une certaine mesure la propriété III et d'obtenir un théoréme,
non équivalent, mais analogue a celui de la page 74.

Considérons maintenant successivemént, puis simultanément, les deux caté-

gories T auxquelles le théoréme précédent s’applique.

Applications du précédent théoréme.

Premiére application. — En appliquant & la premiére cafégorie T:
toute fonction uniforme f (2) dont Uensemble singulier F est borné sans étre par-
Jait est la somme '

fle)=P) + Q)

de dewx fonctions hglomorphés partout on f(2) est holomorphe, Vune d’elle (au choix)
btant wulle & Vinfini, Vensemble singulier de la seconde, Q(z), étant Vensemble de
fermeture E de Vensemble E des points singuliers isolés de f(2), Uensemble singulier
P de la premiére, P(2), étant parfait. : 4

Nous n’avons pas introduit dans cet énoncé l'affirmation, pourtant établie
plus haut, que P(z) est holomorphe sur E. En effet, de cet énoncé méme il ré-
sulte que tout point de P appartient & F et est point de condensation de F
(puisque P est parfait). Il résulte donc de cet énoncé que P(z2) est holomorphe,
non seulement sur 'ensemble E des points isolés de F, mais méme sur I'ensemble
N des points de non-condensation de F. Et cet ensemble N comprend nécessaire-
ment .

8i, dans l'énoncé ci-dessus, on remplacait l'assertion que P est parfait par
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I'affirmation que. P est disjoint de F, on obtiendrait 1'énoncé de Mittag-Leffler.
Notre théoreme apporte donc au théoréme de Mittag-Leffler deux compléments,
de natures trés différentes. Il montre, d'une part, qu'on peut choisir la décom-
position de fagon que l'ensemble singulier P de P(2) soit, en général, plus petit
que celui prévu par Mittag-Leffler, c'est-d-dire qu'il soit contenu non seulement
dans F'—FE mais méme dans F'—N. :
Le second complément a une portée beaucoup plus grande en ce sens qu'il
donne une solution & un probléme important auquel l'énoncé de Mittag-Leffler
n'apportait aucune lumiére, et qu'au reste, Mittag-Leffler n’avait sans doute

A PN . .
méme pas songé & aborder, du moins par cette voie.

Réduction de I'étude de la fonction uniforme la plus générale. — L’'énoncé
du théoréme de Mittag-Leffler fournissait une décomposition de la fonction
uniforme la plus générale f(z) en une somme de deux fonctions. La premiére
P(z) avait un ensemble singulier en général plus petit que celui de f(z), mais
qui pouvait &tre tout aussi complexe, qui pouvait en particulier posséder, tout
comme F, des- points singuliers isolés.

Au contraire, nous voyons que notre énoncé permet de réduire Uétude de la
Jonction uniforme le plus générale & l'étude de deux types de fonctions uniformes
dont aucun n'est le plus général possible. Il suffit, grice & notre énoncé,
d’étudier soient les fonctions dont lU'ensemble singulier est parfait, soient les fonctions
dont Uensemble singulier est Uensemble de fermeture E=E+ E' d'un ensemble isolé L.
Nous entendons ici par ensemble isolé un ensemble dont tous les points sont isolés.
Un ensemble fermé n’étant pas nécessairement parfait, il est clair que le premier
type de fonctions uniformes n’est pas le plus général possible. Pour montrer

quil en est de méme du second type, il suffit de faire voir qu'un ensemble
fermé, H, n'est pas en général I'ensemble de fermeture ¥ d’'un ensemble isolé E.

Or il est clair que l'ensemble des points isolés de E est précisément K. De

sorte que l'ensemble ' contient nécessairement des points singuliers isolés. Xt
d’autre part, un ensemble fermé H, contenant des points isolés, ne se réduit pas
en général i l'ensemble de fermeture de ses points isolés, il peut, par exemple,
contenir des continus isolés. - L'ensemble E s'il peut contenir des continus ne
peut én contenir qui soient isolés dans K.

La réalité de la réduction opérée étant établie, nous montrerons qu'il

peut en étre effectuée, soit d'une toute autre nature, soit d'une fagon plus compléte.



Sur certaines décompositions de la fonction complexe unifornre la plus générale. 77

Seconde application. — En appliquant la proposition de la page T4 i la
seconde catégorie ¥, on obtient la proposition suivante: '

toute fonection uniforme f(z) dont l'ensemble singulier F' est borné est la
somme '

fe)=A)+ Cl)

de deux fonctions holomorphes partout ou f(z) est holomorphe (dont l'une, au
ch01x est nulle & Vinfini) et dont les ensembles smguhers sont, le premler L'en-
semble de fermeture A de l'ensemble A—F—C, ot C est la somme de tous 1es »
continus singuliers de f(z), le second I'ensemble de fermeture c—c+ ¢ de la
somme ¢ de certains continus singuliers de f(2).

Ce .second ensemble ¢ est évidemment parfait.

On voit facilement que pour que le premier ensemble Vsingulier A soitipar-
fait, il faut et il suffit que F soit parfait.

Il est important de donmner des propriétés de A (z) et C(z) indépendantes
de la fonction f(z) et de son ensemble singulier F. _

En ce qui concerne C (z); appelons ¢, la somme de fous ses continus singuliers.
On aura ¢<¢ <¢; dou: ¢<¢, <¢ et par suite ¢,=—=—¢. Ainsi C(2) est une fone-
tion uniforme dont Uensemble singulier est exclusivement formé de I ensemble de
Jermeture ¢, -de U'ensemble ¢, de ses propres continus singuliers.

Pour caractériser A (z), rappelons que son ensemble singulier A est déduit
de A=F—C. Soit alors I' la somme des continus singuliers, s’il en existe, de
A et formons B=A—T. Ona I'<<C, donc I'<C et A<F. Tl est clair que’
A=A—C. Mais puisque I'<C, A—TI>A—C et par suite B>A'. Des rela-
tions B=A—I et B>4, on tire A<B<A. Dot A<B<A et finalement
A=B. De sorte que A est du type suivant: c’est I'ensemble de fermeture B—A
de l'ensemble B obtenu en retranchant de A l'ensemble de fermeture I' de la
somme I" des sous-ensembles continus de A.

On peut encore décrire 4 de la fagon suivante. Observons que tout point

a de B est le centre d'un cefcle ne contenant aucun point de I. L’ensemble
de fermeture de Uensemble des points de B appartenant a ce cercle appartiendra

! B peut effectivement comprendre d’autres points que ceux de 4. Prenons par exemple

I
pour F Tensemble fermé composé des segments (—1<x=o) et de la suite N des pomts x =

(n=1,2,3,...). Alors B est formé de 4 et de l'origine.
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3 A sans contenir un seul point de T, il ne contiendra donc aucun continu.
Appelons ensemble ponctuellement discontinu tout ensemble G tel que chacun
de ses points soit le centre d'un cercle tel que 'ensemble de fermeture des
points communs & ( et 4 l'intérieur de ce cercle ne contienne aucun continu.
Alors B est un ensemble ponctuellement discontinu et B=A est I'ensemble de
fermeture d'un ensemble pounctuellement discontinu.

Inversement, tout ensemble de fermeture G d'un ensemble ponctuellement
discontinu G peut &tre engendré de la méme fagon que A. Prenons pour F
l'ensemble G qui est fermé et sait C la somme de ses continus et A=F—C.
Tout point @ dé G est centre d'un cercle tel que I'ensemble de fermeture de 1'en-
semble des points communs & G et a l'intérieur de ce cercle ne contienne aucun
continu. Or cet ensemble de fermetureiest, 3 l'intérieur du cercle, identique a

\

'ensemble commun & G=F et & l'intérieur du cercle. ‘Donc a n'appartient pas
4 C, a appartient & A. Ainsi G appartient & A. Alors G <A< G, d'od A=G.

En résumé, A (2) est une fonction uniforme dont Uensemble singulier est l'en-
semble de fermeture d'un ensemble ponctusllement discontinu.

Il faut d'ailleurs observer qu'un tel ensemble A peut contenir des continus.
Mais il appartient néanmoins i une catégorie particuliére. Par exemple, il est
clair qu'il ne peut contenir de continus isolés. ‘

Finalement, nous voyons que

toute fonction wuniforme f(z) dont Uensemble singulier F' est borné peut étre
représentée comme la somme

fle)=Ale) + Cf)

de deux fonctions holomorphes partout oi f(2) est- holomorphe, l'une d'elles (au choiz)
nulle & Uinfini, leurs ensembles singuliers étant les ensembles de Sfermeture: A d'un
ensemble A ponctuellement discontinu, Uavitre C d'une somme de continus. Observons

que 4 peut présenter des points isolés lorsque F en présente et dans ce cas
seulement. '

Troisiéme application. Nous pouvons maintenant combiner les deux ap-
plications précédentes en effectuant la seconde application non pas sur la fone-
tion f(z) la plus générale, mais sur une fonction P(z) dont I'ensemble singulier
est parfait. S

Toute fonction wuniforme f(2) dont Uensemble singulier F est borné peut étre
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représentée comme la somme

Sle)= Q) + ale) +7(2)

de trois fonctions holomorphes partout onw f(2) est holomorphe, dont l'une (au choix) est
nulle & Uinfint et dont les ensembles singuliers appartiennent d trois types dont aucun
n'est Uensemble singuilier le plus général possible. Ces ensembles singuliers sont les
ensembles de fermeture respectifs de trois ensembles disjornts: ‘

un ensemble isolé,

un ensemble ponctuellement discontinu dense en soi,

une somme de continus.

Les deux derniers ensembles singuliers sont parfaits'; le premier, s'il n’est
pas vide, ne l'est pas. Un ou deux des termes de la somme peuvent éventuelle-

ment étre nuls.

Nouvelle réduction. On pourrait d’ailleurs effectuer une nouvelle réduction
en appliquant’la réduction précédente, non pas & f(z), mais 4 la différence entre
f(2) et une fonction ¥(z) égale 4 f(2) en tout point, §'il en existe, intérieur &
l'ensemble singulier de f(z) et nulle en dehors. On aura alors

Sfe) =) + @i (e) + e, () + 7.(2)

ot Q,(2), e,(2), 7,(¢) -ont des ensembles singuliers de méme nature que ceux
de Q(2), (2), y(¢), mais sans aires singuliéres et ou ¥ (z) est une fonction nulle
en tout point qui n'appartient pas a une aire singuliére.

! L'ensemble singulier de «(z) est I'ensemble de fermeture d'un ensemble A4 partout discon-
tinu. Il ne faudrait pas en conclure que cet ensemble singulier est nécessairement lui-méme par-
tout discontinu. -



