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1)era A n d e n k e n  y o n  Leo  L i c h t e n s t e i n  f f e w i d m e t .  

i .  E i n l e i t u n g .  

A. Die vorliegeade Arbei~ beschiiftig~ sich mit dem Analogon der Jacobi- 

schen Bedinguag fiir zweidimensionale Varia~ionsprobleme in Parameterdar- 

steliung. Drei Probleme sind unten behandelt. Erstens, das Problem des Extre- 

mums eines Fl~chenintegrals fiber ein Fl~ichenstiick, dessen Rand yon vornherein 

gegeben ist. Zweitens, dasselbe Problem ffir ein Fliichenstiick, dessert Rand auf 

einer gegebenen Fliiche zu liegen gezwungen ist. Drittens, das Problem des Ex- 

tremums eines Fl~chenintegrals fiber eine geschlossene Fl~iche. 

Wir setzen in allen Problemen voraus, dass die Bedingungen von Euler, 

Legendre und Weierstrass, beziehungsweise ihre Analoga erfiillt sin& Dann be- 

weisen wit, dass die Jacobische Bedingung eine notwendige und hinreichende 

Bedingung ffir das Vorhanden des Extremums ist. Man muss natfirlich die hin- 

reichende Bedingung in der s~arken, die notwendige dagegen in der schwachen 

Form fassen. 

Es soll noch erli~utert werden, was wir unter der Jacobischen Bedingung 

verstehen. Fiir jedes der drei Probleme bilden wir ein Problem, das wir assoziert 

nennen, und das in dem • einer partiellen Differentialgleichung zweiter 

Ordnung unter bestimmten Randbedingungen besteht. Fiir das Variationspro- 

blem bei fester Begrenzung ist diese Randwertaufgabe yon erster Art; bei varia- 
1--38333. Acta mathematica. 70. Imprim6 le 12 octobre 1938. 
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bler Begrenzung ist sie von drifter Art; endlich, f[ir die geschlossenen Fl~chen 

haben wir mit einer partiellen Differentialgleichung fiber eine Kugelfl~iche zu tun. 

Die Differentialgleiehung selbst ist mit der Theorie der zweiten Variation ver- 

knfipft, bildet eine Verallgemeinerung tier Jacobisehen Gleichung und enth~l~ 

einen Parameter Z. 

Dann besteht in allen drei Fgllen das Analogon der starken (hinreichenden) 

Jacobischen Bedingung darin, dass der kleinste positive Eige~vwert des as.~ozierten 

Problems grSsser als eins ist. Im Falle der schwachen (notwendigen) Bedingung 

soll er nicht kleiner als eins sein. In dieser Form wurde die Jaeobische Be- 

dingung ffir das gew5hnliche zweidimensionale Funktionenproblem mit einer un- 

bekanten Funktion im Falle der festen und der freien Begrenzung yon Liehten- 

stein I aufgestellt. Ffir die Parameterdarstellung, sowie ffir variuble Begrenzung 

und ffir geschlossene Flgchen seheint mir das gestellte Problem bisher nicht 

gelSst zu sein. 

Wir betonen es, dass d~s eigentliebe Ziel der Arbeit nur in tier Betraehtung 

der zwei letzten aufgezShlten Probleme besteht. Das Problem der festen B e -  

grenzung ist nur der Vollst~ndigkeit halber angebracht und wird daher ganz 

kurz gefasst. 

B. Die LSsung der zwei letzten Probleme (variable Begrenzung und ge- 

schlossene Fl~chen) erforderte eine Eindringung in die Theorie des dritten Rand- 

wertproblems ffir partielle Differentialgleichungen. Wir  stfitzen uns dabei auf 

die Ergebnisse von Lichtenstein. ~ Wir  schlossen die darauf eingehenden Unter- 

suchungen in einen besonderen Paragraphen 5 ein. Ausserdem waren wir ge- 

zwungen einige Betraehtungen fiber das Problem einer Differentialgleichung fiber 

die Kugelfl~iche hinzuffigen, die wir in einen Absatz B des letzten Paragraphen 8 

einschlossen. 

C. Was die Methode betrifft, so stfitzen wir uns auf die Beziehungen zwischen 

der Determ,ina,l~te einer Extremale~schar und den Kriimmungseigenschaften der Tra~s- 

versalkurve, beziehungsweise dcr Tra~sversalflh'che dieser Schar. Diese zwei Grund- 

beziehungen bilden den Gegenstand der Par~graphen 3 und 4. Sie sind Ver- 

allgemeinerungen der vom Verfasser aufgestellten analogen Beziehung auf der 

LICHTENSTEIlX T, Monatshefte ffir Mathematik und Physik 28 (I917) , SS. 3--5I .  Auch Mathe- 
matische Zeitschrift 5 (I919), SS. 26--5I.  

2 LICHTE~STEI~, Mathematisehe Zeitschrift 3 (I919), SS. I27--I6o.  
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Ebene. ~ In dieser Itinsicht bildet die vorliegende Arbeit ein neues Anwendungs- 

feld der Transversalenkrfimmungsmethode. 

D. Noch eine Bemerkung. Wir werden uns oft auf eine bereits erschienene 

Arbeit vom Verfasser ~ berufen. Diese Arbeit enth~It drei Beitr~ige, welche die 

Vervollst~ndigung der Weierstrassschen Theorie im Falle des Fl~ichenintegrals 

verabsichtigten. Der erste Beitrag enth~lt den Beweis der Existenz eines Extre- 

malenfeldes, wenn die Jacobische Gleichuno' eine nichtverschwindende LSsung 

hat. Der zweite Beitrag enthSlt den Beweis der Weierstrassschen Formel unter 

naturgem~ss allgemeinen Voraussetzungen fiber die Vergleichsfl~iche. Der dritte 

Beitrag zeigt, dass die Weierstrasssche Bedingung, falls sie auf der abgeschlos- 

senen Extremalfl~che erfiillt ist, noch in einem die Extremalfl~iche umgebenden 

Felde gilt. Diese Arbeit werden wir nur mit dem Namen des Verfassers und der 

Nummer des Beitrags ohne weitere Einzelheiten zitieren. 

2. Allgemeine Voraussetzungen und Bezeichnungen. 

A. Es sei in dem dreidimensionalen Raum (x, y, z) ein Bereich ~3 gegeben. 

Fiir alle dem Bereiche ~ gehSrenden (x, y, z)-Werte und ffir alle solchen Werte 

der Veriinderlichen x,,, y,,, z~, x,,, yv, zv, dass die Matrix 

!i x~ y,~ z,, i~: 
(2. ] x0 y0 j 

den Rang 2 hat, sei eine analytische regulitre Funktion 

(2. 2) F (x, y, z, x~, yu, z~,, x~.; y~,, z~.) 

erkl~trt. 

Wir fiihren die Bezeichnung 

(2.3) 

fiiF die" De~erminant-e~i der  Matrix-(2. I) ein. 

Werte ist die Ungleichung 

1 = y u Z v - - Z * * y v ,  

~)~ = Z u  X v  - -  X u  Zv~ 

rt  = x ~  y v  - -  y u  x v  

Ffir die in Betracht kommenden 

.~.~,17 . . . . . .  .~., Mat4~ematische-Annalen Io-r .(I929) ,. SS, 633--67I. 
KER~ER, Monat~h~ft~tir Math e~atil~ :am]. Physik.~4~(I937),--SS,.~9---:23I. 
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(2 .4 )  l~ + m~ + n~ > o 

erfiillt. Wir setzen voraus, dass die Funktion (2.2) yon einer besonderen Art  ist: 

(2.5) /v (x, y, z, x~, y~, Zu, xv, yv, Zv) = ~ (x, y z, l, m, n), 

wo die Funktion ~ fiir alle (x, y, z) des Bereiches ~3 und fiir alle die Ungleichung 

(2.4) erfiillenden Werte  l, m n analytisch regular und ausserdem noch positiv- 

homogen yore ersten Grade ist. 

Es sei in der (u, v)-Ebene ein Bereich gegeben, der yon einer endlichen Zahl 

yon geschlossenen Kurven der Klasse D' (glatten Kurven mit endlich vielen 

Knickpunkten) begrenzt ist. Dieser Bereich soll mittels der Funktionen 

( 2 . 6 )  

x = x (u, v), 

y = y (u, v), 

in den Bereich r des (x, y, z)-Raumes abgebildet werden. Wir bekommen damit 

eine Fl~iche ~ im Bereiche ~ .  Dabei setzen wir voraus, dass die Funktionen 

(2.6) stetige Ableitungen 

(2. 7) x~, yu, z~, xv, yv, Zv 

nach u, v besitzen, fiir welche die Matrix (2. I) den Rang 2 hat. 

Dann sind fiir die Werte (2.6) und (2.7) die Funktionen F u n d  ~ erkl~rt, 

und man katm fiir die Fl~che ~ das Integral 

(2.8) I(| = f f F(x, y, z, x~, y,~, z~, xv, yv, zv)dudv 

oder 

(2.9) 1, ra, n ) d u d v  

hi[den. Aus unseren Voraussetzungen folgt es, class dieses Integral nu t  yon der 

Fl~che ~ abh~ngt und sich nicht ~ndert, wenn man eine zul~ssige Anderung der 

Parameter  u, v ausiibt. 1 Das rechtfertigt unsere Bezeichnuag I(~) ,  als ein Funk- 

tional der Fl~iche ~ .  

Wir werden auch mit den Vergleichsfl$chen einer allgemeineren Art, als die 

Vgl. KN]~SEI~, Lehrbueh der Variationsrechnung (I925), SS. 3o5--3x~. 
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oben beschriebene, zu tun haben. Doch soil fiir alle diese Fliichen das Integral  

(2.8) oder (2 9) einen bestimmten Sinn haben. Wi t  gehen nicht au[ die aus- 

driickliche Beschreibung dieser Fl~ichen ein, well dies ausserhalb unseres Be- 

trachtungsfeldes liegt3 Dugegen werden alle Extremalfli~chen ausschliesslich 

analytisch sein. 

Wir  setzen voraus, dass 

(2. ~o) i~ (x,  v,  z,  l, m,  . )  > o 

fiir alle (x, y, z) des Bereiches ,73 und fiir alle die Ungleiehung (2.4)erfi i l lenden 

Werte  l, m, n. Mit anderen Worten,  ist das betreffende Variationsproblem posi-  

t iv  def ini t .  

B. Aus der positiven Homogenitii t  der Funkt ion ~ (x, y, z, l, m, n) folgt die 

Existenz der Funktionen Fn ,  F~,  F~,  fiir welche die folgenden Beziehungen 

gelten ~: 

l 2 T/~2 ,~2 

-~.,eux v F y u y  v F z u z  v 

(2.::) l~ - m~ - n.~ 

F y  u ~,, F~ u~., F~. .~, 

m n  n l  l m  ~ "  

F.~,u ~ v + F ~ ,  .% F ~ , ,  + F~u ~ ~ 

2 m n  2 n l  

F~ ,  u,, + Fy~,~v 

F~v~v F, vVv Fov~v F"v~v F~v~v F~,y~ 
. . . .  ~o2~ 

l ~ -  m" ~ n ~ m n  n l  l m  

2 l m  

Aus der Gleichheit (2.5) folgen unter  Benutzung yon ( 2 . 3 ) u n d  yon der 

positiven Homogenitiit  der Funkt ion ~ die Beziehungen: 

(2. 12) 
Fyu~ v - -  F ~ u  v = 2 ~z,  

F~ u ~  - F ~ , ~ ,  = 2 qd.~, 

Fiihrt man diese Werte in die zweite der Formeln (2. I I) ein, so bekommt man 

(z. ~ 3) 

yu z?) 

Fz?s Z v 

F X u  YV 

- i ~  = F~u~ , + i~;, = F I ~ .  l, 

1 Vgl. KERN~X, Beitrag 2. 
2 Vgl. FolcsyTH, Calculus of v~riations (1927), S. 486. 
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Wir  fiihren jetz~ die Eulerschen (Lagrangeschen) Gleichungen 

0 19  
-- Ouu ~*' O o, 

0 F ~ = o  

ein, und bemerken, duss sie identiseh die Beziehungen 

E ~ I E ,  Eu=--mE, E~----nE (2 .15)  

erffillen, wo 
E - ~  F~(lx,,,, + roW., + ~z~u) + 

+ .F~( l x~  + my,,v + nzv~)--  

Wir nennen auch die einzige Gieiehung 

(2. ~6) E = o, 

die wegen der immer geltenden Ungleiehung (2.4) den Gleiehungen (2. I5) ~iqui- 

wIen t  ist, die Eulersehe Gleiehung. 

Eine F1.Sehe ~ ,  die in jedem Punkte  die Gleichungen (z. 14) oder (2. I6) 

erffilli~i nennen wit" Eztremalfldche. Wit  werden, Wie gesagt, nur  mit  des ana- 

lytischen Extr~,malfldchen zu ~un haben. 

Wir sagen, dass fiir die ExtremMflEche ~ die (starke) Legendre-Brunaccische 

Bedi~gung erfiillt ist, wenn in jedem Punkte  yon ~ die qu~dr~tisehe Form 

der-V~riabeln a, fl definit ist. Und zwar ist diese Bedingung mi~ dem--Minina~m" 

verkniipfL wenn die Form p0sit ivdefini{ is~. 

Fiir gegebene Ex~remalflgche ~ ffihren wir die Jacobischen Gleichungen (die 

akzessorisehen Gleichungen in bezug auf (2. I4)) " 

( 2 .  1 7 )  j ~  = ~ :  _ 0 ~ , ~  _ _ _  t2~,~ = o ,  
" (9 u (9 v 
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0 t2 0 ~,~, _--_ o (2. ~7) J ' -  ~ - ~  ~; o , ,  ' 

ein. t t ier  bedeutet 

eine quadratische Form ihrer Argmnente, deren Ko6ffizienten yon u, v a.na]ytisch 

abh~ngen. Auch gelten die Identit{ten 

(2. I8) J~r~lJ, J y~rnJ ,  J=~nJ ,  

wo l, m, n sich uuf die Extremalfl~che ~ beziehen. Um J explizit zu schreiben, 

fiihren wir die einzige u 

(2. ~9) ~ - = 1 ~ +  my + .~  

ein. Dann ist J einem Differential~usdruck J(~o) yon ~o allein gleich. Die 

Gleichungen (2. I8) sind wegen (2.4) der einzigen Jacobischen Gleichung 

~quiv~lent. Die Ko~ffizienten F1~, FI~ , F2~ sind durch (2. II) gegeben; F o schrei- 

ben wir nicht explizit. Alle Ko~ffizienten sind ~nalytische regul~ire Funktio- 

h e n  y o n  u~ V. 

Endiich wird die Weierstr~sssche Funktion 

~(x,.~, ~, ~.,,n, ~, < ~, ~ ) - ~ -  ~ , - , ~ , , , - , ~ . ~ , ,  

benutzt, wo ~ ftir ~(x ,y ,z ,  ~,~,,~) und ~, fiir ~ , ( x , y , z ,  l ,m,n)  steht. Wir 

sagen, dass fiir die Extremalfl~iche | die (starke) Weierstrasssche Bedingung fiir 

das Minimum erffillt is% wenn ftir jede sich auf ~ beziehenden Werte x, y, z, 

l, m, n und ftir alle Werte  l, ~,  { die Uno'leichung 

~(x, ~,~, ~, m,~,, < ~,~)>_-o 

erfiillt ist, wobei das Gleichheitszeichen nur fiir ordentliches Verschwinden yon 

~, das heisst fiir zu l, m, n proportionale Werte  yon l, ~,  ~, start findet. 
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3. Kriimmung der Transversalkurve.  

A. Es sei eine analytische Extremalfl~che Co durch die Gleichungen 

x = x (u, ~), 
(3" I) y = y (#, y), 

gegeben. Durch einen bestimmten Punkt P der Fl~iche ~o, dem die Parameter- 

werte u, v entsprechen, soll eine analytische Kurve ~ gefiihrt werden, welche 

die Extremalfl~iche Co im Punkte P transversal schneidet. 

Dutch die Punkte yon ~,  die in der Umgebung yon P liegen, fiihren wir 

die Extremalfliichen C,~, die yon ~ auch transversal geschnitten werden. Wir  

erhalten damit eine Extremalenschar Ca, die durch die Gleichungen 

( 3 . 2 )  y = y (u, v, ~), 

ausgedriickt sein mSge. Hier bedeutet  a den Parameter  der Schar Ca. 

Wir nehmen an, dass die Funktionen (3.2) in der Umgebung yon P analyfisch 

sind, dass fiir a ~ o die Fl$che der Schar (3.2) mit der Fl~iche Co zusammen- 

fillt,  und dass der Kurve ~ auf den Fl~tchen Ca dasselbe Parameterpaar u, v, 

wie auf Co, entsprich~. Setzt man also in (3.2) ffir u, v dieses Wertepaar,  so 

erh~ilg man die Gleichungen der Kurve ~,  die eine Transversalkurve der Schar 

Ca ist. 

Wir bezeichnen mi~ 

( 3 . 3 )  ~ ( ~ ,  v, a)= 

Xa ya Za 

Xu yu  Zu 

Xv yv Z~, 

die Determinante der Schar Ca und setzen voraus, dass 

(3.4) d (u, v, a) ~ o, 

wo u, v dem Punkte P entsprechen. 

Die Aufgabe dieses Paragraphen besteht darin, eiuen Zusamme~hang zwischen 

den Kriimmungseigenschaften der Kurve ~ im Punkte P und dem Werte der De- 
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te~ninante At nebst ihrer Ableitungen Atu, Atv nach u, V in demselben-Punkte P 

aufzustellen. Dabei is~ nur die Extremalfliiche ~o und der Punkt  P fest bestimmt; 

die Schar ~a und die Transversulkurve ~ mSgen dugegen variert werden. 

B. Da die Funktionen (3.2) fiir die oben gew~ihlte- Werte u, v eine Trans- 

versalkurve ~ der Schar ~a bestimmen, so ist 

F ~  Xa + Fv,, y~ + ~ , ,  z~ = o, 
(3.5) 

wo sich die Ableitungen yon 17 uuf die Extrem~lfliichen der Schar ~a beziehen. 

Anderseits folgt es aus der Homogenitiit yon ~ in bezug auf l, m, n: 

(3.6) 

1'~,~ x,, § F v,~ Y,, 

1,'~ v x,, + l"v, y~ 

+ . ~ Z u Z U . ~ - . ~  ~ 

+ t z r Zu --~ O, 

!,'~ Xv + 1,'y~ y~ + F ~  z~ = F. 

Wir 15sen die erste Gleichung (3.5) und zwei erste Gleichungen (3-6) in 

bezug auf ~'~, I~'y~, F~,, auf, was wegen (3.4) im Punkte P mSglich ist. Dann 

15sen wir die zweite Gleichung (3-5) und zwei letzte Gleichungen (3.6) in bezug 

auf F~v, /~v~, ~ auf. Wir bekommen: 

F% : 9(yvZa--Z, ,ya);  F y u =  (ZvXa--Xv~a); -~zu--~ ~ ( X v y a - - y v X a ) ;  

(3" 7) 
F P - ~(~,, x~a); F~ ~ ( X u W -  w,~o). F~v -- ~(V~zo-- z~va); F~v x o -  = 

Wit  fiihren die quadrutischen Formen 

(3. s) 
Mv(~, v, ~):= F~v ~-" + 1,'~.f,~ + .~:~ ~ ~ + 

+ ~ v ~  + ~ v  + Foz~ ~ 
2--38333. Acta mathematiea. 70. Imprim6 le 12 octobro 1938. 
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ein und differenzieren die erste Formel (3.5) in bezug auf a: 

(3.9) 

-Fx u Xa a -}- t;'y u ya a -}- s u Za a + 

"~- Mu  (Xa, Ya, Za) "~- 

+ FXuzuXaXua + FYuXuYaXua + ~ZuXuZaXua + 

+ FZuYuXayua + FYuVuYayua + .~zuyuZayua + 

+ A~x uz uxazua  2v 

+ ~Xu:Q, XaXva "}- 

+ F~uv ~ x~ y~, ~ + 

-[- .~Xu zv Xa Zv a + 

-Fy u z u ya Zu a + --l~z u z u Za Zu a "~ 

FyuX v ya Xv a + Fz,,~% Za Xv a "[" 

F.%y v yay~a + Fz,,v~Za yva + 

FyuzvYa Zva + FZuzvZa Z v a = O .  

Wir beschri~nken uns jetzt auf den Punkt P und fiihren in drei erste Glieder 

die Formeln (3-7) ein. Wir benutzen ausserdem die Formeln (2. II) und (2. I3) 

Die Beziehung (3.9) wird zu 

(3-io) 

! 

A~ [ | Xa ya Za 
~ [ X a a  yaa Zaa 

[Xv Yv Zv 

+ -~lu (Xa, ya, Za) + 

-[- F11(lXa 2v i y a  -[" nZa)(l  Xua "{- mJ]ua -}" 9~Zua) + 

+ -FI~(lXa + m y a  + nZa)( lXva + m y r a  + nZva) + 

+ ~l (yaZva--ga~lva)  + ~m(ZaXva- -XaZva )  "{- q~n(Xayva--~]aXva)~ 'O.  

Es f01gt aus (3.5), dasst 

(3. Ii) 
woraus, da 

(3. i2) 

Xa ya Za 

l Xa + ~Z ~a -[- n Za "~- z~, 

man bekommt (mig Beriicksichtigung yon (2. IO)) 

A A A 
(3. I3)  X a = = ~ l ,  ~ ] a = . ~ r n ,  Z a = ~ n .  

1 Vgl. KNESER, lOC. cir., S. 33 I. 
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Aus (3. II) folgt es, dass sich drei letzte Glieder yon (3. IO) aufheben. 

Differenziert man (3. I2) nach u und v (was gestattet ist, da (3. 12) auch in 

Umgebung yon /) gilt), so wird 

(3. I4) 
lXua "b myua  + ~ Z u a - ~ ' J u - - ( [ u X a  + m~ya + n~za), 

lXva + m y v a  + ~Zva = ,:Iv - -  (lvXa + mvya + nvz~). 

Wir fiibren die quadratischen Formen 

(3. ~5) 
~,,(~, ~, ~ ) - ( ~  + my  + .~)(lv~ + m~v + .v~) 

ein und setzen noch 

(3. ~6) 
L~ (~, V, {)-~ M~ ([, V, ~ ) -  ~L Nu (~, v, { ) -  F~ N~ (~, v, {), 

L~ (~, v, {) --  M~ ([, V, ~) - -  F,~ ~V~ (i, V, ;) --  F~.. ;V,, (~, V, {)- 

Dann wird (3. IO) under Benutzung von (3.14) zu 

(3. I7) 
F]Xa ya 
-~ lXaa yaa Zaa 

I Xv yv Zv I 

+ L~(x~, y~, z,) + ,d (Fnd, ,  + F ~ A ~ ) =  o. 

Differenziert man die zweite Gleichung (3.5) in bezug auf a, benutzt man die 

Defini~ionen (3.8); (3.15) und (3.16), so kommt man ganz analog zur Formel 

I (~. 18) - -  Xaa yaa Zaa "{- Lv (Xa, Ya, Za) "~ z~ (~b~l~ ,flu + "~2~ z:~Cv)= o. 
Xu yu Zu | 

Die Formeln (3.17) und (3.18)bilden den Ausgangpunkt fast aller spdteren 

Uberlegungen. Wit  wollen ihnen eine etwa mehr geometrische GestMt geben, 

indem wir den Parameter  a eliminieren und ihre Invariunz ans Licht bringen. 

C. Wir  fiihren in L~ und L~ fiir Xa, Ya, Za die Werte (3.13) ein und be- 

merken, dass Lu und Lv quadratische Formen sind. Die betreffenden Glieder 

werden zu 
d 2 

~ L ~  (~,, i~, i~,~), ~ L~ (i~, i~, ~ ) .  
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Dann .dividieren wir die Formeln (3. I7) und (3. 18)dureh Js .  Es bleibt das 

erste Glied zu transformieren.  W i r  besehriinken uns auf  das Glied 

~fl [ Xa ffa Za 
(3" 19) z/$ [ Xaa yaa gaa 

I x,, y,,  zv 

in der Formel (3. I7). Was  die Formel (3. x8)betr i ff t ,  so verfiihrt man gan z 

analog. 

Wi r  machen voriibergehend anstat~ (3.4) die Voraussetzung 

(3 .20)  A (u, v, o) > o. 

Is t  Ar < O, 

a~us (3" I3) 

oder 

so soil man nur  das Vorzeichen von a umtauschen.  Wi r  finden 

V ~ ,2 z~ ~r a + y a - F  ~ , 

V ~  + ~ + ~,~ 

z / =  

F~ 
d a  

V i~? + ~ + ~,~ 

wenn man auf der Kurve ~3 die Bogenliinge s in der mit  a i ibereinstimmenden 

l~ich~ung als Parameter  einfiihrt. Dann kann man (3. 19) in der Form 

d a  d a  d a  
xo ~ts Y~ ds  zo ~ls 

(3.2,) (i~ + i~,+ ~)~/' 

Xv 
sehreiben. 

Jetz~ fiihren wir den tangenten 

?ay l _ay ida,' 
Xaa~ds]  Y " ~ d s ]  Z"a~d~'] 

~v Zv 

Einheitsvektor t mit  den Komponenten  

d x  d a  
t ~ - -  d s  - -  X~ d s  ' 

(3 .22)  
d y  d a  

t U - - d s  = ya ds  ' 

d z  d a  
t~ = = za . - -  

ds  8(~ 
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und den Kriimmungsvektor r 

l:z-- 

mit den Komponenten 

d~x [da~ ~ d~ +xo , 

r ~ = ~ s i = Y a a ~ d s ]  + Y , ~ j ,  

rZ 

e in .  Dann wird die Determinante in (3.2I) zu 

t~ tu tz ] 
rx rg rz [ . 

xv yv zt. 

IVir erhalten 

Trm~sversalkurve : 

(3.23) 

somit die endgiiltige Form der Formeln f~u die Kri immung der 

F -~ 

F ~ . 

rx ry . . . .  "--- ~ o, 

I Xv 'yv Zv 

r~ r~ r~ + ~,~ L~. ( ~ .  ~ ,  ~,,) + . . . .  - ~  . . . .  o. 

Xu yu Zu 

Es sei noch explizit betont, dass wegen (3 .2o)d ie  Richtung des Vektors t 

so bestimmt wurde, dass die Richtungen d u, dr ,  t ein mi t  x, y, z gleichorientiertes 

Trippel bildem W~ire abet yon Hause aus # < o, so sollte man das Vorzeichen 

yon a wieder riickg~tngig umtauschen, was das einzige d enthaltende Glied (das 

dritte Glied) ohne Einfluss lfisst. Die Orientierung du,  dv ,  t bleibt also immer 

dieselbe. 

Nehmen wit an, class die Extremalfl~iche C0 gegeben is~, dass die Parameter 

u, v auf C o  bes~immt sind, und dass der Punkt  P lest gewi~hl~ ist. Dann be- 

ziehen sieh die ersten Glieder der beiden F o m e l u  ausschliesslich auf die Kriim- 

mungseigenschaften der Trunsversalkurve ~ ,  die zweiten sind fest fiir aUe mSg- 

lichen Extremalscharen, die dritten endlich h~ingen yon der Schardeterminante 

z/ und ihren Abieitungen nach u, v ab. 
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Betrachtet man die Formeln (3.23) vom Standpunkt der affinen Geometrie 

der Flgche Co aus, so bilden ihre linken Seiten die Bestimmungszahlen eines 

kovarianten Vektors auf der Fliiche. Doch muss man zuerst in der zweiten 

Formel das Vorzeichen ab~indern und die Reihenfolge der beiden Formeln um- 

tauschen, wenn die Bestimmungszahlen den Variabeln u, v entsprechen sollen. 

4. Kriimmung der Transversalfliiehe. 

A. Es sei wieder eine analytische Extremalfl~che Co, die durch (3. I) be- 

stimmt ist, gegeben. Sie sei in eine Schar Ca, die durch (3.2) bestimmt is~, 

eingebettet. Es sei iusbesondere die Ungleichung (3.4) erfiillt. 

Wir setzen voraus, dass auf der Flgche Co eine an~lytische regul~ire orien- 

tierte Kurve ~ liegt, die durch die Gleichungen 

(4. I) u = u(s), 
v = v (,), 

definiert wird. Es sei immer 

(4. 2) u~ + v~ > o .  

Wird in Umgebung eines Punktes P der Kurve ~ dem Parameter s auf der 

Fl~iche Co ein anderer Parameter a hinzugenommen, der auf ~ verschwindet, 

und ist 
a (,, .) 
a (u, v) > o, 

so wird der Teil der Umgebung, wo 

0">0,  

die positive Seite der Kurve ~ genanut. 

Jetzt fiihren wit dutch die Kurve ~ eine F1Kche ~, welche die ExtremalflKchen 

der Schar ~a b'ansversal schneider. Diese Transversalfigche ~ kSnnen wir uns 

als yon den durch einzelne Punkte _P der Kurve ~ gefiihrten Transversalkurven 

der Schar ~a gebildet vorstellen. Auf diese Kurven k5nnen wir die Yormeln 

des vorigen Paragraphen anwenden. 

Auch in dem Raume unterscheiden wit in der Umgebung der Transversal- 

flgche ~ die positive Seite yon ~. 

Jetzt  multiplizieren wir die erste der Formeln (3.23) mit vs, die zweite mi~ 
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- -u , ,  und addieren (wir bilden das skalare Produkt  des am Ende des vorigen 

Paragraphen beschriebenen Vektors mit dem Vektor u~, v,): 

(4. 3) I xs 

tv t~ I I 

ys zs 

+ (Giv~-  G~u~)~u + (F.v~ - -  G ~ )  ~v = o, 
A 

Wir entwickeln die Determinante 

(4. 4) 

w o  

(4. 5) 

t z  i v 

r.x r.y 

Xs y s  

~Z 

r~ = - -  (r~ rt~ + rv try + rz rQ, 

gs 

ttz = ty Z8 ~ tz ys ,  

lty ==- tz x s  ~ t z  Zs, 

l h  ~ t r y ,  - -  t v x ~  

die Bestimmungszahlen eines zur Fliiche ~ normalen Vektors n sind, der nach 

der positiven Seite yon ~: gerichtet ist. Der Vektor n verschwindet niemals. 

Je~z~ fiihren wir den Kriimmungsradius Q der Transversalkurve ~3 im Schnitfi- 

punkte P mit der Fliiche ~0 ein. Er hi~ngt yon s ab und ist durch die Formel 

I 2 2 Q-y= G + ry + r~ 

gegeben. Bezeichne~ ~ den Winkel zwischen der gaup~normale der Kurve 

(Richtung rx, ry, r~) und der positiven Normale der Fliiche ~ (Richtung n~, ny, tt~), 

so folgt 
COS ~ ~ Ex 1lx -]- ~y lty + rz l lz  

V(~ + ~; t r~)(n~ + n; + n~)' 
oder 

cos 0 = ~ (r~ u~ + ry ny + r~ rQ, 

w o  

2 2 (4. 6) n ~ = n~ + ny + n~. 

Benutzt man dies in der Formel (4. 4), so folgt 
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(4. 7) 

t.  tu t~ 

~x ~y ~z 

Xs ys Zs 

n cos 0 

Jetzt betrachten wir den ebenen Normalsehnit t  (immer im Punkte  P der 

Kurve ~) der Transversulfl~che ~,  der die Transversalknrve ~ im Punkte  P be- 

riihrt. Es sei /~ der Kriimmungsradius dieses Schnittes im Punkte  P, nach der 

positiven Seite yon ~ positiv gez~ihlt. Dann ergibt der Meusniersche Satz 

q = B cos O, 

woraus fiir die betrachtete Determinunte die Darstellung 

(4.8) 

folg~. 
Fiihren 

i 
t* tu t,] u 

rx ry l:z ~-  

Xs ys Zs 

wir den Ausdruck (4. 8) in die Formel (4. 3) ein, so bekommen wir 

(4.9) 

I 

+ (F, ,  us - F .  v,) ~ u  + (~;~ us - -  F~, v~) Zv  = o. 

Wir wollen 

(3. ~2), class 
hier noch die GrSsse it umformen. 

Xa 
f , -~  + 

- V x ~  + V~a + Za' 

Es folgt aus den Formeln 

_ _  ya 
+ ya "~ Za 

Za 
t ~  + 

- Vx'~ + y~ + z~' 

woraus man nach (3. I3) bekommt 

t ~ =  + 
V~ + ~ + ~ '  

V - , ~  ,2' 
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t z ~  +__ 
V ~  + ~ + g~;:~ 

Ffihrt man diese Werte in (4.5) and dann in (4.6) ein, so folgt 

V ( ~  z,  - i~..v,) ' + (i~,, x~ - ~ ,  ~,)' + (a,  v~ - ~ ~,.)'~ 
(4. Io) n-~ 

Wir bezeichnen: 
( i~ + ~ + i~F/' 

(4, 1 I) A - -  /,,~ , 

(4, 12) I [L~ (~t, ~ ,  ~n) u~ - -  Lu (~t, ~,,, ~n) V,], B ~ F ~  

und schreiben die Formel (4. 9) in der Gestalt: 

A 
(4. I3) / ~ + B  + 

oder 

(F,~u, - -  F .  v , )~ , ,  + ( F . u ,  - F,~ v~) ~ ,  
,d 

w _  O ~  

+ B + (F,~ u. - -  F~i v,) b ~  lg  ~t + (F~: u, - ~ ~,) lg  ~ = o 

17 

Das ist die Fundamentalformel fiir die Kr.iin~mung der TransversalflYche. Auf ihr 

sou sich die It~uptzahl der folgenden Oberlegungen basieren. 

Sind die Extrema]fl~che C0 und die Kurve ~ auf ihr lest gew~thlt, so sind 

A, B u n d  die Ko~ffizienten yon Ju, Jv wohl bestimmte Funktionen des Par~- 

meters s. Also schafft die Fundamentalformel (4. I3) eine Beziehung zwischen 

einer Kriimmungseigenschaft der Transversalfl~iche ~, die in dem Kriimmungs- 

radius R des die Transversalrichtung zur Ffiiche Co enthaltenden Normalschnittes 

yon ~ ihren Ausdruck h~t, und der Determinante J (nebst ihrer Ableitungen 

L/u, Jr)  der Schar Ca, die yon ~ transversal geschnitten wird. 

B. Wir heben jetzt die wichtige Eigenschaft von A auf: 

(4, I4) A > o. 

In  der Tat folgt aus (4. Io) und (4- 1 I), dass A nut  dann verschwinden kunn, wenn 

Xs ys Zs 

3--38333. Acta mathematfca. 70. Imprim6 lo 12 octobre 1938. 
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Da abet die Richtung (~t, ~z, ~n) naeh (3. I3) die Transversalrichtung ist, die 

nach (2. IO) nicht in der Extremalfl~che Co liegen kann, so sind die Gleichungen 

(4. I5) unmSglich zu erfiillen. Damit ist die Ungleichung (4. I4) bewiesen. 

Wir  fiihren der Bequemlichkeit halber die Funktion 

A 
(4. 16) h ( s ) ~ R + B  

ein. Diese Funktion.  kann auch als ein Kriimmungsmass dienen. Die Funda- 

mentalformel (4. I3) sehreiben wir jetzt 

(4. 1 7) (El2 us - -  ~-~11 US) Z ~ u  -~ (F~2 us - -  El2 us)Jr  q- h J - -  o. 

Sind einige Transversalfl~chen (z. B. ~ und ~') durch dieselbe Kurve (~ 

gefiihrt (sie entsprechen selbstverst~ndlich verschiedeuen Extremalscharen Ca and 

C'a), so dient der Vergleich der Werte yon h und h' zur Beurteilung der ge- 

genseitigen Lage der beiden sich beriihrenden Fl~chen ~ und ~'.  

Es sei in der Tat l~ngs der Kurve 

(4. i8) h ' > h .  

Dann folgt es aus (4. i4) und (4. I6), dass 

I I 

Alle Normalschnitte yon ~ '  liegen an der positiven Seite der Normalschnitte 

yon ~. Dabei sind beide Normalschnitte durch dieselben Ebenen erzeugt, die 

durch die Transversalriehtungen zu Co normal zu ~ uncl ~ '  gefiihrt sind. Wir  

bemerken noch, dass diese Ebenen nicht zu C0 tangent sind, well sie die Trans- 

versalrichtungen enthalten. Dies erstattet uns zu behaupten, dass die Trans- 

versalflh'che ~'  an positiver Seite der Tra~sversalflh'che ~ liegt (in der Umgebung 

v o n  ~). 
Liegt umgekehrt  ~ '  an positiver Seite yon ~,  so ist 

h ' > h .  

Ist  insbesondere die Kurve ~ geschlossen ohne mehrfache Punkte, so w~hlen 

wit immer den positiven Sinn uuf ~ so, dass die positive Seite yon ~ im Innern 

yon ~ liegt (die innere Normale ist dann die positive Normale). Ist dann fiir 
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zwei Transversalfliichen ~ und ~ '  durch ~ die Ungleichung (4. I8) erffillt, so 

liegt die Transversalfl~che 5s an der inneren Seite der Transversalflh'che ~. Diesen, 

etwas unklaren Ausdruck kann man so verstehen, dass die zu Co benachbar ten  

Fliichen einer analytischen, Co enthaltenden Fliichenschar die Flgchen 5g und 5~' 

so schneiden, dass der zweite Durchschnit{ im Innern des ersten liegt. Wir 

gehen nicht auf diesen Gegenstand ausffihrlich ein. 

C. Jetzt  wollen wir ffir den Fall der geschlossenen Kurve ~ ein eng mi~ 

unseren Untersuehungen verbundenes Randwertproblem fiber partielle Differential- 

gleichungen zweiter Ordnung aufstellen. Wir bemerken dazu, dass 

(4. I9) d (U, V, O) = I Xa -~ m ya q- n Za, 

und da Xa, ya, Za fiir a = 0 die Jaeobisehen Differentialgleichungen (2.18) erfiillen, 

so ist J (u, v, o) eine LSsung (ffir co) der einzigen Gleiehung (2.20): 

(4. 20) -- J(J)~-- J~(l;'ilJU q- F12dv ) "F J-V(FI~Lt,, Jr- F2~Jv) - - -FoJ=O.  

Wir sehen also, dass ~ im Innern yon ~ eine LSsung yon (4. 20) mit der lgngs 

�9 ~ zu erffillenden Randbedingung (4.17) ist. 

Ist also die zu Co transversale Flgche, ~, also auch die Funktion h (s) ge- 

geben, so besteht eine no~wendige Bedingung dafiir, dass ~ eine Transversal- 

flgche einer C0 enthaltenden Extremalschar sei, darin, class das Problem (4. 20) 

mR der Randbedingung (4. I7) eine nichttriviale LSsung z/ besi~ze. 

Wir  wolien fiir weitere Zwecke dieses Problem ein wenig allgemeiner fassen. 

Wir fiihren eine Zahl 

(4.2I) q < o 

ein, die fiir alle u, v die Ungleichung 

erfiillt, und dann noch 

(4. 22) 

Dann ist 

(n. ~3) 

q < - Fo  (~, ~) 

k (u, v) ~ - q - Fo  ( . ,  v). 

k (~, v) > o, 

Wir bilden die Differentialgleichung 
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(4. 24) M[~o)~ 0 0 

mi~ der Randbedingung 

(4.25) r (~) ~- (F]~ u~ - - / ~ ' .  v~) ~o,, + (F~u~--F,~v~)co~+~hco=o 

l~ings der Kurve ~. Far  ). = i fi~llt d~s neue Problem mit dem vorigen zu- 

sammen. 

Wir nennen das Problem (4. 24), (4.25) das asso.eierte Differentialloroblem fiir 

die Extremalfldche Co und die Tra~sversalfldehe %. 

Ist 3; die Transversalflitehe einer Extremalensehar Ca so ist ;~ = I ein Eigen- 

weft des assozierten Problems, und die Determinante z /de r  Sehar (immer fiir a = o) 

die zugehSrige Eigenfunktion. 

D. Wir  haben alle Ergebnisse unter der Voraussetzung (3.4) iiber die Sehar- 

determinante erhalten. Ist  dagegen in einem Punkte P der Extremalflgehe C0 

(4- 26) z / =  o, 

so folgt aus den Formeln (3- 13), dass im Punkte P der Kurve 

X a  ~ O, y a  = o ,  Za  - -  O. 

Also d~rf a nicht zum Parameter auf der Kurve ~)gew~.hl~ werden. Die Formel 

(4, 17) kann in diesem Falle falsch sein. 

Doeh wol[en wir zwei F~lle yon (4. 25) betrachten: 

1. Es sei J =  o in einem isolierten Pu~kte 1 ) der Kurve ~. Dann k5nnen 

wir die Gleichung (4. 17) fiir den Punkt P durch Grenziibergang (ira analytischen 

FMle) aufstellen. Im allgemeinen wird 

h ~ ~ j  

well die Transversalflgche in P einen singul~iren Punkt  hat. Ausnahmsweise 

kann aber h auch endlich bleiben, was zur Beziehung 

f t ihr t .  

2. Es sei z / = o  l~ngs der ganzen Kurve ~, aber nicht identiseh auf Co 

(~ is~ dann eine Brennlinie der ExtremMenschar Ca). Wit  behaupten~ dass m~n 

lgngs ~ in der Formel (4. 17) 



Fl~ichenprobleme der Variationsrechnung. 21 

setzen muss, falls noeh die Legendre-Brunaccische Bedingung erfiillt ist. 

Nehmen wir im Gegensatz an, dass h ]~ings eines Bogens von ~ endlich is~. 

Dann folgt uus (4. 26) erstens nach (4. 17) und zweitens durch Differenzierung 

in bezug ~uf s 

u~ d~ + v, d r  ~- o. 

Die Determinante dieses Gleiehungssystems (in bezug ~uf du, dr) ist gleich 

- ( F .  v~ - 2 F , ~  ~'~ u ,  + Z~'~ u~), 

also nach tier Legendre-Brunaccischen Bedingung yon Null verschieden. Wir 

finden also 
J ~ o ,  J,~---o 

l~ings des Teilbogens yon ~, was nueh (4. 26) unter Beriicksiehtigung der Aria- 

lytizit~t und der Differentialgleiehung (4- I9) zum identischen Verschwinden yon 

d ftihr~, entgegen der Voraussetzung. 

Doch sei es ausdriieklich betont, dass im F~lle der Brennlinie die geometrische 

Bedeutung (4. 16) yon h fallen muss. In der Tat, soll die Transversalfl~iche 

l~ngs der Brennlinie ~ nicht notwendig singul~ir sein (z. B. eine R[ickkehrkante 

besitzen, oder zu einer Kurve uusarten). Sie kann auch regul~ir sein: dann ist 

I 
endlieh, obwohl man in der Formel (4. I7) h = ~ setzen muss. 

5- Hilfsmittel  aus der Theorie der partiellen Differentialgleiehungen. 

A. Wir  wenden uns .~etzt der Untersuchung des ~ssozierten Differential- 

problems bei gegebener Transvers~lfl~che (also bei gegebenem h) zu. Wi t  fassen 

alas Problem ein wenig allgemeiner, indem wir in die R~ndbedingung noch die 

Konst~nte c einffihren. 

Es sei also ein Bereich 8 tier u, v-Ebene gegeben, der yon einer an~iytisehen 

regul~ren Kurve C ohne Doppelpunkte begreazt ist. Der Umlaufssinn der Kurve 

C soll so gew~ihlt werden, dass er mit der inneren Normalen ein mit u, v gleich- 

orientiertes Richtungenp~ar bildet. 

Es sei im Bereiche 8 eine analytische regul~ire Funktion ~o (u, v) gesucht, 

welche die selbstadjungierte Gleichung 
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0 0 
(5. ~) _a (,,,) ~ ~u  

U ' U  

erffillt, und am Rande • der Bedingung 

(5.  2) r c  (~ )  ~ (FI~ us - -  Fll ~',) ~ + (T~.~ us - -  F ~  v,) ,0~ + X (h + c) ~ = o 

genug rut. 

Wir setzen die Legendre-Brunaccische Bedingung fiir das Minimum voraus. 

Dann ist die Form 
F . ~  ~ + 2_F~,~ ~ + F~.:~ ~ 

positiv definit. Die Gleichung (5. I) is~ yore eltiptischen Typus. Wir  se~zen 

noch voraus, dass die Ungleichungen (4. 2I) und (4. 23) erfiillt sind: 

(5. 3) q < o, 

(5.4) k > o.  

Alle Funktionen sind analytisch regul~ir. 

Unter angenommenen Voraussetzungen hat  das gestellte RandwertprobIem 

unend[ich viele positive Eigeuwerte Zi(c). 1 Wir bezeichnen mit ZI (c) den kleinslben 

positiven Eigenwert. Dabei ist die Abh~ingigkeit v o n d e r  Konstante c explizit 

ausgedriiekt. 

Es bedeute D' die Klasse der stetigen Fuuktionen 0(u, v) im Bereiche ~, die 

abteilun~sweise stetige partielle Ableitungen 0~, 0~ erster Ordnuug haben. Dann 

folgt aus der Liehtensteinschen Theorie e nach einer leichten Umformung, dass 

i 

~ (c) 
dem Maximum des Fuuktionals 

(5.5) f f kO~dudv+ f (h+c)O"ds 
8 C 

gleich ist, wenn 0(u, v) alle Funktionen der Klasse D' durchl~uft, fiir die 

, d r /  8 
erffillt ist. 

i Vgl. LlCUTENSTEIN, loc. cir. (Math. Zeitschrift 3"), S. 143. 
2 Ygl. LICH'rEI~STEIN, loc. cir. (Math. Zeitschrift 3), SS. I57--I6o. 
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:Nach Lichtenstein ist ~l(c) ein einfacher Eigenwert. Die Fuuktion 0~(u, v), 

fiir welche das Funktional (5.5) sein Maximum annimmt, ist dem Eigenwert )~j (c) 

entsprechende Eigenfunktion. Sie bewahrt im Innern yon 8 ein konstantes Vor- 

zeichen. Wir nehmen an, dass sie dort posi t ivis t :  

( 5 . 7 )  01 (u, v) > o, 

und wollen beweisen, dass sie noch am Rande C die Ungleichung (5.7) erfiillt. 

Um die Kernunfersuchungen nicht zu unterbrechen, werden wir diesen Beweis am 

Ende dieses Paragraphen (Absatz C) anfiihren. 

Wir betrachten hilfsweise neben dem Problem (5. l), (5.2), das einen Fall 

der dritten Randwertaufgabe bildet, noch die erste Randwertaufgabe. Sie be- 

steht in derselben Differentialgleiehung (5. I) unter der Nebenbedingung 

( 5 . 8 )  ,o = o 

li~ngs des Randes C. Wir bezeiehnen k* den kleinsten positiven Eigenwert des 

Problems (5. I), (5.8). Naeh Liehtenstein ist dann 

(5. 9) 2, (c) < 2~*. 

B. Wir werden jetz~ einige Eigensehaften yon ~i(c), als Funktion yon c, 

aufstellen. 

1. Die  Funk t ion  ~1 (c) ist  eine nicht  wachsende Funk t ion  yon c. 

In der Tat, aus der Tatsache, dass I/2~(c) das Maximum yon (5.5) unter 

einer von c unabh~ngigen Nebenbedingung (5.6) ist, folgt es, dass I/s als 

Funktion yon c n i c h t  abnehmen kann. Daraus folgt die Behauptung. 

2. W e n n  c -~  + ~ ,  so gil t  2 l(e) -~ o. 

Fiir ein beliebiges, festes, (5.6) erfiillendes O(u, v), w~ehst (5.5) m i t c  unbe- 

grenzt. Dasselbe gilt dann fiir das Maximum I/~l(c ) v o n  (5.5). 

3. W e n n  e ~ - -  ~ ,  so g i l t  21 (c) -~ 2*. In  maneher Hinsicht strebt dann 

die dritte Randwertaufgabe an die erste. 

Als eine nieht wachsende Funktion hat  2j (c) fiir c -~ -- ~ einen positiven 

Grenzwert ).o, fiir den nach (5.9) die Ungleiehung 

gilt. 

(5. io)  

Z0 =< Z*, 

Setzen wir voraus, dass entgegen der Behauptung 

io < Z*, 
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and  w~hlen eine Zahl Z, fiir welche 

(s. ~) zo < X <  z';. 

Es ist ffir jedes 

(5" I2) ZI(C ) < 7 .  

Da Z~* der kleinste positive Eigenwert der ersten Randwertaufgabe (5. I), (5" 8) 

ist, so ist ~- nach (5. r t) kein Eigenwert derselben Aufgabe. Dann existiert eine 

L5sung ~o(u, v) tier nicht homogenen Aufgabe 

(5. 13) o (F~ ,o , ,  + ~'~,~,o,,) + q ~  + i k , o  = o, ao.~ (F,, ,o,, + ~ ,  ,o~,) + 

(5. ~4) ,~ (s) = i. 

Die Funkt ion w(u, v) kann nicht in 8 negativ werden. Denn w~re es so, so 

wfirde co(u, v) eine Eigenfunkt ion der ersten Randwertaufgabe fiir einen Tell- 

bereich 8 '  yon S sein. Dem Teilbereiehe 8 '  entspricht ein kleinster positiver 

Eigenwert, der gr5sser als L~* ist 1, und destomehr grSsser Ms Z. Die Eigenfunk- 

tion ~o(u, v) diirfte also nicht der Gleichung (5. I3) geniigen. Also ist 

(5" I5) O)(U, ~) ~ 0 

und nicht identisch oJ (u, v) o (es ist sogar ~o (u, v ) >  o, doeh wollen wir den 

Beweis vermeiden). 

Anderseits erffillt die Funkt ion 0j (u, v), die wir jetzt mit  0 (u, v)bezeichnen, 

die Gleichung (5. I): 

(5. ~6) 
r 9  
" (F~ o. + ~ Ov) + ~ (FI.. o,, + F ~  o,,) + q o + z~ (e) k o = o 
O u  u v  

und die Nebenbedingung (5.2): 

(5. I7) (F~  u, - -  ~;~ ~.) 0u + (F~  .~ - -  ~ . .  ~.~) 0" + X~ (c)(h + ~) 0 = o. 

Wir multiplizieren (5.13) mit  0 und 

integrieren wir fiber 8 und wenden 

Formel an: 

(5. I5) mit  o~ und subtrahieren. Dann 

auf die DifferentiMglieder die Greensche 

t Vg[. LICHTENSTEIN, loc. cir. (Monatshefte), S. Iz. 
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(5'  18) 

f 
C 

{,o [(FI,  u,  - F,1  v,) o,~ + (ze~, ,,~ - 1,',, v,) o,,] - 

- o [(FI~ ,,~ - ~;1  v,) o,,~ + (~'~.. u., - F .  v...) o,,,t} d ,  + 

+ f f [,. z,(c)]  od.dv=o 
3 

Im ers~en In tegra l  setzen wir fiir den KoSffizienten yon to den aus (5. I7) 

erhal tenen W e f t  und fiir w den W e r t  I nach (5.14). Das zweite Integral  ist 

posi~iv nach (5. lZ), (5.4), (5. i5) und (5.7). Es folg~ daraus 

. f  { -  4, (~)(h 
C 

oder 

( 5 . 1 9 )  . f [ ~ ,  (~)(h 

e 

+ ~) + (F,.~,,,- F,,~,)~,,, + (~;_~,,, F ,~ , )o , , , ]oa ,>  o. 

Be~rueh~en wir den in den eekigen Klammern  enthal tenen Ausdruek.  

e gegen - -  ~ ,  so ist 

also 
~ (~)(t, + ~)~ - ~ .  

Strebt  

Fiir geniigend grosses negatives c is~ also der bet raehte te  Ausdruck negativ.  Da  

0 nach (5.7) positiv ist, so ftihrt (5. I9) zum Widersprueh.  

Dami t  ist die Ungle iehung (5. lO) als unmSglieh anerkannt  und die Be- 

haup tung  3. bewiesen. 

4 a. Die Funktion ).1 (c) ist nach li~k,  (und ~mch oboO halbstetig. 

Es sei fiir einen Wer t  c o yon c die Eigenfunkt ion  (5.7) gleieh 01 (u, v). Dunn 

folg~ aus der Grundeigensehaf t  yon I/) n (c), dass fiir jedes c 

),, (c )  = 

3 # 

Co Co 

oder 

ff 41 (c) > 
6 ~ 

oder endlich 
4--38333. Acta mathematica. 70. Imprim6 1o 13 octobre 1938. 

0~ ds, 
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(5 .20)  zl (c) = zl (%~ + (~ - %) o-: us. 

C 

Also ist I /~(c) naeh unten halbstetig, und ~(c) n~ch oben halbstetig. Da 

aber s nicht  waehsend ist, ist es such nuch links halbstetig. 

Nebenbei sei bemerkt,  dass naeh (5.20) ;(t(c) nieht  rim" >>nieht waehsend>>, 

sondern auch abnehmend ist, 

4 b. Die Fuuktion ~ (c) ist nach rechts (tend nach unten) halbstetig. 
Wir betraehten die zweite Randwertaufgabe,  die aus unserem Problem (5. ~), 

(5.2) fiir verschwindendes ~ entsteht :  

o , ,, 0,,)+ o ( v l :  +~; ,~ ,+)+  ~o 

( C ~  u~ - F .  v~) 0,,~ + ( I ~  ~ - ~"1~ ~)  ~o~, = o. 

Es existiert wegen (5.3) fiir diese Aufgabe eine Greensche Funkt ion,  die wir mit  

F(u,v; ii,~) bezeichnen. Ist  O(u,v) die LSsung des Problems (5. 1), (5.2), so 

folgt, wie im Falle yon (5. I8), unter  Benutzung der Greenschen Formel und 

nach einem Grenziibergang im Punkte  (~, ~') die Gleichung 

(5. 2I) 2~ . . . . .  I f l f lkFOdudv+ f (h + c) I'Odudv]~-O(~, ~). 
3 C 

Wir  haben vor uns eine homogene Fredholmsche Gieichung zweiter Art. Sie 

i s t  yon einem allgemeineren Typus, als gewShnlich, weil neben dem Doppelinte- 

gral ein einfaches In tegra l  auftr i t t .  Doch fiisst sie sich, wie iiblich, behandeln. 

Der Kern ha t  eine Singulari t~t  vom loguri thmischen Typus fiir u ~-~,  v ~ ~. 

Unseres ~(c) ist gleich dem kleinsten positiven Eigenwert  der Gleichung 

(5. zI). Wir  diirfen auf  (5.2I) die yon Hilbert  1 auf  singul~tre Kerne iibergetra- 

gene Fredholmsche Theorie unwenden. Also sei 

D(Z, c) 

der Fredholmsche Nenner  in Hilbertscher Fassung. Er  ist eine ganze Funkt ion  

yon ~ und c. Die kleinste positive Wurzel  der Gleichung 

1 ]::[ILBERT, Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen (I912) , 
SS. 30--38. Auch kann man die Poincar6sche Methode ffir singulJire Kerne benutzen; vgl. GOUR- 
SAT, Coats d'analyse math~matique 3 (I923), SS. 384--386. 
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(5" 22) O (2, c) - -  0 

in bezug a u f  Z ist gleieh dem Eigenwert  2~(c). Wir  wissen sehon, duss ~j (c) eine 

abnehmende Funkt ion  yon c ist. 

W~hlen wir einen bes t immten W e r t  Co yon c. Dann existiert die rechtseit ige 

Grenze yon 21(c), wenn c gegen c o yon reehts strebt, Wi r  bezeiehnen 

lira Z i (c) = 2. 
c~co+O 

Dann ist sicher (der Monotonit i i t  yon 2~ (c) wegen) 

(5 .23 )  o < z =_< & (Co). 

Da fiir jedes c 
D [2, (~), 4 = o, 

so folgt  aus tier Stet igkeit  yon D (1, c), dass auch nach dem Grenziibergang 

D (Z, Co) = o. 

Also ist /( eine Wurzel  der Gleichung (5.22) fiir c ~ Co, und da 21 (c0) die kleinste 

positive Wurze[ dieser Gleiehung ist, muss man in (-5.23)das Ungleichheits-  

zeichen aussehliessen. 

Wir  sehen also, dass 
lira 21 (c) = 2~ (co) , 

c~co+O 

womit  die Behauptung  4 b. bewiesen worden ist. 

Aus 4 a. und 4 b. folgt  

4. Die Funkt ion 2 i (c) ist stetig. 

Zusammenfassend kSnnen wir sagen, dass der kleinste positive Eigenwert 

)~1(c) des dritten Randwertproblems (5. I), ( 5 . 2 ) v o m  kleinsten positiven Eigenwert 

)/, des erste~ Randwertproblems (5. i), (5.8) stetig his Nul l  abnimm.t, wenn c yon 

- -or  his + ~ wdchst. 

C. Es bleibt  noch den weggelassenen Beweis zu vervollst~ndigen, dass die 

Eigenfunkt ion O(u, v), die dem kleinsten positiven Eigenwert  entspricht,  nicht 

nur im Innern  yon 8,  sondern auch auf  dem Rande ~o posi t iv bleibt. 

Setzen wir im Gegensatz voraus, dass in einem Punk te  P(u ,  v) des Randes  C 

(5. 24) O(u, v ) =  o. 

Dann folgt  aus (5.2), dass in P 
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( 5 . 2 5 )  (z l~u ,~-  ~ . ~ ) o , ,  + ( V . u ~ -  z,'~v~)0~ = o. 

Anderseits nimmt O(u, v) 
Wir haben also in P 

oder 

(5. 26) 

a uf den1 Rande C sein Minimum o im Punkte P an. 

O, o, 

usOt~ + vsOv ~ o .  

Aus (5.25) und (5.26) 

dingung, class in P 

(5. 27) 

folgt unter Benutzung der Legendre-Brunaceischen Be- 

Ou -~- O, Ov ~ 0. 

Jetzt iiben wir eine analytische Transformation der Variabeln u, v 

. = , ,  (u' ,  v') ,  ~ = , ( . ' ,  v')  

mit positiver De~erminante, 
O(U, V) 

0 (~t'~ V') 
- - > 0 ,  

aus, welche die Gleichung (5. I) in die ~qormalform 

o--u '~ + o v ' - ~  + ~ ~ '  ~;-i' ' o v / =  o 

iiberfiihrt. Hier ist T eine lineare Funktion ihrer Argumente. 

Der Einfaehkeig yon Bezeichnungen halber behalten wir fiir die Variabeln 

u', v' aloe 8ymbole u, v. Dann erfiillt 0 (u, v) die Gleichung 

(5.28) 0~0 0"0 ( O 0  00) 
o~;~ + Ov.~ + ,v o, ~ ,  U~ = o. 

Es sind im Punkte P wieder die Beziehungen (5.24), (5.27) erffillt. 

Es bezeichne je~zg n e i n e  solche Zahl, dass im Punkte P:  

t. fiir m < n und fiir jedes zul~,ssige k 

2. wenigstens fiir ein k 

Es is~ wegen (5.24), (5.27) 

(5. 29) 

0 m 0 
0 ~ - J ~  - -  o, 

0 n 0 
0 u~av ;~k # o. 

n=> 2. 
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Jetzt differenzieren wir die Gleichung (5.28) ( ~ -  k- -2) -mal  n~ch u und 

k-real nach v. Wir  erhalten 

/)'~ 0 O" 0 1 0 0 
0 u n-k 0 v k + 0 u '~ -k -20  v k+2 + W,~, k [0,  O-u' 

00 0~0 ) 
O-v' Ou ~ ,  ""  : o ,  

wo T,,,~. eine lineare Funktion yon 0 und ihren Ableitungen bis die Ordnung 

(n - -  I) einschliesslich ist. Aus der Definition der Zahl n folgt es, dass im Punkte P 

i) n 0 0 '' 0 
(5" 30) Ou,,_kOv~ + Ou~_k_~Ovk+2 : -  O. 

Wir setzen der Kiirze halber: 

0 r' 0 0 '~ 0 
Ou '~= A '  Ou n - l o v  B. 

Dnnn ist nueh (5.30) fiir gerades k 

c9 '* 0 k 
(5 .3~)  Ou,~-~Ov~ - ( -  ~)~ A = i~ A, 

und fiir ungerades k 
O n 0 k--1 

(5" 3 2 ) OUn_kOVk--  ( -  I) 2 B : i ~ ' - I B .  

Nach der Definition yon n sind nieht A und B beide gleich Null, und wir setzen 

oder 

A - - R c o s q ) ,  B = R s i n @ ,  

(s~ = lS:A-~-:i- -B~ > o) 

2 2 t  

Die Formeln (5.3I) und (5.32) schreiben wir: fiir gerades k 

(5. 33) 
(9 n 0 

t~ ~n--k tO V k 
_ _ _ _  _ i R(~'+ + +-~+)i~ = ~ n [e'+ ( -  i) ~ + +-'+i~l, 

2 2 

und fiir uugerades k 

(5. 34) 
0 n 0 

U n-k 0 v k 2 i n '  (r  - ~- '+) i~- '  =2~  I~ [e'+ ( -  ,:)~ + e - i +  ik]. 

Wir haben damit denselben Ausdruck fiir jedes k gewonnen. 
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:Naeh der Definition der Zahl n ist das n-te Differential  yon O(u, v)das 
Differential yon der niedrigsten Ordnung, das im Punkte  P nicht  verschwindet.  

Es i s t  fiir d~s u  yon 0(u, v) im Punk te  P massgebend. Sind (u + a), 

(v + fl) die Koordina ten  eines Punktes  Q in Umgebung  yon P, welcher im Innern 

yon 8 liegt, so is~ das n4e  DifferelltiM durch die Form 

r ~k 
(5 .3  5) H ( , ,  ,~) = 2~ 0 u~-~ 0 ~ 

k~0 
gegeben. 

Wir  setzen (fiir a ~ + fl~ > o) 

(5. 36) a ~ 0 c o s 9 9 ,  f l - - q s i n q g ,  

und fiihren in die Form (5, 35) die Wer t e  (5.33) und (5.34) ein: 

H = ~/r  d ~ ~ ( _  i)~ ~n-~ fl~ + i - ~ R e- '  ~ ~ i ~ ~'~-~ ~", 
2 k=0 k=0 

woraus 

2 2 

(5. 37) H - I j~ ei r q" e_in~r  + i R e - i ~  q'~ e inq~, 
2 2 

H = R e" cos (7~ 99 --  @). 
Sind 

, ,  - u (~.), v = v (~') 

die Gleichungen der Kurve ~ so sind im Punk te  P 

't/s~ Us 

die I~ichtungsko~ffizienten der positiven Tangente  an die Kurve  C. Wi r  setzen 

(5" 38) us~---rcosap, v s - - - r s i n ~ .  

I s t  q geniigend klein, so muss der Punk t  Q an posi~iver Seite der Tangente  (ira 

Innern  yon S )  liegen, woraus die Ungleichung 

folgt. 

(S. 39) 

I~s ff - -  Vs Ct ~ 0 

~ a c h  (5.36) und (5.38) finden wir 

sin (99 --  ~p) > o. 
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Der Winkel ~ kann wirklieh 

nimmt die Werte  

(5. 40) 

alle (5.39) erfiillenden Werte  durehlaufen. 

~ < 9 < ~ + ~  

31 

Er 

und alle modulo 2 zr kongruenten Werte an. 

Kehren wir zur letzten Gestalt (5. 37) des Differentials H zuriiek, so sehen 

wir, dass der Winkel n g - - @  sich um ~ z  ~indert, wenn 9 die Werte  (5.40) 

durchl~uft. Da nach (5.20) n > 2, so durchl~uft der Winkel n 9 -- �9 alle mSg- 

lichen Werte. Also w~ichselt das Differential (5.37) sein Vorzeichen, obwohl 

der Punkt Q im Innern yon 8 bleibt. 

Wir schliessen daraus, dass die Funktion O(u, v), im Bereiche S betrachtet, 

im Punkte P kein (einseitiges) Minimum annehmen kann. Da sie aber in P 

gleich Null seiu sollte, und keiner negativen Werte f~hig ist, so ftihrt die Am 

nahme (5.24) in P a u f  einen Widerspruch. Die Eigenfunktion 0 (u, v) bleibt also 

auch auf dem Rande C positiv. 

6. Das Flitehenproblem bei fester Begrenzung. 

A. Wir betraehten dieses Problem n u r d e r  Vollsts halber. Es bedarf 

der in vorigen Paragraphen enthalfienen Ergebnisse nicht und l~sst sich mit den- 

selben Methoden, wie das Funktionenproblem, behandeln. Wir  werden es ganz 

kurz fassen. 

Fiir das Problem bei fester Begrenzung besteht das assozierte D(tferential- 
problem in der Differentialgleichung 

o (Fj, + F,~ ~,) + o (F,~ + F~.+ ~,,)+ (6. ,) ~ ( ~ ) - ~  ~,, ~ ~,, q + z ~ - - o  

unter der Nebenbedingung 

(6. 2) ~ (,) = o 

am Runde. Es ist ein erstes Randwertproblem. Die Eigenwerte dieses Problems 

sollen Eige~r des Fldehenproblems bei fester Begrenzung heissen. 

Wir machen folgende Voraussetzungen: 

I. ~o ist eine a~alytisehe Extremalfldche oh~e Doflpelpunkte, yon einer ana- 
lytischen regul&'en geschlossenen Kurve f~ begrenzt. 

II. Auf  ~o ist die starke Legendre-Brunaccische Bedingung fiir das Minimum 
erfiillt. 
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III .  

e~fiillt. 
IV. 

Auf  Co ist die starke Weierstrasssehe Bedingung fib" das Minimum 

Der kleinste positive Eigenwert geniigt der Ungleichung 

(6. 3) ).~ > i. 

Wir behaupten, dass 

das Integral I fiir ~o ein starkes, eigentliehes, relatives Minimum in bezu.q 

auf die Flffehen, die mit ~o denselbeu Rand (~ haben, annimmt. 
Wir besehri~nken uns auf die Vergleiehsfliiehen, die stetige Bilder der Kreis- 

scheibe sind und in eine endliche Anzahl glatter Teile sich zerstiickeln lassen. 

Aus der Voraussetzung IV. folgt es, ganz analog wie bei Lichtenstein ~ fiir 

Funktionenproblem, dass die Gleiehung (6. I) fiir ~ I eine positive LSsung 

O(u, v) auf der ganzen Extremalflitche Co (samt der Begrenzung) hat. Doeh ist 

fiir Z = I : 

o F o f/(w) ~---~uu ( , 1  oJ,, + i"1,, r + (FI,~ oJu + F~,~ ~,) + (q + k) o) -~ o, 

was nach (4. 22) mi~ der Jacobischen Gleichuno" (2.20) gleichbedeutend ist. Also 

hat die Jacobische Gleichung 
J(w) ---- o 

eine auf Co positive LSsung O(u, v). 
Dann lii sst sich die Extremalfliiche ~o mit einem Extremalfeld 3 umgeben.'-' 

Es li~sst sich der Voraussetzungen II. und III .  wegen aus 3 ein Teilfeld ~0 

aussondern, in dem noch die Weierstrasssche Bedingung erfiillt ist. ~ Auf die 

Vergleichflfichen ~ ,  die im Felde ~o  liegen, kann man die Weierstrasssche Formel 

f/ I( |  - -  I(| = g (x ,  ~t, ~, l, , , ,  ,~, 7, ~,,  ~)  du dv 

anwenden ~, woraus die Ungleiehung 

(6. 4) I ( ~ )  >= I (~o )  

folgt. Es l~Lsst sieh wie iiblieh zeigen, dass im Felde o~ o das Gleiehheitszeiehen 

in (6.4) nur  ffir ~ ~ C0 stattfinden kann. Damit ist die Behauptung bewiesen. 

1 LICHTENSTEIN, 1OC. cit. (Monatshefte, auch Math. Zeitschrift 5). 
2 Vgl. KERNER, Beitrag I. 
8 Vgl. KERNER, Beitrag 3- 
4 Vgl. KERNER, Beitrag 2. 
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B. Sind die Voraussetzungen I., i i . ,  I I I .  erfiill~, und soll das Integral I 
fiir Co wenigstens ein sehwaches, uneigentliches, relatives Minin~um a~mehmen, so 

muss die folgende Bedingung erfiillt sein: 

IV a. Der kleinste positive Eigenwert geniigt tier Ungleichung 

~1 ~ I .  

Nehmen wir im Gegensatz an, dass 

(6. 5) Z: < I, 

und sei O(u, v) die entsprechende Eigenfunktion des assozierten Problems (6. I), 
(6.2). 

Ftir das Problem bei fester Begrenzung l~isst sich die zweite Variation des 

Integrals I in der Form 

~ ' I ( ~ ) =  f f o, J (~)dudv  
Co 

darstellen, wo die Funktion co(u, v) die Bedeutung (2. 19) hat  und auf dem Rande 

verschwindet. Wir berechnen 62I(~o) fiir ~o = 0: 

f f [ --0 (F~20~+ Fo~O~)--qO--kO]dudv ~ x(o) = o - o (v~ o~ + F~ o~) bvv - . 

| 

oder nach der yon tier Funktion 0(u, v) fiir ~ ~ ~: erfiillten Gleichung (6. I): 

62I(O)=- f f o(I--Zl)kOdudv = 
| 

= - -  (I - -  J~l) I f ]co~ 

| 

Also ist nach (4. 22), (6.5) die zweite Variation fiir 0 (u, v) negativ. 

Wir lassen den Beweis des Satzes, dass im Falle des schwachen, uneigent- 

lichen, relativen Minimums die zweite Variation nicht negativ werden kann, aus. 

Es folgt aus diesem Satze, dass die Ungleichung (6. 5) nicht erfiillt sein kann, 

womit die Behauptung IV a. bewiesen worden ist. 

Im Falle der festen Begrenzung darf man die Gleichung (6. I) dutch eine 

einfachere 
5 -  38333. Acta mathematica. 70. Irnprlm6 le 12 octobre 1938 
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(6. 6) (F,, a + F.o D-ZFo =O 

ersetzen. Alle Behaup~ungen dieses Paragraphen lassen sich ffir die Gleichung 

(6.6) beweisen. Da aber in unten folgenden Problemen die Differentialgleichung 

(6.6) nicht ausreicht, woUten wir der Einheitlichkeit halber schon im Falle der 

festen Begrenzung uns der Gleichung (6. i) bedienen. 

7. Das Fl~ichenproblem bei variabler Begrenzung. 

A. Es sei jetzt wieder eine analytische Extremalfl~iche ~o gegeben, die von 

einer analytischen Kurve ~ begrenzt ist. L~ngs ~ sei eine analytische regul~re 

Fl~che ~: gefiihrt, die ~0 transversal schneider. Das vorliegende Problem be- 

steh~ in der Untersuchung, ob ~o ein Minimum in bezug auf Vergleichsfl~ichen, 

welche ihren Rand auf der Fl~che ~: haben, schafft. 

In  jedem Punkt  P der Kurve ~ fiihren wir eine zur Transversalfl~iche 

normale Ebene, welche die zur Extremalfl~iche ~o transversale Richtung in P 

enth~lt. Diese Ebene schneider ~ l~ngs einer Kurve. Wir  bezeichnen mit R 

den Kriimmungsradius dieser Kurve im Punkte P. Wir z~hlen R positiv nach 

der inneren (positiven) Seite yon ~. Natiirlich ist R eine Funktion ]7(s) des 

Parameters s a u f  der Randkurve ~. 

Wir  fiihren den Formeln (4. iI) und (4. I2) gem~iss die Funktionen A(s), 

B (s) ein, die fiir die Extremalfl~che ~o und die Kurve (~ auf ihr berechnet wer- 

den sollen. Dann fiihren wit die Funktion h(s) nach der Formel (4. I6) ein. 

Wir  erinnern noch an die wichtige Eigenschaft: wenn fiir eine andere Trans- 

versalfiiiche ~ '  l~ngs 
h' > h, 

so liegt ~ '  an der inneren Seite yon ~. 

Das assozierte Differentialproblem fiir das F15chenproblem bei variabler Be- 

grenzung besteht bei gegebener Transversalfl~che ~ in der Differentialgleichung 

(7. I) -//(w) ~ (~]icou+F~wv)+~-v(F~2o~+F~2w,,)+qoJ+Zkco=o 

unter der Nebenbedingung 

(7.2) r(~o)=--(Fl~us-- Fnv~)cou + (F~us-- F~v~)cov + ~hoJ-~o 
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~m Rande ~. Die Eigenwerte dieses Problems sollen Eigenwerte des vo~yelegten 

Fliichenproblems bei variabler Begrenzung heissen. 

Wir machen folgende Voraussetzungen: 

I. Co ist eine analytisehe ExtremalflSche ohne Doppelpu~kte, yon einer ana- 

lylischen regulSren geschlossenen Kurve ~ begrenzt. 

I'. 7~ ist eine analytische regulYre F15che, welche die Randkurve ~ im Innern 

enthSlt uud 15ngs ~ die JExtremalflYche C o transversal schneidet. 
II. 

erfiillt. 

II[ ,  

erfiillt. 

IV. 

Auf  Co ist die starlce Legendre-Brunaccische Bedingung fiir das Minimum 

A u f  Co ist die starke Weierstrasssche Bedingung fiir das Minimum 

Der kleinste positice ~igenwert geniigt der Ungleichnng 

(7" 3) ~1 ~> I. 

Wir erinnern ausserdem an die allgemeine Voraussetzung (2. Io), die ffir 

unseren Satz wesentlich ist. 

Wir behaupten, dass 

das Integral I fiir Co ein starkes, eigentliches, relatives Minimum in bezug 

auf die Fliichen, deren Rand auf der TrausversalflSche ~ liegt und mit ~ gleich- 

orientiert ist, annimmt. 

Wir sollen noch die Annahme fiber Randorientierung auskl~ren. Bei rela- 

tivem Minimum soll nicht nut  die Vergleichsfl~che @ in der Umgebung yon C0, 

sondern auch ihr Rand ~ auf der Transversalflgche 7~ in der Umgebu~g yon 

liegen. Wir diirfen diese Umgebung yon ~ als einen r Kreisring 

annehmen, den wir fortan mit demselben Symbol ~ bezeichnen werden. Dann 

ist eine geschlossene Kurve auf ~ mit dem Rande ~ gleiehorientiert, wenn sie, 
als I-Kette betrachtet, mit ~ auf ~ homolog ist. 

Was die Vergleichsfl~chen betrifft, so sind sie wieder stetige Bilder der 

Kreisscheibe, die sieh aus einer endlichen Anzahl glatter Fl~chenstiicke zusam- 

mensetzen. 

Wir  betrachten das allgemeinere Problem 

0 0 F (7. n) ~ (~o) = ~ (F~ ~ + F ~  ~,) + ~ ( ~ ~ + F ~  ~,) + q ~ + ~ k ~ = o 

mit der Nebenbedingung 
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(7. s) r e ( o )  =- ( F ~ , ~  - F , ~ , ) , o , ,  + ( V , u ~  - -  F ~ , , ) o , ~  + i ( h  + ~)~, = o 

am Rande g. Das isb gerade das im Paragraphen  5 bet rachte te  Problem 

(s. ~), (s. 2). 
F i i r c  = o ist dieses Problem mit dem assozierten Problem (7. I), (7.2) iden- 

tisch, w0raus 

( 7 . 6 )  ;.1 (o) = Z, 

folgt. W i c h s t  c yon o his ~ ,  so n immt  die Funkt ion  Z~ (c) yon Z1 bis o stetig 

ab (siehe den Paragraphen  5 B). Es gibt  also nach der Voraussetzung IV. einen 

posit iven W e r t  ~ yon c, fiir den 

(7. 7) ;~1 ( e ) =  ~, 

( 7 . 8 )  ~ > o. 

Wir  setzen in (7.5) c ~ ~ und bezeichnen mit  0(u, v) die Eigenfunkt ion  des 

Problems (7-4), (7-5), welche dem kleinsteu posi t iven Eigenwert  (7 .7)entspr ich t .  

Wir  schreiben explizit 

(7.9) F~ (w) ---- (FI~ u, --  F~I v~) 0,, + (F~.~ us --  F ~  v~) 0~ + [h (s) + e] 0 = o. 

Es ist nach dem Paragraphen  5 C 

0 (u, v) > o 

im Innern  und  am Rande  der Extremalfiiiche Co. W e g e n  (7.4) erfiillt 0 (u, v) 

die Jacobisehe Gleichung (2.20), die nach (4.22) mit (7.4) fiir Z = I identisch 

ist. Iq~ch der Theorie des ExtremMenfeldes 1 k5nnen wir also die Extremalfl~che 

Co in ein Feld ~ einbetten, d~s yon einer analytischen Extremalenschar  Ca, 

x = x (u, v, a), 

y = y (u, v, a), 

z = z (u, v, ~) 

gebildet  wird, so, dass fiir a - ~  o die Extremalfl~che Ca mit  C0 zusammenfitllt, 

und duss fiir a = o die Beziehung 

(7. I o) 1Xa + m ya + ~ Za - -  0 (U, V) 

Vgl. KERNER, Beitrag l, insbesondere Paragraph 6, 
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start finder. Wir bezeichnen mit J ( u ,  v, a) die Funktionaldeterminante der 

Schar Ga. Dann besagt (7. IO) 

(7. I I) , J  (u, y, o) = 0 (~, v). 

Wir einschr~nken das Feld ~ bis ein Teilfeld ~ so, dass in o~2 noch die 

Weierstrasssche Bedingung erfiillt sei. t 

Jetzt bilden wir die Transversalfl~iche ~:' der Schar Ga, indem wir durch 

jeden Punkt  P der Kurve ~ eine Transversalkurve ~ fiihren. Wir einschr~inken 

das Feld o~ bis ein Teilfeld ~j~ so, dass die in ~ liegende Transversalfliiche ein 

topologischer Kreisring wird und das Feld o ~ in zwei Teile 5 '  und 3 "  zer- 

schneider, yon denen der erste 3 '  einer Kugel homSomorph ist (wir nennen ihn 

den inneren Tell des Feldes ~ ) ,  und der zweite 3 "  einem Kreistorus homSo- 

morph ist (wir nennen ihn den iiusseren Tell des Feldes 5 ) .  

Man kann c~ 3 '  und r folgendermassen konstruieren: man prolongiert 

Go bis eine Go umgebende Extremalfl~tche G'0, die yon einer glatten Kurve ~' 

begrenzt ist, und liisst die Zahl a die Werte 

- -d<=a<=d 

durehlaufen, wo d eine positive Zahl bedeutet. F~ihrt man dureh ~' eine Trans- 

versalfl~ehe des Feldes (nur fiir die betraehteten Werte yon a), so schneider sie 

aus dem Felde ein Teilfeld, der in o~ liegt, falls G'o n i eh t  zu viel fiber G0 her- 

aussteekt und d hinreiehend klein ist. Dann wird o ~" sieher yon ~ in zwei 

Teile, r und o ~ ' '  zersehnitten, die eine Art yon Zylindern (auf der Fl~ehe Go 

beziehungsweise G ' o -  G0 basiert) bilden. 

Wir  bezeiehnen mit h' (s) die Funktion, die fiir die Fl~ehe ~ '  in derselben 

Weise, wie h(s) fiir die _~l~ehe ~, bereehnet wird. Wir wenden auf die Sehar 

Ga und die TransversalflSehe ~ '  die Fundamentalformel (4. I7) an: 

(7. I2) (F,~us -- Fa, vs)J.~ + (F~us -- F~evs)d~ + h ' ( s ) d =  o. 

Wir vergleiehen die Formeln (7.9) und (7. f2), die wegen (7. II) yon derselben 

Funk~ion erffillt sind. Es folgt daraus, dass 

h' (s) --  h (s) + e 
oder nach (7.8) 

h' (s) > (s). 

Also liegt die Transversalfl~che ~' an innerer Seite der Fl~che ~. 

Vgl. KERNER, Beitrag 3. 
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Da die Transversalfliiehe ~ '  den Teil ~ '  des Feldes c~ yore Teile c~" 

trennt, so liegt die Pliiche ~ in der Umgebung der Beriihrungskurve ~ im Be- 

reiehe o ~ ' ' .  Wir  beschriinken uns auf eine (ira Bereiehe 3 "  liegende)kreis- 

ringformige Umgebung der Kurve ~ auf der Pliiehe ~;  wir bezeiehnen diese 

Umgebung dem oben gesagten gemiiss mit demselben Symbol 32 

Wir wiihlen jetzt eine Vergleichsfliiehe G yon dem oben beschriebenen Typus, 

die ganz im Felde 3 liegt, und deren Rand ~ auf der Fliiche ~ liegt und darin 

dem Rande ~ yon G0 homolog ist. Wir  wollen beweisen, dass 

(7. I3) I(G) > I(Go), 

falls die Fl~iehe G nicht mit der Extremalfli%ehe Go zusammenf~tllt. 

Wir approximieren G mit einer analytisehen regul~iren Fliiehe, die ihren 

(analytischen) Rand auch auf der Fliiche ~ hat. Diese approximierende Fli~ehe 

approximieren wir ihrerseits mit einer anderen Fl~che 91 yon derselben Beschaf- 

fenheit, die nirgends die Transversalfliiehe ~;' beriihrt. Die Approximation soll 

so gefiihrt werden, dass in den einander entsprechenden Punkten yon G und 91 

die Riehtungen der Tangentebenen an diese Fliichen erforderlieh wenig vonein- 

ander abweiehen. Dann kann aueh der Untersehied der Integrale I ( G ) a n d  

1(91) beliebig klein gemaeht werden. 

Der Durchschnitt yon ~ '  und 9l besteht aus einer endliehen Anzahl yon 

analytisehen reguli~ren geschlossenen Kurven (mit eventuellen Doppelpunkten). 

Wir  erteilen diesen Kurven einen solehen positiven Sinn, dass auf der Flitehe 91 

die positive Seite yon diesen Kurven (vgl. Paragraph 4 A) in dem Bereiehe o ~ '  

liegt. Die Fliiehe 9l ist in zwei Teile 91' und 91" zersehnitten, yon denen der 

erste in o ~ '  und der zweite in r liegt. Der Rand yon 91' ist saint seiner 

Orientierung yon den oben betrachteten Kurven auf Q;' gebildet. Er ist auf der 

Fliiehe Q;', als I-Kette betraehtet, dem Rande ~ yon Go homolog. 

Wir sind imstande auf die Teilfliiehe 91' die Weierstrasssehe Formel 

(7" I4) I(91')-- f f . ", 

anwenden. 1 In der Tat, liegt 91' in dem Felde r und hat einen auf der Trans- 
versalfliiche Q;' des Feldes r  zu ~ homologen Rand. Da im Felde 

3 die Weierstrasssche Bedingung fiir das Minimum erfiillt ist, so folgt aus (7- I4) 

Vgl. KER~ER, Beitrag 2. 



Flgchenprobleme tier Variationsrechnung. 

(7. : 5) 
Anderseits ist naeh (2. IO) 

wor~llS 

z(m') __> ~(| 

i(~l") __> o, 
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(7" I6) 1(~) = I(~t') + I(9l") > I(~o). 

Es folgt d~raus, dass aueh 

(7. 17) I (~ )  >--- !(~o). 

Wiire es im Gegensatz 

(7. is) I ( |  I(| < o, 

so kSnnte man die Approximation durch ~ so welt fiihren, dass 

I I ( m ) -  .r(~)l < X(~o)-  I(~). 

Daraus wiirde, entgeg'en der Beziehung (7. I6), die Ungleichnng 

1(~l) < I(~o) 
folgen. 

In (7. I7) haben wir ein uneigentliches Minimum festgesetzt. Es bleibt noch 

das Gleichheitszeichen wegzuschaffen. Wir  betrachten zwei Fiille. 

Ist  der Rand ~ mit der Kurve ~ identisch, so liegt der Full der festen 

Begrenzung vor uns. Da ~ in dem Felde ~ l i e g t ,  so muss 

I(| > I(~o) 

sein, sei es denn die Fl~che ~ mit ~o zusammenfiillt. Man kann auch unmittel- 

bar den Satz des Paragraphen 6 A anwenden, indem man nach (5.9) die Be- 

dingung (6.3) aus (7-3) sehliesst. 

Es bleibt noeh der Mlgemeine Fall, wenn ~ nieht mit ~0 identiseh ist, zu 

untersuehen. Es ist in diesem Falle m5glieh aus ~ ein glattes Fl~iehensttiek 

auszusondern, das ganz in ~ "  liegt und eine yon Null versehiedene Entfernung 

yon ~ '  hat. Ist  die Approximationsfli~che ~ hinreiehend genau gewiihlt, so muss 

aueh sie ein Fliiehenstiiek enthalten, das ganz in r liegt, und das fiir das 

I 
Integral I einen yon - I ( ~ )  grSsseren Wert  liefert. Es is~ des~omehr 

2 

(7" 19) I ( ~ " )  > I -1(~) .  
2 
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Es folgt aus (7.15) und (7.19) dureh Addition 

(7. 20) > Z( o) + : z ( : )  2 

Ist  die Approximation gen~u genug getrieben, d~ss 

(7. 2I) ] i(~}~)_ i(~)] <~ _I i ( ~ ) ,  
2 

so folgt uus (7.2o) und (7.2t), d~ss 

I(| > I(c0), 
was zu beweisen war. 

Wir sind damit mit dem Beweise unseres Satzes fertig und gehen zur not- 

wendigen Bedingung des Minimums fiber. 

B. Sind die Voraussetzungen I, I', II ,  I I I  erfiillt, und soll das Integral I 
fiir ~o wenigstens ein schwaches, uneigentliches, relatives Minimum in bezug auf 

die oben beschriebenen Fl~chen annehmen, so muss die folgende Bedingung 

erffillt sein: 

IV a. Der kleinste positive Eigemvert geniigt der Ungleichung 

(7-22) ~1 => I. 

Wir fiihren den Beweis ohne den Gebraueh yon der zweiten u zu 

m~chen. 

Wi t  setzen im Gegensatz zu (7.22) voraus, d~ss 

(7 .23)  ;q < i, 

und unterscheiden drei F~lle, je nachdem der kleinste positive Eigenwert A T der 

ersten Ruadwertaufg~be fiir die Gleichung (7-I) kleiner, gleich oder grSsser 

sis I i s t :  

1. Wenn ;(~* < I, so gibt es nach dem P~ragraphen 6 B kein Minimum 

sogar bei fester Begrenzung. Destoweniger gibt es eines ffir unser Problem, was 

der Voraussetzung widerspricht. 

2. Wenn ~*, ~ I, so verf~.hrt man folo'endermassen. 

Setzen wir voraus, duss C0 ffir d~s gestellte Problem ein wenigstens schwaches, 

uneigentliches Minimum liefert. Es sei ~ die Umgebung yon C0, in der dieses 

Minimum statt findet. Wir nehmen an, es sei ~-U klein genug, dass ~ es in zwei 
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Teile zerschneide. Wir werfen den ~iusseren Tell ab, indem wir 7_/bis den in- 

neren Teil einschr~nken (wegen der Schw~che des Minimums ist das kein wesent- 

liches Einschr~nken, well die Vergleichsfl~chen sich so wie so in dem inneren 

Teil befinden). Jetzt fiihren wir auf der verl~ngerten Extremalfl~che | eine 

geschlossene analytische Kurve (~', welche die Kurve ~ umschliesst. Das yon ~' 
? 

begrenzte Extremalenstiick bezeichnen wir mit G 0. 

Wir betrachten das folgende Varlationsproblem: unter  allen krelsringformigen 

Fl~chen, deren ein Rand auf der Fl~ehe ~ liegt und der zweite mit der Kurve 

~' zusammenfitllt, diejenige zu finden, die fiir das Integral I das schwache 

eigentliche Minimum liefert. Ist die Kurve (~' eng genug bei der Kurve (~ 

geffihr~, so li~sst sich ganz leicht, sogar mit elementaren Methoden zeigen, d~ss 

das zwischen G und ~' enthnltene kreisringformige Extremalenstiick G 'o- -Go 

ein schwaches, eigentliches Minimum liefert. Es sei V die entsprechende Um- 

gebung. Wir  kSnnen, wie oben, unnehmen, dass ~_] ganz ausserhalb der Fl~che 

liegt. 

Betrachten wir jetzt eine beliebige in der Umgebung ~l' + ~ yon G'o liegende 

Fl~che G', die den Rand ~' hut und eine Nachbarschaft erster Ordnung auf- 

weist. Sie wird yon der Fliiche ~ in zwei Teite G und @ ' - - G  geteilt, yon 

denen der erste in 72', der zweite in 7fl liegt. Nach Voraussetzung ist dann 

�9 (G) => • 
P und nach der Minimumeigenschaft yon G o -  Go 

z(G' - G) > z(G'o - Go), 

woraus durch Addition folgt 
- -  f 

I(G')  > I ( G  o). 

Da die Vergleiehsfl~che ~ '  beliebig war, so folgt, dass die Extremalfliiche G'o 

bei fester Begrenzung ein schwaches eigentliches Minimum liefert. 

Anderseits hat  G'o bei fester Begrenzung den kleinsten positiven Eigenwert, 

der kleiner als ~* (fiir Go) is t )  Er ist also kleiner als I, und G'o kann naeh 

dem Paragraphen 6 B kein Minimum liefern. Wit  sind damit wieder auf einen 

Widerspruch gekommen. 

3. Wenn ~* > I, so miissen wir wieder zum Problem (7.4), (7.5) zuriick- 

kehren. Wie in (7.6), haben wir jetzt 

z,* > ~. 

i Vgk LIOHTENSTEIN, loe. cir. (Monatshef~e), S. t z .  

6--38333. Acta mathematica. 70. Imprim6 le 13 oetobre 1938. 
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Nimmt  c yon o bis --~r ab, so wiichst die Funkt ion  Z 1(c) yon Z 1 bis Z* s~etig 

(nach dem Paragraphen  5 B). Da  abet  

Z l <  i < ~t~*, 

so gibt  es einen negat iven W e r t  5 yon c, fiir den 

(7" 24) ~1 (C)---I, 

( 7 . 2 5 )  e < o. 

Wir  setzen in (7.5) e = 6 und bezeiehnen mit  0 (u, v) die Eigenfunkt ion des 

Problems (7.4), (7.5), die dem kleinsten positiven Eigenwert  (7.24) entsprieht.  

W i r  schreiben explizit 

(7. 26) F~ (0) - -  (Fa~ us --  F ~  vs) 0, + (F~  u~ - - / v  v~) 0, + [h (s) + 6] 0 ---- o. 

Es ist naeh dem Paragraphen  5 C 

o (u, v) > o 

im Innern and  am Rande der Extremalfliiehe ~o. Wegen  (7.24) erfiillt O(u, v) 

die Jacobische Gleichung (2.20), die nach (4.22) mit  (7.4) fiir Z----I identiseh 

ist. Nach der Theorie des Extremalenfeldes 1 kSnnen wir also die Extremal- 

fliicbe ~o in eine Ex~remalenschar ~a, 

x = x (u, v, a), 

u = y (u, v, a), 

einbetten, so, dass fiir a = o die Extremalfliiche ~a  mit ~0 zusammenfiillt, und 

dass fiir a ~ o die Bedingung 

(7 .27)  

start  finder. 

Wir  bezeichnen 

Dann besagt  (7.27) 

(7.28) 

Wir bilden die 

l xa + m y~ + n Za----0 (U, V) 

mi~ J ( u ,  v, a) die Funkt ionalde terminante  der Schar ~a. 

(u, v, o ) =  o (~, ~) 

Transversalflis %' der Sehar ~a, indem wir dureh jeden 

' Vgl. KERNER, Beitrag I. 
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Punkt  P der Kurve ~ eine Transversalkurve ~ ffihren, und bezeichnen mit h' (s) 

die Funktion, die fiir die Fl~ehe ~ '  in derselben Weise, wie h (.~) fiir die Fliiche 

~, bereehnet wird. Wir wenden auf die Schar Ca und die Transversalfliiche ~E' 

die Fundamentalformel (4. 17) an: 

(7 .29)  (FI~ u. - F~I v~) ~u  + (F~  u~ - ~'~.~ ~.) ~ + h' (~) ~ = o. 

Aus dem Vergleiche 

(7.28) folgt, dass 

oder nach (7.25) 

der Formel (7.26) und (7 .29)mi t  Beriicksichtigung yon 

h' (~) = h (~) + ~, 

h' (~) < h (~). 

Also lieg~ die Fl~che % an innerer Seite der Transversalfl~che ~'.  

Wir bezeichnen mit C den yon der Fliiche ~ ausgeschnittenen Tell der 

Scharfl~che Ca. Mit C bezeichnen wir den yon der Transversalfliiche ~ '  ausge- 

schnittenen. Da ~ an innerer Seite yon ~ '  liegt, so ist C ein Tell (und fiir 

a ~= o sogar ein echter Tell) yon C. Es folgt daraus, dass fiir a =~ o 

E 

(7.30) I ( c )  < I ( c ) .  

Anderseits folgt aus dem Radonschen Satz 1 (der eine unmittelbare Folge 

der Weierstrassschen Formel is{), dass fiir alle Fl~chen C~ der Schar 

(7. 3 I) I (C)  ~-- I(Co) 

(die aus der Scharfl~chen durch eine Transversalfliiche ausgeschnittenen Stiicke 

liefern denselben Wer t  ffir das Integral). 

Aus (7.3 ~ und (7.3 I) folgt, dass fiir a 4= o 

(7.32) I (c )  < Z(Co). 
m 

Wir bemerken, dass die Extremalenstiicke C die fiir Vergleichsfl~chen geforderten 

Bedingungen erfiillen, und ausserdem die Nachbarschaft der ersten Ordnung zur 

Co haben. Also besagt (7.32), class C0 fiir unser Problem kein schwaehes, un- 

eigentliches Minimum liefert, was wieder zum Widersprueh fiihrt. 

Alle drei Sonderf~lle fiihren also auf einen Widerspruch, wenn die Un- 

gleichung (7.23) erfiilR sein soll. Damit  ist die Behauptung IV a. bewiesen 

worden. 

Vgl. KNESER, loc. cir., S. 33I- 
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8. Das Flitchenproblem fiir geschlossene Fliichen. 

A. Wir  setzen jetzt voraus, dass die ExtremalflRche Co eine analytische 

regutiire geschlossene FlSche ohne Doppelpunkte, vom Typus einer KugelflSche ist. 

Topologisch ist sie eine 2-Sphere. Da man auf der Kugelfl~che kein regul~res 

Koordinatennetz einfiihren kann, so bedarf die Bildung yon Co einiger Erl~u- 

terungen. 1 

Es sei c~ die Urkugelfiiiche, die auf Co abgebildet werden soll. Wir w~hlen 

einen Teilbereich 8 '  yon o ~ und iiben darin eine eineindeutige analytische Trans- 

formation der Parameter u, v aus: 
u = u (u', v'), 

v = v (u ' ,  v ' )  

mit nichtverschwindender Funktionaldeterminante 

o=1" "1 V~,~f VV r 

Dann bleiben alie Gleiehungen und Ungleiehungen des Fli~ehenproblems invariank 

Insbesondere interessiert uns die Jaeobisehe Gleiehung (2.2o), deren linke 

Seite sieh folgendermassen transformiert: 

(8.  I) J '  (w) = D J(~),  

was man ohne umstgndliche Rechnungen aus der Invarianz des Integrals 

f f  oJ( o)dudv 
3' 

vermuten kann. 

Es seien 8 '  und 8 "  zwei einfach zusammenh~ngende Bereiche, die die ganze 

Kugelfi~che 3 bedecken. Sie sollen ineinander ein~eifen, indem sie einen kreis- 

ringformigen Gesamtbereich 8 ' "  bilden. Die ganze Fl~che 8 soll so auf Co 

abgebildet werden, dass die Abbildungen yon 8 '  und 8 "  alle oben fiir nicht- 

geschlossene Fl~chen vorausgesetzten Bedingungen erfiillen. Dann sind in 8 ' "  

alle Gleichungen fiir beide Abbildungsarten einander ~tquivalent. Wir bemerken, 

class man auch  in den oben betrachteten Problemen in Teilbereichen yon Co 

andere Parameter u, v benutzen konnte. 

1 Vgl. I~ILBERT, loc. cir., SS. 219--242. 
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Wit  formulieren das assozierle Differentialjoroblem im Falle des Fl~chenpro- 

blems fiir geschlossene Flgchen. Die purtielle Differentialgleichung ist immer 

dieselbe 

0 0 
(8. 2) A ((D) ~ ~ (F l l  f.0t$ ~- J~l'2 fair') 2V r (FI2 0)u -t- Fo9 0),,).. AI- q(.0 2v Zko~ = o. 

Dagegen besteht die Nebenbedingung darin, dass die LSsung o~(u, v) von (8.2) 

eine aualytische regul~tre Funktion auf der ganzen Kugelfl~iche 8 (oder auf der 

ganzen Extremalfl~che Go) ist. Die Invarianz yon (8.2) wird versichert, wenn 

man bei der Transformation yon u, v die KoSffizienten q und k getrennt mit D 

multipliziert. Die Eigenwerte des Problems (8.2) auf der Kugelfl~,iche sollen 

Eigenwerte des Fl(ichenproblems fiir geschlossene fflSehen heissen. 

Wir machen folgende Voraussetzungen: 

I. Go ist eine analytische gesehlossene Extrema/fliiehe yore Typus einer Kugel- 

fliiehe, ohne Doppelpunkte. 
II .  

eJfiillt. 
I I I .  

erj~illt. 
IV. 

Auf  Go ist die slarke Legendre-Bru~aeeisehe Bedi~Tg~mg fiir das Minimum 

Auf  Go ist die starke Weierstrasssehe Bedb~gun 9 fiir das Minimum 

Der kleinste positive Eigenwert geniigt der Ungleiehung 

~ 1 >  I. 
Wir behaupten, dass 

das Integral I fiir | ein starkes, eigentliehes, relatives Minimum in bezug 

a uf die gleiehorientierten gesehlossenen FlYehen annimt. 
Man muss erl~utern, was man jetzt unter dem relativen, starken Minimum 

verstehen soll. Wir bilden eine Umgebung ~ t v o n  Go, welche einer ausgehShlten 

Kugel homSomorph ist, und in welcher Go, als 2-Ke~te be6rachtet, nieht null- 

homolog ist. Als Vergleichsfli~chen sind stetige Bilder der Kugelfliiehe zugelassen, 

die sich aus einer endlichen Anzahl glatt.er Fliichenstticke zusammensetzen. Als 

2-Ketten betrachtet, sollen sie der Extremalfl~che Go homolog sein (man kSnnte 

auch zulassen, dass sie einem positiven Vielfachen yon Go homolog w~ren). Ist  

in eiuer solchen Umgebung ~ t  fiir die zuli~ssigen Vergleichsfliichen ein Minimum 

vorhanden, so spreehen wir yon einem rela~iven, st~rken Minimum. 

Wir gehen zum Beweis unserer Behauptung fiber. Wir zerschneiden die 

Extremalfl~che Go mittels einer analytischen regul~iren geschlossenen Kurve (~ 

in zwei Teile G1 und G.,, die den Bereichen S~ und 32 der Kugelfl~tche 3 ent- 
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sprechen. Es ist bequem vorauszusetzen, dass ~ das Bild einer in dem Bereiche 

S ' "  liegenden Kurve C ist, und class 81 in 8 '  und 8.~ in 8 "  liegt. 

Wir  fiihren auf ~ zwei Parameter s und t ein, die untereinander dureh die 

Beziehung 
t ~ - - s  

verkniipft sind. Wir nehmen an, dass den wachsenden s-Werten eine Orien- 

tierung yon ~ entspricht, bei welcher der Bereieh ~j  an positiver Seite yon 

liegt. Dann ergibt der Parameter t eine in gleichem Verhgltnis zu | stehende 

Orientierung yon ~. Es ist dann identisch: 

(8. 3) 
[(F,~ ~, - -  F~ ,  ,t) o ~  + ( F ~  u~ - -  F ,~  v~) ~ ]  = 

ffir jede Funktion ~o(u, v). 

Es sei O(u, v) die Eigenfunktion des assozierten Problems, die dem kleinsten 

positiven Eigenwerte ~1 entspricht. Es is~ 

(8.4) ~ ( F l l  Ou --}- .~Wl,~ Or, ) + ~ ( F12 0u -~ .~2] Ov) -~- q O -}- )~1~ 0 ~- o.  Ou UV 

Wir werden unten beweisen, dass O(u, v) nirgends verschwindet. 

Wir fiihren l~ings ~ zwei Funktionen h I (s) und h~(t) ein, die durch folgende 

Gleiehungen definiert sind: 

(8. 5) (~ ,~  u,  - F ~  ,:,)o~ + ( ~ ' . u ,  - ~'~v,)O.  + x~h, (~)o = o, 

(8.6) (Fa, ut - -  F~, vt) O~ + (F~, ut - -  F,~ vt) O~ + ),~ h 2 ( t )0  - -  o. 

Da 0 (u, v) =~ o, so sind h 1 (s) und h.~ (t) endlieh, und es gilt nach (8.3) 

(8. 7) h.z (t) ---- h~ (-- s) = -- hi (s) = -- hi (-- t). 

Jetzt  betrachten wir zwei Probleme, die sieh uuf Teilbereiche 81 und 

beziehen, und Nebenbedingungen dritter Art enthalten. In beiden Problemen 

sei die Differentialgleichung yon (8.2) gegeben. Im ersten Problem, sagen wit 

im 81-Problem, laute die Nebenbedingung 

(8. 8) (Fl~uS--  FllVS) c.Ou + (F.22us - -  Fl~'~'s) c.ov -}- ~ h  I (8)s = o, 

und in dem 8~-Problem 
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Wir bemerken unmittelbar, dnss nach (8.4), ( 8 . 5 ) u n d  (8 .6)Z 1 ein Eigenwert 

und O(u, v) die entspreehende Eigenfunktion der beiden Teilprobleme isis. 

Wir  werden unten beweisen, dass 

tz. der kleinste positive Eigenwert 21 des Problems kleiner, als der kleinste 
positive Eigenwert Z* der sieh auf einen beliebigen Teilbereich von S beziehenden 
ersten Randwertaufgabe, ist; 

~. die entsprechende Eige~unktion O(u, v) nirgends verschwindet; 

7. der Eigenwert h i auch der kleinste positive Eigenwert der beiden oben 
formulierten Teilproblen~e, die sich auf ~ und 3~ beziehen, ist. 

Um den variationstheoretischen Beweis nicht zu unterbrechen, werden wir 

auf diese drei Behauptungen nachher zuriickkommen. 

Jetzt~ wenden wir uns den allgemeineren Teilproblemen zu, die an Stelle yon 

(8.8) and (8.9) die Nebenbedingungen 

(8. IO) 

(s. ~ )  

( i% ~ - F .  v,) ~ + (F~, ,~ - _v~ v~) o,~ + z [h~ (s) + e] o, = o, 

(FI~ ut - -  F i t  vt) o~ + (F,~ ut - -  FI ,  vt) oJ~ + Z [h,~ (t) + e] co -= o 

enthalten. 

Es sei im ersten Problem ~)(c) der kleinste positive Eigenwert. 

Beh~uptu~g 7- is~ 

:Naeh der 

Nach dem Paragraphen 5 B nimmt ~',x)(c) yon 21 bis o stetig ab, wenn c yon o 

bis ~ w~tchst. Da aber nach der u IV. ~1 > i, so gilt fiir ein 

positives c, sagen wir cl, die Beziehung 

(8. i 2 )  

z?) (e,) = ~, 

e ~ > o .  

Ebenso gibt es ein positives c, sagen wit c~, fiir welches der kleinste positive 

Eigenwert ~2)(e) des zweiten Problems die Beziehung 

z(?) (c~) = i ,  

(8. I3) e~ > o 

erfiillt. 
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Je~zt verfuhren wir ffir jedes Teilproblem (fiber den Bereich e und S.2) 

getrennt~ ganz, wie im Par~gmphen 7 A. Wir erhalten damit zwei Extrem~len- 

felder c~  und ~.~ (unter Benutzung der Beh~up~ung ~.), in welehe beziehnngs- 

weise Ca und C.2 eingebettet sind. Wir ffihren durch die Kurve ~ Transversal- 

fl~chen ~l  und ~-2 beziehungsweise zum Felde ~ und o~. Wir behalten yon 

den Feldern r und @ nur die yon den Fl~chen ~1 und ~ ausgesehnittenen 

Teile, indem wir das fibrige wegwerfen. 

Aus (8. ~o) und (8. ~ ~) erfahren wir, class den Transversalfl~ichen ~1 und ~ 

beziehungsweise die Funktionen h~ (8) + c a und h~ (t) + c~ entsprechen. Wir kSnnen 

uber nicht diese Funktionen untereinander vergleichen, well sie verschiedenen 

Bereichen ~1 und ~.~ entsprechen, was auf das Vorzeichen Einfluss hat. Will 

man die zweite Funktion h.~ (t) + c2 ~uf den Bereich 81 reduzieren, so soil man 

die positive Richtung der Normale an ~.~ umt~uschen. Dann ist die Funktion 

h (s) ffir ~ gleich 

oder nach (8.7) 

Es ist nach (8. I2) und (8. I3) 

- h ~  ( t )  - -  e.~ 

h, (8) - 

hi  (8) + cl > hi  (8) - 

Also liegt naeh dem Paragraphen 4 B die Transversalfldche ~ an innerer Seite 

yon %.~ in bezug au f  da8 Extremalenst~ck C1. 

Wir kSnnen etwa sagen, dass die Transversalfl~ichen ~1 und ~ gegenseitig 

an der Seite ihrer Felder o~ und ~ (oder entsprechender Extremulenstficke C1 

und C2) liegen. Die Felder ~ und ~ fiillen zusammen keine Umgebung yon 

Co ~us. Wir sollen einen Bereich o~ zwisehen ~1 und ~ hinzufiigen, d~mit 

eine Umgebung 7_/ der Extrem~lfi~iche C0 bilde. Wir setzen voraus, dass ~ l  

klein genug genommen i s L u m  einer ausgehShlten Kugel homSomorph zu sein. 

Es sei C eine Vergleichsfl~tehe yon der oben beschriebenen Art, die in der 

Umgebung c~t lieg~ und der Fl~iche C0 homolog ist. Es ist zu beweisen, dass 

I (C) > I(C0), 

falls C nich~ mit Co identisch ist. 

Wir  approximieren, wie im Pamgraphen 7 A, die Fliiche C mi~ einer an~- 

lytischen regulSzen geschlossenen Fl~iche, welche wir der Reihe nach mit einer 
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anderen ebensolchen Fl~che ~ approximieren, die nirgends die Transversalfl~chen 

~1 und ~-2 beriihrt. Der Durchschnitt yon ~R mit ~j (beziehungsweise ~ )  be- 

steht aus einer endlichen Anzahl yon analytischen reguliiren geschlossenen Kurven. 

Wir erteilen den Kurven auf ~ (beziehungsweise ~ )  einen solchen positiven 

Sinn, dass auf der Fl~tche ~ die positive Seite yon diesen Kurven in dem Be- 

reiche r (beziehungsweise ~ )  liegt Die Fl~che ~ ist in drei Teile ~ ,  ~2, ~R~ 

zerschnitten, die tier Reihe n~ch in den Bereichen ~ ,  ~ ,  ~ liegen. Der R~nd 

yon ~ (beziehungsweise ~ )  ist sumt der Orientierung yon den oben betrachteten 

Kurven auf ~, (beziehungsweise ~ )  gebildet. Der Rand von ~1 ist auf ~,  tier 

yon dem Parameter s orientierten Kurve ~ homolog; der Rand yon 9~ ist auf 

~ der yon dem Parameter t ~ - - - s  orientierten Kurve - - ~  homolog. 

Wir sind imstande auf die Teilfl~iche ~z (beziehungsweise ~.~) im Felde r 

(beziehungsweise r die Wierstrasssehe Formel 

J .2  

(8. ~ 5) y, z, l, m, n, i, ~h, ~ ) d u d v  

~nwenden. ~ D~ in den Feldern ~ und ~ die Weierstrasssche Bedingung fiir 

das Minimum erfiillt ist, so folgt aus (8. I4) und (8. i5) 

(~1) _>_ •  

z (~ )  __> z(~) .  

l(~t~) => o, 

(S. I6) 

(S. 17) 

Anderseits ist naeh (2. Io) 

woraus n~ch Addition 

I(~R1) + I ( ~ )  + I(~3) ~ I(~1) + I(| 
oder 

(8. ,8) I (~)  _--> I(~o). 

Es fotgt daraus, class auch 

(8. I9) I ( ~ )  ~ I(~o).  

W~tre es im Gegens~tz 
I ( |  I(| < o, 

' ~]gl. KERNER, Beitrag 2. 
7--38333. Ac~a mathematica. 70. Imprim6 le 13 octobre 1938. 
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so kSnnte man die Approximation dutch ~ so weir fiihren, dass 

l• - I(~)I < S ( ~ o )  - z(| 

Daraus wiirde es, entgegen der Beziehung (8. I8), die Ungleichung 

(m) < Z(~o) 
folgen. 

Es bleibt noch zu beweisen, dass in (8. I9) kein Gleichheitszeichen gelten 

kann. Wir  unterscheiden zwei Fglle. 

Enthglt  die Fl~che ~ keine inneren Punkte des Bereiches c~,  so muss sie 

die ganze Kurve ~ enthalten, die wenigstens zwei Teile ~ l  und ~s yon ~ be- 

randet, welche beziehungsweise in den Feldern c~  und c~  liegen. Es ist nach 

der Theorie der festen Begrenzung 

z ( ~ l )  >= z(~,), 

i (~ . )  >__ 1(~.), 
w o r a u s  

z(~) => •174 

Dabei gilt das Gleichheitszeichen nur, wenn ~1 mit ~1, ~.2 mit ~-2 iibereinstimm~, 

und der fibrige Teil yon ~ verschwindet. Dann aber ist ~ mit | identisch, 

was wir abgeworfen haben. Es bleibt also 

I (~) > I(| 

Es bleib~ noch der allgemeine Fall zu untersuchen, in welchem ~ die innere 

Punkte yon ~ enth~lt. Wir  kSnnen aus ~ ein glattes Fliichenstiick ~ aus- 

sondern, das ganz im Innern yon ~ liegt. Ist  die Approxima%ionsflgche 

hinreichend genau gewghlt, so muss auch sie ein Flgchenstiick enthalten, das 

I 
ganz in ~a  liegt, und das fiir das Integral I einen von - I ( ~ )  grSsseren Wert  

2 

liefert. Es ist destomehr 

z(n), (8. 2o)  I ( ~ )  > 

Es folgt aus (8. I6), (8. I7) und (8.20) durch Addition 

(8. 21) I (~) > Z(~O) + !  1(~). 2 

Ist  die Approximation genau genug getrieben, dass 
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(8. 22) x(| < 

so folgt aus (8.21) und (8.22), dass 

> I (c0) ,  
was zu beweisen war. 

Wir  huben damit den Beweis des Satzes fiber die hinreichenden Bedingungen 

des Minimums beendigt. Zur Vollstiindigkeit sollen wir aber noch die Behaup- 

tungen ~., }.~ ~. fiber das Problem der Differentialgleichung (8.2) auf der Kugel- 

fliiche bes~iitigen. 

B. Wir  bemerken erstens nach (8. I) oder unmitLelbar, dass 

] / 12  + m ~ + n ~ 

sich bei Transformation der Parameter  u, v invariant verhiflt. Dabei dfirfen 

l, m, n sich so wohl auf die Extremalfliiche C0, wie auch uuf die Urkugelfliiche 

8 beziehen. Wir  kSnnen deshalb auf J(~o) die t t i lbertsehe Theorie 1 anwenden, 

~. Es sei 8* ein Teilbereich der Fli~che 8,  der yon einer analytischen 

Kurve ohne Doppelpunkte begrenzt ist, und ),* der kleinste positive Eigenwert 

der ersten Randwertaufgabe ffir 8*. Dann ist ~* gleich dem Minimum des 

Integrals 

l/ (8. 23) (F~IO~ + 2F~20~Ov + F~O~- qS~)dudv 
t 

8" 

fiir alle Funkt ionen 0 (u, v) der Klasse D', ffir welche 

/f (8. 24) kO~"dudv = I. 

N* 

Der kleinste positive Eigenwert  ~ des Problems far  die Kugelfliiehe 8 ist 

dem Minimum des Integrals 

(8.25) I f (F~t O~ + 2 F ~  Ou Ov + .F2~ O~--q 02) dudv 
, . 1  , ]  oo 

ffir alle Funkt ionen 0 (u, v) der Klasse D', ffir welche 

1 HILBERT, lOC. cit., SS. 2 : 9 - - 2 4 2 .  
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/, /, 
(8. 26) I I k O ~ ' d u d v  ~ I, 

, . / , . /  

3 
gleich. 1 

Es sei O(u, v) im Bereiche S* der durch (8.24)normier ten Eigenfunktion 

der ersten Randwertaufgabe, die dem Eigenwerte ).* entspricht, gleich; im Be- 

reiche ~ - - 8 "  sei es O(u, v ) ~  o gesetzt. Dann ist )~* gleich dem Werte (8.23). 

Die Funktion O(u, v) effiillt auch die Bedingung (8.26). Daher ist der Weft  

(8.25) , der jetzt (8.23) gleich ist, nicht yon dem Minimum ~1 kleiner. Es ist 

Zl --< Z*. 

Will man das Gleichheitszeichen wegschaffen, so vergrSssere man ein wenig 

den Bereich 8". Der Eigenwert Z* nimmt dann ein wenig ab, und trotzdem 

ist er nicht kleiner, als X1. Es ist 

& < 

was den Inhult  der Behauptung o~. bildet. 

9. Es sei jetzt O(u, v) die dem Eigenwert Z~ entsprechende Eigenfunktion 

auf der Kugelfliiche 8. Sie kann in keinem Punkte yon 8 nebst der beiden 

ersten Ableitungen 0~t, 0v verschwinden. Wiirde sie in 8 das Vorzeichen wech- 

seln, so w~ire sie eine Eigenfunktion der ersten Randwertaufgabe fiir einen Teil- 

bereieh 8*. Die Zahl ~1 wiirde ein Eigenwert dieser Aufgabe sein, was der 

Behauptung ~. widerspricht. Also muss 0 (u, v) in 8 ein festes u haben 

(ohne Null zu werden). 

7. Wir  wissen schon, dass der kleinste positive Eigenwert ~1 des Kugel- 

fliichenproblems auch ein Eigenwert der beiden Teilprobleme ist, die sich auf 

Teilbereiche 81 und 82 beziehen, und beziehungsweise die Nebenbedingungen 

(8.8) und (8.9) enthalten, w i r  wollen beweisen, class ~1 der kleinste positive 

Eigenwert dieser Probleme ist. Es geniigt natiirlich dies fiir 81 tun. 

Wir wenden uns wieder dem allgemeineren Problem mit der Nebenbedingung 

(8. IO) ZU. Bezeichnet ~(~)(c) den kleinsten positiven Eigenwert, so ist die Gleichung 

(8. 27) 

zu beweisen. 

(s. 2s) 

Wir wissen, dass 

(o) - ;q 

zT) (o) _-< < z,*, 

1 Vgl. HILBERT, loc. cir., S. 24I. 
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wo ~* der kleinste positive Eigenwert  der ersten Randwer taufgabe  fiir 81 ist (in 

der Tat, ist ;~1 ein Eigenwert  des 81-Problems fiir c ~ o). 

Nehmen  wir an, dass (8.27) nicht  erfiillt ist. Dann  haben wir nach (8.28) 

z?) (o) < z~ < ; .  

Es nehme c von o bis - - ~  ab. Dann wiiehst ~(t 1) (C) stetig yon ;~, (o) bis ;~*. Es 

sei cx derjenige negative W e r t  yon c, fiir den 

(s .  29) hi') (e,) = z , ,  

(s. 30) c~ < o. 

Es sei eo (u, v) die Eigenfunkt ion  des 81-Problems fiir c ~ c~, die dem E i g e n -  

werte  (8.29) entspricht.  Wir  kSnnen annehmen,  dass iiberall in 8x 

(8. 3~) ~(~, ~) > o.  

Die Funk t ion  ~o (u, v) erfiillt die Randbedingung 

(8. 32) (F~ u~ - -  F~, v~) ~o~ + (F2~ u, --  F ~  v~) ~o~ + s (h, + c~) oJ ---- o. 

Es sei welter 0(u, v) die Eigenfunkt ion  des Kugelfl~ichenproblems, die dem 

Wer te  s entspricht.  Es kann nach der Behauptung ~. 

(S. 33) O(u, v) >. o 

angenommen werden. Nach der  Definition (8.5) yon h (s) folgt  

(8 .34)  (F~  u~ - -  Fa, v,) 0~ + (F~2 u, - -  F ~  v~) 0~ + At ht 0 = o 

li~ngs C. 

Beide Funkt ionen  ~o (u, v) und 0 (u, v) erfiillen in S~ die Differentialgleiehung 

(8.2) mit  demselben W e r t  s yon s Wi r  multiplizieren die Differentialgleichung 

fiir ~o mit  0, die fiir 0 mit  co und  substrahieren. Es folgt  nach der Greenschen 

Formel  

f { ~  [ (F ,  - -  F ,  v..) O~ + ( ,v _ F,~ V,) 0~,] - -  ?gs Us 

C 
- 0 [ (F , ,  u .  - F .  v.) ~ + ( F ~ . ,  - F , ,  ~,.) ~,,]} d .  = o ,  

woraus nach (8.32) und  (8.34) 
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f {co (--)., hj O) - 0 [-- Z, (h 1 + ea) w]} ds -=- o 

Co 

folgt. Wir  erhalten damit die Beziehung 

e 

die mit (8.3o), (8.3 I) und (8.33) unvertrggbar ist. 

Die Voraussetzung, dass (8.27) nieht erffillt ist, fiihrt also zum Widersprueh. 

Damit  sind wir mit dem Beweise der Behauptung "(. fertig. 

Wir  wollen noeh bemerken, dass nach der Hilbertsehen Theorie ~ der Be- 

dingung (4.2I) wegen das assozierte Problem im Falle der gesehlossenen Fliiehen 

iiberhaupt keine negative Eigenwerte hat, so dass der kleinste positive aueh der 

kleinste Eigenwert ohnehin ist. Wir  berfieksiehtigen dies der Einheitliehkeit 

halber nieht. 

(3. Wir  gehen jeflzt zur notwendigen Bedingung des Minimums fiber. 

Sind die Voraussetzungen I., II., I I I .  erfiillt, und soll das Integral I f i i r  Co 

wenigstens ein schwaches, uneigentliches, relatives Minimum in bezug auf die oben 

besehriebenen Fliichen annehmen, so muss die folgende Bedingung erfiillt sein: 

IV a. Der kleinste positive _Eigenwert geniigt der Ungleichung 

Z L ~  ~-- I .  

Nehmen wir im Gegensatz an, dass 

(8.3~) Zl < ~, 

und sei 0 (u, v) die entsprechende Eigenfunktion des assozierten Problems. 

Fiir die geschlossene Extremalfli~che hat  die zweite Variation des Integrals I 

den Weld; 

ei( ) = 
�9 ] .2 
3 

Um das zu erkennen, kann man die Variationen fiber die Bereiehe 81 und 

berechnen. Dann heben sich die einfache Integrale li/ngs der Grenzkurve e in 

der Summe der beiden Variationen auf, woriiber der Ausdruck (8.35) bleibt. 

I HILBERT, loc. cit., S. 237. 
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Wir  berechnen 0~I(~) fiir co=O: 

ff [ o F~Ov)--qO--kO]dudv, ~ z ( o )  = o - ~ 

oe 

oder nach der yon der Funktion 0(u, v) ffir ~ = 41 erfiillten Gleichung (8.2): 

~I(O)=-- f f o(i--,~l)kOdudv-~ 
oe 

-~---(I--x,)ffkO~d. dv. 

3 

Also ist nach (4. 23), (8. I5) die zweite Variation fiir 0 (u, v) negativ, und dus 

Minimum kann nich~ stat~ finden. Somit ist die notwendige Bedingung IV a. 

bewiesen worden. 

Warschau, im Oktober I937. 

m 


