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1. Einleitung.

A. Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit dem Analogon der Jacobi-
schen Badingung fir zweidimensionale Variationsprobleme in Parameterdar-
stellung. Drei Probleme sind unten behandelt. TErstens, das Problem des Extre-
mums eines Flichenintegrals iiber ein Flichenstiick, dessen Rand von vornherein
gegeben ist. Zweitens, dasselbe Problem fiir ein Flichenstiick, dessen Rand auf
einer gegebenen Fliche zu liegen gezwungen ist. Drittens, das Problem des Ex-
tremums eines Flidchenintegrals iiber eine geschlossene Fliche.

Wir setzen in allen Problemen voraus, dass die Bedingungen von Euler,
Legendre und Weierstrass, beziehungsweise ihre Analoga erfiillt sind. Dann be-
weisen wir, dass die Jacobische Bedingung eine notwendige und hinreichende
Bedingung fiir das Vorhanden des Extremums ist. Man muss natiirlich die hin-
reichende Bedingung in der starken, die notwendige dagegen in der schwachen
Form fassen.

Es soll noch erliutert werden, was wir unter der Jacobischen Bedingung
verstehen. Fiir jedes der drei Probleme bilden wir ein Problem, das wir assoziert
nennen, und das in dem Auflésen einer partiellen Differentialgleichung zweiter
Ordnung unter bestimmten Randbedingungen besteht. Fir das Variationspro-

blem bei fester Begrenzung ist diese Randwertaufgabe von erster Art; bei varia-
1--38333. Acta mathematica. 70. Imprimé le 12 octobre 1938.
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bler Begrenzung ist sie von dritter Art; endlich, fiir die geschlossenen Flichen
haben wir mit einer partiellen Differentialgleichung iiber eine Kugelfliche zu tun.
Die Differentialgleichung selbst ist mit der Theorie der zweiten Variation ver-
kniipft, bildet eine Verallgemeinerung der Jacobischen Gleichung und enthilt
einen Parameter A.

Dann besteht in allen drei Fillen das Analogon der starken (hinreichenden)
Jacobischen Bedingung darin, dass der kleinste positive Eigenwert des assozierten
Problems grisser als eins ist. Im Falle der schwachen (notwendigen) Bedingung
soll er nicht kleiner als eins sein. In dieser Form wurde die Jacobische Be-
dingung fir das gewohnliche zweidimensionale Funktionenproblem mit einer un-
bekanten Funktion im Falle der festen und der freien Begrenzung von Lichten-
stein! aufgestellt. Fiir die Parameterdarstellung, sowie fiir variable Begrenzung
und fiir geschlossene Flichen scheint mir das gestellte Problem bisher nicht
geldst zu sein. _

Wir betonen es, dass das eigentliche Ziel der Arbeit nur in der Betrachtung
der zwei letzten aufgezihlten Probleme besteht. Das Problem der festen Be- -
grenzung ist nur der Vollstindigkeit halber angebracht und wird daher ganz

kurz gefasst.

B. Die Losung der zwei letzten Probleme (variable Begrenzung und ge-
schlossene Flichen) erforderte eine Eindringung in die Theorie des dritten Rand-
wertproblems fiir partielle Differentialgleichungen. Wir stiitzen uns dabei auf
die Ergebnisse von Lichtenstein.®? Wir schlossen die darauf eingehenden Unter-
suchungen in einen besonderen Paragraphen 5 ein. Ausserdem waren wir ge-
zwungen einige Betrachtungen iiber das Problem einer Differentialgleichung iiber
die Kugelfliche hinzufiigen, die wir in einen Absatz B des letzten Paragraphen 8
einschlossen. ‘

C. Was die Methode betrifft, so stiitzen wir uns auf dze Beziehungen zwischen
der Determinante einer Extremalenschar und den Kriimmungsetgenschaften der Trans-
versalkurve, beziehungsweise der Transversalfliche dieser Schar. Diese zwei Grund-
beziehungen bilden den Gegenstand der Paragraphen 3 und 4. Sie sind Ver-

allgemeinerungen der vom Verfasser aufgestellten analogen Beziehung auf der

! LICHTENSTEIN, Monatshefte fir Mathematik und Physik 28 (1917), 88. 3=—51. Auch Mathe-
matische Zeitsehrift 5 (1919), 88. 26—s51.
* LICHTENSTEIN, Mathematische Zeitschrift 3 (1919), §S. 127—160.
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Ebene.! In dieser Hinsicht bildet die vorliegende Arbeit ein neues Anwendungs-

feld der Transversalenkriimmungsmethode.

D. Noch eine Bemerkung. Wir werden uns oft auf eine bereits erschienene
Arbeit vom Verfasser? berufen. Diese Arbeit enthilt drei Beitriige, welche die
Vervollstindigung der Weierstrassschen Theorie im Falle des Fliachenintegrals
verabsichtigten. Der erste Beitrag enthilt den Beweis der Existenz eines Extre-
malenfeldes, wenn die Jacobische Gleichung eine nichtverschwindende Losung
hat. Der zweite Beitrag enthiilt den Beweis der Weierstrassschen Formel unter
naturgemiss alloemeinen Voraussetzungen iiber die Vergleichsfiiche. Der dritte
Beitrag zeigt, dass die Weierstrasssche Bedingung, falls sie auf der abgeschlos-
senen HKxtremalfliche erfiillt ist, noch in einem die Kxtremalfliche nmgebenden
Felde gilt. Diese Arbeit werden wir nur mit dem Namen des Verfassers und der

Nummer des Beitrags ohne weitere Einzelheiten zitieren.

2. Allgemeine Voraussetzungen und Bezeichnungen.

A. Es sei in dem dreidimensionalen Raum (z, y, z) ein Bereich I3 gegeben.
Fiir alle dem Bereiche JB gehérenden (x, y, z)-Werte und fiir alle solchen Werte
der Veriinderlichen au, %u, 2u, v, Yu, 2v, dass die Matrix

(2 1) ‘ Lu  Yu Zu;g

den Rang 2 hat, sei eine analytische regulire Funktion

(2. 2) Flx, v, 2, 2u, Yu, &0, Toy Yo, Zr)
erklirt.

Wir fithren die Bezeichnung

I =gz — 24 Yo,
(2' 3) M == &y Ty — Xy Ly,

N =TulYv — Yu Ly

fiF die Determinanten der Matrix {2. 1) ein. Fiir die in Betracht kommenden
Werte ist die Ungleichung

L Kpnwpn-Mathematische -Annalen 101 (1929);- 88 6334671.
* KERNER, Monatshgfte fijr Mathematik und Physik-46 (1937),-88. 209—231.
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(2. 4) B+m?+ni>o0

erfiillt. Wir setzen voraus, dass die Funktion (2. 2) von einer besonderen Art ist:
(2. 5) F(z, y, 2, @u Yu, 2w, @, Yo, 2) =, y 2, 1, m, ),

wo die Funktion § fiir alle (x, y, z) des Bereiches &3 und fiir alle die Ungleichung
(2.4) erfilllenden Werte I, m n analytisch regulir und ausserdem noch positiv-
homogen vom ersten Grade ist.

Es sei in der («, v)-Ebene ein Bereich gegeben, der von einer endlichen Zahl
von geschlossenen Kurven der Klasse D’ (glatten Kurven mit endlich vielen
Knickpunkten) begrenzt ist. Dieser Bereich soll mittels der Funktionen

x =z (u, v),
(2. 6) y =y (u, v),
=z (u, v)

in den Bereich J3 des (x, y, 2 Raumes abgebildet werden. Wir bekommen damit
eine Fliche & im Bereiche J3. Dabei setzen wir voraus, dass die Funktionen
(2. 6) stetige Ableitungen

(2' 7) L, !/m ZUy xvs ?/v, y

nach %, v besitzen, fiir welche die Matrix (2. 1) den Rang 2 hat.
Dann sind fiir die Werte (2.6) und (2. 7) die Funktionen F und § erklirt,
und man kann fiir die Fliche © das Integral

(2. 8) 1©) = f f Fla, y, 2, Zu Yo 20 Ty Yoo 22) At d
[<]

oder

(2. 0) 1(@)=ff%(x,y,z, 1, m, n)dudv
(]

bilden. Aus unseren Voraussetzungen folgt es, dass dieses Integral nur von der
Fliche & abhiingt und sich nicht #indert, wenn man eine zulissige Anderung der
Parameter u, v ausiibt.' Das rechtfertigt unsere Bezeichnung I(S), als ein Funk-
tional der Fliche &.

Wir werden auch mit den Vergleichsflichen einer allgemeineren Art, als die

! Vgl. KNESER, Lehrbuch der Variationsrechnung (1925), SS. 305—312.
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oben beschriebene, zu tun haben. Doch soll fiir alle diese Flidchen das Integral
(2.8) oder (2.9) einen bestimmten Sinn haben. Wir gehen nicht auf die aus-
driickliche Beschreibung dieser Flichen ein, weil dies ausserhalb unseres Be-
trachtungsfeldes liegt.! Dagegen werden alle Extremalflichen ausschliesslich
analytisch sein.

Wir setzen voraus, dass
(2. 10) S,y 2 L,mn)>o0
fiir alle (x, y, 2) des Bereiches J3 und fiir alle die Ungleichung (2. 4) erfiillenden

Werte I, m, n. Mit anderen Worten, ist das betreffende Variationsproblem posi-
tev definet.

B. Aus der positiven Homogenitit der Funktion F(z, v, 2, I, m, n) folgt die
Existenz der Funktionen F\,, F, F,, fir welche die folgenden Beziehungen

gelten?:
F“'uxu - F”u?/u o quzu _ F?/uzu . qu“"u . F“'uyu =F
2 - 2 ER - - 4D
m n mn nl Im
(2 II) Fq'u”"'u . F?/uyv . qu Fu F?/ugv + qu?/v L qu”"r + quzv .
) 2 m? n? 2mn 2nl
F. Py Yy + Ff'/u Ty ya
- 12
2lm
va“'v . Fyvyv . szz” . F-’/vzv . szxv o Fa'v?/v = F
I m? n? mn nl Im 2

Aus der Gleichheit (2.5) folgen unter Benutzung von (2.3) und von der
positiven Homogenitit der Funktion § die Beziehungen:

Fyyzy — Feyy, = 251,
(2. 12) Frpey— Fryry = 2 Fm,
| Fryvy = Fyyy, = 2 8-
Fihrt man diese Werte in die zweite der Formeln (2. 11) ein, so bekommt man
Fy ey~ 8 = Fepy, + & = Fymn,
(2. 13) F.poy— Fn=Fuye, + Fun= Fiynl,
Fopy, — Fn = Fypa, + Fn = Fiylm.

! Vgl. KERNER, Beitrag 2.
* Vgl. ForsyTH, Calculus of variations (1927), 8. 486.
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Wir fithren jetzt die Eulerschen (Lagrangeschen) Gleichungen

R
Ex: IQ; _ﬁf“’u avav—o;
7] 0
(2. 14) E, = Fy—%Fyu——a—&Fyv—o,
v 6 v 0 _
Bo= = B — 2= Fo=o0

ein, und bemerken, dass sie identisch die Beziehungen

(2. 135) E,=1E, E,=mE, E.=nkE

erfullen, wo

E

+

l

Fy(lzun + myuu + negn) +

2 Fo{lzuy + myue + 1 2u2) +

+ Fos (12w + mypo + nzyy) —
— (%xl + %J/m + %zn)-

Wir nennen auch die einzige Gleichung
(2. 16) E =o,

die wegen der immer geltenden Ungleichung (2. 4) den Gleichungen (2. 13) diqui-
valent ist, die Bulersche Gleichung.
~ Eine Fliche &, die in jedem Punkte die Gleichungen (2. 14) oder (2. 16)
erfiilltl, nennen wir Extremalfliche. Wir werden, wie gesagt, nur mit den ana-
lytischen Extremalflichen zu tun haben.
Wir sagen, dass fiir die Extremalfliiche & die (starke) Legendre Brunaccische
Bedingung erfiillt ist, wenn in jedem Punkte von © die quadratische Form

Fa*+ 2F,af + Fyf°

der “Variabeln o, g definit ist. Und zwar ist diese Bedingung mit dem Mininrunr
verkniipft, wenn die Form positiv definit ist.

Fir gegebene Extremalfliche & fithren wir die Jacobischen Gleichungen (die
akzessorischen Gleichungen in bezug auf (2. 14))
(2. 17} JzEQ:—'i.Q 6Q:=o,

N Au"%  AGup" v
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(2. 17) JyEQ,,—iQT -—i.Q

Ju~ gy

‘ a J
Jz= 9;—0_1;9;"—57;&” = Q0
ein. Hier bedeutet

Q= Q(, 7, &, &, N, Gus Eo, ey o)

eine quadratische Form ihrer Argumente, deren Koéffizienten von u, » analytisch

abhéingen. Auch gelten die Identititen
(2. 18) J.=1J, Jy=md, J.=nd,

wo [, m, n sich auf die Extremalfliche © beziehen. Um J Vexplizit zu schreiben,
fithren wir die einzige Verinderliche

(2. 19) wo=1l5+mn+n
ein. Dann ist J einem Differentialausdruck J(w) von ® allein gleich. Die
Gleichungen (2. 18) sind wegen (2. 4) der einzigen Jacobischen Gleichung

0
(2. 20) J(a)) = _onw - H( ’1]1 CL)u, + F12 wlu) -

é)u I"lgLUu"‘l'Fng()u):O

d

75\
dquivalent. Die Koéffizienten F,;, F,,, F,, sind durch (2. 11) gegeben; F) schrei-
ben wir nicht explizit. Alle Koéffizienten sind analytische regulire Funktio-

nen von %, v.
Endlich wird die Weierstrasssche Funktion

g(x) Y, &, Za m, n, 7: /;]’7/7 %) Eff— 7%5 _ﬁl%m—/ﬁ,%n

benutzt, wo F fir F(z, v, 2, U,om, @) und ¥ fir $i(x, v, 2, I, m, n) stebt. Wir
sagen, dass fir die Extremalfliche © die (starke) Wererstrasssche Bedingung fir
das Minimum erfiillt ist, wenn fiir jede sich auf & beziehenden Werte z, v, 2,

I, m,n und fiir alle Werte 1, m, # die Ungleichung
Elx,y,2, Lmyn, 1,m, #)=o0

erfilllt ist, wobei das Gleichheitszeichen nur fiir ordentliches Verschwinden von

&, das heisst fiir zu [, m, n proportionale Werte von I, 7, #, statt findet.
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3. Kriimmung der Transversalkurve.

A. Bs sei eine analytische Extremalfliche ©, durch die Gleichungen

I

(u7 /U)’

(u, v

«

P

]

(3. 1)

z
Y
2

n e 8
)

)

gegeben. Durch einen bestimmten Punkt P der Fliche &, dem die Parameter-

|

(u,

<

werte wu, v entsprechen, soll eine analytische Kurve ® gefithrt werden, welche
die Extremalfliche &, im Punkte P transversal schneidet.

Durch die Puunkte von D, die in der Umgebung von P liegen, fiihren wir
die Extremalflichen &,, die von D auch transversal geschnitten werden. Wir
erhalten damit eine Extremalenschar &,, die durch die Gleichungen

(3. 2) y=1y(u, v, a),

ausgedriickt sein moge. Hier bedeutet a den Parameter der Schar &,.

Wir nehmen an, dass die Funktionen (3. 2) in der Umgebung von P analytisch
sind, dass fiir @=o0 die Fliche der Schar (3.2) mit der Fliche &, zusammen-
fallt, und dass der Kurve D auf den Flichen &, dasselbe Parameterpaar u, v,
wie auf &;, entspricht. Setzt man also in (3.2) fiir », v dieses Wertepaar, so
erhilt man die Gleichungen der Kurve D, die eine Transversalkurve der Schar
Sy ist.

Wir bezeichnen mit

Lo Ya &a
(3- 3) A, v,a) =2y Yu 2
xu :l//,] v

die Determinante der Schar &, und setzen voraus, dass
(3' 4) 4(“7 U) a) =’= 07

wo %, v dem Punkte P entsprechen.
Die Aufgabe dieses Paragraphen besteht darin, einen Zusammenhang zwischen
den  Kriimmungsergenschaften der Kurve © tm Punkte P und dem Werte der De-
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terminante 4 nebst threr Ableitungen Ay, 4y, nach wu,v in demselben Punkte P
aufzustellen. Dabei ist nur die Extremalfliche &, und der Punkt P fest bestimmt;
die Schar &, und die Transversalkurve © moigen dagegen variert werden.

B. Da die Funktionen (3. 2) fiir die oben gewihlten Werte u, v eine Trans-
versalkurve D der Schar &, bestimmen, so ist

quxa + .Z"yuya + F Za=0,

“u

(3. 5) .
5 lfxv La + I(vi ya, + ,I’sz Ca = 0,

wo sich die Ableitungen von F auf die Extremalflichen der Schar &, beziehen.

Anderseits folgt es aus der Homogenitit von §§ in bezug auf [, m, n:

I'Y:r.uxu + I'yyuyu + quzuz F,

Frozy + Fy, gy + F, 2, =0,

(3. 6)
. 1111'1, Ly + ]f’yv yu + Zﬂzv Zu = O,

.Z(Y;rvxv + I"yvyv + .FZUZU= F

Wir losen die erste Gleichung (3.5) und zwei erste Gleichungéri (3.6) in
bezug auf F., Iy, I, auf, was wegen (3.4) im Punkte P moglich ist. Dann

losen wir die zweite Gleichung (3. 5) und zwei letzte Gleichungen (3.6) in bezug

auf F,, I, I, auf. Wir bekommen:

Al

F F
qu:. 2(%’20—‘3@?/(;)§ Fyu: *(vaa‘*xvga)} qu= 2(xvya_?/vxa);

(5.7 7
3-7)
F F F
va == —Z(yuza _‘Zu?/a); Fyv: _Z(Zuwa - xuza); sz = _Z(xuya '—?/uxa)-

Wir fithren die quadratischen Formen
Mu(& 0, Q)= Faa & + Foy &+ Frp kL +
-+ I‘Ty“'ung + I’Tyyuﬁz + Fyzu"]C +
+ For, {5+ Foy {n + For B
My(§ 1, 0)=Fre)§ + Froy 50 + Foo 5L+
+ Lyzy i+ Fyy,q® + Fyoynl +
+ .szvcg + F;yvc”] '*' F;zvcg

2—-38333. Acta mathematica. 70. Imprimé le 12 octobre 1938.
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ein und differenzieren die erste Formel (3. 5) in bezug auf a:

Py, Taa + Fy, Yaa + Fi, 200 +

+ My(xq, Yo, 2a) +

+ quxuxa Lug + Fyuxuya Lug + -qu:vuza Zya +
=+ quyuxa?/ua + Fyuyu YaYua + ﬁyzuyuza!/ua +
+ I

u A

Za Zua + Fyuzu Ya Zug + Iyzuzuza Zug T

+ qua:vxaxva + Fyu:r,,yaxva + I

ity faLoa +

+ quyvxa?/va + Fyuyv YalYva + quyvza Yoa +

+ quz,v«’l/'azva + By, 2 Yo 2va + F,, ., 24200 =0.

Wir beschrinken uns jetzt auf den Punkt P und fithren in drei erste Glieder
die Formeln (3.7) ein. Wir benutzen ausserdem die Formeln (2. 11) und (2. 13)
Die Beziehung (3.9) wird zu

¥ La Ya Za

2, Zoa Yaa Zael| Tt ]llu(xay Ya, Za) +
Ly Yo &y

(3. 10)
+ Fy(lza + mya + n2e)(l Zua + MYua + 7 2ua) +
+ F(laa + mys + n2e)(2va + Mmypa + n20a) +

+ %l(yazm —Zajl/va) + %m(zaxva —xazva) —+ %n(xa?/va —?/axvn)zo'

Es folgt aus (3. 3), dass®

La __ Ya Ea

.11 = = =
(3 ) %l %m %n
woraus, da

lag+ mya +nzy = A,

I +mFn + nFu=2F,

(3. 12)

man bekommt (mit Beriicksichtigung von (2. 10))

A A A
(3- 13) xa:F%Zy ?/a:F%m, Za=fv%n~

! Vgl. KNESER, loc. cit., 8. 331.
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Aus (3. 11) folgt es, dass sich drei letzte Glieder von (3. 10) aufheben.
Differenziert man (3. 12) nach « und v (was gestattet ist, da (3. 12) auch in
Umgebung von P gilt), so wird

( ) { Zua + M Yua + N 2uag = Ay — (luxa + My Yo + nuza),
3. 14
loya + MYva + neve= Ay — (luzg + MyYa + 1 2,).

Wir fithren die quadratischen Formen

Nu(g, 771 C)E(Zg_’_ m’? + ng)(lug-i' m“’? + nu;)’
Ni‘(gy 7, C)E(Z.E + mn + n:)(lvg + Wy 7 + nvg)

(3. 13)

ein und setzen noch

L& m, §) = M,(§, 7, §) — Fyy Nu (&, 7, §) — Fia Ny (&, n 0,
L”(g’ B C) = Mv(§) , C) - FlzNu(E» uE C) - F22M7(§1 m C)

(3. 16)

Dann wird (3. 10) unter Benutzung von (3. 14) zu

7 Xa Ya Za
(3. 17) = |Faa Yaa Zaa + Lu(%a, Y, 20) + A (Fyy 4y + Fry 4) =o0.

XLy Yo 2y

Differenziert man die zweite Gleichung (3. 5) in bezug auf @, benutzt man die
Definitionen (3. 8); (3. 15) und (3. 16), so kommt man ganz analog zur Formel

La Ya Za
. F
(3 18) — 7 Zaa Yoo Zaa| T+ Lv(.’L'a, Ya, Za) + J(FH Ay + F224”) =0.

Lu Yu Zy

Die Formeln (3.17) und (3. 18) bilden den Ausgangpunkt fast aller spd’te%en
ﬁberleyungen. Wir wollen ihnen eine etwa mehr geometrische Gestalt geben,
indem wir den Parameter a eliminieren und ihre Invarianz ans Licht bringen.

C. Wir fithren in L, und L, fiir x4, 94, 2, die Werte (3. 13) ein und be-
merken, dass L, und L, quadratische Formen sind. Die betreffenden Glieder

werden zu
A? A
ﬁLu (%l: %m> %n); FELL' (%l, %m, %n)
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Dann dividieren wir die Formeln (3.17) und (3.18) durch #°. ‘Es bleibt das
erste Glied zu transformieren. Wir beschrinken uns auf das Glied

Za Ya Za

ZLaa Yaa ZFaa

(3. 19) 3
) xu yp ZU
in der Formel (3.17). Was die Formel (3.18) betrifft, so verfihrt man ganz
analog.

Wir machen voriibergehend anstatt (3. 4) die Voraussetzung

(3. 20) A (u, v, 0) > o.

Ist # <o, 80 soll man nur das Vorzeichen von « umtauschen. Wir finden
aus (3.13) L »
g—p Tt Vit 2

VE + Fn+ 3

oder

ds
s

Vg TEm i

wenn man auf der Kurve © die Bogenlinge s in der mit a iibereinstimmenden

Richtung als Parameter einfithrt. Dann kann man (3. 19) in der Form

da da da
Ta qs Yo a5 0 qs
L+ Fn + TP
(3. 21) @——%FT%) da\* ~ (da\* d,,‘?)z
Taakgs) Yoo\ds “Nds
Ty Yo Ey

schreiben.
Jetzt fithren wir den tangenten Einheitsvektor t mit den Komponenten

L _dz__ da
x—ds_x"ds’
_dy_ da
(3. 22) ty_ds BEAT T
tz_dz_ da

“ds  ds
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und den Kriimmungsvektor v mit den Komponenten

2 2 2
L doc:gc(w(_d_.a)+ d*a

T dst ds) T Teas’
d*y d a\*® d*a
fv—dsi—%a(:z;‘) tegE
—%e_  (da) d'a
*T AT T\ g % s

ein. Dann wird die Determinante in (3.21) zu

tg; ty tz
r:l: ’:y l‘; .
Ty Yv &u

Wir erhalten somit die endgiiltige Form der Formeln fiir die Kriimmung der
Transversalkurve:

. t, t
(S;fl2 + %iu + %2)8/2 1 I'Y 411. + F?‘d'
- .1’72— R T Ty L)+ F",z L, (%[y %m: %n) + U __'4_' Pl = 0,
) Ty Yo Zv
(3. 23)
- bty t |
&+ T + Tl I Fod,+ Fyody .
~ oL "%—gs‘_‘)‘ Lx Ty T:|+ I‘E L, (3‘17 %m, t n) + - s “J“ =0
Ty Yu Zu

Es sei moch explizit betont, dass wegen (3.20) ‘die Richtung des Vektors t
50 bestimmt wurde, dass die Richtungen du, dv,t ein mit x, y, 2 gleichorientrertes
Trippel bilden. Wire aber von Hause aus .7 < 0, so sollte man das Vorzeichen
von a wieder riickgingig umtauschen, was das einzige o enthaltende Glied (das
dritte Glied) ohne Einfluss lisst. Die Orientierung du, dv, t bleibt also immer
dieselbe.

Nehmen wir an, dass die Extremalfliche &, gegeben ist, dass die Parameter
u, v auf &, bestimmt sind, und dass der Punkt P fest gewihlt ist. Dann be-
ziehen sich die ersten Glieder der beiden Formeln ausschliesslich auf die Kriim-
mungseigenschaften der Transversalkurve P, die zweiten sind fest fiir alle mog-
lichen Extremalscharen, die dritten endlich hingen von der Schardeterminante
4 und ihren Abieitungen nach u, v ab.
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Betrachtet man die Formeln (3.23) vom Standpunkt der affinen Geometrie
der Fliche &, aus, so bilden ihre linken Seiten die Bestimmungszahlen eines
kovarianten Vektors auf der Fliche. Doch muss man zuerst in der zweiten
Formel das Vorzeichen abindern und die Reihenfolge der beiden Formeln um-
tauschen, wenn die Bestimmungszahlen den Variabeln #, v entsprechen sollen.

4. Kriimmung der Transversalfliche.

A. Es sei wieder eine analytische Extremalfliche &, die durch (3.1) be-
stimmt ist, gegeben. Sie sei in eine Schar &,, die durch (3.2) bestimmt ist,
eingebettet. Es sei insbesondere die Ungleichung (3.4) erfillt.

Wir setzen voraus, dass auf der Fliche &, eine analytische regulire orien-
tierte Kurve € liegt, die durch die Gleichungen

w=uls),
(4. 1)

v=10(s),
definiert wird. Es sei immer
(4. 2) us + vs > o.

Wird in Umgebung eines Punktes P der Kurve € dem Parameter s auf der
Fliche &, ein anderer Parameter ¢ hinzugenommen, der auf € verschwindet,
und ist

so wird der Teil der Umgebung, wo
g >0,

die positive Seite der Kurve § genannt.

Jetzt fiihren wir durch die Kurve € eine Fldche T, welche die Extremalfidichen
der Schar &, transversal schneidet. Diese Transversalfliche ¥ konnen wir uns
als von den durch einzelne Punkte P der Kurve € gefiihrten Transversalkurven
D der Schar &, gebildet vorstellen. Auf diese Kurven konnen wir die Formeln
des vorigen Paragraphen anwenden.

Auch in dem Raume unterscheiden wir in der Umgebung der Transversal-
fliche T die positive Seite von ¥.

Jetzt multiplizieren wir die erste der Formeln (3. 23) mit v,, die zweite mit



Flichenprobleme der Variationsrechnung. 15

— u;, und addieren (wir bilden das skalare Produkt des am Ende des vorigen
Paragraphen beschriebenen Vektors mit dem Vektor us, vy):

t. t t
P+ Jm + T I
B Ba £ B e, ) | oms 1L (B B $0) v — L B Sl +
(4. 3) Ts Ys 2
+ (ans*Flz“s)du + (Flzvs_F22“ﬂ)4v= o
i
Wir entwickeln die Determinante
te oty
(4. 4) e Ly U= —(Calte + tyty + to10),
Xs Ys &s
WO
n:c = ty Zs - tz ys,
(4. 5) Ny =t,x; — t, 2,

1, = txys - tyxs

die Bestimmungszahlen eines zur Fliche ¥ normalen Vektors 1 sind, der nach

der positiven Seite von & gerichtet ist. Der Vektor 1t verschwindet niemals.
Jetzt fiihren wir den Kriimmungsradius ¢ der Transversalkurve D im Schnitt-

punkte P mit der Fliche &, ein. Er hiingt von s ab und ist durch die Formel

I
=1z + Iy + 12

gegeben. Bezeichnet 6 den Winkel zwischen der Hauptnormale der Kurve D
(Richtung 1z, ty, 1) und der positiven Normale der Fliche ¥ (Richtung n,, 1y, 1),

so folgt
LxNe + Lylty + T:10;

cos 0 = = - : - =
Vi + ) + 1) (s + ny + ni)
oder
_9
cos 0—n (tamte + TyMy + T10),
wo
(4. 6) n? =n; + ny + n:.

Benutzt man dies in der Formel {4. 4), so folgt
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ts

(4. 7) Lz
v .
Jetzt betrachten wir den
Kurve €) der Transversalfliche
rithrt.

Michael Kerner.

t, t:
1 cos 0
Yy L|=-———-:
0
Ys &5

ebenen Normalschnitt (immer im Punkte P der

E, der die Transversalkurve ® im Punkte P be-
Es sei R der Kriimmungsradius dieses Schnittes im Punkte P, nach der
positiven Seite von T positiv geziihlt.

Dann ergibt der Meusniersche Satz

0=R cos 0,

woraus fiir die betrachtete Determinante die Darstellung

(4. 8)

folgt.

Ts

£

n
ty rz - —E
Ys &5

Fiihren wir den Ausdruck (4. 8) in die Formel (4. 3) ein, so bekommen wir

n(@ + T+ F)" 1
- F® R

(4. 9)

N

Wir wollen hier noch die Grésse n umformen.

(3. 22), dass
ts

t.

Fiou, —

+ 2 (Lo (1 Sms B ts — L (e, T S v +

11 vx) Ju, + (szz Us — F12 US) J’U .

~ =
Es folgt aus den Formeln

La
i:’
Vi + y2 + 2
imv—~—g——a_‘.__a
Vai + yi + 22
i__:_____L_—:,
Vacé+y§ + 25

woraus man nach (3. 13) bekommt

tz

+ I S -

TVE 4+ T+ S
Bm

* VE + Fo +

k)

==
2
&n
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Sn

o=t — .
V& + 3o+ 3

Fiihrt man diese Werte in (4. 5) und dann in (4.6) ein, so folgt

- ﬂ%m 25— Fnys) + Faws — oz + (%l Ys — Om xs)z‘
ek VE T

Wir bezeichnen:

n(F -+ Fn + F)"
FZ

3

(4. 11) A=

I

(4* 12) BEﬁvZ

[Lv (%h Sm, %n) us — L (%h B, Tn) Z’S]v

und schreiben die Formel (4. 9) in der Gestalt:

(Fyg s — Iy vs) A + (Fog s — iy v) 4y =0
d 7

A
(4. 13) E+B+

oder

%—i— B+(F12us_ Fllvs)

%lg A + (Fys s —vas)%lg 4= o.
Das ist die Fundamentalformel fiir die Krimmung der Transversalfliche. Auf ihr
soll sich die Hauptzahl der folgenden Uberlegungen basieren.

Sind die Extremalfliche &, und die Kurve € auf ihr fest gewihlt, so sind
A, B und die Koéffizienten von A, A, wohl bestimmte Funktionen des Para-
meters s. Also schafft die Fundamentalformel (4.13) eine Beziehung zwischen
einer Krimmungseigenschaft der Transversalfliiche ¥, die in dem Kriimmungs-
radius B des die Transversalrichtung zur Fliche &, enthaltenden Normalschnittes
von T ihren Ausdruck hat, und der Determinante .# (nebst ihrer Ableitungen
Ay, 4y) der Schar &, die von T transversal geschnitten wird.

B. Wir heben jetzt die wichtige Bigenschaft von A auf:
(4. 14) A4 >o.

In der Tat folgt aus (4. 10) und (4. 11), dass A nur dann verschwinden kann, wenn

BB
Zs Ys Zs

(4. 15)

3--38333. Acta mathematica. 70. Imprimé le 12 octobre 1938.
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Da aber die Richtung (J, Fn, Fr) nach (3.13) die Transversalrichtung ist, die
nach (2. 10) nicht in der Extremalfliche &, liegen kann, so sind die Gleichungen
(4. 15) unmoglich zu erfiillen. Damit ist die Ungleichung (4. 14) bewiesen.

Wir fithren der Bequemlichkeit halber die Funktion k

(4. 16) h(s) E% + B

ein. Diese Funktion kann auch als ein Kriimmungsmass dienen. Die Funda-

mentalformel (4. 13) schreiben wir jetzt
(4. 17) (Fious — Fyyv) Ay + (Fagts — Fiave)dy + hd =o0.

Sind einige Transversalflichen (z. B. ¥ und ') durch dieselbe Kurve €
gefithrt (sie entsprechen selbstverstindlich verschiedenen Extremalscharen &, und
©'4), so dient der Vergleich der Werte von h und A’ zur Beurteilung der ge-
genseitigen Lage der beiden sich berithrenden Flichen T und ¥

Es sei in der Tat lings der Kurve €

(4. 18) B > h.
Dann folgt es aus (4. 14) und (4. 16), dass

R

R~ R
Alle Normalschnitte von ¥ liegen an der positiven Seite der Normalschnitte
von ¥. Dabei sind beide Normalschnitte durch dieselben Ebenen erzeugt, die
durch die Transversalrichtungen zu &; normal zu ¥ und ¥’ gefithrt sind. Wir
bemerken noch, dass diese Ebenen nicht zu &, tangent sind, weil sie die Trans-
versalrichtungen enthalten. Dies erstattet uns zu behaupten, dass die Trans-
versalfliche T an positiver Seite der Transversalfliche T liegt (in der Umgebung
von @) '

Liegt umgekehrt T’ an positiver Seite von ¥, so ist

K zh

Ist insbesondere die Kurve € geschlossen ohne mehrfache Punkte, so wihlen
wir immer den positiven Sinn auf € so, dass die positive Seite von € im Innern
von € liegt (die innere Normale ist dann die positive Normale). Ist dann fiir
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zwei Transversalflichen ¥ und %' durch € die Ungleichung (4. 18) erfiillt, so
liegt die Transversalfliche T an der inneren Seite der Transversalfliche T. Diesen,
etwas unklaren Ausdruck kann man so verstehen, dass die zu &, benachbarten -
Flichen einer analytischen, &, enthaltenden Flichenschar die Flichen ¥ und ¥’
so schneiden, dass der zweite Durchschnitt im Innern des ersten liegt. Wir
gehen nicht auf diesen Gegenstand ausfiihrlich ein.

C. Jetzt wollen wir fiir den Fall der geschlossenen Kurve ¢ ein eng mit
unseren Untersuchungen verbundenes Randwertproblem iiber partielle Differential-
gleichungen zweiter Ordnung aufstellen. Wir bemerken dazu, dass

(4. 19) , ; A(u, v,0)= 1%, + my, + 12,

und da 4, ¥a, 2o fiir @ =0 die Jacobischen Differentialgleichungen (2. 18) erfiillen,
so ist A (u, v, 0) eine Losung (fiir w) der einzigen Gleichung (2. 20):

0 ni 0 nl
(4.20) —J(A) = 0—-@;(1*11 dy+ Fiyd,) + 0—0( o A + Fog Ay) — Fy 4 =o0.

Wir sehen also, dass «# im Innern von € eine Losung von (4. 20) mit der lings
"€ zu erfiillenden Randbedingung (4. 17) ist. »

Ist also die zu &, transversale Fldche, ¥, also auch die Funktion h(s) ge-
geben, so besteht eine notwendige Bedingung dafiir, dass ‘T eine Transversal-
fiiche einer ©, enthaltenden Extremalschar sei, darin, dass das Problem (4. 20)
mit der Randbedingung (4. 17) eine nichttriviale Losung o besitze.

Wir wollen fiir weitere Zwecke dieses Problem ein wenig allgemeiner fassen.
Wir fihren eine Zahl

(4. 21) g<o

ein, die fiir alle u, v die Ungleichung

g < — Fy(u, v)
erfiillt, und dann noch

(4. 22) k(u, v)= — q— Fy(u, v).
Dann ist
(4. 23) k(u, v) > o.

Wir bilden die Differentialgleichung
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0 o
(4. 24) A{w)= 0—“(F11 . + Fy) + 5—0(1’12 wy + Fppo)+qo +1ko=0

mit der Randbedingung
(4. 25) I'ow) = (Fyus — Fiyv) 0y + (Faetts — Frgvs) wy + Lhow =0

laings der Kurve €. Fir A=1 fillt das neue Problem mit dem vorigen zu-
sammen.

Wir nennen das Problem (4. 24), (4.25) das assozierte Differentialproblem fiir
die Extremalfiiche ©, und die Transversalfliche X.

Ist ¥ die Transversalfliche einer Extremalenschar &, so ist L = 1 ein Iigen-
wert des assozierten Problems, und die Determinante .# der Schar (immer fiir ¢ = 0)

die zugehorige Eigenfunktion.

D. Wir baben alle Ergebnisse unter der Voraussetzung (3. 4) iiber die Schar-
determinante erhalten. Ist dagegen in einem Punkte P der Extremalfliche &,

(4. 26) A4 = o,
so folgt aus den Formeln (3. 13), dass im Punkte P der Kurve ®

.’Za:O, y(’,:(), Zq = Q.

Also darf ¢ nicht zuom Parameter auf der Kurve © gewihlt werden. Die Formel
(4. 17) kann in diesem Falle falsch sein.

Doch wollen wir zwei Fille von (4. 25) betrachten:

1. s set 4=o0 in einem isolierten Punkte P der Kurve €. Dann koénnen
wir die Gleichung {(4.17) fiir den Punkt P durch Grenziibergang (im analytischen

Falle) aufstellen. Im allgemeinen wird

:00’

weil die Transversalfliche in P einen singuliren Punkt hat. Ausnahmsweise

kann aber h auch endlich bleiben, was zur Beziehung

(Fious — Fyyvs) Ay + (Fogus — Fiavs) 4y =0
fahrt.

2. EBs sei 4=o0 lings der ganzen Kurve ©, aber nicht identisch auf &,
(€ ist dann eine Brennlinie der Extremalenschar &,). Wir behaupten, dass man
lings € in der Formel (4. 17)
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h= o

setzen muss, falls noch die Legendre-Brunaccische Bedingung erfiillt ist.
Nehmen wir im Gegensatz an, dass h lings eines Bogens von € endlich ist.
Dann folgt aus (4. 26) erstens nach (4. 17) und zweitens durch Differenzierung
in bezug auf s
(Frgtts — Iy ve) Ay + (Fogus — Fiav) 4y =0,

%sdu + 'Usdg) = 0.
Die Determinante dieses Gleichungssystems (in bezug auf A, 4,) ist gleich
— (Fyv: — 2 Fiyvsus + Fopus),

also nach der Legendre-Brunaccischen Bedingung von Null verschieden. Wir

finden also
Ju/ = ()7 JU =0

kings des Teilbogens von €, was nach (4.26) unter Beriicksichtigung der Ana-
lytizitit und der Differentialgleichung (4. 19) zum identischen Verschwinden von
A fihrt, entgegen der Voraussetzung.

Doch sei es ausdriicklich betont, dass im Falle der Brennlinie die geometrische
Bedeutung (4.16) von k& fallen muss. In der Tat, soll die Transversalfliche T
liings der Brennlinie € nicht notwendig singulir sein (z. B. eine Riickkehrkante

besitzen, oder zu einer Kurve ausarten). Sie kann auch regulir sein: dann ist

L endlich, obwohl man in der Formel (4. 17) h = % setzen muss.

B

5. Hilfsmittel aus der Theorie der partiellen Differentialgleichungen.

A. Wir wenden uns jetzt der Untersuchung des assozierten Differential-
problems bei gegebener Transversalfiiche (also bei gegebenem h) zu. Wir fassen
das Problem ein wenig allgemeiner, indem wir in die Randbedingung noch die
Konstante ¢ einfiihren.

Es sei also ein Bereich & der u, v-Ebene gegeben, der von einer analytischen
reguliiren Kurve ( ohne Doppelpunkte begrenzt ist. Der Umlaufssinn der Kurve
C soll so gewihlt werden, dass er mit der inneren Normalen ein mit u, v gleich-
orientiertes Richtungenpaar bildet.

BEs sei im Bereiche & eine analytische regulire Funktion w (%, v) gesucht,
welche die selbstadjungierte Gleichung
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B

(5.1) Alw)="(Fou+ Fyw)+ (%(Flzwu + Fpw) + qo + Ako=0

>

U

erfiillt, und am Rande (° der Bedingung

(5. 2) I(w) = (Fyus — Fyyve) wy + (Fagtts — Frovdwy + A(h + 6w =0

genug tut.
Wir setzen die Legendre-Brunaccische Bedingung fiir das Minimum voraus.

Dann ist die Form .
Fya? +2F a8+ Fyp

positiv definit. Die Gleichung (5. 1) ist vom elliptischen Typus. Wir setzen
noch voraus, dass die Ungleichungen (4.21) und (4. 23) erfillt sind:

(5. 3) q <o,
(5. 4) k>o.

Alle Funktionen sind analytisch regulir.
Unter angenommenen Voraussetzungen hat das gestellte Randwertproblem

! Wir bezeichnen mit A, (¢) den kleinsten

unendlich viele positive Eigeuwerte 1;(c).
positiven Eigenwert. Dabei ist die Abhingigkeit von der Konstante ¢ explizit
ausgedriickt. ,

Es bedeute D’ die Klasse der stetigen Funktionen 6 (u, ) im Bereiche &, die
abteilungsweise stetige partielle Ableitungen 8,, 8, erster Ordnuug haben. Dann

folgt aus der Lichtensteinschen Theorie® nach einer leichten Umformung, dass

1
4 (¢)

dem Maximum des Funktionals

(5. 5) lfkﬂzdudv +é[(h+c)0‘~‘ds

gleich ist, wenn 0 (u, v} alle Funktionen der Klasse D’ durchliuft, fiir die
(5. 6) ff(FnOZ—i—2F,20.u0L,+F220";—q02)dudv=I
' S

erfiillt ist.

! Vgl. LICHTENSTEIN, loc. cit. (Math, Zeitschrift 3), S. 143.
* Vgl. LICHTENSTEIN, loe. cit. (Math. Zeitschrift 3), SS. 157—160.
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Nach Lichtenstein ist 4,(c) ein einfacher Eigenwert. Die Funktion 8, (u, v),
fiir welche das Funktional (5. 5) sein Maximum annimmt, ist dem Bigenwert 4, ()
entsprechende Kigenfunktion. Sie bewahrt im Innern von & ein konstantes Vor-

zeichen. Wir nehmen an, dass sie dort positiv ist:
(5 7) 61(”) ’U)>O,

und wollen beweisen, dass sie noch am Rande  die Ungleichung (5. 7) erfiillt.
Um die Kernuntersuchungen nicht zu unterbrechen, werden wir diesen Beweis am
Ende dieses Paragraphen (Absatz C) anfithren.

Wir betrachten hilfsweise neben dem Problem (5. 1), (5.2), das einen Fall
der dritten Randwertaufgabe bildet, noch die erste Randwertaufgabe. Sie be-
steht in derselben Differentialgleichung (5. 1) unter der Nebenbedingung

(5. 8) w=0

lings des Randes ( Wir bezeichnen A7 den kleinsten positiven Eigenwert des
Problems (5. 1), {5.8). Nach Lichtenstein ist dann

(5. 9) | (e <At

B. Wir werden jetzt einige Eigenschaften von 4,(c), als Funktion von ¢,
aufstellen.

1. Die Funktion A, (c) ist eine nicht wachsende Funktion von c.

In der Tat, aus der Tatsache, dass 1/A,{(c) das Maximum von (5.5) unter
einer von ¢ unabhiingigen Nebenbedingung (5.6) ist, folgt es, dass 1/4,(c) als
Funktion von ¢ nicht abnehmen kann. Daraus folgt die Behauptung.

2. Wenn ¢~ + o, so gilt 4, (c) - o.

Fiir ein beliebiges, festes, (5.6) erfiillendes 6 (u, v), wichst (5. 5) mit ¢ unbe-
grenzt. Dasselbe gilt dann fiir das Maximum 1/4,(c) von (5. 3).

3. Wenn ¢— — o, so gilt A (c) > A}. In mancher Hinsicht strebt dann
die dritte Randwertanfgabe an die erste.

Als eine nicht wachsende Funktion hat 4,(c) fiir ¢ > — % einen positiven

Grenzwert 4, fiir den nach (5.9) die Ungleichung
o =A%
gilt. Setzen wir voraus, dass entgegen der Behauptung

(5 IO) Z’O < A‘Ta
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und wiihlen eine Zahl 2, fiir welche

(5. 11) Ao < A< AE
Es ist fir jedes
(5. 12) A (e) < A
Da A7 der kleinste positive Eigenwert der ersten Randwertaunfgabe (5. 1), (5. 8)

ist, so ist 4 nach (5.11) kein Eigenwert derselben Aufgabe. Dann existiert eine
Losung w(u, v) der nicht homogenen Aufgabe

d i 7] | .
(5. 13) %(Fn wut Fipo,) + (Tv(F”w“’ + Fpw)+qo+ ko =o0,

(5. 14) w(s)= 1.

Die Funktion w(u,v) kann nicht in & negativ werden. Denn wiire es so, so
wirde o(u, v) eine Eigenfunktion der ersten Randwertaufgabe fiir einen Teil-
bereich & von & sein. Dem Teilbereiche & entspricht ein kleinster positiver
Eigenwert, der grosser als A* ist!, und destomehr grésser als 1. Die Bigenfunk-
tion w(u, v) dirfte also nicht der Gleichung (5. 13) geniigen. Also ist

(5. 18) w(u, v) = o0

und nicht identisch w(w, v) =0 (es ist sogar w (u, v) > 0, doch wollen wir den
Beweis vermeiden).

Anderseits erfiillt die Funktion 0, (u, v), die wir jetzt mit 6 (u, v) bezeichnen,
die Gleichung (5. 1):

7 a
(5. 16) ﬁ(Fnou FE30) + 5 (Fiy0u + Fiy0) + g6 + 1y (@) k0 =0

und die Nebenbedingung (5. 2):
(5. 17) (Frous — F vs) 0, + (Fpptts — Flgps) 6, + A (c)(h + )0 =o.

Wir moultiplizieren (5.13) mit 6 und (5.16) mit » und subtrahieren. Dann
integrieren wir iber & und wenden auf die Differentialglieder die Greensche
Formel an:

! Vgl. LICHTENSTEIN, loc. cit. (Monatshefte), S. 12.
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[ {0 [(Figus — Fiy0) 00 + (Fogtts — Frovs) 0] —
é
(5. 18) —0[(Fyyus — Fyyv) oo + (Fptts — Fryv) nl} ds +

+ f{[j' Lidkwbdudv=o.
o+

Im ersten Integral setzen wir fiir den Koéffizienten von w den aus (5.17)
erhaltenen Wert und fiir w den Wert 1 nach (5.14). Das zweite Integral ist
positiv nach (5. 12), (5. 4), (5.15) und (5.7). BEs folgt daraus

[ {_ 241 (C) (h + 6)0 - 0 ((Evlg Ug — Z‘Pn ’Us) Wy -+ (F22 Us — F12 Us) CUU]} dS << a,

é
oder
(5. 19) [[l, (b + ¢) + (Fyus — Fiyv) o + (Fastts — Fia v ) 0ds > o.

e

Betrachten wir den in den eckigen Klammern enthaltenen Ausdruck. Strebt

¢ gegen — oo g0 ist
2 (c) > Ay
also
Ale)(h + ¢) » — .

Fiir geniigend grosses negatives ¢ ist also der betrachtete Ausdruck negativ. Da
6 nach (5.7) positiv ist, so fithrt (5.19) zum Widerspruch.

Damit ist die Ungleichung (5.10) als unméglich anerkannt und die Be-
hauptung 3. bewiesen.

4a. Die Funktion A (c) ist nach links (und nach oben) halbstetiy.

Es sei fiir einen Wert ¢, von ¢ die Eigenfunktion (3. 7) gleich 6, (», v). Dann
folgt aus der Grundeigenschaft von 1/4,(c), dass fiir jedes ¢

1

7 (C)fokﬁl dudv + ./A(h+ )6’ ds,

$ e
oder
ll(c)fokﬂ‘;’dudv—i- f(h—i— co)ﬂfds+(c—co)f0fcls,
1 ’ .
53 Vel o

oder endlich
4—38333. Acte mathematica. 70. Imprimé le 13 octobre 1938.
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- I = I — 2 >
(5. 20) = 5.0 + (e co)fwﬁ1 ds.
&

Also ist 1/4,(c) nach unten halbstetig, und 4, (c) nach oben halbstetig. Da
aber A, (¢c) nicht wachsend ist, ist es auch nach links halbstetig.

Nebenbei sei bemerkt, dass nach (5.20) 1,(¢) nicht nur »nicht wachsend>,
sondern auch abnehmend ist.

4b. Die Funktion A, (c) 7st nach rechts (und nach unten) halbstetig.

Wir betrachten die zweite Randwertaufgabe, die aus unserem Problem (5. 1),
(5.2) fiir verschwindendes 1 entsteht:

0

g (Fn wy + Iy w,—) +

0u ) . (1"12 Wy + 14722 (Ulv) + qw =0,

(Fious — Fy v oy + (Fagtts — Fyy v) w0, = 0.

Es existiert wegen (5. 3) fiir diese Aufgabe eine Greensche Funktion, die wir mit
I'(u, v; &, v) bezeichnen. Ist 6(u, v) die Losung des Problems (5. 1), (5.2), so
folgt, wie im Falle von (5.18), unter Benutzung der Greenschen Formel und

nach einem Grenziibergang im Punkte (7%, 7) die Gleichung

(5. 21) zin[ [ka‘ﬁdudv + f(h + ¢ I‘Bdudv] = 6 (&, v).
s ¢

Wir haben vor uns eine homogene Fredholmsche Gleichung zweiter Art. Sie
ist von einem allgemeineren Typus, als gewdhnlich, weil neben dem Doppelinte-
gral ein einfaches Integral auftritt. Doch ldsst sie sich, wie fiblich, behandeln.
Der Kern hat eine Singularitit vom logarithmischen Typus fiir « =&, v="10.

Unseres 1,(c) ist gleich dem kleinsten positiven Eigenwert der Gleichung
(5.21). Wir diirfen auf (5.21) die von Hilbert' auf singulire Kerne iibergetra-
gene Fredholmsche Theorie anwenden. Also sei

D2, ¢

der Fredholmsche Nenner in Hilbertscher Fassung. XEr ist eine ganze Funktion
von 4 und ¢. Die kleinste positive Wurzel der Gleichung

! HILBERT, Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen (1912),
88. 30—38. Auch kann man die Poincarésche Methode fiir singulire Kerne benutzen; vgl. GOUR-
SAT, Cours d’analyse mathématique 3 (1923), SS. 384—386. )
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(5. 22) D(t =0

in bezug auf 1 ist gleich dem Eigenwert 1,(c). Wir wissen schon, dass 4, (¢) eine
abnehmende Funktion von ¢ ist.

Wiihlen wir einen bestimmten Wert ¢, von ¢. Dann existiert die rechtseitige
Grenze von A,(c¢), wenn ¢ gegen ¢, von rechts strebt. Wir bezeichnen

lim 4,(c) = A.

¢ Cy+0

Dann ist sicher (der Monotonitit von 4,(c) wegen)

(5. 23) 0 < A=A (e).

Da fiir jedes ¢
Do), cj=o0

k)

so folgt aus der Stetigkeit von D (1, ¢), dass anch nach dem Grenziibergang

Dk ¢)=o.
Also ist 4 eine Wurzel der Gleichung (5. 22) fiir ¢ = c,, und da 2, (¢,) die kleinste
positive Wurzel dieser Gleichung ist, muss man in (5.23) das Ungleichheits-
zeichen ausschliessen. ‘

Wir sehen also, dass
lim 4, () = 4, (c)),

c— G+ 0
womit die Behauptung 4 b. bewiesen worden ist.

Aus 4a. und 4b. folgt

4.  Die Funktion A,(c) vst stetig.

Zusammenfassend konnen wir ‘sagen, dass der Fkleinste positive Figemwert
y(c) des dritten Randwertproblems (5.1), (5.2) vom kleinsten positiven Eigenwert
At des ersten Randwertproblems (5.1), (5.8) stetig bis Null abnimmt, wenn ¢ von
— o lis + oo wdchst.

C. Es bleibt noch den weggelassenen Beweis zu vervollstindigen, dass die
Eigenfunktion 6(w, v), die dem kleinsten positiven Eigenwert entspricht, nicht
nur im Innern von & sondern auch auf dem Rande (° positiv bleibt.

Setzen wir im Gegensatz voraus, dass in einem Punkte P (u, v) des Randes

(5. 24) 0 (u, v) = o.
Dann folgt aus (5. 2), dass in P
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(5. 23) (Fypus — Fyyvd Oy + (Fyp s — I504) 6, = 0.

Anderseits nimmt 6(«, v) auf dem Rande (° sein Minimum o im Punkte P an.
Wir haben also in P
f,=o0

)

oder

(5. 26) us By + v:0, = 0.

Aus (5.25) und (5.26) folgt unter Benutzung der Legendre-Brunaccischen Be-
dingung, dass in P

(5' 27) 6u=0, 00 == 0,
Jetzt iiben wir eine analytische Transformation der Variabeln u, v

wu=uu,v), v=v(, )

mit positiver Determinante,
0 (u, v) >0
o, V)" 7

aus, welche die Gleichung (5. 1) in die Normalform

Pw  FPo
(9—1,75-*‘—'—2—*—(}[(0)’ o’ o

0w OAw)*O
v o

iiberfithrt. Hier ist ¥ eine lineare Funktion ihrer Argumente.
Der Einfachkeit von Bezeichnungen halber behalten wir fiir die Variabeln
o', v' alte Symbole u, v. Dann erfiillt 6 (u, v) die Gleichung

0’60 0*6 a6 086

(5. 28) o;;ﬁ;w“’(’a‘u’ (97;)

Es sind im Punkte P wieder die Beziehungen (5. 24), (5.27) erfillt.
Es bezeichne jetzt » eine solche Zahl, dass im Punkte P:

1. fir m < n und fiir jedes zulissige %

|
dukgom* ’

2. wenigstens fiir ein £
7] ‘
oot T O

Es ist wegen (5. 24), (5.27)

(5. 29) nz= 2.
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Jetzt differenzieren wir die Gleichung (5.28) (» — % — 2)-mal nach » und
k-mal nach v. Wir erhalten

J o 3 Y o ? AT 5 9
Qur*d ok JurF20 A2 du Jdv du’

'nﬁ ’110 2
g 0 »+%k(0700 26 06 _._):O’

wo W, eine lineare Funktion von 6 und ihren Ableitungen bis die Ordnung
(n — 1) einschliesslich ist. Aus der Definition der Zahl » folgt es, dass im Punkte P
Anh on 0

(5. 30) A u—F 9 p* + O ut—F—2 9 pF+2 = 0.

Wir setzen der Kiirze halber:

om0 a6
ow =% Guigy =P
Dann ist nach (5. 30) fiir gerades %
e - N
(5 31) (')un_ka,uk:(_‘ I)2A:ZLA,
und fiar ungerades £ .
o6 = ,
(5 32) ;,)*u;l—_me(— I) ? B=q¢18.

Nach der Definition von » sind nicht 4 und B beide gleich Null, und wir setzen
A=Rcos ®, B =R sin @,
(R=V4* + B*> o)

oder
A="'R(@®+ %, B=__R(@?— )
2 21

Die Formeln (5. 31) und (5. 32) schreiben wir: fiir gerades &

oo 1 . o 1 . . 5
S R i P —iPY  h — R i k } —ip  k
aun—ka ?)k 2 (€ ¢ )7’ 5 [8 ( 7’) € 4 ]7

(5. 33)

und fiir ungerades &

0o S (P — =i 91 = 'n [ (— o)t + et
dur—*ook 21 2 ’

(5. 34)

Wir haben damit denselben Ausdruck fiir jedes t gewonnen.
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Nach der Definition der Zahl 7 ist das n-te Differential von 6 (u, v) das
Differential von der niedrigsten Ordnung, das im Punkte P nicht verschwindet.
Es ist fiir das Verhalten von 6(u, v) im Punkte P massgebend. Sind (u + a),
(v + B) die Koordinaten eines Punktes @ in Umgebﬁng von P, welcher im Innern
von & liegt, so ist das n-te Differential durch die Form

Q) = < fi jﬁq — gk ok
(5. 35) He, é’)—«kz:o(k)gun_k@vka 4
gegeben. )
Wir setzen (fiir «® + 82 > o)
(5. 36) a=gpcos @, fB=psin g,

und fithren in die Form (5. 35) die Werte (5. 33) und (5. 34) ein:

_1 i® < BN kon—tat L Y po—ie < 2\ % n—tk gt
H 2Re ’éo(k)( i) o ﬁ+2Re k%)(k)za gt

woraus
H— é Rev(a—ip) + ;Re“m(a + B,
(5. 37) H = ;—Rei“’g" eI + éRe_i‘pQ”empv
H = Rg" cos (np — D).
Sind

u=uls), v=uv(s)
die Gleichungen der Kurve C so sind im Punkte P
Uy, Vs
die Richtungskoéffizienten der positiven Tangente an die Kurve €. Wir setzen
(5. 38) Uy =1 cOS Y, vy=71 sin Y.

Ist ¢ geniigend klein, so muss der Punkt ¢ an positiver Seite der Tangente (im

Innern von &) liegen, woraus die Ungleichung
usf — v >0

folgt. Nach (5.36) und (5. 38) finden wir

(5. 39) sin (p — ) > o.
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Der Winkel ¢ kann wirklich alle.(s. 39) erfiillenden Werte durchlaufen. Er
nimmt die Werte

(5. 40) Y<g<y+m

und alle modulo 2 7 kongruenten Werte an.

Kehren wir zur letzten Gestalt (5. 37) des Differentials H zuriick, so sehen
wir, dass der Winkel #ng — @ sich um nn indert, wenn ¢ die Werte (5. 40)
durchliuft. Da nach (5.20) % = 2, so durchliuft der Winkel ngp — @ alle mog-
lichen Werte. Also wichselt das Differential (5.37) sein Vorzeichen, obwohl
der Punkt ¢ im Innern von & bleibt.

Wir schliessen daraus, dass die Funktion 6(w, v), im Bereiche & betrachtet,
im Punkte P kein (einseitiges) Minimum apnehmen kann. Da sie aber in P
gleich Null sein sollte, und keiner negativen Werte fihig ist, so fithrt die An-
nahme (5.24) in P auf einen Widerspruch. Die Eigenfunktion 6 (u, v) bleibt also
auch auf dem Rande (° positiv. '

6. Das Flichenproblem bei fester Begrehzung.

A. Wir betrachten dieses Problem nur der Vollstindigkeit halber. Xs bedarf
der in vorigen Paragraphen enthaltenen Ergebnisse nicht und lisst sich mit den-
selben Methoden, wie das Funktionenproblem, behandeln. Wir werden es ganz
kurz fassen.

Fir das Problem bei fester Begrenzung besteht das assozierte Differential-
problem in der Differentialgleichung

0
6.1)  Alw)= - (Fyon+ Fyo) + ;—U(Fw 0+ Frw) + qo + Lko=o0

unter der Nebenbedingung
6. 2) wls)=o0

am Rande. Ks ist ein erstes Randwertproblem. Die Eigenwerte dieses Problems
sollen Figenwerte des Fldchenproblems bei fester Begrenzung heissen.

Wir machen folgende Voraussetzungen:

I. &, st eine analytische Extremalfliche ohne Doppelpunkte, von einer ana-
lytischen reguliren geschlossenen Kurve € begrenzt.

II. Auf &, ist die starke Legendre-Brunaccische Bedingung fiir das Minimum
erfitllt.
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III. Auf S, ist die starke Welerstrasssche Bedingung fiir das Minimum
erfiillt.
IV. Der kleinste positive Figenwert geniigt der Ungleichung

(6. 3) o> 1.

Wir behaupten, dass

das Integral I fiir ©, ein starkes, eigentliches, relatives Minimum in bezug
auf die Flichen, die mit @, denselben Rand € haben, annimmd.

Wir beschrinken uns auf die Vergleichsflichen, die stetige Bilder der Kreis-
scheibe sind und in eine endliche Anzahl glatter Teile sich zerstiickeln lassen.

Aus der Voraussetzung IV. folgt es, ganz analog wie bei Lichtenstein' fiir
Funktionenproblem, dass die Gleichung (6.1) fiir A=1 eine positive Losung
6(u, v) auf der ganzen Extremalfiiche &, (samt der Begrenzung) hat. Doch ist
fir L=1:

A(a))zi

du (Fu wy + Iy wv) -+

17
(Tv(me" + Fyp0,) + (g + ko =o,
was nach (4.22) mit der Jacobischen Gleichung (2.20) gleichbedeutend ist. Also
hat die Jacobische Gleichung
J{w) =0

eine auf &, positive Losung 6 (u, v).

Dann lisst sich die Extremalfliche &, mit einem Extremalfeld & umgeben.?
BEs lisst sich der Voraussetzungen II. und III. wegen aus & ein Teilfeld £,
aussondern, in dem noch die Weierstrasssche Bedingung erfiillt ist.> Auf die
Vergleichflichen &, die im Felde &, liegen, kann man die Weierstrasssche Formel

I1(®) — I{&,) :] fé"(ac, y, 2, ,m,n, Ui, 7)dudy

anwenden?, woraus die Ungleichung

(6. 4) 1©) =z 1)

folgt. Bs lisst sich wie iiblich zeigen, dass im Felde ¢#, das Gleichheitszeichen
in (6.4) nur fir @ = &, stattfinden kann. Damit ist die Behauptung bewiesen.

! LICHTENSTEIN, loc. cit. (Monatshefte, auch Math. Zeitschrift 5).

? Vgl. KERNER, Beitrag 1.
? Vgl. KERNER, Beitrag 3.
Vgl. KERNER, Beitrag 2.

4
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B. Sind die Voraussetzungen 1., 1I., III. erfiilllt, und soll das Integral 1
Siir ©, wenigstens ein schwaches, uneigentliches, relatives Minimum annehmen, so
muss die folgende Bedingung erfiillt sein:

IV a. Der Kleinste positive Eigenwert geniigt der Ungleichung

4

v

I.
Nehmen wir im Gegensatz an, dass
(6 5) 2’1 < I,

und sei 6(u, v) die entsprechende Eigenfunktion des assozierten Problems (6. 1),
(6. 2).
Fir das Problem bei fester Begrenzung lisst sich die zweite Variation des

8 1w jwa ) dudv

darstellen, wo die Funktion (%, v) die Bedeutung (2. 19) hat und auf dem Rande
€ verschwindet. Wir berechnen ¢°I(w) fiir w =0:

Integrals I in der Form

ff Fne + Fy0,) — v(F120u+F‘_,zﬁv)—qﬂ—kﬁ]dudv

oder nach der von der Funktion 6(u, v) fiir A= 1, erfiillten Gleichung (6. 1):

S I) — — /.fﬂ(l-—l])kOdudvz
J
— (1 —4,) [fkf)?dudw.
J

Also ist nach (4.22), (6.5) die zweite Variation fiir 6 (u, v) negativ.

Wir lassen den Beweis des Satzes, dass im Falle des schwachen, uneigent-
lichen, relativen Minimums die zweite Variation nicht negativ werden kann, aus.
Es folgt aus diesem Satze, dass die Ungleichung (6. 5) nicht erfiillt sein kann,
womit die Behauptung IV a. bewiesen worden ist.

Im Falle der festen Begrenzung darf man die Gleichung (6. 1) durch eine

einfachere
5 - 38333, Acta mathematica. 70. Imprimé le 12 octobre 1938



34 Michael Kerner.

0 7]
(6. 6) ﬁ(Fllwu+F12wv)+%(meu-i-Fzzwv)——/'LFow:O

ersetzen. Alle Behauptungen dieses Paragraphen lassen sich fiir die Gleichung
(6. 6) beweisen. Da aber in unten folgenden Problemen die Differentialgleichung
(6.6) nicht ausreicht, wollten wir der Einheitlichkeit halber schon im Falle der
festen Begrenzung uns der Gleichung (6. 1) bedienen.

7. Das Flichenproblem bei variabler Begrenzung.

A. BEs sei jetzt wieder eine analytische Extremalfliche &, gegeben, die von
einer analytischen Kurve € begrenzt ist. Lings € sei eine analytische reguliire
Fliche ¥ gefiihrt, die &, transversal schneidet. Das vorliegende Problem be-
steht in der Untersuchung, ob &, ein Minimum in bezug auf Vergleichsflichen,
welche ihren Rand auf der Fliche ¥ haben, schafft.

In jedem Punkt P der Kurve € fiihren wir eine zur Transversalfliche T
normale Ebene, welche die zur Extremalfliche &, transversale Richtung in P
enthilt. Diese Ebene schneidet T lings einer Kurve. Wir bezeichnen mit B
den Kriimmungsradius dieser Kurve im Punkte P. Wir zihlen R positiv nach
der inneren (positiven) Seite von ¥. Natiirlich ist B eine Funktion R(s) des
Parameters s auf der Randkurve .

Wir fithren den Formeln (4.11) und (4. 12) gemiiss die Funktionen A (s),
B(s) ein, die fiir die Extremalfliche &, und die Kurve € auf ihr berechnet wer-
den sollen. Dann fiithren wir die Funktion h(s) nach der Formel (4. 16) ein.

Wir erinnern noch an die wichtige Eigenschaft: wenn fiir eine andere Trans-
versalfliche T lings €

K >h,
so liegt T' an der inneren Seite von T.

Das assozierte Differentialproblem fir das Flichenproblem bei variabler Be-

grenzung besteht bei gegebener Transversalfliche ¥ in der Differentialgleichung

o, P
(7. 1) A(w)zﬂ(l'nwu + Fyw,) + 0—1)(F12wu+ Fyo)+qo+iko=o0

unter der Nebenbedingung

(7. 2) I w)= (Fyus— Iy v) oy + (Fyus — Fiyv) wy + Ahw =0
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am Rande €. Die Eigenwerte dieses Problems sollen Eigenwerie des vorgelegten
Flichenproblems bei variabler Begrenzung heissen.

Wir machen folgende Voraussetzungen:

1. &, #st eine analytische Extremalfldche ohne Doppelpunkie, von einer ana-
lytischen reguldren geschlossenen Kurve € begrenzt.

I. T ist eine analytische regulire Fliche, welche die Randkurve € im Innern
enthdlt und ldngs € die Extremalfidche &, transversal schnerdet.

II. Auf &, st die starke Legendre-Brunaccische Bedingung fiir das Minimum
erfiillt.

III. Auf ©, ust die starke Weierstrasssche Bedingung fir das Minimum
erfiillt.

IV. Der kleinste positive Eigenwert gentigt der Ungleichung

(7. 3) A > 1

Wir erinnern ausserdem an die allgemeine Voraussetzung (2. 10), die fiir
unseren Satz wesentlich ist. -

Wir behaupten, dass

das Integral I fir S, emn starkes, eigentliches, relatives Minimum in bezug
auf die Fldchen, deren Rand auf der Transversalfliche T liegt und mit € gleich-
orientiert ist, annimmt.

Wir sollen noch die Annahme iiber Randorientierung auskliren. Bei rela-
tivem Minimum soll nicht nur die Vergleichsfliche & in der Umgebung von &,,
sondern auch ihr Rand € auf der Transversalfiiche T 7 der Umgebung von €
liegen. Wir diirfen diese Umgebung von € als einen topologischen Kreisring
annehmen, den wir fortan mit demselben Symbol T bezeichnen werden. Dann

ist eine geschlossene Kurve auf ¥ mit dem Rande € gleichorientiert, wenn sie,
als 1-Kette betrachtet, mit € auf ¥ homolog ist.

Was die Vergleichsfiiichen betrifft, so sind sie wieder stetige Bilder der

Kreisscheibe, die sich aus einer endlichen Anzahl glatter Flichenstiicke zusam-
mensetzen.

Wir betrachten das allgemeinere Problem

} >

a
(7. 4) A{w)=- M(anu + Fipw) + 0_0(F12w“ + Fpw) +qw+ Akow=0

=

mit der Nebenbedingung
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(7. 8) I(w)= (Faus — Fyv) wy + (Fygtts — Fiav 0y + A(h + cJo=0

am Rande €. Das ist gerade das im Paragraphen 5 betrachtete Problem
(5. 1), (5.2).

Fiir ¢ = o0 ist dieses Problem mit dem assozierten Problem (7. 1), (7. 2) iden-

tisch, woraus
(7. 6) t A(o) =14
folgt. Wiichst ¢ von o bis %, so nimmt die Funktion i (¢c) von i, bis o stetig

ab (siehe den Paragraphen g5 B). Es gibt also nach der Voraussetzung IV. einen

positiven Wert ¢ von ¢, fir den

(7.7) (@) =1,
(7.8) Z> 0.

Wir setzen in (7.5) ¢ = ¢ und bezeichnen mit #(, v) die Eigenfunktion des
Problems (7. 4), (7. 5), welche dem kleinsten positiven Eigenwert (7. 7) entspricht.
Wir schreiben explizit

(7. 9) TE(“’) = (Fiptts — Fyy v5) 0 + (Fyp s — Fi30) 0, + [h{s) + ¢]6 =o.
Es ist nach dem Paragraphen 5 C
0(u, v) >o0

im Innern und am Rande der Extremalfliche &,, Wegen (7. 4) erfillt 6 (u, v)
die Jacobische Gleichung (2.20), die nach (4.22) mit (7.4) fiir A =1 identisch
ist. Nach der Theorie des Extremalenfeldes' konnen wir also die Extremalfliiche
S, in ein Feld &, einbetten, das von einer analytischen Extremalenschar &,

gebildet wird, so, dass fiir @ = o die Extremalfliche &, mit &, zusammenfiillt,

und dass fiir @ = 0 die Beziehung

(7. 10) 1Za + mya + neq=0(u,v)

! Vgl. KERNER, Beitrag 1, insbesondere Paragraph 6,
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statt findet. Wir bezeichnen mit (u, v, a) die Funktionaldeterminante der
Schar &,. Dann besagt (7. 10)

(7. 11) A (u, v, 0) = 0(u, v).

Wir einschrinken das Feld & bis ein Teilfeld &, so, dass in &, noch die
Weierstrasssche Bedingung erfiillt sei.*

Jetzt bilden wir die Transversalfiiche T’ der Schar &, indem wir durch
jeden Punkt P der Kurve € eine Transversalkurve ® fithren. Wir einschrinken
das Feld &, bis ein Teilfeld F so, dass die in F liegende Transversalfiiiche ein
topologischer Kreisring wird und das Feld & in zwei Teile & und & zer-
schneidet, von denen der erste F einer Kugel homéomorph ist (wir nennen ihn
den inneren Teil des Feldes F), und der zweite &' einem Kreistorus homéo-
morph ist (wir nennen ihn den dusseren Teil des Feldes F).

Man kann & & und F” folgendermassen konstruieren: man prolongiert
&, bis eine &, umgebende Extremalfliche &', die von einer glatten Kurve ¢’
begrenzt ‘ist, und lisst die Zahl 4 die Werte

—d=a=d

durchlaufen, wo d eine positive Zahl bedeutet. Fiihrt man durch € eine Trans-
versalfliche des Feldes (nur fiir die betrachteten Werte von a), so schneidet sie
aus dem Felde ein Teilfeld, der in &, liegt, falls &', nicht zu viel iiber &, her-
aussteckt und d hinreichend klein ist. Dann wird & sicher von ¥ in zwei
Teile, F und & zerschnitten, die eine Art von Zylindern (auf der Fliche &,
beziehungsweise &) — &, basiert) bilden.

Wir bezeichnen mit (s) die Funktion, die fiir die Fliche T’ in derselben
Weise, wie h(s) fiir die Fliche ¥, berechnet wird. Wir wenden auf die Schar

&, und die Transversalfliche T’ die Fundamentalformel (4. 17) an:
(7. 12) (Figus — Fryv) Ay + (Fogs — Fryve) 4y + B (s) 4 = 0.

Wir vergleichen die Formeln (7.9) und (7. 12), die wegen (7. 11) von derselben
Funktion erfillt sind. Es folgt daraus, dass '

R (s)=h(s)+é
B (s) > h{s).

oder nach (7. 8)

Also liegt die Transversalfliche T’ an innerer Seite der Fliche T.

! Vgl. KERNER, Beitrag 3.
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Da die Transversalfiiche T’ den Teil F’ des Feldes &F vom Teile F
trennt, so liegt die Fliche ¥ in der Umgebung der Berithrungskurve € im Be-
reiche F'. Wir beschrinken uns auf eine (im Bereiche & liegende) kreis-
ringformige Umgebung der Kurve € auf der Fliche ¥T; wir bezeichnen diese
Umgebung dem oben gesagten gemiiss mit demselben Symbol T.

Wir wihlen jetzt eine Vergleichsfliche & von dem oben beschriebenen Typus,
die ganz im Felde F liegt, und deren Rand € auf der Fliche ¥ liegt und darin
dem Rande € von &; homolog ist. Wir wollen beweisen, dass

(7. 13) 1@) > I(&,),

falls die Fliche & nicht mit der Extremalfliiche €, zusammenfillt.

Wir approximieren & mit einer analytischen reguliren Fliche, die ihren
(analytischen) Rand auch auf der Fliche T hat. Diese approximierende Fliche
approximieren wir ihrerseits mit einer anderen Fliche N von derselben Beschaf-
fenheit, die nirgends die Transversalfiiche ¥’ beriihrt. Die Approximation soll
so gefiihrt werden, dass in den einander entsprechenden Punkten von & und R
die Richtungen der Tangentebenen an diese Flichen erforderlich wenig vonein-
ander abweichen. Dann kann auch der Unterschied der Integrale I(&) und
I(N) beliebig klein gemacht werden.

Der Durchschnitt von T’ und N besteht aus einer endlichen Anzahl von
analytischen reguliren geschlossenen Kurven (mit eventuellen Doppelpunkten).
Wir erteilen diesen Kurven einen solchen positiven Sinn, dass auf der Fliche %
die positive Seite von diesen Kurven (vgl. Paragraph 4 A) in dem Bereiche &~
liegt. Die Fliche R ist in zwei Teile N" und R zerschnitten, von denen der
erste in F  und der zweite in F” liegt. Der Rand von R’ ist samt seiner
Orientierung von den oben betrachteten Kurven auf ¥ gebildet. Er ist auf der
Fliche ¥, als 1-Kette betrachtet, dem Rande € von &, homolog.

Wir sind imstande auf die Teilfliche R’ die Weierstrasssche Formel

(7. 14) IR)—I1(S,) szg(x, y, 2, Lm, n, I, m, a)dudv
-

anwenden.' In der Tat, liegt R’ in dem Felde & und hat einen auf der Trans-
versalfiiche T' des Feldes F liegenden, zu € homologen Rand. Da im Felde

& die Weierstrasssche Bedingung fiir das Minimum erfiillt ist, so folgt aus (7. 14)

! Vgl. KERNER, Beitrag 2.
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(7. 15) IW) =z I(S,).
Anderseits ist nach (2. 10)
I(g{l/) z O’
woraus
(7. 16) IR =IN)+IR") = I(S,).
Es folgt daraus, dass auch
(7. 17) 1@)z 1(y).
Wire es im Gegensatz
(7. 18) I@)—I(&) <o,

so kinnte man die Approximation durch R so weit fithren, dass

[ 1(R) — 1(©)] < I(&,) — I(S).
Daraus wiirde, entgegen der Beziehung (7. 16), die Ungleichung
IN) < I(&,)
folgen.
In (7. 17) haben wir ein uneigentliches Minimum festgesetzt. Ks bleibt noch
das Gleichheitszeichen wegzuschaffen. Wir betrachten zwei Fille.

Tst der Rand G mit der Kurve © identisch, so liegt der Fall der festen

Begrenzung vor uns. Da & in dem Felde F liegt, so muss

1©@)>I(&,)
sein, sei es denn die Fliche & mit &, zusammenfiilt. Man kann auch unmittel-
bar den Satz des Paragraphen 6 A anwenden, indem man nach (5.9) die Be-
dingung (6. 3) aus (7. 3) schliesst.

Es bleibt noch der allgemeine Fall, wenn @ nicht mit €, identisch ist, zu
untersuchen. Bs ist in diesem Falle méglich aus & ein glattes Flichenstick O
auszusondern, das ganz in &' liegt und eine von Null verschiedene Entfernung
von T’ hat. Ist die Approximationsfliche R hinreichend genau gewihlt, so muss

auch sie ein Flichenstiick enthalten, das ganz in & liegt, und das fiir das

Integral I einen von é[(@) grosseren Wert liefert. Es ist destomehr

(7. 19) I(R) > éz (D).
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Es folgt aus {7.15) und (7. 19) durch Addition
(7. 20) 1) > 1(&,) +  I(2).
Ist die Approximation genau genug getrieben, dass

(7. 21) 119 — 1@)] < | I(2).

so folgt aus (7.20) und (7.21), dass

1(©)> I(@y),
was zu beweisen war.
Wir sind damit mit dem Beweise unseres Satzes fertig und gehen zur not-

wendigen Bedingung des Minimums iiber.

B. Sind die Voraussetzungen I, I', II, III erfillt, und soll das Integral I
fiir @, wenigstens ein schwaches, uneigentliches, relatives Minimum in bezug auf
die oben beschriebenen Flichen annehmen, so muss die folgende Bedingung
erfiillt sein:

IV a. Der kleinste positive Eigenwert geniigt der Ungleichung

v

(7. 22) L=

Wir fithren den Beweis ohne den Gebrauch von der zweiten Variation zu
machen.

Wir setzen im Gegensatz zu (7. 22) voraus, dass

(7. 23) A <1,

und unterscheiden drei Fille, je nachdem der kleinste positive Eigenwert 17 der
ersten Randwertaufgabe fiir die Gleichung (7. 1) kleiner, gleich oder grosser
als 1 ist:

1. Wenn A} <1, so gibt es nach dem Paragraphen 6 B kein Minimum
sogar bei fester Begrenzung. Destoweniger gibt es eines fiir unser Problem, was
der Voraussetzung widerspricht.

2. Wenn A} =1, so verfihrt man folgendermassen.

Setzen wir voraus, dass ©, fiir das gestellte Problem ein wenigstens schwaches,
uneigentliches Minimum liefert. Es sei ¢/ die Umgebung von &, in der dieses

Minimum statt findet. Wir nehmen an, es sei U klein genug, dass T es in zwei
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Teile zerschneide. Wir werfen den dusseren Teil ab, indem wir U bis den in-
neren Teil einschrinken (wegen der Schwiiche des Minimums ist das kein wesent-
liches REinschrinken, weil die Vergleichsflichen sich so wie s0 in dem inneren
Teil befinden). Jetzt fithren wir auf der verlingerten Extremalfliche &, eine
geschlossene analytische Kurve €', welche die Kurve € umschliesst. Das von ¢’
begrenzte Extremalenstiick bezeichnen wir mit &',

Wir betrachten das folgende Variationsproblem: unter allen kreisringformigen
Flichen, deren ein Rand auf der Fliche ¥ liegt und der zweite mit der Kurve
¢’ zusammenfiillt, diejenige zu finden, die fiir das Integral I das schwache
eigentliche Minimum liefert. Ist die Kurve ¢ eng genug bei der Kurve €
gefithrt, so lisst sich ganz leicht, sogar mit elementaren Methoden zeigen, dass
das zwischen € und @' enthaltene kreisringformige Kixtremalenstick &', — &,
ein schwaches, eigentliches Minimum liefert. Es sei U/ die entsprechende Um-
gebung. Wir konnen, wie oben, annehmen, dass U/ ganz ausserhalb der Fliche
T liegt.

Betrachten wir jetzt eine beliebige in der Umgebung ¢ + U von &', liegende
Fliche @', die den Rand @’ hat und eine Nachbarschaft erster Ordnung auf-
weist. Sie wird von der Fliche T in zwei Teile © und & — & geteilt, von
denen der erste in U, der zweite in U liegt. Nach Voraussetzung ist dann

I@) = 1(3)),

und nach der Minimumeigenschaft von &', — &,

I - >I1E,—&,),
woraus durch Addition folgt

1@} > 1(©).
Da die Vergleichsfiiche & beliebig war, so folgt, dass die Extremalfliche &,

bei fester Begrenzung ein schwaches eigentliches Minimum liefert.

Anderseits hat &', bei fester Begrenzung den kleinsten positiven Eigenwert,
der kleiner als A} (fir &) ist.! BEr ist also kleiner als 1, und &', kann nach
dem Paragraphen 6 B kein Minimum liefern. Wir sind damit wieder auf einen
‘Widerspruch gekommen.

3. Wenn 17 > 1, so miissen wir wieder zum Problem (7.4), (7.5} zuriick-
kehren. Wie in (7. 6), haben wir jetzt

Al > 1.

! Vgl. LICHTENSTEIN, loc. cit. (Monutshefte), S. 12.

6—38333. Acta mathematica. 70. Imprimé le 13 octobre 1938.
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Nimmt ¢ von 0 bis —o ab, so wichst die Funktion A, (c) von A, bis A} stetig
(nach dem Paragraphen 5 B). Da aber

A< 1<,
s0 gibt es einen negativen Wert ¢ von ¢, fur den

(7 24) ]"1 (6_): I,
(7. 25) é<o.
Wir setzen in (7.5) ¢ = ¢ und bezeichnen mit 6 (u, v) die BEigenfunktion des

Problems (7.4), (7.5), die dem kleinsten positiven Eigenwert (7. 24) entspricht.
‘Wir schreiben explizit

(7.26)  T:i(0)=(Fiyus — Fiyvs)0u + (Fpgtts — Fiy0) 0y + [h(s) + &0 = 0.

Es ist nach dem Paragraphen 5 C

6(u, v) >0
im Innern und am Rande der Extremalfliche &, Wegen (7.24) erfiillt 6 (u, v)
die Jacobische Gleichung (2.20), die nach (4.22) mit (7. 4) fiir A= 1 identisch

ist. Nach der Theorie des Extremalenfeldes! konnen wir also die Extremal-
fliche &, in eine Extremalenschar &,,

einbetten, so, dass fiir a =0 die Extremalfliche &, mit &, zusammenfillt, und
dass fiir ¢ = o die Bedingung
(7. 27) lzg + myq + nze=0(u, v)

statt findet.
Wir bezeichnen mit #(u, v, a) die Funktionaldeterminante der Schar &,.
Dann besagt (7. 27)

(7. 28) A (u, v, 0) = 0 (u, v).

Wir bilden die Transversalfliche ¥’ der Schar &,, indem wir durch jeden

! Vgl. KERNER, Beitrag 1.
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Punkt P der Kurve € eine Transversalkurve D fithren, und bezeichnen mit A’ (s)
die Funktion, die fiir die Fliche ¥’ in derselben Weise, wie h(s) fiir die Fliche
%, berechnet wird. Wir wenden auf die Schar &, und die Transversalfliche T’
die Fundamentalformel (4.17) an:

(7. 29) (Fryths — Fyyv) Ay + (Fagtts — Fravs) Ay + B (8) 4 = 0.

Aus dem Vergleiche der Formel (7.26) und (7.29) mit Beriicksichtigung von

(7. 28) folgt, dass
B(s)=rh(s) + e,
oder nach (7. 25)
B (s) < h(s).

Also liegt die Fliche T an innerer Seite der Transversalfliche T

Wir bezeichnen mit & den von der Fliche T ausgeschnittenen Teil der -
Scharfliche ©,. Mit & bezeichnen wir den von der Transversalfliche T’ ausge-
schnittenen. Da ¥ an innerer Seite von ¥ liegt, so ist & ein Teil (und fiir
a = o sogar ein echter Teil) von ©. Es folgt daraus, dass fir a +o0

(7. 30) I®) < I1®).
Anderseits folgt aus dem Radonschen Satz! (der eine unmittelbare Folge
der Weierstrassschen Formel ist), dass fiir alle Flichen &, der Schar

(7. 31) I@)=1(®)

(die aus der Scharflichen durch eine Transversalfliche ausgeschnittenen Stiicke
liefern denselben Wert fiir das Integral).
Aus (7.30) und (7. 31) folgt, dass fiir a o0

(7. 32) 1@ < IS,
Wir bemerken, dass die Bxtremalenstiicke & die fiir Vergleichsflichen geforderten
Bedingungen erfiillen, und ausserdem die Nachbarschaft der ersten Ordnung zur
@, haben. Also besagt (7.32), dass &, fiir unser Problem kein schwaches, un-
eigentliches Minimum liefert, was wieder zum Widerspruch fiihrt.

Alle drei Sonderfille fiilhren also auf einen Widerspruch, wenn die Un-
gleichung (7.23) erfiillt sein soll. Damit ist die Behauptung IV a. bewiesen
worden.

! Vgl. KNESER, loc. cit., S. 331.
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3. Das Flichenproblem fiir geschlossene Flichen.

A. Wir setzen jetzt voraus, dass die Extremalfliche &, eine analytische
reguldre geschlossene Fldche ohne Doppelpunkte, vom Typus einer Kugelfidche ist.
Topologisch ist sie eine 2-Sphire. Da man auf der Kugelfliiche kein regulires
Koordinatennetz einfiihren kann, so bedarf die Bildung von &, einiger Erliu-
terungen.!

Es sei & die Urkugelfliiche, die auf &, abgebildet werden soll. Wir wihlen
einen Teilbereich & von & und iiben darin eine eineindeutige analytische Trans-
formation der Parameter «, v aus:

u=mwu, ),
v=1v(u, )

mit nichtverschwindender Funktionaldeterminante

Uy Uy

D=

Uu' Uy

Dann bleiben alle Gleichungen und Ungleichungen des Flichenproblems invariant.
Insbesondere interessiert uns die Jacobische Gleichung (2.20), deren linke
Seite sich folgendermassen transformiert:

(8. 1) J' (0) = D J (o),

was man ohne umstindliche Rechnungen aus der Invarianz des Integrals

fwa(w) dudv

é)l
vermuten kann.

Es seien § und &” zwei einfach zusammenhiingende Bereiche, die die ganze
Kugelfiiche & bedecken. Sie sollen ineinander eingreifen, indem sie einen kreis-
ringformigen Gesamtbereich &’ bilden. Die ganze Fliche & soll so auf &,
abgebildet werden, dass die Abbildungen von & und & alle oben fiir nicht-
geschlossene TFlichen vorausgesetzten Bedingungen erfiillen. Dann sind in &
alle Gleichungen fiir beide Abbildungsarten einander dquivalent. Wir bemerken,
dass man auch in den oben betrachteten Problemen in Teilbereichen von &,

andere Parameter «, v benutzen konnte.

! Vgl. HILBERT, loc. cit., SS. 219—242.
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Wir formulieren das assozierte Differentialproblem im Falle des Flichenpro-
blems fiir geschlossene Flichen. Die partielle Differentialgleichung ist immer
dieselbe

0 7]

(8.2) A(w)= 5;(1711 w, + Fpy ) + 5;(F12 oy + Foywy) + qo + Ak =o.
Dagegen besteht die Nebenbedingung darin, dass die Lésung o (u, v) von (8. 2)
eine analytische regulire Funktion auf der ganzen Kugelfliche & (oder auf der
ganzen Extremalfliiche &) ist. Die Invarianz von (8.2) wird versichert, wenn
man bei der Transformation von u, v die Koéffizienten ¢ und % getrennt mit D
multipliziert. Die Eigenwerte des Problems (8.2) auf der Kugelfiiche sollen
Eigenwerte des Fldchenproblems fiir geschlossene Fldchen heissen.

Wir machen folgende Voraussetzungen:

I. &, ist etne analytische geschlossene Extremalfliche vom Typus einer Kugel-
fdche, ohne Doppelpunite.

II. Auf ©, st die starke Legendre-Brunaccische Bedingung fiir das Minimum
erfillt.

IIT. Auf &, st die starke Weierstrasssche Bedingung fir das Minimum
erfillt.

IV. Der Keinste positive Figenwert geniigt der Ungleichung

A > 1L
Wir behaupten, dass

das Integral I fiir &, ein starkes, eigentliches, relatives Minimum in bezug
auf die gleichorientierten geschlossenen Flichen annimt.

Man muss erliutern, was man jetzt unter dem relativen, starken Minimum
verstehen soll. Wir bilden eine Umgebung % von &,, welche einer ausgehdhlten
Kugel homdomorph ist, und in welcher &, als 2-Kette betrachtet, nicht null-
homolog ist. Als Vergleichsflichen sind stetige Bilder der Kugelfliche zugelassen,
die sich aus einer endlichen Anzahl glatter Flichenstiicke zusammensetzen. Als
2-Ketten betrachtet, sollen sie der Extremalfliche &, homolog sein (man kénnte
auch zulassen, dass sie einem positiven Vielfachen von &, homolog wiren). Ist
in einer solchen Umgebung %/ fiir die zuliissigen Vergleichsflichen ein Minimum
vorhanden, so sprechen wir von einem relativen, starken Minimum.

Wir gehen zum Beweis unserer Behauptung iiber. Wir zerschneiden die
Extremalfliche ©, mittels einer analytischen reguliren geschlossenen Kurve €
in zwei Teile &, und &,, die den Bereichen &, und &, der Kugelfliche & ent-
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sprechen. Es ist bequem vorauszusetzen, dass € das Bild einer in dem Bereiche
& liegenden Kurve C ist, und dass &, in & und &, in & liegt.
Wir fithren auf € zwei Parameter s und ¢ ein, die untereinander durch die

Beziehung
t=—s

verkniipft sind. Wir nehmen an, dass den wachsenden s-Werten eine Orien-
tierung von € entspricht, bei welcher der Bereich &, an positiver Seite von €

liegt. Dann ergibt der Parameter ¢ eine in gleichem Verhiltnis zu &, stehende

Orientierung von €. Es ist dann identisch:

(Fygue — Fyy ry) Wy + (Fog iy — F5v1) 0] =

(8. 3) ,
= — [(Fyus—Fy Vs) 0y + (Fopths — Fiy vs) 0y

fir jede Funktion w («, v).
Es sei 60(u, v) die Eigenfunktion des assozierten Problems, die dem kleinsten
positiven Higenwerte A, entspricht. Es ist

0 7]
(8. 4) ﬂ(Fnou + I, 0.) + %(Flzau + Fpbo) + g0 + 1, k0=o.

Wir werden unten beweisen, dass 6(u, v) nirgends verschwindet.
Wir fithren lings € zwei Funktionen h,(s) und h, () ein, die durch folgende
Gleichungen definiert sind:

(8. 5) (Figus — Fyy ve) 6, + (Fzz Us — Fl2vs)00 + A By (s)8 = o,
(8. 6) (Figus — Fyyve) Oy + (Fogs — Fiyv) 0, + A by ()6 = 0.

Da 0(u, v) &= o, so sind k,(s) und h,(f) endlich, und es gilt nach (8. 3)
(8. 7) hy(t) = hs (— ) = — hy(s) = — hy (— 2).

Jetzt betrachten wir zwei Probleme, die sich auf Teilbereiche &, und &,
beziehen, und Nebenbedingungen dritter Art enthalten. In beiden Problemen
sei die Differentialgleichung von (8.2) gegeben. Im ersten Problem, sagen wir
im &,-Problem, laute die Nebenbedingung

(8. 8) (Frous — Fyvs) oy + (Faptts — Fia v wy + Ahy () =0,

und in dem &,-Problem
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(8. 9) (Fsws — Fyvdou + (Fogur — Fyv) oy + Ah, (80 =o0.

Wir bemerken unmittelbar, dass nach (8.4), (8.5) und (8.6) 4, ein Bigenwert
und &(u, v) die entsprechende Eigenfunktion der beiden Teilprobleme ist.

Wir werden unten beweisen, dass

o. der kleinste positive Figemwert A, des Problems kleiner, als der kleinste
positive Eigenwert 1% der sich auf einen beliebigen Teilbereich von S beziehenden
ersten Randwertaufgabe, ist;

B. die entsprechende Eigenfunktion 0{u, v) nirgends verschwindet;

Y. der Eigenwert Ay auch der Fkleinste positive Eigenwert der beiden oben
Jormulierten Teilprobleme, die sich auf &, und S, beziehen, ist.

Um den variationstheoretischen Beweis nicht zu unterbrechen, werden wir
anf diese drei Behauptungen nachher zuriickkommen.

Jetzt wenden wir uns den allgemeineren Teilproblemen zu, die an Stelle von
(8.8) und (8.9) die Nebenbedingungen

(8. 10) (Frous — Fy vs) 0y + (Fogtts — Fra vy + A[hy (s) + €] = 0,
(8. 11) (Foue — Fyuvdw, + (Fogue — Figv)wy, + Ay (D) + clwo=0

enthalten. :
Es sei im ersten Problem AU (c) der kleinste positive Eigenwert. Nach der
Behauptung ¥. ist

Nach dem Paragraphen 5§ B nimmt AV {(c) von 4, bis o stetig ab, wenn ¢ von o
bis « wiichst. Da aber nach der Voraussetzung 1V. 1, > 1, so gilt fiir ein
positives ¢, sagen wir ¢;, die Beziehung

e =1,

(8. 12) ¢, > 0.

Ebenso gibt es ein positives ¢, sagen wir ¢, fir welches der kleinste positive
Eigenwert A% (¢) des zweiten Problems die Beziehung

2'(12) (62) =1,

(8. 13) €s >0

erfiallt.
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Jetzt verfahren wir fiir jedes Teilproblem (iiber den Bereich &, und &)
getrennt ganz, wie im Paragraphen 7 A. Wir erhalten damit zwei Extremalen-
felder &, und &, (unter Benutzung der Behauptung £.), in welche beziehungs-
weise S, und &, eingebettet sind. Wir fithren durch die Kurve € Transversal-
flichen ¥, und T, beziehungsweise zum Felde F, und &,. Wir behalten von
den Feldern & und &, nur die von den Flichen ¥, und ¥, ausgeschnittenen
Teile, indem wir das iibrige wegwerfen.

Aus (8.10) und (8. 11) erfahren wir, dass den Transversalflichen T, und T,
beziehungsweise die Funktionen h, (s) + ¢; und h, (¢) + ¢, entsprechen. Wir kénnen
aber nicht diese Funktionen untereinander vergleichen, weil sie verschiedenen
Bereichen &, und &, entsprechen, was auf das Vorzeichen Einfluss hat. Will
man die zweite Funktion h,(f) + ¢, auf den Bereich & reduzieren, so soll man
die positive Richtung der Normale an T, umtauschen. Dann ist die Funktion

h(s) fur T, gleich

— hy(t) — o
oder nach (8.7)

Ty (s) — 5!
Es ist nach (8. 12) und (8. 13)

hy(s) + ¢, > hy(s) — ¢,

Also liegt mnach dem Paragraphen 4 B die Transversalfliiche T, an innerer Seite
von Ty tn bezug auf das Extremalenstiick ©,.

Wir konnen etwa sagen, dass die Transversalflichen ¥, und T, gegenseitig
an der Seite ihrer Felder #, und &, (oder entsprechender Extremalenstiicke &,
und &,) liegen. Die Felder & und &, fiillen zusammen keine Umgebung von

©, aus. Wir sollen einen Bereich &, zwischen ¥, und T, hinzufiigen, damit
Ft Ft+ F

eine Umgebung T/ der Extremalfiiche &, bilde. Wir setzen voraus, dass U
klein genug genommen ist, um einer ausgehohlten Kugel hombomorph zu sein.

BEs sei & eine Vergleichsfliche von der oben beschriebenen Art, die in der
Umgebung </ liegt und der Fliche ©, homolog ist. Hs ist zu beweisen, dass

1©)>1(&),

falls @ nicht mit &, identisch ist.
Wir approximieren, wie im Paragraphen 7 A, die Fliche @& mit einer ana-

lytischen reguliren geschlossenen Fliche, welche wir der Reihe nach mit einer
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anderen ebensolchen Fliche R approximieren, die nirgends die Transversalfiichen
¥, und T, berithrt. Der Durchschnitt von R mit T, (beziehungsweise T,) be-
steht aus einer endlichen Anzahl von analytischen regulidren geschlossenen Kurven.
Wir erteilen den Kurven auf T, (beziechungsweise T,) einen solchen positiven
Sinn, dass auf der Fliche R die positive Seite von diesen Kurven in dem Be-
reiche &, (beziechungsweise &%) liegt. Die Fliche R ist in drei Teile R,, Ry, N,
zerschnitten, die der Reihe nach in den Bereichen &, &,, &; liegen. Der Rand
von R, (beziehungsweise R,) ist samt der Orientierung von den oben betrachteten
Kurven auf ¥, (beziehungsweise T,) gebildet. Der Rand von %, ist auf T, der
von dem Parameter s orientierten Kurve € homolog; der Rand von N, ist auf
¥, der von dem Parameter t= — s orientierten Kurve — € homolog.

Wir sind imstande auf die Teilfliche R, (beziehungsweise 3,) im Felde &,
(beziehungsweise &,) die Wierstrasssche Formel

(8. 14) IR)—1I(3) r—ffé"(x, ¥, 2, L,om, n, 1w, @) dudo,
Ry

(8. 13) I, —I1©,)= ff(?(x, o, 2, Lm,n, 1 i, n)dudv
Rz

anwenden.! Da in den Feldern &, und & die Weierstrasssche Bedingung fiir
das Minimum erfiillt ist, so folgt aus (8. 14) und (8. 15}

(8. 16) IR)=I1(S)
(8. 17) I) = 1(©).
Anderseits ist nach (2. 10)

1 (%3) =0,

woraus nach Addition

I(®) + I(Ry) + I(R) = 1(S)) + I(S,),

oder

(8. 18) I(%R) =1(3,).
Bs folgt daraus, (iass auch

(8. 19) I{8) = 1(&,).

Wiire es im Gegensatz

I®)—-1{&) <o,

! Vgl. KERNER, Beitrag 2.
7—~38333. Acta mathematica. 70. Imprimé le 13 octobre 1938.
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so konnte man die Approximation durch R so weit fithren, dass
[ I(R)—~ 1) <I(&) ~I(S).
Daraus wiirde es, entgegen der Beziehung (8. 18), die Ungleichung

IR < I(&,)
folgen.

Es bleibt noch zu beweisen, dass in (8. 19) kein Gleichheitszeichen gelten
kann. Wir unterscheiden zwei Fille.

Enthilt die Fliche & keine inneren Punkte des Bereiches &y, s0 muss sie
die ganze Kurve © enthalten, die wenigstens zwei Teile ©, und &, von S be-
randet, welche bezichungsweise in den Feldern & und &, liegen. Es ist nach

der Theorie der festen Begrenzung

I8)=1I(®),

1@) =z 1(@),
woraus .

1) = I(&,).

Dabei gilt das Gleichheitszeichen nur, wenn &, mit &,, &, mit &, iibereinstimmt,
und der iibrige Teil von & verschwindet. Dann aber ist @ mit &, identisch,
was wir abgeworfen haben. Es bleibt also

1) > I(&,).

Bs bleibt noch der allgemeine Fall zu untersuchen, in welchem & die innere
Punkte von & enthilt. Wir konnen aus & ein glattes Flichenstiick O aus-
sondern, das ganz im Innern von & liegt. Ist die Approximationsfliche R
hinreichend genau gewihlt, so muss auch sie ein Flichenstiick enthalten, das

ganz in &, liegt, und das fiir das Integral I einen von éI (Q) grosseren Wert

liefert. Hs ist destomehr

(8. 20) I(R,) > -;1(9.).
Es folgt aus (8. 16), (8. 17) und (8. 20) durch Addition

(8. 21) IM) > I(&,) +§ 1(D).

Ist die Approximation genau genug getrieben, dass
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(8. 22) [ 1(R) — I@)] < gz(g),

so folgt aus (8.21) und (8. 22), dass

I1(©) > 1(&y),

was zu beweisen war.

Wir haben damit den Beweis des Satzes iiber die hinreichenden Bedingungen
des Minimums beendigt. Zur Vollstindigkeit sollen wir aber noch die Behaup-
tungen &., B., 7. iiber das Problem der Differentialgleichung (8. 2) auf der Kugel-
fliche bestitigen.

B. Wir bemerken erstens nach (8. 1) oder unmittelbar, dass
_dJ (w)
VE +mt +

sich bei Transformation der Parameter w, v invariant verhilt. Dabei diirfen
I, m,n sich so wohl auf die Extremalfliiche &, wie auch auf die Urkugelfliiche
& bezichen. Wir konnen deshalb auf J(w) die Hilbertsche Theorie' anwenden.

a. Bs sei §* ein Teilbereich der Fliche &, der von einer analytischen
Kurve ohne Doppelpunkte begrenzt ist, und A7 der kleinste positive Eigenwert
der ersten Randwertaufgabe fiir &*. Dann ist A} gleich dem Minimum des
Integrals

(8. 23) / f(FnOf, +2F,60,6, + Fyy0r — q6%) dudv
Jos
fiir alle Funktionen 0 (u, v) der Klasse I, fiir welche
(8. 24) f} EPdudv=1.
Sﬁk

Der kleinste positive Eigenwert A, des Problems fiir die Kugelfliche & ist
dem Minimum des Integrals

(8. 25) ff(FnﬁZ + 2F,30,0, + Fyu 62 — q6%) dudv
S

fiir alle Funktionen 6 (x, v) der Klasse D', fiir welche

! HiLBERT, loe. cit., SS. 219—242.
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(8. 26) ffkﬁgdudvz 1,
S

gleich.!

Es sei 6(w,v) im Bereiche §* der durch (8.24) normierten Eigenfunktion
der ersten Randwertaufgabe, die dem Eigenwerte A7 entspricht, gleich; im Be-
reiche & — &* sei es O(u, v) = 0 gesetzt. Dann ist A% gleich dem Werte (8. 23).
Die Funktion 0(w, v) erfiillt auch die Bedingung (8.26). Daher ist der Wert
(8. 25), der jetzt (8.23) gleich ist, nicht von dem Minimum 4, kleiner. Bs ist

A=

Will man das Gleichheitszeichen wegschaffen, so vergrossere man ein wenig
den Bereich &*. Der Eigenwert A% nimmt dann ein wenig ab, und trotzdem

ist er nicht kleiner, als 4,. Hs ist

}‘1 < l’f:

was den Inhalt der Behauptung o. bildet.

B. Es sei jetzt O(u, v) die dem Eigenwert 1, entsprechende Eigenfunktion
auf der Kugelfliche & Sie kann in keinem Punkte von & nebst der beiden
ersten Ableitungen 0,, 0, verschwinden. Wiirde sie in & das Vorzeichen wech-
seln, so wiire sie eine Eigenfunktion der ersten Randwertaufgabe fiir einen Teil-
bereich §*. Die Zahl A, wiirde ein Eigenwert dieser Aufgabe sein, was der
Behauptung «. widerspricht. Also muss 6 (u, v) in § ein festes Vorzeichen haben
(ohne Null zu werden).

Y. Wir wissen schon, dass der kleinste positive Eigenwert 4; des Kugel-
flichenproblems auch ein Eigenwert der beiden Teilprobleme ist, die sich auf
Teilbereiche &, und &, beziehen, und beziehungsweise die Nebenbedingungen
(8.8) und (8.9) enthalten. Wir wollen beweisen, dass i; der kleinste positive
Bigenwert dieser Probleme ist. Es geniigt natiirlich dies fiir &), tun.

Wir wenden uns wieder dem allgemeineren Problem mit der Nebenbedingung

(8. 10) zu. Bezeichnet A" (c) den kleinsten positiven Eigenwert, so ist die Gleichung

(8. 27) 10 {0) =14
zu beweisen. Wir wissen, dass

(8. 28) W(o) = 4, < A%,

! vgl. HILBERT, loc. cit., S. 24I.
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wo A? der kleinste positive Eigenwert der ersten Randwertaufgabe fiir &) ist (in
der Tat, ist A, ein Eigenwert des &§,-Problems fiir ¢ = 0).
Nehmen wir an, dass (8.27) nicht erfiillt ist. Dann haben wir nach (8. 28)

A (o) < 2, < A%,

Es nehme ¢ von 0 bis —o ab. Dann wichst A()(c) stetig von 4,(o} bis 1]. Es

sei ¢; derjenige negative Wert von ¢, fiir den
(8. 29) A (e = Ay,
(8. 30) ¢ <o.

Es sei o(u, v) die Bigenfunktion des &-Problems fiir ¢ = ¢;, die dem Eigen-
werte (8. 29) entspricht. Wir konnen annehmen, dass iiberall in &,

(8. 31) w (u, v) > 0.
Die Funktion w (u, v) erfiillt die Randbedingung
(8. 32) (Figus — Fyyvs) 0y + (Fygtts — Fiavs) 0y + A, (hy + ¢)w =o0.

Es sei weiter 6(u, v) die Eigenfunktion des Kugelflichenproblems, die dem
Werte 4; entspricht. Es kann nach der Behauptung 8.

(8. 33) 0(u, v)>o0
angenommen werden. Nach der Definition (8.35) von A(s) folgt

(8. 34) (Figus — Fyyv5) 0y + (Fygus — Fiavs) 0y + A h 0 =0
lings C. ’

Beide Funktionen o («, v) und 6(u, v) erfiillen in &, die Differentialgleichung
(8.2) mit demselben Wert 4, von 4. Wir multiplizieren die Differentialgleichung
fiir @ mit 6, die fiir @ mit w und substrahieren. BEs folgt nach der Greenschen
Formel

f{w[(Fm“s_Fn US)au + (Fezus —Fy V) 0] —

¢
—0[(F]2us"“ ans)wu + (F22MS_F12 vs)wU]} dS:O,

woraus nach (8. 32) und (8. 34)
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f{w(_llhxe)—e[_h(’h +¢)wl}ds=o0
&4

folgt. Wir erhalten damit die Beziehung

llclwadsz—-o,

e

die mit (8. 30), (8. 31) und (8. 33) unvertrigbar ist.

Die Voraussetzung, dass (8.27) nicht erfiillt ist, fithrt also zum Widerspruch.
Damit sind wir mit dem Beweise der Behauptung 7. fertig.

Wir wollen noch bemerken, dass nach der Hilbertschen Theorie' der Be-
.dingung (4. 21) wegen das assozierte Problem im Falle der geschlossenen Flichen
iberhaupt keine negative Eigenwerte hat, so dass der kleinste positive auch der
kleinste Eigenwert ohnehin ist. Wir beriicksichtigen dies der Einheitlichkeit
halber nicht.

C. Wir gehen jetzt zur notwendigen Bedingung des Minimums iiber.

Sind die Voraussetzungen I., IL., IIL. erfillt, und soll das Integral I fiir ©,
wenigstens ein schwaches, uneigentliches, relatives Minimum in bezug auf die oben
beschriebenen Flichen annehmen, so muss die folgende Bedingung erfiillt sein:

IV a. Der kleinste positive Eigenwert geniigt der Ungleichung

2

v

I.
Nehmen wir im Gegensatz an, dass
(8 35) }"l < I,

und sei 0(u, v) die entsprechende Eigenfunktion des assozierten Problems.
Fiir die geschlossene Extremalfliiche hat die zweite Variation des Integrals
den Wert

(8. 36) 8 I(w) = j [ o J () du do.
A

Um das zu erkennen, kann man die Variationen iiber die Bereiche &, und &,
berechnen. Dann heben sich die einfache Integrale lings der Grenzkurve € in
der Summe der beiden Variationen auf, woriiber der Ausdruck (8. 36) bleibt.

! HILRERT, loc. cit., 8. 237.
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Wir berechnen ¢° I(w) fiir w =6:

ff Fuﬁ + F0,) — U(Flzﬁu+F220v)—q0—k0]dudv,

oder nach der von der Funktion 6(w, v) fiir 4 ==, erfiillten Gleichung (8. 2):

0 r ’—:—ff (1 —A)kOdudv =
— (1 ~—ll)ffk02dudv.
S

Also ist mnach (4.23), (8.15) die zweite Variation fiir @ («, v) negativ, und das
Minimum kann nicht statt finden. Somit ist die notwendige Bedingung IV a.

bewiesen worden.

Warschau, im Oktober 1937.



