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La  premi&re part ie  de ce m6moire est  une 6rude locale du con t ingen t  en 

un point  off le nombre  des para t ingentes  secondes est fini, sans 6gard aux pro- 

pri6t6s du para t ingent  second aux points voisins; sa conclusion est que le con- 

t ingent  pr6sente, en un  tel  point,  une s t ructure  convexe. La  seconde par t ie  

d6finR ce qu'i l  fau t  en tendre  par  demi- tangente  et para t ingente  concomitantes  et  

d6montre  que si une demi- tangente  et une para t ingente  seconde sont  concomi- 

tantes,  la para t ingente  seconde est darts un  plan d 'appui  du cont ingent  re la t i f  

la demi-tangente.  La  troisi~me part ie  est une applicat ion des deux premieres aux 

cas part iculiers off le pa ra t ingen t  second est r6duR s une ou deux droites eL 

perme~ de d6finir de nouveaux cas d 'or thosurfaces  s plan t angen t  continu,  ce qui 

prolonge les r6sultats  6nonc6s par  M. Bouligand,  dans son Introduction ~ la 

G~omdtrie infinit~simale directe. ~ 

I. 

I. En  un  point  M d 'une surface, on choisira une direct ion Z ' M Z ,  exclue 

du para t ingent  ordinaire  et on lui donnera  le nom de verticale; un plan paral l~le 

Z ' M Z  sera dit  vertical; YlTi  et MTj  6rant deux demi-tangentes  de la surface 

et  ~ i  eL ~ j  les demi-plans issus de Z ' M ~  qui contiennen~ respect ivement  ces 

deux demi-tangentes,  o n .  d6signera par  (~(T~ Tj) le di~dre ( <  7c) form6 par  ~ i  et 

1 G. BOULIGAND, Introduction ~ la Gdom. infinit6simale directe. Paris I932. Chap. XIV, p. 127. 
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~j ;  par ~'(Tt Tj) le  di~dre form~ par les deux demi-plans opposds s ~ et ~j .  

Etant  donn4 un plan, on distinguera les deux c6t~s de ce plan en disant qu'une 

demi-droite est au dessus du plan, dans ce plan, on au dessous de ce plan. 

Dans tout demi-plan ~t,  issu de Z 'MZ,  figure une seule demi-tange~te, car 

si ~ contenait deux demi-tangentes MTt et MT~, route demi-droite Mt issue de 

M dans ~'~ et p~ngtrant l'angle ( <  z) de MTi et MT~ porterait une infinit~ de 

points align~s de la surface tendant vers M; la droite qui porte M t  serait donc 

paratingente seconde et comme il existe une infinit~ de demi-droites telles que 

Mt, il y aurait en M une infinitd de paratingentes secondes, contrairement h, 

l'hypoth~se fondamentale. 

2. Etant donn~es deux demi-tangentes MT1 et MT~ en M, voici une suite 

de lemmes concernant la position du contingent par rapport au plan T1MT~. 

Lemme 1. / /  ne pent y avoir ~ la lois des demi-taugentes intdrieures ~ ~ (T~ T~) 

au dessus et au dessous du plan I"I M T~. 

Supposons qu'il y air dans ~(T 1T~) une demi-tangente MTa au dessus de 

T1MT~, et une demi-tangente M T  4 au dessous de ce plan. Soit P u n  plan ver- 

tical coupant MT1, MT~, M T  8 et MT4 en T1, T~, T~ et T4; Pi un plan vertical, 

coincidant au d~but avec P e t  tendant vers M en restant parall~le s lui-m~me; 

la section de la surface par Pi comprend, darts ou sur ~ (T~ T~), quatre points 

Ai, B~, C~, D~ tels que, quand P~ tend vers M, MA~, MB~, MC~ et MD~ tendent 

respectivement vers M T~, M T~, M T.~ et M T~. 

Projetons la section de la surface par Pi, de M comme centre, sur P ;  

A~, B~, C~ et D~ se pro.~ettent respectivement en ai, b~., c~ et d~; quand /)~ tend 

vers M, a~, b~, c~ et d~ tendent respectivement vers T~, T~, Ta et /'4. La projec- 

tion de la section sur P e s t  un continu a~ b~ c~d~ qui coupe la droite a~di en un 

point compris entre a~ et d~; cette projection comprend done des triplets align~s 

et il en est de m~me de la section. 

Les triplets alignds de la section ont leurs ~ldments qui teudent simulta- 

ndment vers M; done, la limite de Pi contient une paratingente seconde et, comme 

les plans verticaux qui rencontrent les quatre demi-tangentes sont dans une in- 

finitd de directions, il y a u n e  infinit~ de paratingentes secondes en ~I. 

Done, l'hypoth~se de demi-tangentes intdrieures ~ ~ (/1 T~) l'une au dessus, 

l 'autre au dessous de T~MT~ en~ralne rexistence d'une infinit~ de paratingentes 

secondes en M, contrairement aux donnges. 
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On ddmontrerait d'une mani~re analogue les lemmes suivants: 

Lemme 2. Si une demi-tangente, int~rieure s 6 (/'1 T~), est sur le plan 

T1MT~, routes les demi-tangentes int4rieures s d(T1T~) sont sur TI_MT 2. 

Lemme 3. Si les demi-tangentes, int4rieures s ~ (T 1 T~), sont au dessus de 

T 1MT~, routes les demi-tangentes extdrieures s d(T 1 T~) et s d'(T1 T2) sont au 

dessous de T1M T ~. 

Lemme 4. Si le contingent est plan dans ~(T1 T~) et si une demi-tangente 

MT' ext4rieure s 4(T 1 T~) et s d'(T~/'2) est sur TLMT~, le contingent est sur 

TIMTg. dans ~(TIT'  ) et dans ~(T~T'). 

Lemme 5. Si le contingent est plan dans d(T1T2) et si une demi-tangente 

MT", ext4rieure s 6(T1T~) et s r est au dessus de T1MT2, routes les demi- 

tangentes ext4rieures s d(TIT~) e t s  d '(T 1 T~) sont au dessus de T1MT 2. 

Voici maintenant un lemme d'une nature 14g~rement diff4rente: 

Lemme 6. Si deux demi-ta~gentes Mt et Mr' sont oppos6es, le contingent se 
r6duit ~ deux demi-191aus. 

Soient MT1 et MT~ deux demi-tangentes telles que la droite tMt' soit 

ext4rieure s ~(T1T~). Si le contingent, dans ~(T1T2) , n'4~ait pas sur T1MT 2, il 

serait d'un m~me c5t4 (lemmes , et 2) de T~MT~. Les demi-tangentes ext4rieures 

s 6(TIT~) et d'(T~T~) seraient de l 'autre c5t4 de ce plan T~MT~. Donc, Mt et 
Mr' devraient ~tre hors de TIMT ~ et d'un m~me c5t4 de ce plan, ce qui est 

impossible puisqu'elles sont oppos4es. 

En 4tendant ce r~sultat de proche en proche, on volt que le contingent est 

plan de chaque c5t4 du plan vertical de tMt'; d'ofi la double semi-planeit4 

annonc4e. 

3. Les lemmes pr4c4dents font connaltre la disposition du contingent en 

dehors de ~(T~T~) et de ~'(T1T~) , quand on connalt ce contingent dans ~(T~/~); 

mais, ils n'apprennent rien sur le contingent darts d'(T~T~); nous allons main- 

tenant  r6pondre ~ ce~te nouvelle question: 

,~r cas: le contingent est plan darts ~?(T~T,). Dans ce cas, si le contingent 

n'est pas plan tout entier, ce contingent, en dehors de ~(TIT~) et ~'(T~ T~) est 

au dessus de T~MT~. S'il existait dans ou sur d' (T,T~) une demi-tangente MT~ 
sur T, MT~, on pourrait trouver une demi-tangente MT~ dans ~(TIT~) telle que, 

dans ~(T~T~),le contingent serait en partie sur T~MT~ (donc, sur T~MI'~) et en 

partie au dessus de ce plan, ce qui est contraire an lemme 2. Doric, dans ce 
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cas, il n'y a pas d'autre demi-tangente sur le plan T~MT,2 que les demi-tangentes 

situ6es dans ou sur $(T~T~_); routes les autres sont au dessus de T~MT~, g moins 

que le contingent soit plan tout entier. 

2 ~e cas: le contingent dans $ (T~ T~) est au dessus du plan T~MI'~. 

Supposons qu'il existe dans 5'(TIT~) une demi-tangente au dessus de T~MT~; il 

existerait clans ou sur $'(T~ T~) deux demi-tangentes MTs et MT~ situ6es sur 

T~MTe. D'apr~s ce qui pr6c~de, darts $(T a T~) le contingent ne peut ~tre qu'au 

dessus de T~MT~. Donc, si on suppose, par exemple, MT~int~rieure g $(I'~T~), 

on voit que dans ~ (/'1 T~) le contingent serait en partie au dessus, en partie au des- 

sous du plan T~MT~, c'est-~-dire du plan T~MT~, ce qui est contraire au lemme I. 

La r~ponse s la nouvelle question est ainsi complete et il en r6sulte l'im- 

portant corollaire suivant: M T  o ~tant une demi-tangente fixe et MT~ une demi- 

tangente tendant vers M T o de routes les mani~res possibles, le contingent, s'il 

n'est pas plan tout entiei-, reste, en dehors de $ (T 0 I'i), d'un m~me c6t4 du plan 

ToM T~ et, par cons6quent, il existe un plan d' appui du contiuge~t passant par M T  o. 

II.  

4. Toute paratingente seconde limite de la droite/)~. Qi Ri portant un triplet 

align6 /)i QiRi dont les trois 616ments tendent vers M de teUe mani~re que 

M P ~ ,  MQi et MR~ tendent simultan~ment vers une demi-tangen~e M T  sera dire 

concomitante de M T. 

/~i deux points, 

et M T~. 

Si, qua~d 

run  des angles 

Th~or~mel: une paratingente seconde concomitante d'une demi-tangente M T est 

dans un plan d'appui du contingent relatif ~ MT.  

I er cas: Le plan vertical U; de Pi QiR~ ne tend pas vers le plan vertical de 

MT.  Si MT~ et MT~ sont deux demi-tangentes telles que M T  soit int6rieure g 

~(T~ T2) et que U~ rencontre ind6finiment M T  1 et MI'~, on d~signera par A~ ct 

de la surface et du plan vertical U~, dormant naissance h. MT~ 

Ui tend vers A/r, la droite Pi QiRi finit par s6parer Ai de B,., 

Ai Qi Pi ou Bi Qi Ri restera plein de triplets et ne tendra pas vers 

z6ro. Donc, si la paratingente seconde limite de Pi Q~R~ n'est pas ext6rieure au 

di~dre (<  z) d'ar~te M T  et de demi-plans MTT1 et MTI'~, il y aura une 

infinit6 de paratingentes secondes. Donc, cette paratingente seconde doit ~tre 

ext6rieure au di~dre qui vient d'etre d6fini. Le raisonnement reste le m~me quand 

J. MIR(~UET. C.R. 203. 7 Decembre 1936. 
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MT1 et MT~ tendent vers M T  de routes les mani~res possibles. Donc, il faut 

que la paratingente seconde soit dans un plan d'appui du contingent relatif g MT. 

2 ~m~ cas. Le triplet align~ P~ Q~R~ reste constamment dans le plan vertical 

V de MT. Supposons que la paratingente seconde limite de P~ QiRi fasse avec 

M T  un angle a ~ o. On peut toujours choisir, dans la section de la surface 

par le plan V, un point Ai et un triplet P~ Qi Ri tels  que la droite P~ Q~ Ri s~pare 

Ai de M. Alors, la section de la surface par V pr6sente, g partir de M, un 

arc MP~ avant d'atteindre le triplet et un arc R~ A, aprSs l'avoir dgpass~. 

Comme dans le premier cas, on a un angle (MPi Q~ ou R~ QtAi) plein de 

triplets alights dont les 61~ments tendent simultan~ment vers M. Ces angles ne 

tendent pas vers z~ro si a ~ o et il y a, s la limite, une infinit~ de paratingentes 

secondes. Donc, il faut que a----o, c'est-g-dire que la paratingente seconde, limite 

de Pi Q~ R~, doit porter M T. 

36~ cas. Le plan vertical de P,. Q;R;, sans gtre fixe, passe constamment 

par M. Oe cas se traite comme le deuxiSme. 

4 ~m* cas. P,Q~Ri tend vers M d'une maniSre quelconque, mais sa limite 

est darts le plan vertical de MT. On peut toujours trouver une demi-tangente 

M T  1 telle que le plan vertical U, de PiQ~R~ rencontre ind6finiment M T  1 en 

tendant vers le plan vertical de MT. Soit B,: le point de la surface situ~ sur 

la verticale d'intersection du plan vertical de M T  1 et de Ui. La droite Q~B~ 

tend vers une paratingente ordinaire situ~e dans le plan TMTI et comme son 

plan vertical tend vers celui de MT, c'est que Q~Bi tend vers MT. 

D'autre part, choisissons un point Kj fixe sur MT~; soit /-/j le point de la 

surface Situ~ sur la verticale de Kj; le cylindre de r6volution Cj, d'axe Z ' M Z  

et passant par Kj, coupe la surface suivant une courbe Fj passant par Hi; 

Ui rencontre Fj en un point Aj~ qui tend vers //~. Si la limite de P~ Qi Ri est 

ext~rieure g l'angle (<  ~) H~MK~, la droite P~.Q~R~ finit par s~parer Hj~ de B~ 

et, comme pr~c~demment, on a un angle plein de triplets inddfiniment, les ~ldments 

de chacun de ees triplets ~tant, de plus, intdrieurs an cylindre Cj.. En supposant, 

maintenant, que K~ tende vers M, si la limite de Pi Q~R~ ne porte pas MT, on 

a ind~finiment des angles analogues g H~ ~IKi, pleins de triplets, dont les dldments, 

int~rieurs g des cylindres ~vanouissants, d'axe Z'MZ,  tendent simultan~ment 

vers M; c'est-g-dire qu'il y a une infinit~ de paratingentes secondes en M. 

En conclusion g~n~rale, on Voit que, les trois derniers cas demandant, comme 

le premier, que la paratingente seconde porte M T  et dpuisant routes les disposi- 

tions possibles, prouvent le th~or~me annonc~. 
38--36808. A c t a  mathematic ,  a. 68. Imprim6 le 16 aof~t 1937. 
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I I I .  

5. Si, en ehaque point d'une suite Ms tendant vers M, une paratingente 

Di tend vers une paratingente seconde D en M, cette paratingente seconde D 

est concomitante de route demi-tangente de la suite Ms en M. La preuve en 

est que, pros de chaque point Ms tendant vers M selon une demi-tangente MT,  

existent trois points align~s As, Bs et Ci dont la droite est aussi voisine en 

direction de D, qu'on veut et qu'on peut choisir Ai, B~ et C~ de fa~on que les 

trois famiUes As, B~ et Cs admettent chacune en M la seule demi-tangente MT. 

Cette proprigt~ trouve une application dans l 'etude actuelle des surfaces 

ayant p~rtout des parutingentes secondes. En un point M, route droite appar- 

tenant '~ l 'accumulatif des paratingentes secondes aux points voisins est une 

paratingente seconde concomitante de l'une, au moins, des demi-tangentes en M 

et dolt, en raison du th~or~me de la section I I  de ce mgmoire, ~tre dans un 

plan d'appui par rapport ~ chacune des demi-tangentes dont eUe est coacomitante. 

I1 faut ici faire une remarque tr~s simple: etant donn~ un contingent con- 

vexe de surface, on consid~re quatre des demi-tangentes MT1, MT~, M T  se t  M T  4 

(dispos~e dans cet ordre de rotation autour de la verticale de M) et on demande 

de construire une paratingente seconde qui soit concomitante de ces quatre demi- 

tangentes. I1 est ~vident qu'il n'y a que deux solutions: l 'intersection des plans 

T I M T  ~ et T s M T  4 et l'int~rsection des plans T t M T  4 et T~MT~. Si on ajoute 

une cinqui~me demi-tangente dont la paratingente seconde doive-t-Stre ~galement 

concomitants, le probl~me n'a plus que z~ro ou une solution: une, si la nouvelle 

demi-tangente est sur run  des plans TIMTe, T~MI'8, TsMT4, TtMT1; z~ro, si 

cette demi-tangente n'est pas sur run  de ces plans. I1 y a u n e  exception et une 

seule: le cas du contingent plan. 

6. Dans le cas des surfaces pr~sentant une seule paratingente seconde en 

chaque point, la paratingente seconde en M est concomitante de routes les demi- 

tangentes en M. Les remarques pr~c~dentes prouvent que le contingent en M 

est alors r~duit s deux demi-plans issus de la paratingente seconde en _Mr, ces 

deux demi-plans pouvant ~tre coplanaires dans certains cas particuliers. 

La possibilit~ d'un contingent non plan se d~montre par l'exemple des cy- 

lindres s directrice absolument convexe: un tel cylindre pr~sente en chaque point 

une seule pamtingente seconde. Soit A u n  point anguleux de la directrice; tout 

le long de la g~n~ratrice de A, le contingent est un ensemble de deux demi-plans 

non coplanaires. 
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7- Dans le cas des surfaces pr6sentant deux paratingentes secondes partout, 

l 'application des m6mes remarques laisse pr6voir que le contingent pr6sente, au 

plus, cette s t ructure tr6s simple: un cSne r6duit s des faces planes au nombre 

de quatre au maximum. 

M. Bouligand signale 1 le cas particulier des surfaces de r@volution et d6- 

montre que ces surfaces pr6sentent partout un plan tangent continu ~. 

Voici un autre cas de surfaces ~ deux paratingentes secondes dont le 

caract6re particulier ne sera plus d'@tre de r6volution, mais d'avoir partont une 

limite inf~rieure diff6rente de z@ro pour l'angle aigu des deux paratingentes 

seeondes; on va d6montrer que, dans ce cas 6galement, le contingent est plan 

partout et r@par~i continfiment. 

Le point de d~part de la d~monstration est le fair de cette limite inf6rieure 

non nulle pour l'angle aigu des paratingentes secondes en tout point. Mi. Puisque 

eet angle ne tend pas vers z@ro, quand M~ tend vers M, les deux paratin- 

genres secondes en M appar~iennent l'une et l 'autre s l 'accumulatif des paratin- 

genres secondes aux points voisinsS; par suite, chacune des paratingentes secondes 

en M est concomitante de routes les demi-tangentes en M, puisque chacune est 

limite d'une paratingente seconde en M~., quelle que soit la demi-tangente suivant 

laquelle Mi t e n d e v e r s  M. Conclusion: l'impossibilit~ d@montr~e ci-dessus, de 

deux paratingentes secondes concomitantes l'une et l 'autre de plus de quatre 

demi-tangentes, en dehors du cas du contingent plan, prouve ici imm~diatement 

que le contingent est plan. 

De la plan~it6 du contingent r~sulte celle du paratingent et, par suite, la 

r~parti~ion continue du plan tangent, de la mani~re suivante: Supposons qu'il 

existe une paratingente ordinaire J en dehors du plan du contingent et soit 

P~Q~ une corde de la surface tendant vers //;  si Pi et Q~ ne tendaient pas, 

suivant une m@me demi-tangente, vers M, il serait impossible que la droite P~ Q~ 

t e n d e v e r s  une limite situ~e hors du plan du contingent. Soit MT~ la demi- 

1 G. BOULIGAND. Loc. t i t .  p. I52. 

M. Bou l igand  ci te encore  (Bul le t in  de la Soc. Royale  des  Sc. de Liege I936, n ~ II  p. 219) 

les su r faces  ~ p l a n  t a n g e n t  z ~ f ( x ,  y) don t  les d~riv@es r ,  s, l s on t  con t i nues  pa r  r appo r t  ~ l 'en-  

semble  (x, y) e t  don t  le r t - - s ~ <  o (au s ens  str ict)  pa r tou t .  Pou r  route  va l eu r  de m,  non  rac ine  de  

r m  ~ -b 2 s m  + t ~ o, la  d i rec t ion  de droi te  du  p l an  t angen t ,  projet@e su r  x o y  s u i v a n t  la  droi te  de 

pen t e  m, nc  s au ra i t  dtre p a r a t i n g e n t e  seconde;  pa r  contre,  u n  r a i s o n n e m e n t  di rect  (bas@e su r  u n e  

mdthode  expos~c pa r  M. B ou l i gand  d a n s  son  Co~trs de g6omdtrie analytique, n ~ 6 9 ) m o n t r e  que  

les d e u x  d i rec t ions  co r r c spondan t  a u x  d c u x  rac ines  (pa r tou t  d is t inc tes )  de l '@quation en m s o n t  

p a r a t i n g e n t e s  secondes.  

8 j .  ~/~IRGUET. Anna l e s  Sc. de l 'Ecole  Norma le  5I.  I934. p. ~o 9. 
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t angen te  commune aux famines Pi et  Qi, et Ai et  Bi deux points de la surface 

situ6s sur le plan vert ical  de Pi Qi et t endan t  vers M, en m6me temps que Piet 
Q~, selon deux demi- tangentes  respectives MT~ et MT~ relies que MT1 soit in- 

t6r ieure s ~ (T~ Ts). 

La  droi te  Pi Qi finit par  s6parer Ai et B~ et alors l 'arc vert ical  AiP, QiBi de 

la surface finit pa r  conteni r  un  t r ip le t  align6 dont  les 616ments t endent  simul~a- 

m6ment  vers M. La  l imite du plan vert ical  de Pi Qi contient ,  done, une para- 

t ingente  seconde. 

Done, la para t ingente  , /  situ6e hors du plan du cont ingent  est dans  le plan 

vert ical  d 'une pa ra t ingen te  seconde. Dans tou t  plan vert ical  ne con tenan t  pas 

de para t ingente  seconde, il y a une seule para t ingente  ordinaire.  Les plans 

ver t icaux off il pourra i t  y avoir  une  para~ingente ordinaire  en dehors du plan du 

cont ingent  sont done en nombre fini et on aurai t  ainsi un para t ingent  non  plan 

sans 616ment int6rieur:  s t ructure  dont  j 'a i  prouv6 l'impossibilit61. 

x j .  MIRGUET. CI R. 195- ~932. P. 592. 
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" 0 b e r  die Ann~he rung  a lgeb ra i s che r  Zahlen durch periodischen A l g o r i t h m e n "  

von  KURT MAHLER in  Kre fe ld .  

(Acta mathematica, Band 68, S. IO9--144.) 

Es sind die folgenden J~nderungen am Text  anzubringen: 

S. 117; Zeile 14 yon oben: Es muss heissen: >>also nach Definition der ~-adischen 
Bewertungen und der Funktion ~(~)>> 

S. 118; vorletzte Zeile yon unten: Die Klammer vor *Seite IO9, Note i>> f~llt fort. 
S. 12 o ; unterste Zeile: Es muss heissen: >>Siehe Seite i I i, Note 2.>> 
S. 141; Zeile 4 yon oben: Die mittlere Formel muss lauten: 

log s (~ [q2) ~ + 2,2209 ; 
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