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§ 1. Introduction.

Le probleme.
A toute suite de nombres réels (y):
(1) <Y <Y< < fgp<--
on peut associer une suite nouvelle (z):
(2) <z <z < <z, <
formée par l'ensemble des produits
(3) L= YnYns * Yn,s mEmy = =wy, v21

avec la convention que tout nombre x figure dans (2) autant de fois quil y a de
représentations (3) distinctes. Nous appellerons (y) les nombres premiers de la
snite (x) et désignerons par = (z) le nombre des y. < 2 et par N (x) le nombre
des z, <. 8i (y) s'identifie avec l'ensemble des nombres premiers ordinaires 2,

3, 5, 7, 11,... on obtient pour (z) la suite des nombres naturels supérieurs i 1
et on aura
(4) ' N@ =z + 0(1)

et, d’'aprés le théoréme célébre de MM. Hapamarp et pE Lo VALLEE-Poussin,
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~ x -
log x

(s) 7 ()

Si Ton supprime de la sunite 2, 3, 5, 7,... un nombre fini de premiers p,, p;,

..., P», On aura évidemment
> 1
Nx)=ux (I——)-I—OI),
=TT (1= 5) + o

tandis que (5) est inchangé. Nous allons dans ce mémoire étudier quelques traits
de ce probléme général: N(x) étant connu, au moins & une certaine erreur pres,
déterminer si possible une fonction équivalant & = (x), ¢est-a-dire une fonction p(x)
telle que 7 (x) ~ p ().

Surtout, nous chercherons 3 résoudre le probléme particulier suivant, qui
constitue le point de départ tout naturel dans 1'étude du probléme général: De
quelle maniére &(x) doitil converger vers zéro quand x tend vers Uinfini, pour que
U hypothese

N(x)==x(4+¢(x), A = const. > 0,

entraine la lov asymptotique (5)2
Remarquons dés maintenant que par la transformation (z*|z) on peut nor-
mer le probléme général. La fonction ¢ (z) =x® est multiplicative en ce sens
que gzz)=¢(x)p(x). Par conséquent, si l'on part des suites (y) et (x)
telles que ’
log N(x)~ a log z,

oll @ est un constante positive, on arrive par la transformation =’ = 2%, & deux
suites (y') et (') liées l'une & l'autre de la méme maniére que (y) et (x) et
telles que

(6) log N (z) ~ log z.

Dans ce qui suit la relation (6) sera toujours vérifiée.

La fonction (s) de Riemann et le produit d Euler.

Rappelons les notions et les procédés qui fondent la théorie analytique des
nombres premiers ordinaires. A toute suite (z) on peut associer une fonction { (s)
de Riemann définie par la série de Dirichlet
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{7) C®=I+xﬁ+xﬁ+-~=x+JQﬂde
1

qui, dans la condition (6), converge absolument dans le demi-plan 6= R(s)> 1.
Le produit d’Euler correspondant & la suite (y) s'écrit

o

1
e

1

Ce produit converge de méme absolument pour o > 1 et donne naissance i cette
formule fondamentale:

o

(8) HI‘_I:'/:=H(I+y;s+y;2s+---)=I+x,—s+m;5+~-=§(s)
1 n 1

qui traduit en termes analytiques la relation entre les nombres z, et ses pre-

miers .. En vertu de la convergence absolue pour ¢ > 1, en obtient de plus

log 0fs) = Dlog T 5= D + S X + S Dyt + o =
1 n 1 1 1

‘=fr%ﬂm,

(10) H(x)=n(x)+én(x%)+§n(w%)+...

(9)

ol nous avons posé

On est ainsi conduit & cette nouvelle représentation de £(s),

«w©
fm"‘sdll(:t.)

(11) £ (s) = el

La fonction II(x) est évidemment non décroissante et s’annule comme 7 (x) pour
x < y,; de la relation (6) et de I'inégalité triviale = (x) < N(x)} on tire

[log x]
log ¥, I Ty .
I (x) — nix) = LAY
@-nle= 3 1
2
33-—-36808. Acta mathematica. 68. Imprimé le 9 aotit 1937.
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Il s'ensuit que 7 (x)~ IT{x) si I'on a log IT(x) ~ log =, et cette derniére relation
sera toujours vérifiée dans le cas que nous traiterons. Dans la suite nous con-
sidérons aussi IT(x) au lien de 7= (x).

Pour gagner en généralité et en uniformité nous entendrons dans ce mémoire
par fonction de Riemann et désignerons par {(s) non seulement une série de
Dirichlet (7) mais aussi toute fonction analytique ayant dans le demi-plan o> 1 la
représentation (11), ou II(x) est une fonction non décroissante qui rend Uintégrale
convergente powr ¢ > 1. Toute fonction [(s) est aussi pour ¢ > 1, comme on le
conclut facilement, représentable par une intégrale

0

(12) L) — 1 + fx—wzv(x),

1

ol N(x) est une fonction non décroissante, uniquement déterminée par IT(x) si
I'on ajoute la condition N(1)=IT(1) =o0. Cela étant, notre probléme devient:
S pour ume fonction {(s) on connait N (x), déterminer une fonction équivalant o IT ().

Résumé des résultats.

Pour plus de clarté, nous donnerons déja dans cette introduction un apergu
de la méthode et des résultats principaux. Commengons par donner quelques
définitions. Comme lien entre N (x) et II(x), la fonction

v(t)= —limarg (o + 7 ¢),

6=1+0

supposée existante, va jouer un rdle dominant dans cette étude. Nous emploi-
erons la notation v (s, {) = —arg (1 + ¢ + ¢¢), ol la fonction harmonique v (o, ?)
est uniquement déterminée dans le demi-plan ¢ > o par la convention v (g, 0)=o0.
Nous dirons par définition que cette fonction harmonique, ainsi que la fonction
de Riemann (s), satisfait & la condition (4)si pour 6— + 0, —A < ¢ < 1, v(a, )
eonverge, en restant borné, vers une fonction limite v(f) qui est & variation
bornée sur l'intervalle (— 4, 4). Par la notation (4) nous entendrons la condition
précédente satisfaite pour tout nombre A fini. De plus, si une condition (A4,)
est remplie, le point 1 + ¢¢, — 4 <t <A, sera dit un podle d'ordre ¢ ou un zéro
d'ordre ¢ de {(s) si l'on a respectivement
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(13) “(e(t+ o) —v(t—o)—e>o,

(14) i(v;(t—o)—v(t+o))=a>o.

Une fonction {(s) ayant au point s =1 un pdle d'ordre ¢ sera appellée elle-méme
d’ordre ¢. Pour le logarithme intégral, désigné dans ce mémoire par la lettre
L, nous remarquons cette relation

R (L (1) — v.p.f"_‘?%@dr__
0

(15)

x ‘tsin(tlogx)%-cos(tlogx)+0{ x }

T logx - 1+ ¢ (I—-l-ltl)log”w

valable uniformément pour = =ux,> 1, t=o0. Faisons aussi remarquer que la
relation formelle entre les fonctions IT(x) et v(f) est

(16) ) =2 f R (L (#+9) dv(f) + const.,

valable dans certaines conditions qui ne sont cependant jamais remplies par une
fonction {(s) définie par une série de Dirichlet.

Cela étant, nous allons énoncer trois théorémes qui constituent ensemble
le fondement d'une théorie générale des fonctions de Riemann d'ordre positif
et fini. ‘

Théoréme I. Soit ((s) une fonction de Riemann satisfaisant & la condition
(4) et de Uordre positif. Sost

v(t) = v (0) + () + v3(0)

la décomposition de v en une fonction absolument continue v,, une fonction des sauts

vy et une »fonction singuliére> v, On 'a alors

(17) e~ [ RULE ) dlus (0 + 050
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d condition que cette intégrale converge absolument, ce qui revient & supposer que

-]

(19 [ a0 @<

1

Théoréme II. Pour une fonction {(s) de Uordre o, satisfaisant & la condition
(A) et w’admettant sur 6 =1 aucun pole autre que s= 1, »le nombre total> des zéros
1+ 14t, >0, est inférieur ou égal & o/2 en ce sens que

b

(19) el =

t>0

N R

ot a(t) désigne Uordre du zéro 1 +1t.

Théoréme III. S: [(s) satesfait & une condition (4;), & > o0, et si Vordre ¢
est positif, les constantes de Tchebyscheff a et b définves par les relations

(20) a=limM£~g—9€: b=lim

I (x)log x
x

sont finies et positives.

Ces trois théorémes sont, par leur contenu, liés respectivement aux noms
de Riemanw, de M. Hapamarp et de Touesyscrerr. Le Théoréme I a été in-
spiré par les recherches importantes de M. WieNEr exposées dans son livre in-
titulé »The Fourier integral and certain of its applications». Le Théoréme IT
sera démontré par une amélioration d'un procédé du & M. Hapamarp, et aussi
par une méthode nouvelle. Le troisiéme théoréme n'est au fond qu'un cas parti-
culier du premier. -

Tirons maintenant quelques conclusions des Théorémes I et II. Si N(x)
satisfait & certaines conditions de régularité et si N(x) ~ 4 xzlog¢~x,¢ > 0,4 >0,
on peut affirmer que {(s) est une fonction de l'ordre ¢ n’ayant sur ¢ = 1 aucun
pdle autre que s=1, et de plus que v(f) ne contient pas de partie singuliére
vg(t). Done, si ((s) ne posséde aucun zéro 1-+7t d'ordre positif, on aura
d’aprés (17) '

(21) ' H(x)~gL(x)~glozx,
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et mnous parlerons d'une distrebution IT(x) réguliére. Si d’autre part il y a des
zéros 1 +¢t,, d'ordre positif, on aura d’aprés (17) et (15),

@(x) est une fonction presque-périodique de la variable log x, et non négative
en vertu de (19). En notant que IT(x) est non décroissant, on reconnait aisé-
ment par la formule ci-dessus que 1'inégalité (19) du Théoréme II est étroitemént
liée & la relation asymptotique (17) du Théoréme 1. Par une application de (15)
on trouve que la relation (22) équivaut & la suivante

[ II (x) ~ lof o (g —2 Z Vax(:i)t? cos (tyy — &,))

t,>0 4
(23)
l tg 0, = t,, o<0v<§,

oi nous avons posé y=Ilogx. En ce cas la distribution II(x) sera appelée
presque-périodique. De la relation (23) résultent ces inégalités intéressantes pour
les constantes de Tchebyscheff:

(24)

ou l'égalité a lieu, d'aprés le théoréme de KroNECKER, si les nombres f, sont
linéairement indépendants. Observons de plus que si {(s) ne posséde sur le seg-
ment 0 =1, — 4 <{<1, aucun zéro d'ordre positif, on aura

I
a = ] —
Q( VI-!—)F)

I
lbgg(l +]/—I—+——ﬁ)

(25)



262 . Arne Beurling.

A l'aide des Théorémes I et II on obtient la solution, au moins en un

point essentiel, du probléme particulier posé:

Théoreme IV. L’hypothése

(26) Nx)=Azxz+ 0 (lo£ x) ) A = const. >0,
entraine

x
(27) ()~ oo

st y > 3/2, mais wWentraine pas cetle relation st y = 3/2.
Pour élucider la relation entre N(z) et II(x), nous allons comparer N ()
avec certaines fonctions 4 croissance réguliére. Dans ce but nous désignons par

A, (x) une fonction de la forme
(28) Ao(@) =D 4, logt z,
1

ol ¢ =9, >9,> > g,, le coefficient A, étant positif et 4,, 4;, ... arbitraires.
Cela étant, le théoréme précédent admet cette généralisation:

Théoreme V. Pour 1 << ¢ << 2 I'hypothése

x
(20) Nie) = A + 0 (15
entraine '
; X
(50) M)~ o

st y > 1+ o/2, mais n'entraine pas cette relation si y =1 + /2.

Ce théoréme reste aussi vrai pour o < ¢ < 1, mais la démonstration exige
des procédés plus avancés que ceux qui conduisent au Théoréme I et nous n'in-
sisterons plus. Cependant, par la méthode employée, on montre que (30) a lien
méme pour 0 < ¢ < 1 dans la condition (29) avec y > 3/2.. Dans les cas ¢ = 2
d’autre part, le probléme présente un changement capital:

Théoréme VI. Pour ¢ = 2 'hypothése

(31) N (@)= A,(x) + O(x)
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n’entraine pas (30), tandis que la condition (29) avec y > 1 + o/2 entraine Uexistence
— mazs non pas la détermination — de q = [o/2] nombres réels

parmi lesquels tous ou quelques-uns peuvent s'identifier avec + o, tels que

(32) , H(x)~v.p.f(g—22q, cos (f”Ing))I%’

0

ot U'on pose cos (¢, log x) =0 pour t,= .

Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer ce principe général: si la
croissance de N(x) se trouve dans le champ zlog?x, —1<p <1, et si N(x)
satisfait a certaines conditions de régularité, la relation entre N (x) et IT(x) est
stable 'en ce sens que lordre de grandeur de N{(x) détermine uniquement une
fonction équivalant & IT(x). Si d'autre part N(z) croit comme z log = ou plus
vite, la relation est ¢nstable en ce sens que la connaissance de N (z) 4 une erreur
prés, qui reste bornée ou qui tend méme vers zéro, ne suffit pas pour la déter-
mination unique d'une fonction équivalant & IT(z).

Dans cette premiére partie nous avons essayé de développer les propriétés
élémentaires des fonctions {(s) d’ordre positif. Dans une seconde partie nous
allons étudier des questions plus compliquées, surtout la relation entre les deux
fonctions R, (x) et R,(x) définies par les formules

Nix)=Az + R, (=), A = const. > o,
Me)= L) + B, ().

§ 2. Préliminaires.

Quelques propriétés des fonctions a variation bornée.

Une fonction v(f) qui est & variation totale finie sur l'intervalle (—oo, o)
peut, dans le cas général, étre décomposée en trois parties

v(t) = v, (&) + vy (t) + v ()

dont chacune est a variation totale finie sur (— %, ®); v, étant absolument
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continue, v, une fonction des sauts et v, une »fonction singuliére» caractérisé par

sa continuité et possédant presque partout une dérivée s'annulant. Posons

+ o

fv(x)=fe“‘dm(t), y=1,2, 3.

—0

Quelle est I'allure 4 l'infini de ces trois fonctions f,(x)? Par un théoréme fonda-

mental de M. LEsEscuE — appelé généralement théoréme de Riemann-Lebesgue
— on sait que '
lim f, (x) = o.
r=+®

Quant 3 f,(z), on a

.f2 (.’l‘) = Z -A’V eith>

ou t, désigne les points de sauts de v, (t), et ot A, = v, (t, + 0) — v,(t, — 0). Cette
fonction appartient & une classe particuliérement simple des fonctions presque-
périodiques, et ses propriétés sont bien connues. En se rappelant la relation

(33 tm o [1A@Fde= Bl

b—q=0o b —a
a

on reconnait que -
lim |f;(@)]|>o0

x=+ o

4 moins que f,(x)=o0. Nos connaissances sur l'allure d'une fonction f;(z) sont
trés incomplétes. On sait en résumé: 1° par des exemples donnés par MM. Rrgsz’
et CarnLEMan? qu'il y a des »fonctions singulidres» v,(¢) telles que

(54 iim |41 > o;

2° par des exemples construits par MM. MencaoFr® et LirrLEWooD* que la limite
(34) peut s’annuler sans que v,(t) = const.; 3° par un théoréme de M. WieNER® que

' Math. Zeitschrift, t. 2, p. 312, (1918).

2 Sur les équations intégrales eic., p. 225. Uppsala universitets drsskrift (1923).

3 C. R. de I'dc. de Sc., t. 163 p. 433, (1916).

* Quart. J. Math. (1936).

5 The Fourier integral etc., p. 146, Cambridge (1933). Les propriétés 20 et 3° énoncées
dans le texte ne se trouvent pas explicitement dans les travaux cités mais en sont des conséquences
immédiates.
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+T
I
lim — *dx=o.
(35) im o7 [IAFds=o
—T

Donc, méme si la limite (34) est positive, la relation (35) exprime que la densité
des valeurs ol |f;(z)| = d > 0 est petite en moyenne.

Lemme I. Sost v(t) 7éel et tmpair et en conséquence

-]

fw(x)=2fcosxtdm(t), y=1, 2, 3.
0
Alors, Uhypothése
(36) lim (f; (#) + folx) + fi(®) = 0
entraine -
(37) Borne f;(x) = o.

Cette propriété est une conséquence de la relation (35) et de la théorie
générale des fonctions presque-périodiques. Rappelons qu'une fonction ¢ (z) est
presque-périodique au sens de M. Bomur si l'on peut associer & tout ¢ > o0 un
nombre fini ! =1(¢) > o tel que tout intervalle de longueur ! contienne un num-

bre z pour lequel
0.

AV

lp@+ 9 —p@)|<e x

Pour qu'une fonction presque-périodique ne s’annule pas indentiquement, il faut
que la limite (33) soit positive. Cela étant, supposons que la fonction f;(x) du
lemme soit susceptible des valeurs négatives. La fonction

o, Salx) =

Fe= e AW

o,
o,

A

satisfait 4 1'inégalité
I/ @+ —fr@l<lfile + 2 —fi@@)],

qui montre que f; (x) aussi est presque-périodique. Done, si la proposition (37)
était fautive, on aurrait f; ()= 0 et en conséquence

T

(38) lim o7 | Ur@ide >o.
-7

34—36808. Acta mathematica. 68. Imprimé le 9 aoit 1937.
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Notons aussi que l'on a, d'aprés le théoréme de Riemann-Lebesgue,

(39) lim (f;(2) + fi(2)) = o.
z=n

Or, les trois relations (35), (38) et (39) sont incompatibles, 4’0ot résulte notre
proposition. Remarquons enfin que ce lemme ainsi que la théorie des fonctions
presque-périodiques et le théoréme de M. Wiener sont dispensables pour les
résultats énoncés dans l'introduction. Cependant le Lemme I nous fournit une
démonstration simple du Théoréme II que nous allons établir aussi par une
méthode élémentaire.

Un facteur de convergence.

Supposons que f(f) soit une fonetion définie pour — © < ¢ < o par l'inté-

grale de Fourier
4w

£l = f dotg(x)dz,

—_—

ol g(x) est sommable sur (— o, ®). Si f(f) n'est pas sommable sur (—c, =),

il s'agit de donner un sens a l'intégrale

Soit dans ce but A(f) une fonction continue et non négative, sommable sur
(— o, =) et satisfaisant & la condition h(o)=1. Posons

1()= ]wf(t) h (f) dt,

ou A est un paramétre positif. Tl est évident que l'on obtient une méthode
réguliére de sommation en posant par definition

I=1lim I(})

A=

si cette limite existe. Supposons maintenant que la fonction réciproque H (x)
de h(2),
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+ o

H(x)= ‘/'e"“ hit)dt,

—®

soit de méme sommable sur (— o, ®), d'ol résulte d'aprés les formules de
Fourier

(40)

¢ —L —itx
h(x)_znfe AH(Az)dx

-—0

Pour I(1) on obtient donc la représentation

ffem h )d:cdt——leA:c (@)dx,

—_—o —®

ou le changement de l'ordre de l'intégration est légitime en vertu de la conver-
gence absolue. Par cette formule on voit que l'existence de la limite I ainsi
que sa valeur dépendent de certaines propriétés, faciles & comprendre,' des fonc-
tions g(x) et H(x).

La puissance de la méthode dont nous venons de décrire les traits essen-
tiels, est mise en lumiére par les recherches importantes de M. WieNER relatives
aux intégrales de Fourier. La liberté avec laquelle le facteur de convergence
h (f) peut 8tre choisi, constitue un avantage notable, dont nous n'avons d'ailleurs
nullement, dans cette étude, tiré tout le profit possible. Nous aurons besoin
d'une fonction paire h(f) qui satisfasse, avec sa fonction réciproque H (x), paire
elle aussi, aux trois conditions suivantes:

1° h(t) est continu et décroit monotonement de 1 & o quand t croit de 0 & 1
ct sannile constamment pour t > 1.

2° H(x) est positif et décroit monotonement vers zéro quand z croit de o G .

3° L'intégrale

R0

fo(x)dx

o
est convergente,



268. Arne Beurling.

Remarquons dés maintenant que la condition 3° entraine que k (t) posséde
une dérivée continue. Dans le but de former une telle fonction k (f), dont I'exi-
stence n’est point évidente, nous partons de la fonction

(—1e]% lel=1,

o ) 'tlzl,
qui donne
+ 1 '
K(x)zfe”zk(t)dtZZf(l—f)ecostmdt=$(1_sn;x)'
e Y

Cette fonction K (x) est positive, et un calcul élémentaire montre que K’(x)<<o
pour x positif. Posons maintenant

+ o

kl(t)=f7c(t—s)lc(s)ds.

-0

On voit facilement que %,(t) est une fonction paire, qui s’annule pour =2 et
qui décroit monotonement quand ¢ croit de o & 2. On a de plus

+ o

fe“”kl(t)dt=K2(ac).

—_—0

Il s’ensuit que la fonction

et sa fonction réciproque

répondent aux trois conditions posées. Nous supposerons dans tout ce mémoire
que h et H désignent les fonctions ainsi définies.

Quelques propriétés des fonctions harmoniques dans un demi-plan.

Supposons que wu(g,t) soit une fonction paire de ¢ et harmonique dans le
demi-plan ¢ > 0. Dans ces conditions, la fonction
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t

v(a,;‘)zfu(a,t)dt

9

est aussi harmonique pour ¢ >o0. La condition (4;) ou (4) étant satisfaite par
v (0, ?), nous dirons par définition que (o, ?) vérifie la condition (B;) ou (B). Pour
que u (g, ?) satisfasse & la condition (B), il faut et il suffit, d’aprés une propriété
bien connue des fonctions harmoniques, que I'on ait pour tout 4 fini

+2
lim | u(o, O]dt < .

o=+40
—2

Une condition (4;) étant remplie, on a

+1

'l)(O', t) =*I‘f;_‘;;*(L.-——T&’l)(’IC)dT+R(G,t),

3 t—1)
22
oi Ro,t) est une fonction harmonique pour o> 0, s’annulant sur le segment
ouvert {(— A,1) de l'axe ¢, et ou
(41) v(t) = lim v(o, ).

o=+0
On en conelut que
+2
u(o,) == | 5—0—3dv(s)+ R, (o,%)
UL Fr =" 110: %)
=i
ot R, est une fonction de la méme espéce que R.
Pour v(o,t) = —argl(1+0+7f) on aura

wlo, )= — 2 log |21 + o+ i),

d'ou l'on tire facilement cette proposition: St §(s) satisfait ¢ une condition (4,),
on aura pour — A<t <A:

lim lo21E(0+70)]

o=140 I
o
go—- 1

(42) =7lv(v(t+o)—v(t—-o)).
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§ 3. Sur Vintégrale de Laplace pour une classe de fonctions harmoniques.

Soit w (0, ) une fonction harmonique définie dans le demi-plan ¢ > o par
I'intégrale absolument convergente

% (g, t)=j €% cos x td p(x),

0

olt u(x) est une fonction non décroissante et u(o)=o0. Dans ce paragraphe nous
allons, & l'aide de la méthode de sommation signalée, étudier ce probléme: Une
condition (B) ou (B;) étant remplie par u(o, ), déterminer u{x) et ses propriétés en
partant de la fonction v(t) définie par (41) et supposée connue.

Si u(o, t) répond & la condition (B;), nous formons la fonction harmonique
uz (0, t) définie pour ¢ > o0 par l'intégrale de Poisson-Stieltjes

us (o, t):—; f Gh(i)dv(fr).

o Ot (t—1)?
En notant que
+
%_o'_._ —— 1 —olz]—izt+ize >

—xn

+4 4w
ui o, t) = 2—17; f fe_"”'_i”“” h (%) dxdv(z).
—1 —x

Par un changement de 1'ordre de l'intégration et en posant

on obtient

+ A
©a(x) 271; fe"“h (%) dv(r) -———% fh(;) cos zzdv(z),
3 .
on aura
wie, 0= [ty @ s,

d'ot les formules
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o

wi (o, 1) = fe“’” cos ztdu;(x)

0

(43)

f sin 2 ¢ h do(f).

Cherchons maintenant la relation entre u;(x) et u(x). Si 'on définit u(x)

pour z < o par la condition u(— )= — u(x), on peut écrire

+ @

ulo, f) = f e SH=15 1 (9), o> o,
d'ot, -
41 4w
(44) ;fe“”h(l) o fat="1 f f oIt iat g (5 d .
—1 —i —o

Cette intégrale double converge absolument pour o>o0, et l'on obtient, en
changeant I'ordre de Y'intégration et en notant (40),

+1

+
}rfemh(%)u(a, t)dt=;17tf/lH(/lx—lg)e*"md,u(’g').

—a

Faisons maintenant tendre ¢ vers 0. Le premier membre de (44) est égal &

i

!

2 { 2 d t

;fh(x)cos xtdv(o,t)———;fv(a, t)d—t{h(l)cos xt}dt,
0 0

intégrale qui, en vertu d'un théoréme de M. LEBESGUE, converge pour d— +0 vers

T
0

(45) z flh(%) cos ztdv(t) = u'i(x).

Quant au second membre de (44), il est 4 remarquer que ¢°l%l en croissant
tend vers 1 pour ¢ — + 0, que H(z) est positif et u(z) non décroissant. On en
conclut que l'intégrale considérée tend, en croissant, vers la limite



272 Arne Beurling.

+ >
L fAH(Ax—zg)du(g),

et en conséquence que

7T

(46) th(%) cosxtdv(t)=£;t]:H(lx—lg)dy@).

—_—%

Tirons de cette relation quelques conclusions importantes. Si ¢ est un nombre
positif, le second membre de (46) est supérieur ou égal &

—sz e—19dp®= 1 H@) o+ - pl-0),

a—d

tandis que l'on obtient pour le premier membre

!
th(t> cos txdu(t fldv
7T i

0

et, par une application du théoréme de Riemann-Lebesgue,

hml f —) cos tzduv(t fld[112 + vy (],

ol vy, v, et vy ont - la signification déja introduite. Il en résulte les inégalités

ple+0)—pux—20=< ld)lf'dv

d’'ot I'on tire cette proposition:

1° Une condition (B,ﬁ) Ay > 0, entraine

(47) ln(@ + & —nl@)] =< A0 + 18],
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W) Jim T (el + 8 — (o) = 5 oo f |dlos ) + v, (011,

=40 z=w

o A est une certaine constante positive et finie.

Tirons dés maintenant une autre conclusion importante de la relation (46).
Supposons que wu (o, ?) satisfasse 4 la condition (B) et que v(f) posséde au point
t=o0 un saut positif ag,=wv(+ o) —v(—o0). Désignons par a, a, ... les
sauts positifs et par b, by, ... les valeurs numériques des sauts négatifs de
v(t) pour t> o.

2° 8¢ la somme des sauts posilifs est finie, la somme des sauts négatifs est
ausst finie et

(49) Sh=2+Ja.

En effet, H étant positif et u non décroissant, on a d’aprés (46)

ijlh(%) costxduv,(t)= 23]‘;(:5)>o,

1

d’ot résulte, en vertu du Lemme I, que f(0)=0. Or on a

I3

A= [0 ()dvg. “r San(t) - Son(3) -

5 0<t, <2 0<t’<)

ou #, et t, désignent les points correspondant aux sauts a, et — b,. Donec

t, a ¢
V) < 2o 2,
E bvh(l)_ 2 + E ayh(l)
0<t;<i. 0<t, <2

d’ol Vinégalité (49), si Uon fait tendre A vers l'infini.

° Une condition (By), 4 > o, entraine que la limite

G (2) IE |12 (@) — u(@)]
est finze. ‘

4° St la condition (B) est remplie et si
35—36808. Acta mathematica. 68. Imprimé le 9 aott 1937,
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(50) llm—fld[122 + v ()] = o,
on a
(31) lim G (i) =

A=w»

Pour démontrer ces propositions nous intégrons les deux membres de (46)
de 0 & £ >o0. En tenant compte de (45), on obtient

(52) mie) =57 [KEau

ol nous avons posé
T

K, x)=le(lx-—l§)dw

0
Observons que

(53) Jim EX(§, 2) = o ‘98—I§=—AH(M—A§)+1H(—A§).

11 résulte de (47) et (53) qu'une intégration partielle dans (52) est 1égitime. On
obtient done, en notant que H(— A%) est pair et (&) impair,
+ o

(54 )= [AHGe—10u@ a5

Si, dans .cette intégrale, on fait la substitution (x —%|—§) et si 'on tient

compte de la relation
+ o
I
;tf}.H(}@)dg—-h(o)—

on aura
+ o

o) = pe) = [LHGH0e + 80— ag
d’ott résulte, par une application de (47),

+o
)=l =7, [AHGYG +IENas

-—00

inégalité qui met en évidence la proposition 3°.
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Pour démontrer 4°, nous faisons remarquer que
?

4E)=lim|pu(x + 5 —p@)|

z=
est une fonction paire qui, en vertu de (50) et (48), jouit de cette propriété:

lim #(§) =

£=0
D’aprés (47), la différence |u(x + &) — u(x)| posséde une majorante fixe de la
forme A(1r +[&]). Il s'ensuit, en vertu d’'un théordme fondamental de M. Le-

BESGUE, que
+ >

G < zl—”le(lg)d(g)dg.

—®

Par un procédé bien connu, on démontre ensuite que

+ o

lim - [ LHGY 4@ s =lim 2() =

—_

ce qui établit la proposition 4°.

5° Les deux conditions (B,), 4 >o0, et v(+0) > 0 entrainent lexistence de
trois comstantes positives et finies &, B et C telles que, pour tout x suffisamment
grand.

(s5) B<ple+§—ul)<C.

En effet, déterminons d’abord 4, o < i < 1, si petit que
: (+0)
v{+o0
[ 12t + o < 222
£0

En considérant la relation (45), on obtient par un procédé déji employé

v(+o>—f|d[va(t>+vs<t)u >vito)

lim ) (z) =

T=00

alw
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Déterminons ensuite £ si grand que

29 e,

Cela étant, 'inégalité (55) devient vérifiée si

B=§——”(7': )_,ew 0:4_3.5”7(: ), an),

?

dés que x dépasse une certaine limite finie.

6° Si la condition (B) est remplie et si l'intégrale

a0

(56) [ 1@+ ol
1
converge, on a pour x —> O,
© g
L -
) =2 [T a0 nl L [T 0 o,
0 0

»6 étant une constante positive quelconque.
Rappelons d’abord que la convergence de (56) entraine

A

(58) lim 5 [ 1d[o () + 05 (8] | =o.

Désignons par »(x) la somme des deux intégrales dans (57) et soit
g(l)=§?°|v(x)—#z(x)|-
Oun a done pour tout 4 >o

lim | (2) —»(2)| < G () + 9 4),

et la relation (57) est établie si I'on peut prouver que G (1) + g (A} — o pour 4 — .
Or, d’aprés (58) et (51), G (1) s'annule pour A — o, et il suffit donc de montrer
qu’il en est de méme pour g (4). Introduisons & cet effet la fonction ¥V (f) égale
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3 v(f) dans lintervalle (0,d) et égale & v, (8) + v, () + v,(f) pour £=4, et no-
tons que

(59) »(o) = pula) == j( —n(f))mza v -2 fh (4=t a0

0 )

La fonction h(f) étant différentiable, on a

a£7 os<t<]

1—h(£)£
A 1, t=12,

ol @ est une certaine constante. Cela étant, on obtient, en appliquant de nouvean

le théoréme de Riemann-Lebesgue 3 la derniére intégrale dans (59),

4 P

o< 35 [laver+2 [f1avel,

ce qui met en évidence que g(A) converge vers zéro pour A— .

Remarque. Grace a des recherches' faites surtout par MM. Laxpav, Harpy
et Littnewoop et récemment par M. Wikner et ses éléves, on connait une
suite de théorémes importants rattachés au probléme traité dans ce paragraphe.
Les résultats que nous venons d’obtenir conduisent & des propositions plus géné-
rales et plus précises que celles déja connues. Cela résulte en premier lieu de
I'avantage important qu'on obtient en considérant la fonction harmonique u (g, ?)
au lieu de la fonction analytique f(s) qui a u(0,?) pour partie réelle. Remar-
quons en particulier le théoréme de M. Ixamara: Soit a(x) une fonction non dé-
crotssante telle que Uintégrale

71— fx—sda(x)

converge absolument dans le demi-plan 6> 1. Pour que a{x)~ Ax, 7 suffit de

supposer que la fonction g(s)= f(s) — soit continme sur le demi-plan fermé

6=1 (s= o exclu)

! Voir la hibliographie dans WIENER: Tauberian Theorems (Ann. of Math. t. 33, 1933)-
Voir aussi BOCENER: Hin Satz von Landaw und Ikehara (Math. Zeitschr. t. 37, 1933), LANDAU und
HEILBRONN: Bemerkung zwr vorstehenden Arbeit, ibid., Ein Satz iiber Potenzreihen, ibid., Anvendung
der Wienerschen Methode, ibid., KARAMATA: Weiterfikrung der N. Wienerschen Methode, ibid.,
t. 38, 1934.
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A laide de la proposition 6°, on déduit, d'aprés quelques transformations,
qu'il suffit de supposer que %(g,t) = R(f(1 + ¢ + 7)) satisfait & la condition (B)
et que la fonction v(f) est absolument continue & l'exception d'un saut égal &
w A pour t=0. Or on démontre aisément que ces conditions sont remplies (en

particulier) si pour tout i fini on a

o=1+0
—2

+2
fim f|g(o‘ fid|di< .

§ 4. Les Théorémes I, II et III.

Considérons d’'abord quelques transformations. En posant I (y) = I (¢¥)
on aura

«©

(60) log Z (s) =fe_8ydﬁ(?/), o> 1

0

et si l'on remplace ici s par 1 + s et qu'on pose

y

* *
vm=]wwn@,
la formule (60) devient

(61) log §(1 + s)=fe‘sydv(y), 6> 0.

On obtient par conséquent

(62) 1;(0,t)=fe"""’ sinytdv(y), 6> o0,

0

W

(G,t)=je““”cosytdu(y), o> o0,

0

0
U

(63) 77
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mm=fwaw=fwwwmw

Les fonctions IT(y), v(y) et u(y) sont non décroissantes et les intégrales (61), (62)
et (63) convergent absolument dans les demi-plans indiqués. Remarquons aussi
cette formule d’'inversion

(64) TI{y)— I{y;) = f%d‘# (v); ¥ > Yo =o.

Yo
Cela étant, les Théorémes I, TI et III résultent directement des proposi-

tions du § 3 appliquées 4 la fonction (Z—t de la relation (63). Commencons par

le Théoréme III. D’aprés la proposition 5° nos hypothéses entrainent l'existence
de trois constantes positives et finies &, B et C telles que pour y > g, on ait
B<uly+8—uly)<C. Par un procédé évident on en déduit & l'aide de

(64) que

(66) p—Tm LWy o C
—w &Y I—e s

Le Théoréme I résulte de la proposition 6°. En effet, on obtient d'apres
(57) la décomposition w(y) = p (y) + w2 (y) + 15 (y), 00

mm=3j“m“dmm+%ML

7T t
Q

d

2 ('sinyt
wl) =2 [ am,

0

3 (y) étant une fonction inconnue qui s'annule pour y — . Done

j—d“3 (%y)—fua(y)d(%”):o (_yf)

Yo
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Par une application du théoréme de Riemann-Lebesgue on voit que la dérivée

¢'s(y) s’annule pour y — o, d’ou résulte que

f;—ydug(y)w(‘f)-

Yo
Ces deux relations, ainsi que (65), entrainent

(67) M) ~ f =410

Yo

Or on démontre facilement que la condition (18) rend légitime cette opération:

Y 0 © v

ey inyt e¥cos yt
[ ya [ amo + wo- f f Ayl () + vy (o).
Yo 0 . 0 Y

En notant cette relation, ol le dernier terme ne dépand pas de y,
4y '
R {L (ev+ivt)) = j 1_02;_@/_ dy +0 (%)

Yo
on aura enfin

) =% [ RUDE ) dlen() + (0]

Le théoréme II n’est qu'un cas particulier de la proposition 2°. Par une
méthode élémentaire due a M. Hapamarp nous démontrerons maintenant une
forme plus générale, et d’ailleurs plus commode dans les applications, de ce
théoréme.

Théoréme II'. Posons

— log |L(0)]
(68) 0= lim —>=2+"1
0=1+0 ].Og I
o I
(69) 8(f) —lim g1l + 0]

log (6 — 1)

et supposons que B(t) = o pour t>o0. Dans ces conditions on a
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(70) | CE S’

t>0

on la somme est étendue o Uensemble des mombres t > o pour lesquels B(t) est positif.
Cette proposition contient le Théoréme II. Si en effet la condition (4) est
remplie, on a d’aprés (42)

8()="(v(t—o0) = vt + o) = a(t),

et lordre ¢ défini dans l'introduction coincide avec ¢ défini par (68). Le théoréme

précédent, d’autre part, repose sur ce lemme:

Lemme II. FEtant donné un nombre k, o<k <2, et une suite finie de

nombres réels positifs el distincts entre euzx, ty, t,, .. ., tn, on peut toujours déterminer
une suile finze de nombres réels ne s’annulant pas, tpi1, tuts, - . ., tn, et des nombres
positifs, any1, Gn+e, . .., AN, tels que

n N
Ply)=1+ %D cos tyy + Daycos by =o.
1

n+1

Partant du développement

2 +©
I—7
D — K3 -
? cos vy, o< r<i,
1—27rcosy + r* Z y
et de la formule
COS ¥, COS Yy . .. COS ypzz—l’z cos(t oy, Tyt - X yp),

ou la somme est étendue & toutes les combinaisons des signes 1, on obtient

yy=o =
h 1—r? g
11— . =2 2 dAnlr il cos (ryyy + o+ ).
1 I —2rcosyp + 1 h=— By
Si les nombres ¢, f;, ..., {, ne sont pas linéairement indépendants, on peut
toujours trouver une suite de nombres s, s, ..., sp linéairement indépendants
et tels que
n=p
te= D\ @vuSu, y=1,2,...,n
u=1

36—36808. Acta mathematica. 68. Imprimé le 10 aolit 1937.
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ol a,, sont des entiers; si ¢, 4, ..., f sont linéairement indépendants nous

posons s, =1, et en conséquence a,,,=1 et a,, .= 0 pour » # u. Posons

u=p
ny=Max. D |a,ul,
e

»=1,2,...

et déterminons o < ¢ < 1 tel que

9’"1 =

N | x

k étant la constante dans l'énoneé du lemme. Déterminons ensuite un entier
ny > n, de sorte que

— p\P
ZQI“’||+"'+|WPIS(I g) .

1+e
"V‘I+"’+I’Vpl>ng

Le polyndéme

Ply)= Rt Hmlcos (vs, + - + p8)y
|"1'+"‘+|"’pl5"2

est, d’aprés ce qui précéde, non négatif, le terme constant est égal & 1, ses
coefficients sont positifs et la somme des coefficients de cos ¢, et cos — {2
est supérieure ou égale & kpourv=1, 2, ..., n. On en déduit que P(y) remplit
les conditions énoncées.

Retournons au Théoréme I1' et supposons que S(¢) soit positif pour =1,
v=1, 2, ... n Soit 0<k< 2 et P(y)le polynéme dont nous venons de prouver
I'existence. La fonection ;I(y) étant non décroissante et P(y) non négatif on
aura pour I <o < 2,

ngﬂ%dﬁ(y)z Oglg(a)l_
v log

o—1 lOgl—-a

slog|llo+dt)| & log|Llo+it)]
_kz log (0 — 1) _Zaw log (6 — 1)

1 n+1

En prenant la limite supérieure du second membre pour ¢ — 1 + 0, on obtient,
en notant que a, >0 et 8(t.) = o,
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N

o_{g—kéﬂ(h)——z avﬂ(tw)ﬁg—kéﬂ(tv),

n+l

d’ot I'on tire (70) par un raisonnement évident.

§ 5. Les Théorémes IV, V et VI.

Propriétés de (s} et de IV(x) entrainant une distribution réguliére pour o <e¢ <2
et une distribution presque-périodique pour ¢ = 2.

Le nombre x étant positif et non entier, nous dirons q'une fonction holo-
morphe f(s) satisfait & la condition infinitésimale (x) sur un domaine D si l'on a,
dans le cas o <x <1, sur D

‘f(32) _f(ﬁ)l = C|S2 & Ix’

ou C est une constante fixe, et, dans le cas x > 1, si f(s) ainsi que ses dérivées

jusqu'a l'ordre #» = [x] sont uniformément continues sur D et si

| £ (s5) — f™ (s) | < Oy — s, 19,
Cela étant, considérons une fonction {(s) d’ordre ¢ > o jouissant de ces propriétés:

1° [(s) satisfast dans toute demi-couronne ¢=1, ¢ <|s— 1| =< 1/e, & une
condition infinitésimale (x) avec x > g/2.

2° L(s)(s— 1)e est continu sur le demi-plan fermé ¢ = 1(s= o exclu) et se
rédutt sur ¢ =1 4 une fonction absolument continue qui ne s’ annule pas au point s=1.

Dans la suite nous dirons pour abréger que {(s) satisfait & la condition
(x, o) avee x > g/2" si les conditions précédentes 1° et 2° sont vérifiées. Démon-
trons d’'abord que cette condition entraine la distribution réguliére (21) dans
le champ o< g < 2. Eu égard an Théoréme I, il suffit de prouver que (g, t)
répond & la condition (4) et que v(f) est absolument continu & 'exception
d'un saut égal & me au point t==0. Or v(o, {) jouit évidemment de ces pro-
priétés si la fonection log {(s)(s — 1) converge pour 6— 1 + o, en restant bornée
quand ¢ est borné, vers une fonction absolument continue. Ce fait est & son
tour une conséquence de 2° si |{(s)(s — 1)¢| posséde sur tout demi-circle o= 1,

! Dans tous les calculs on suppose aussi x» < [¢/2] + I.
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|s— 1| <R, une borne inférieure positive, ce qui revient & prouver que {(1 +7¢)=o.
Cette derniére propriété est enfin une conséquence de la condition 1° et du
Théoréme I1. En effet, si {(1 + 7¢) =0 on aurait

(71) Blt)=x>%,

ce qui est contradictoire an Théoréme II'. TLa relation (21) est ainsi établie.

[t}

et démontrons que la condition (x, ¢) avec x > ¢/2 entraine 1'existence de ¢ nombres

Passons au cas ¢ = 2. Posons

positifs ¢, &, ..., {5, parmi lesquels tous ou quelques-uns peuvent sidentifier
avec + o, tels que la relation (32) ait lieu. La fonction {(s) posséde par hypo-
thése des dérivées jusqu'a l'ordre g, continues sur le demi-plan fermé ¢ =1 (s =1
et s= o exclus). En ce cas la fonction {(s) peut s'annuler sur ¢ = 1; cependant
elle ne peut pas s'annuler avec ses ¢ premiéres dérivées en un point 1 + ¢f,,

car on aurait en vertu de 1°

Blt) = x> g

inégalité contradictoire au Théoréme II'. IL'ordre § d'un zéro 1 + 7t est done
un nombre naturel inférieur ou égal & q. Le Théoréme II' nous dit aussi que
la somme des zéros 1 + 7f, ¢{> 0, comptés avec multiplicité, est inférieure ou
égale & ¢. On peut par conséquent désigner ces zéros par I +¢f, v=1, 2, ..., (,
ou chaque zéro fini apparait 8(¢,) fois et ot I'on pose au besoin fy==f4 1=+ .
Cela posé, on déduit facilement de ce qui préceéde et des conditions 1° et 2°
que la fonction

est continue sur tout demi-cercle 60 =1, |s — 1| < R, que son module y posséde
une borne inférieure positive et de plus, que dans le voisinage d'un zéro 1-+<t,

on a
|/ (s)] <comst. |s— 1 — 78] o=1,

ol a=o0 pour B(t)<qget a=x—g—1 pour (t,)=¢. On en conclut d'une
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part que f(1 + 4t) est absolument continu, et d’autre part, par le méme raisonne-
ment qu'au cas ¢ <o < 2, que v(0,?) jouit des propriétés qui, conformément au
Théoréme I, correspondent & la distribution énoncée.

Nous allons déduire maintenant les conditions qu'on doit imposer a N (x)
pour que les résultats préecédents soient applicables. Supposons dans ce but qu'on
puisse effectuer une décomposition, N (x) = A (x) + a(x), telle que la »partie ré-
gulidre> A (x) jouisse d'une certaine propriété de régularité et que la »partie ir-

régulidére» a(x) satisfasse 4 une condition

(72) al) = 0 ().

log 7z

Nous supposons aussi que A (x) est nulle pour x <e. Posons

®

N =N), Aly)=A@), aly)=al),

F®=frwmww, o> 1,

%
Sfls)= [8_”861(?/”?/, 6>1,
et observons que

L(s)—1 =fe‘“dl\*%(y) =8fwe—“1\7(y)dy-

0

A la décomposition de N (x) correspond donc une décomposition de I (s):

C(s)=1+ sF(s) + sfls),

7

ot sF(s) est la »partie réguliére» et sf(s) la »partie irrégulidre» de {(s). Dé-
montrons maintenant cette proposition:

Si Von peut décomposer N (x)= A(x) + a(x), de sorte que F(s) satisfasse &
la condition (x,0), x> /2, et que y soit supériewr au plus grand des nombres 3/2
et 1+ o/2, la fonction C(s) vérifie elleméme la condition (x,0), x > ¢/2. La di-
stribution II(x) est en conséquence réguliere pour o < @ < 2 et presque-périodique
d’aprés la relation (32) pour ¢ = 2.
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Il existe par hypothése une constante C telle que

Cev

I“(y)|<(Ty)7’

y > o.

Done, si y > 1, l'intégrale qui définit f{s) converge absolument et uniformément
pour ¢ =1; f(s) est par suite continu sur le demi-plan fermé ¢ = 1. De plus,
sl 1 <y < 2, f(s) satisfait dans 6 = 1 4 la condition de Lipschitz

| £(ss) — fs:)] < comst. | s, — s, ™
En effet, si 'on pose |sy — ;| =4 on aura pour 6 =1

- - 4eVdy, dy=1,
e Y — e <

4e¥ , dy=1,
d’ou
1
Foyd ¥ d
_ ydy y _—
e =sel <o) [(1800 + [Bhn i< oo
[ 1

Si d'autre part y est un nombre non entier supérieur & 2, les intégrales qui re-
présentent f(s) et ses dérivées jusqu'a l'ordre » = [y — 1| convergent uniformé-
ment et absolument pour o= 1 et la dérivée f™ (s) satisfait, d'aprés ce qui pré-
céde, a une condition de Lipschitz & 'exposant y — [y]. Done, st y > 1 + 9/2, la
Jonction f(s) satisfact dans le demi-plan 6 =1 & une condition infinitésimale (x) avec
x> g/2.

Supposons maintenant que ;i(y) ye¥ soit & carré sommable sur (o, ©), et
remarquons que

®
f'(a+it)=-—fe—"?/_”yya(y)dy, o> 1.
0
En vertu de la relation de Parseval pour la transformation de Fourier, on a

+ o ©
s [ iorae= [oritran o>
) ;
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ou bien
+ o ®
%
iy[”’(o-l—it)—f(a’ +z't)|2dt=j {e°y —e Y ya(y)ldy, ¢>1,d > 1.
A 5

Or, dans I'hypothése qui vient d’étre faite, on a

[

im | {(er— e~V yal)*dy=o,
g'ziig o

d’odl résulte, d'aprés le théoréme de Fiscurr-Rimsz, que [ (s + ¢¢) pour 6 > 1 + 0
converge en moyenne vers une fonction & carré sommable. On en conclut: s¢
y > 3/2, fls) se réduit pour 6=1 & une fonction absolument continue. De ces deux
propriétés de f(s) on déduit la proposition énoncée, en notant que s F'(s) et s f(s)

possédent la méme régularité infinitésimale que F(s) et f(s), et de plus que
s{s — 1)°f(s) est absolument continu sur le bord 6= 1 en méme temps gque f(s).

Montrons enfin que le théoréme que nous venons de prouver s’applique aux
propositions énoncées dans l'introduction. Pour s’en assurer il suffit de montrer
que la condition (x,¢), x > ¢/2, est satisfaite par F'(s), qui correspond au type
de fonction A4 (x)= A4,(x) qui entre dans les Théorémes IV, V et VI. Posons

a cet effet
w(’(s):r(g)(s—l)—gv 95*:0,—'1,—2,...

@ols) = }L(_-I—-_i_)%)(s — 1) logs

I
I’ e=—0,—1I,—2,...

et remarquons cette relation, aisément vérifiée:

j VstV ye—ldy = @, (s) + fonct. entiére de s.

1

On aura par conséquent

F(s) = D) 4, @, (s) + fonct. entiére de s,
1
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et cette fonction répond visiblement & la condition dont il s’agit si le plus grand

des nombres ¢, ainsi que le coefficient 4, correspondant sont positifs.

Exemples élémentaires montrant que les bornes obtenues sont les meilleures.

Considérons la fonction

«,

n I t 9
o) =111 +(:25) }
ot 0 <t <ty << -+ <ty et o0 les o, sont des nombres positifs tels que

2 Qa =g

1

La fonction

v(f) = lim — arg ¢ (s)
o=1-+0
présente pour {=o0 un saut positif égal a4 me et pour {=1{, un saut négatif
égal & ma,; tandis que v(f) reste constant dans les intervalles (o,¢), (¢, &),
«evy(tn, ). On démontre facilement que

dx

H(x)=f (Q—Zancos(twlogx))loux.

=]
1

Cette fonction II(x) est croissante, et @(s) est en conséquence une fonction de
Riemann d’aprés la définition générale posée dans l'introduction. La fonection

&
N(y)= N(e¥) qui correspond & ¢(s) satisfait & cette relation

ot+iw

]\i?(y)-— ! (p(s)_leysds, o> 1.
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8i l'on désigne par I.(¢ + 7¢) le chemin d’intégration dont la distance & la coupure
(— % + 4t o+ 7t) reste constamment égale 4 ¢ > 0, on aura pour y > O,

ﬁ(y)=2—;ifz(s)s e“ds+22m{ f+ f&)‘s‘_—leﬁ’sd&},

1,(1) l(1—it,) L (1+it,)

ou l'intégration est prise dans le sens*positif par rapport aux coupures enfermées.
&
Désignons dans cette formule la premiére intégrale par A (y) et la somme des
E 3
autres par a(y). Observons que l'intégrale qui correspond au chemin I (1 + it,)

s'annule si o, est un nombre entier, et de plus qu'elle est égale a

(73) L f 2L8) e g

27 $
lo(1+¢ty)

ot %, (1 + 2¢,) désigne les deux bords de la coupure. Notons aussi que (73) admet
comme majorante

o

e?/
const. ¢v [e—"y 0% do == 0(——) -

y1+a¢,
o

Done, si ¢ (s) est une fonction rationnelle, c;(y) s’annule identiquement; si d’autre

part il y a parmi les @, des nombres non entiers et si ¢ est leur minimum, on a

f-0()

Par un caleul un peu plus détaillé, on trouve aussi que cet ordre de grandeur est

atteint par les valeurs positives ainsi que par les valeurs négatives pour y — .

*
Considérons maintenant le terme A(y); supposons dans ce but que les
nombres A, soient définis par la série de Taylor suivante

©

(s) 1 " 21 %y n
9’T=( 5oy III s —1)? + £} =(;:I“I;,;An(s—l)-

. :
Cela posé, on démontre facilement que 4 (y) est asymptotiquement représenté par
cette série divergente

37—36808. Acta mathematica. 68. Imprimé le 10 aott 1937.
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» o 1 4, I

~ L Y8 — 1)r—e = ¥yt a2

A (y) 27”fe Ad,(s—1)"eds=¢ EI‘F@ e
1,(1)

(=]

et de plus, si ¢ est un nombre entier, que ﬁ(y) se réduit & la somme de résidus
) S A1)
= ¥ yo— e — -+ @ (0) — 1.
Y Yo are—ny ¥

La fonction considérée ¢(s) élucide plusieurs questions traitées dans ce
mémoire. En premier lieu elle fournit une décomposition toute naturelle de
N(xz) en »partie régulidre» A (x) et »partie irréguliére» a(z), qui met en évidence
la relation entre a(x) et les zéros d’ordre non entier. On voit aussi que l'iné-
galité (19) du Théoréme II ne peut étre améliorée, ce qui est d’ailleurs assez
évident. Les cas particuliers suivants:

g ={i+ () V

. "1 — cos (t, log )
(0 @)= [1 R

1

N )—t,x+0(log )

t, \°\s
¢(s)={1+(—1—)} 0<o<2 051

s§—1

xI—-cos t, log x
H(x)=gf log('lx g )dx
(%]

_ 4.1 x
N(x) == logtta Z I'(e — n) log™ x+ O(W)

1

montrent que la condition y > 1 + ¢/2 dans les Théorémes IV et V ne peut
étre remplacée par y =1 + ¢/2. Si ¢ est un nombre entier supérieur ou égal a
2, une fonction ¢ (s) rationnelle met en évidence que !'hypothése
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n'entraine pas ((1 + 7¢) # o.

N(x)=4d,(x) + 0(1)

que cette propriété subsiste pour tout nombre ¢ > 2.
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