UBER EINE STABILITATSFRAGE IN DER THEORIE DER LINE-
AREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN.

Vox

A. WIMAN

in UPSALA.

1. In einer nachgelassenen Note von Farou, die in den Comptes rendus
der Pariser Akademie, Band 189 (1929), p. 967 publiziert worden ist, handelt es
sich um die Differentialgleichung

(1) '+ Ot)x=o,

wo O@(t) eine fiir alle reellen ¢ stetige reelle Funktion bedeutet, die zwischen

positiven Schranken
(2) A = Ot)<b®

bleibt. In dieser Note versucht Fatouv zu beweisen, dass die Integrale der
Differentialgleichung sowie ihre Ableitungen beschrinkt sind. Indessen hat
spiter O. PerroN in einer kurzen Note!' durch ein Beispiel, auf welches wir
hier wiederkommen werden, gezeigt, dass der obige Satz von Farou nicht richtig
ist. Betreffend die Folgerungen, die Farou an seinen Satz kniipft, bemerkt
Prrrox nur, dass dieselben bis auf weiteres als unbewiesen gelten miissen.

Fiir die Giiltigkeit des obigen Stabilititssatzes sind mithin weitere Be-
dingungen nétig. Bei PrrronN wird aber auf solche Fragen nicht eingegangen.
Nun haben wir in einer vor mehreren Jahren verdffentlichten Arbeit®? eine
Formel hergeleitet, welche uns eine entscheidende Bedeutung fiir das in Rede

! »Uber ein vermeintliches Stabilititskriterium», Gottinger Nachrichten (1930).
® »Uber die reellen Losungen der linearven Differentialgleichungen rzweiter Ordnung», Arkiv
fér matematik, astronomi och fysik, Band 12 (1917).
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stehende Problem zu haben scheint. In dieser Formel tritt die Ableitung @'(f)
explizit auf, und es lisst sich deshalb schliessen, dass fiir ein allgemein geltendes
Stabilitdtskriterium Annahmen iiber @'(f) (oder damit #dquivalente Annahmen)
nétig sind. In unserer fritheren Arbeit haben wir jedoch keine Schliisse aus
der Formel gezogen, welche sich auf die obige Stabilititsfrage beziehen. Es
wurden dort auch hauptsiichlich solche Fille beriicksichtigt, wo ®@(f) zwischen
keinen endlichen Grenzen schwankt, sondern entweder @(f) — o oder @(t)— o.
Da die Resultate unserer vorhergehenden Abhandlung ziemlich unbekannt sein
diirften, so wollen wir hier zunichst dieselben fiir den Fall @(f) > o wieder-
geben. Es werden dann Anwendungen auf die von Farou aufgeworfenen Fragen

hinzugefiigt.

2. In dieser Nummer wollen wir einige Tatsachen zusammenstellen, welche
wohl ziemlich bekannt sein diirften. Wir vergleichen die Integrale zweier Dif-

ferentiaigleichungen

(3) -

wobei fir das zu untersuchende Intervall stets @,(f) = @,(f) sein soll. Diese
Integrale bezeichnen wir bzw. mit x; und x,. Wir machen die Voraussetzung,
es seien fir t=t¢,, z, =z, und x, = x,, wobei wir entweder x, = x, > 0 oder,
falls x, = x, =0, x, = 2, > 0 annehmen konnen. Es ergibt sich

(4) Ly, — 2y, = [@,(t) — @, () @y = 0

fiir ein Intervall {,--- ¢, in welchem fiir die Integrale x; und x, keine Nullstelle
liegt. Hieraus bekommt man weiter '

() 222, — 70190;]2‘] = 1, (t)) x;(tx) — ay(t) a,(t,) =

zf[mgm—ml(t)]mdtzo,

wobei ¢, > ¢, vorausgesetzt wird. Da fir ¢, <t =t 2, und x, > o sind, so er-

halten wir

(6) 9‘71(t1) %(tl) >
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woraus man erschliesst, dass im fraglichen Intervalle

(7) | log

SR
1%
o

ist. Aus diesem Resultate lisst sich schliessen, dass, falls nicht immer @,(f)=

= @,(f) ist, in welchem Falle x, und x, identisch gleich werden, das Integral

x, unterhalb des Integrals z, verliuft. Man findet jetzt leicht, dass das Integral

xs frither als das Integral z; eine Nullstelle bekommt. Nach (5) erhalten wir
¢

(8) %(%) = —%f{@z(t) — (O zy @y dt = — q;(;),

X1
)

wo ¥(f) in dem von uns betrachteten Intervalle eine monoton zunehmende Funk-

tion bedeutet. Nach den Voraussetzungen folgt hieraus

t
N i )
(9) o f = dt.
%

Nun ist aus der Differentialgleichung leicht zu ersehen, dass, falls x; gegen eine
Nullstelle ¢== riickt, |x;| endlich bleiben muss. Es gibt mithin eine Grosse
A >0, so dass man fir die nichste Umgebung der Nullstelle

2t < At — )

erhiilt. Das Integral rechts in (9) wird mithin fiir £ — ¢ unendlich gross. Es
muss folglich einen Wert 7, < 7 geben, fiir welchen man

I :flp(zt)dt
T
t

hat, und man bekommt nach (9) zy(z,) = 0. Die erste Nullstelle, zu welcher man

beim Fortschreiten wvon einer Beriihrungsstelle der Integrale x, uwnd x, gelangt, ge-
hort also zum Integral x,, und dasselbe gilt, falls man als Ausgangspunkt eine
gemernsame Nullstelle der beiden Integrale mimmdi.

Wir wollen besonders auf den Fall

(10) 0,(1) = u, @(f), @,(1) = py @(2)
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die Aufmerksamkeit lenken, wo g, und u,; konstante Gréssen > o bedeuten, und
fs > u, angenommen wird. Setzt man hier u, =y, + ¢, so findet man leicht,
wie die Nullstellen von x, mit ¢ stetiz variieren.

Wir betrachten noch besonders den Fall, wo man fiir ¢t — o

oft+h) _k
(r1) 0 1 (IhléV@(t))

hat, wobei fiir % irgend welche positive Grosse genommen werden kann. Diese
Bedingung ist z. B. fiir
D) =ct* (n>—2)

erfiillt. Man findet leicht, dass, falls (11) gilt, die Integrale der Differential-
gleichung unendlich viele Nullstellen besitzen. Wir nehmen an, es sei fiir ein

Integral ¢t = {, eine Nullstelle. Fiir ein Intervall

k
t—t) = —>
lt—tl=— @
wo die Konstante k> genommen wird, bezeichnen wir den Maximal- bzw.
Minimalwert von @(f) mit M bzw.m. Nach (11) weichen die beiden Verhiltnisse

M m

+ ——

Vo) Vo)

wenn f, hinreichend gross ist, beliebig wenig von 1 ab. Die Integralkurve zwi-
schen ¢, und den beiden nichstliegenden Nullstellen ldsst sich dann zwischen
den Kurven

(12,) x = T/’gfé) sin VM (t — t,)
und
_ (t)

(12,) | x Vs sin Vm (¢ — t,)

einschliessen. Nach den Voraussetzungen nidhern sich aber die beiden einschlies-

senden Kurven (12,) und (12,) fiir {,— o einander unbegrenzt.

3. Wir nehmen jetzt noch an, dass auch die erste Ableitung @'(¢) existiert
und stetig ist. Wir gehen von der Identitit
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(13) ' + Ot)xx’ =0

aus und erhalten durch Integration zwischen f, und 7'
T

(14) 3(T) — a/2(t) + O(T)a(T) — D) a(t,) — f 20 (Dt —o.
to

Hat nun das Integral x ¢, und 7 als Nullstellen, so ergibt sich hieraus

T

(1s) SHT) — 53(t) = f 20 (1)1,

b

Eine solche Identitit gilt selbstverstindlich auch fiir jedes Paar aufeinander-
folgender Nullstellen ¢,, f,+1, so dass wir schreiben konnen

(16) ¥ tas) — 2 (8) = f SO0 dt.

tn

Es st die hier erhaltene Relation, welche fiir das Stabilitdtsproblem eine entschei-
dende Bedeutung besitzt. Doch sind wir in unserer vorhergehenden Publikation
nicht besonders auf diese Frage eingegangen. Wir beschrinktén uns dort in
der Tat auf den Fall, wo man fiir @'(f) eine analoge Eigenschaft mit derjenigen
hat, welche wir in (11) fiir @(¢f) angenommen haben, also fiir ¢ — o

Dt+h) kY
(17) el (Ihlévq)—@)

Die Eigenschaft (17) involviert offenbar, dass @({) eine monoton zunehmende
oder abnehmende Funktion sein muss. Schreiben wir jetzt

x'2(tn+1) - -’17,2(tn) = dwﬁ; tnt1— th = Jn,

so ergibt sich aus (16) und (17)

Ax . I o
D (t,) tn+1 ’

x2¥dt

(18)
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Im Intervalle 4%, ist nun, wie aus der Bedeutung von (12;) und (12,) her-
vorgeht, die Losung x zwischen zwei Sinusoiden eingeschlossen. Dieselben

nihern sich fiir » — o einander asymptotisch in einer Weise, welche mit

tnt1
x2dt
(19) p . -1
n+]7;(t7
xn? -1 PR .
f (5" Vo) t—t)dt
tn

dquivalent ist. Bei Beriicksichtigung, dass

AtV @(t)
” )
erhalten wir aus (19)
tat1
f;czdt
tn
(20) Tl
2 @ (ty)
Hierdurch lisst sich (18) in
‘ 24 1, D(ty,)

(21)

O () At
umformen. Da (11) und (17) als giiltig angenommen sind, so hat man

(22) A log @(ta) .
@' (t,) gt

o (t,)

Fiir die Umformung von (21) gilt jetzt noch

/%
A%y

e Ty > 1
xn 4 log xy

(23)

so dass wir erhalten

3y

A log ay
(24) A ilog o(L) — 1

2
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Hat man nun fiir t > @()—a® >0, so erhilt man offenbar aus (24) fir
x, einen endlichen nicht verschwindenden Grenzwert ¢®, und die Integrale sind
im Sinne von FaTou beschrinkt. Gilt aber @(f)— o oder o, so lisst sich (24)

integrieren, und man bekommt

(25) om0

wo die feste Nullstelle £, in geeigneter Weise gewiihlt wird. Aus (25) ergibt sich
(26) = (@) (an— 0).
Man erhilt weiter

(27) I s (o)

worin wir einen Ausdruck fir die Beziechungen zwischen den Amplituden des
Integrals und der Funktion @(f) haben.

Die erhaltenen Resultate lassen sich in der folgenden Weise zusammen-
fassen:

Sind die Bedingungen (11) und (17) fiir @(t) und die erste Ableitung @'(t)
erfiillt, so kinnen wir im Sinne von (26) und (27) behaupten, dass die Amplituden
der Lisungen wie [@(1) ™%, die absoluten Betrige der Winkelkoeffizienten an den
Nullstellen dagegen wie [@(t) geindert werden. Fiir @(t)— o werden die Oszilla-
tionsintervalle, welche sich ja wie |[@®)| ™% dndern, immer kleiner; dann werden
zwar auch die Amplituden vermindert, aber dessen ungeachtet verlayfen dre Integral-
kurven zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen immer steiler. In wumge-
kehrter Weise verhdlt es sich fiir @(t)— o.

4. Im jetzt behandelten Falle sind die Integrale von (1) in derselben
Weise mit einander gleichartig wie fiir den wohlbekannten Fall @(t) =4a®. Um
einen- Fall zu konstruieren, in welchem Integrale mit verschiedenartigen Eigen-
schaften existieren, geniigt es anzunehmen, dass zwar (11) noch besteht, dass
aber (17) durch die Forderung ersetzt wird, dass @(f) monoton wiichst oder fillt,
so dass also @'(f) nicht das Zeichen wechseln kann. Es ist aus (16) ersichtlich,

dass 2, mit @(f) zunimmt oder abnimmt. Mit den jetzigen Annahmen ist es
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nun vertriglich, dass fiir eine besondere Losung x das Integral rechts in (16)
ein Glied einer konvergenten Reihe darstellt. Im extremen Falle kann man ja,
von einer geeigneten Umgebung der Nullstellen der Losung abgesehen, @' (f) = o
setzen. Die absoluten Betrige der Winkelkoeffizienten an den Nullstellen der
Lésung streben dann nach einem endlichen nicht verschwindenden Grenzwert.
Umgekehrt nehmen die Amplituden der Losung wie [@(f)] ™% zu oder ab. Wie
man leicht erkennt, wirkt diese Losung auf die anderen Losungen der Differen-
tialgleichung fiir @(f) > o abstossend und fiir @(f) — o anziehend.

Es ldsst sich noch ein anderer extremer Fall herstellen, in welchem fiir
eine gewisse Losung @'(f) =0, wenn von den niichsten Umgebungen der Extre-
malstellen zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen der Lésung abge-
sehen wird. Man hat sogar Grund anzunehmen, dass gleichzeitig Losungen von
den beiden hier beschriebenen Arten auftreten konnen. Bei der jetzigen An-
nahme ldsst sich das Integral rechts in (16) durch

T
D (tn)

[(D(tn-H) - Q)(tn)] -

A D(tn)

annihernd ausdriicken. Man wird in dieser Weise zu Losungen gelangen kon-
nen, fiir welche die absoluten Betriige der Winkelkoeffizienten an den Nullstellen
sich wie [@({)]} 4ndern, und deren Maximalbetrige zwischen den Nullstellen nach
endlichen nicht verschwindenden Grenzwerten streben. Ein derartiges Integral
wirkt auf die anderen Losungen fiir @(f) — o anziehend! und fiir @() - o ab-
stossend. Natiirlich kann man sich allgemeiner Fille denken, wo die oben be-
schriebenen Lagebeziehungen nicht bei demselben Integrale bleiben, sondern von
einer Losung zu anderen iibergehen.

Zuletzt sehen wir noch von der Forderung ab, dass (11) gelten soll, und
nehmen nur an, dass @(f) monoton wiichst oder abnimmt. Es ist bereits her-
vorgehoben, dass im diesem Falle nach (16) x, gleichzeitiz mit @(f) steigt oder
fallt. Es sei t, die Extremalstelle im Intervalle ¢, --- tpr1. Man hat @' (&) =o.
Aus (14) bekommen wir die mit (16) analoge Relation

1

(28) () D) — 2*(E) D(E) — f I

in

! D. h., die Nullstellen der anderen Integrale haben eine Tendenz sich den Nullstellen dieses
Integrals zu annidhern.
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Man ersieht unmittelbar aus (28), dass auch z®(f,) @(t,) mit ®@() steigt oder fillt.
Mit «*(t,) verhiilt es sich aber in der umgekehrten Weise. Wir schreiben

$2(zn+1) — x* (Zn) = 4.’2‘;, @(}n—{-l) — QD(Z") == JE)n
Das linke Glied von (28) lisst sich dann in die beiden Gestalten iiberfiithren
(29) ;/'ﬁ-klda)n + 6114&/'2 = —wﬁJTﬂn + E)n+ld-irlu

Andererseits kann offenbar das Integral rechts in (28) einen grosseren Betrag
als entweder x:A4®, oder Z.i14®, nicht besitzen. Hieraus ist ersichtlich, dass

in (29) zwei zusammenstehende Glieder dasselbe Zeichen nicht haben konmnen.

Wenn also ®(t) monoton zunimmt, wachsen auch die absoluten Betrdge der
Wenkelkoeffizienten an den Nullstellen. Dagegen bilden die Amplituden der Lo-
sungen tn den Intervallen zwischen den Nullstellen eine abnehmende Folge. In der
entgegengesetzten Weise verhdlt es sich, wenn @(f) monoton abnimmt.

Betrachten wir jetzt den Fall, wo @(f) monoton gegen einen endlichen
Grenzwert a > o strebt. Steigt dabei @(f), so nehmen zwar die Amplituden der
Losungen ab, ihre Produkte mit den Gréssen @(t,) wachsen aber, und die Lo-
sungen sind stabil. Ist dagegen @(f) abnehmend, so wachsen die Amplituden
der Losungen, ihre Produkte mit den Grossen lD(_tn) nehmen ab, und man be-
kommt auch in diesem Falle stabile Losungen. Wenn sich also @(f) monoton
etnem endlichen Grenzwert néhert, so hat die Differentialgleichung (1) stabile Lo-
sungen.

Nun ist es aber unmittelbar verstindlich, dass es die aus der Monotonitit
folgende Eigenschaft ist, dass man in log @(f) eine Funktion mit beschrinkter
Variation hat, welche fiir die letztere Eigenschaft entscheidend ist. Wenn
log @(t) eine nicht monotone Funktion mit beschrinkter Variation ist, so wir-
ken ja die Intervalle, in denen die Funktion steigt, und diejenigen, in welchen
dieselbe fdllt, in entgegengesetztér Richtung, was die Stabilitit beférdern muss.
Als hinreichende Bedingung dafiir, dass (1) stabile Lisungen hat, ergibt sich also,
dass log @(t) eine Funktion mit beschrinkter Variation darstellt. Bei unbeschriink-
ter Variation ist es aber fiir Stabilitit nicht ausreichend, dass log ®@(¢) beschrinkt
bleibt. Dies ist ingbesondere nicht zu erwarten, wenn fiir eine Losung die Inter-
valle, wo @(f) steigt (bzw. fiillt), in der Nihe der Nullstellen und diejenigen, wo
@(t) fillt (bzw. steigt), in der Nihe der Extremalstellen liegen.

17~35160. Acta mathematica. 66. Tmprimé lo 15 octobre 1935,



130 A. Wiman.

5. Die vorhergehenden Awuseinandersetzungen wollen wir jetzt durch das
von PErRrRON gegebene Beispiel beleuchten. Doch mit der Verinderung, dass wir
einen Exponenten allgemein = % schreiben, der bei Perron = 1 gesetzt wird. Es
wird dabei von einer Losung mit geeigneten Eigenschaften ausgegangen und
nachher die zu befriedigende Differentialgleichung gesucht. Wir setzen dement-
sprechend

(30) x = sin t[c? + (f — sin ¢ cos #)¥*.
Hieraus erhalten wir

(31) 2’ = cost|c® + (t — sintcos t)2]* +
+ 4ksin®¢(t — sintcost) [¢* + (t — sin ¢ cos £)2]*1.

Es ergibt sich weiter

(32) "’ = —sint{c® + (t — sin tcos 1)’} +
+ 16ksin®tcost(f — sintcost)[c® + (¢ — sin ¢ cos £)2]F— +
+ 8ksin®¢[c® + (t — sin ¢tcos )71 +

+ 16k (k— 1)sin® ¢ (¢t — sin tcos £)? [¢® + (¢ — sin fcos {22,
Es lisst sich jetzt @(t) aus (30) und (32) bestimmen, und man bekommt

__16ksintcos t(t— sintcos )

(33) cD.(t) =1 ¢* + (t — sintcost)?
_ 8ksin't _ 167c(7c—I)Sin“t(t—sintcost)g.
¢® + (t — sintcost)® [¢® + (t — sintcost))?

Wie man sieht, hat man @{f) — 1 fiir t—> . Und doch kennen wir bereits ein
Integral (30), fiir welches die Stabilititsbedingungen nicht erfiillt sind, indem
fir £ > o dasselbe zwischen den Nullstellen iiber jede gegebene Grenze wichst
und fiir & < o sich unbegrenzt an die #-Achse schliesst.

Es ist zn untersuchen, wie letztere Eigenschaften aus der Relation (16) zu
erkliren sind. Wie man leicht sieht, gibt es in @'(f) nur das einzige Glied

16% cos 2t (t — sin ¢ cos #)
¢ + (t —sintcost)?

welches fiir die unbeschrinkte Variation von @(f) Bedeutung hat. Sieht man
von einer beschrinkten Variation ab, so lisst sich dieses Glied durch
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16k cos 2t
(34) -y

ersetzen. Fir die Nullstellen der Losung hat man x, = nn und fir die Extre-
malstellen annidherungsweise Enz(n +é)n‘. Wir finden also, was nach den

vorhergehenden Erorterungen zu erwarten war, dass fir 4 >0 @(f) in der Um-
gebung der Nullstellen fillt und in der Umgebung der Extremalstellen steigt,
und dass es sich fiir £ < o in der umgekehrten Weise verhilt.
Fir die Losung (30) haben wir
Tn

ik

) —1.

(35)

Die Instabilitit rithrt von dem Faktor #** im Nenner her. Es muss moglich
sein diesen Faktor herzuleiten, wenn man in (16) fiir @'(f) das die Instabilitit
erzeugende Glied (34) setzt. Da ¢ zwischen nmw und (n + 1) variieren soll, so
ist hierbei noch die weitere Vereinfachung zuldsslich, dass man ¢ durch ns er-
setzt. Da hier (11) gilt, so lisst sich die Losung zwischen nz und (2 + 1)7
annidhernd durch

x = xp sin (t — n7)

darstellen. Als das eigentlich wichtige Glied im Integrale rechts in (16) ergibt

sich mithin

P ’2(n+1)n ry
16k« ) x
——Jf sintcos 2tdt = 4k— -
nm n
nr

In diesem Beispiel bekommt man hiernach aus (16)

Axy ak
—m i,
Xt n

und hieraus ergibt sich das gewiinschte Resultat

log 7!

(36) 4k logn

1

das ja mit (35) in Ubereinstimmung steht.
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6.  Aus seinem Satze hat Farou die Folgerung gezogen, dass fir die Gyl-
dénsche Gleichung

(37) 2’ + (a® + b2ecos2t)x=o0 (b*-< a?)

die charakteristischen Exponenten »purement imaginaires (ou égaux a * 1)
sind. Hs ist nun fiir uns leicht zu beweisen, dass es sich mit dieser Differential-
gleichung in der ganz entgegengesetzten Weise verhiilt, indem dieselbe un-
beschrinkte Losungen haben kann. Es ist hier bequem in (37) die Anderung
vorzunehmen, dass man in @) einen unbestimmten Parameter g > o0 ein-
fiithrt, so dass

(38) @(t) = u(a® + b2 cos 21)

geschrieben wird. Wir betrachten ein Integral mit der Nullstelle {=«. Wenn
u mit dem Ausgangspunkte von u = 0 steigt, so ndhert sich die nichstfolgende
Nullstelle stetig, und fiir einen gewissen Wert u = u;, hat man fiir dieselbe
t=a + . Die Nullstellen wiederholen sich dann periodisch, und man hat
th=a + nmw. Soll nun fiir dieses Integral der Multiplikator, der hier negativ
sein muss, = -— I sein, so muss offenbar das Integral rechts in (16) verschwin-
den. Dass aber dies nicht fiir jeden Wert « moglich ist, ldsst sich durch leichte
Uberlegungen darlegen. Am einfachsten gestaltet sich die Sache, wenn das
verinderliche Glied von ®@(t) klein wird, weil dann die Integralkurve zwischen
nm und (n+ 1)z sich durch eine Sinusoide approximieren lisst. Setzen wir also
pu,b®=¢, so hat man fiir das fragliche Integral, wenn vom Faktor 2z, ¢ abge-

sehen wird, fir ¢ - o anndherungsweise
n
(39) —fsinztsinz(a—i—t)dt:%fsinza.
0

Dieses Resultat deutet darauf, dass nur fir ¢ =0 und « Eg der Multiplikator
= — 1 ist, in welchem Falle man eine einfach periodische Funktion mit der

Periode 2s als Integral erhilt, dass fiir sinze>o0,d. h. o<a < g, das In-

! Hier muss offenbar gemeint werden, dass, da zu rein imaginiiren Exponenten Zahlen mit
dem Betrag 1 gehoren, keine anderen reellen Multiplikatoren der Integrale als + 1 erhalten wer-
den konnen.
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tegral keine endliche Beschrinkung zuldsst, und dass fir sin 2e¢ <o, d. h.

§< a < m, das Integral sich asymptotisch unbegrenzt der Achse nihert. Der

vollstindige Beweis fiir die Tatsache, dass hier fiir « = o0, g der Multiplikator

— 1 erhalten wird, ergibt sich aus Symmetriegriinden, wenn man — ¢ fir ¢
substituiert.

Es erscheint vorteilhaft das Problem der Bestimmung des speziellen Wertes
u, in (38), bei welchem ein Integral mit den aufeinanderfolgenden Nullstellen «,

o + 7 existiert, ein wenig abzuiindern. Wir setzen dementsprechend

(40) D(t)=1+ 0 + ecoszt.

Wenn wir dabei ¢ als gegeben betrachten, so gilt es also d als Funktion von s
und « auszudriicken. Hierbei ldsst sich fiir ¢ — o das Hauptglied leicht bestim-
men. Es sei x =z, die Losung der Differentialgleichung

(41) 2"+ 1+ d+ecosz2(t+a)x=o0

mit den aufeinanderfolgenden Nullstellen o, 7 und 2'(0)=1. Esist x=x,=sint
eine Losung von
x + x=0.

Wir bekommen
(42) Xod, — T, Ty = [0 + ecos2(t + a)| 2 7,.

Integrieren wir jetzt zwischen o und =, so ergibt sich,

7T

(43) f[d + ecos2(t + o) z,zydt = 0.

0

Fir ¢ — o ist offenbar auch d 0. Man hat dann anniherungsweise x, = sin f.

Als Hauptglied in (43) bekommt man hiernach

A -
(44) f[d+SCOSZ(t+a)]sin2tdt=6—27z-—ecos2a%~

0
Wir bekommen hieraus

(43) 6:%cosza+'~-
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und kennen also in der Entwicklung von J das Anfangsglied. Dieses Glied hat,

. . € ... .
da wir & > o vorausgesetzt haben, den Maximalwert S filr ¢« =0 und den Mini-

& . 7T L
malwert - far “=_. In der Tat muss auch, wie wir sofort finden werden,

wenn § einen Extremalwert bekommt, das Integral den Multiplikator — 1 haben.

7. Die Gleichung fir die Multiplikatoren x,, %, ist bekanntlich von der
Gestalt®

(46) ®»*— Ix+ 1=0.

Sind die Wurzeln hier konjugiert imaginiir, so hat die Differentialgleichung be-
schrinkte Losungen. Sind aber die Wurzeln reell und verschieden, so kénnen
die Losungen -nicht beschrinkt sein. Hat man endlich eine Doppelwurzel —1
oder + 1, so existieren die beiden denkbaren Moglichkeiten, dass es entweder
nur eine beschrinkte Losung gibt, oder dass sidmtliche Losungen beschrinkt
sind. Um eine Ubersicht iiber die hiermit in Zusammenhang stehenden Fragen
zu bekommen, scheint es vorteilhaft zu sein wx in (38) von o bis o stetig variie-
ren zu lassen. Die Multiplikatoren variieren dann auch stetig. Wir geben den-
selben die Gestalt

(47) : Ry %y = €XTRL

Da wir hier aus sofort verstindlichen Griinden 7 nicht (mod 2s) nehmen, so
iindert sich r stetig mit g, und man bekommt nie zweimal denselben r-Wert.?
Fir pw—o0 wird das Verhiltniss des Abstandes zwischen zwel Nullstellen eines
Integrales zu = unbegrenzt gross. In einem solchen Intervalle kehren also die
Werte von @(f) immer oOfter wieder. Hierin liegt ein Umstand, aus welchem
man schliessen kann, dass fiir 4 — 0 der nicht variable Teil von (38) den haupt-
siichlichen Hinfluss auf die Multiplikatoren ausiibt. Fir g — o hat man also
auch r —o0. Bei der weiteren Verdinderung ist » immer im Intervalle zwischen
zwei aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen stetiz wachsend und enthilt keinen
imaginiren Teil. Kin derartiger Teil kann ndmlich nur zu einem ganzzahligen

reellen Teil von » hinzukommen und gibt dann einen reellen Beitrag zum Expo-

! Wir verweisen hier auf ForsyTH, » Theory of differential equations», Part I11: »Ordinary

linear equations» (1902), p. 437.
® Doch gilt dies, wie wir sogleich sehen werden, nur, wenn r durchaus reell ist.
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nenten in (47), der mit Null anfingt und zu einem grossten Betrage wichst und
dann wieder zu Null heruntersinkt. Das u-Intervall, welches in solcher Weise zu
einem festbletbenden ganzzahligen Teil von r gehort, kann man als ein Instabilitits-
intervall bezeichnen. Es ldsst sich aber moch denken, dass » bei einem ganz-
zahligen Wert keinen Aufenthalt macht, sondern unmittelbar weiter wichst. Zu
einer solchen ganzen Zahl gehort kein Instabilititsintervall. Kennt man nun
den Ausdruck von @(t) in einfachperiodischen Funktionen, so ist also die Frage,
wie man die ganzen Zahlen bestimmen kann, zu denen Instabilitiitsintervalle
gehoren.

Die Zahl r (bzw. der reelle Teil von », wenn dieser eine ganze Zahl ist)
steht in Zusammenhang mit der durchschnittlichen Anzahl der Nullstellen eines

Integrals, indem, wenn » die Anzahl der Nullstellen auf einer Strecke ns be-
zeichnet, man fiir n — %—w erhilt. In einem Instabilitatsintervalle wird aléo

die durchschnittliche Anzahl der Nullstellen ungeindert. Ws muss ja auch, auf
Grund der alternierenden Lage der Nullstellen zweier Integrale, fir diese durch-
schnittliche Anzahl von entscheidender Bedeutung sein, wenn fiir ein besonderes
Integral zwei Nullstellen, zwischen denen eine gewisse Anzahl r — 1 anderer
Nullstellen liegen konnen, den Abstand = von einander haben. Nun gibt es
hier zwei denkbare Moglichkeiten, indem entweder gleichzeitig fiir simtliche
Integrale zwei Nullstellen mit dem gegenseitigen Abstand n existieren koénnen
oder nicht. Im zweiten Falle hat man ein zusammenhingendes u-Intervall, fir
welches es Integrale mit dem Abstand = zwischen zwei Nullstellen gibt, und
eben dieses ist ein Instabilititsintervall.

Dass nun betreffs der Gyldénschen Gleichung zu =1 ein Instabilitiits-
intervall gehort, sieht man auch daraus, dass in (45) d von « abhingig ist. Die
extremen Werte von J erhilt man fiir cos 2¢ = — 1 und cosze = 1. Hs lisst

sich hieraus schliessen, dass man beim Anfang des Instabilititsintervalles o zg

und beim Ende desselben ¢ = o0 hat. Dieser Umstand hingt damit zusammen,
dass, wie iibrigens eine leichte Uberlegung zeigt, auf den Abstand zwischen zwei
aufeinanderfolgenden Nullstellen eine Anderung von @(#) in der Nihe einer
Extremalstelle einen griosseren Hinfluss als in der Nihe einer Nullstelle iibt.

Es liegt jetzt nahe zu fragen, ob fur die Gyldénsche Gleichung auch fiir
andere ganze Zahlen als » = 1 Instabilititsintervalle existieren. Wir betrachten
fir » > 1 die Differentialgleichung
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(48) 2"+ [P+ 6+ ccos2(t+ a)z=o0.

Bs gilt hier fiir kleine &-Werte J so zu bestimmen, dass ein Integral existiert,
welches t =0, = als Nullstellen und hierzu noch r — 1 zwischenliegende Null-
stellen besitzt. Als erste Annidherung fiir ein solches Integral setzen wir
x==sinrt. In analoger Weise wie in der vorhergehenden Nummer zu (44) ge-
langen wir jetzt zu

T
(441) f[d + ecos2(t + o)]sin®rtdt= 6%-

0

. . 0 .. ..
Man erschliesst hieraus, dass —-—o fiir ¢ > 0. Suchen wir ein Integral, das
&

hier dieselbe Rolle spielt wie (39) fiir = 1, so erhalten wir

14

(39:) fsin2 rtsinz(t + ) = o.

0

Das Verschwinden dieses Integrales liefert natiirlich keinen vollstindigen Beweis
dafiir, dass die Losungen der Gyldénschen Differentialgleichung fiir ganze Zahlen
r > 1 beschrinkt sind. Wir werden in der Tat finden, dass auch zu diesen
Zahlen Instabilititsintervalle gehoren, wenn auch von niedrigerer Grossenord-

nung als fiir » = 1.

8. Wir betrachten die Differentialgleichung

(49) '+ (r®+ 6 + ecos2t)x =0,

in welcher r eine ganze Zahl bedeutet. Unter den beiden iibrigen Konstanten
denken wir uns nur ¢ als gegeben. Dagegen soll d nur die Forderung erfiillen,
dass es eine Losung gibt, welche zwei Nullstellen mit dem Abstand = nebst
r — 1 dazwischenliegenden besitzt. Von vornherein sind hier zwei Moglichkeiten
denkbar. Wiirde es der Fall sein, dass simtliche Integrale von (49) gleichzeitig
die obige Eigenschaft erhielten, so wiire mit der fraglichen ganzen Zahl r keine
Instabilitit verbunden. Bei der anderen Moglichkeit existiert es fiir ¢ ein Inter-
vall, in welchem Integrale mit der besprochenen Eigenschaft existieren, und eben
dieses Intervall ist als ein Instabilititsintervall zu bezeichnen. An den End-
punkten dieses Intervalles hat die Differentialgleichung je eine Lgsung, welche
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durch einfachperiodische Funktionen ausgedriickt wird, wobei als Periode 7z bzw.
27 auftritt, je nachdem 7» gerade oder ungerade ist. Nun werden wir sogleich
eine Methode entwickeln, vermittelst welcher sich zwei Losungen mit der letz-
teren Eigenschaft bestimmen lassen. Hine von diesen L'c‘)s.ungen wird durch
lauter Sinusfunktionen und die andere durch lauter Cosinusfunktionen ausge-
driickt. Es wird aber 0 fir dieselben verschieden ausfallen, und in der Differenz
zwischen diesen 0-Werten haben wir einen Maass fiir die Instabilitdt.

Diese Losungen erhalten wir in der Gestalt von Entwicklungen nach ¢ ver-
mittelst der Methode der sukzessiven Approximationen. Zu dem Ende setzen wir

(50) x=x,tx +xyttxato,

(51) d=0 +dy +- -+ 3+

Dabei soll das Glied a; bzw. d; den Faktor ¢ enthalten. Fiir die Bestimmung
der einzelnen Glieder von (50) bietet sich ein rekurzives Verfahren dar. s soll
dementsprechend x, der Differentialgleichung

(32) X + 1220 + gcO8 2t Xp—y + 0, Tn—1 + 02 + -+ Onxy=o0 .
geniigen. Als Anfangsglieder setzen wir
(53) Xy =sinrt; x,= cosrt.

Wir unterscheiden also die zweite Losung von der ersten durch die Bezeich-
nungen ii, (i .

In (32) formen wir stets Produkte in einfache Glieder um vermittelst der
Reduktionen

sinnteosztzé[sin (n+2)t + sin (n—2) ¢);

(54) 1
cosntcos2t= g{cos(n—i- 2)t + cos(n—2)t.

Soll nun (52) eine einfachperiodische Funktion als Integral besitzen, so darf
offenbar das von z, und x, unabhiinge Aggregat kein Glied in sinst bzw. cosr¢
enthalten. Die hierin liegende Forderung ldsst sich aber immer befriedigen, da
wir iiber ein unbestimmtes Glied ,sinrt bzw. d,cosrt verfiigen, und wir haben
hier das Gesetz, nach welchem diese Grossen 0, 0, bestimmt werden. KEine

oberflichliche Betrachtung konnte nun mit Riicksicht auf die Umformungen (54)
18—35150. Acta mathematica. 66. Imprimé le 16 octobre 1935, :
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leicht zur Vermutung fithren, dass man aus (52) die Relation fiir #, erhalten
wiirde, indem man die Sinusfunktionen mit beibehaltenen Koeffizienten durch
Cosinusfunktionen ersetzt. Eine naheliegende Folgerung wiire dann, dass man
immer 4, =4, erhielte, so dass keine Instabilititsintervalle existieren wiirden.
Man wiirde aber dabei nicht in der gebiihrenden Weise beobachtet haben, dass
bei den Umformungen zuletzt auch Funktionen cos(— 7t), sin(— rf) herauskom-
men, welche durch cos#¢, — sinst zu ersetzen sind. Doch kann dies erst nach
r Schritten eintreten, so dass man fir ¢ < r stets d; = d; hat. Die Differenz
d — 0 enthilt demnach stets den Faktor ¢. Da man sich wohl in erster Instanz
fir die Fille interessiert, in denen & klein ist, und iiberdies die Nenner in den
fraglichen Differenzen sehr schnell mit » wachsen, so darf man vielleicht sagen,
dass die Grissenordnungen der Instabilititsbereiche mit wachsendem 1 abnehmen.
Piir die Bestimmung von 2, bzw. x, hat man
-1

x, + rix, + , sin(r+2)¢+ sin(r—2)¢ + d,sinrt =o;

(55)
z, + Pz, + %[cos (r+2)t+ cos(r—2)t] + d,cosrt=o.

Ist > 1, so ergibt sich hieraus 6‘1=51=o oder dasselbe Resultat, das wir
schon friher durch Vermittlung von (44,) gefunden haben. Fiir r==1 erhilt

man dagegen

& = &
Ld =0 0, — 0, —e.
27 1 27 1 1

(56) d, =
Dieses Ergebniss steht in Ubereinstimmung mit (43).

Fir r>1 wollen wir die Rechnungen noch weiter verfolgen. Bei dem
nichsten Schritt nimmt nun r= 2 eine Ausnahmestellung. Es sei also zuniichst
r>2. Wir erhalten aus (53)

e[ sin(r+2)t sin (r—2)¢
[ |

o et [ R o i ] |
57 _ _ﬁi[cos(r +2)t  cos (7tz)zf] .
RCE [DupS - - (r—2)?

Es wire hier erlaubt ein Glied in sin ¢ bzw. cos r¢ hinzuzufiigen. Dies wiirde
aber nur eine Anderung in dem konstanten Faktor des betreffenden Integrals x
bzw. z bedeuten. Beim nichsten Schritt ergibt sich
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" &2 [sin (r+4)t sin{r—4)t sinrt sin ¢ ] .
2, + iz, + — — + . — —{ + d,sinrt=0
(<) : gl 4br+) 4lr—1) " 4lr+1) 4lr—1) ?

& [cos (r+4)t cos(r—4)t  cosrt cos rt

x4 iz, + - ] + 0, cosrt=o.
: P4l o4lr+ ) 4{r—1) 40r+1)  4(r—1) :

Man findet hieraus fir » > 2

= 82 1 1 &?
(59) 62*62_%[7'—1“74—I]—S(rg—l)’

Fiir » = 2 bekommt man aus (57)

e . — & feos 4%
6 = ; = —1]-
(60) = sin 4¢; z, 8( ; 1)
Man erhilt weiter fur » = 2

2

Z + 425 + —=(sin 6¢ + sin 24) + &, sin 2¢;

48
(61) ®fcos 6t cosz2t -
952_'—%—49524—&(**-%- ~———cos2t)+6zcoszt.
8 6 6
Es ist also
. 82 _ 82 82 . 62
(62) 62*‘_257 62——4§+§7 62“62_“'8‘ (r=12).

Wir kénnen auch leicht in entsprechender Weise wie fiir r = 1, 2 fir » > 2
das Anfangsglied d, — §, in 8§ — ¢ berechnen. TIst s gerade, so enthilt ¢, ein
Glied, das nicht in J, vorkommt. Wenn dagegen » ungerade ist, treten in 6,
und 4, zwei Glieder mit entgegengesetztem Zeichen aunf. Es ergibt sich

87‘
2= )Mt — o) [P — (r — 2))?

- 2r—17,2(7,2 _4)2(7.2 _ 16)2 . [(Tz —(r— 2)

6 — 06, = (r ungerade);

(63)

8 — 0, = o (r gerade).
Insbesondere erhilt man

& gt &®

2567 o 18432’ 2359296

(7‘ = I7 2’ 37 47 5)'

2
5 &
0 —dr=e —g>
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. Wenn ¢ geniigend klein ist, schliessen sich offenbar die Nullstellen von
und x unmittelbar den Nullstellen von sins¢ und cos»t an. Da die Integrale
stetig von & abhiingen, so kann in der hierin liegenden Eigenschaft, dass die
durchschnittliche Anzahl der Nullstellen auf einer Strecke s r ist, keine An-
derung eintreten. Zwei reelle Nullstellen konnen sich ja nicht in eine doppelte
vereinigen, um nachher konjugiert imaginir zu werden; aus demselben Grunde
eine zweite Nullstelle von x auch nicht in { =0 oder ¢{= n tibergehen, und fiir
x konnen letztere beiden Punkte nie Nullstellen werden, da = eine paare Funk-
tion ist, und es sich also um doppelte Nullstellen handeln wiirde.

Die Angabe des genauen Konvergenzbereiches der Entwicklungen von z
und z nach ¢ scheint mit Schwierigkeiten verbunden zu sein. Insbesondere miis-
sen wir die Frage unentschieden lassen, ob man immer Konvergenz bekommt,
wenn Integrale von den erwiinschten Eigenschaften existieren. Bei jeder neuen
Integration treten, wie das Beispiel (57) zeigt, in den Nennern Faktoren von der
Gestalt 2((r + 29)® —r?] oder 2[r*— (r —2»)%| hinzu, die = 8(r — 1) sind; doch sind
fir r=1 die Faktoren immer von der ersten Gestalt und also = 8(r + 1) = 16.
Hierzu kommt, dass man beim Ubergang von ax,—; zu a, eine griossere Anzahl
von Gliedern zu erwarten hat. Eine leichte Uberlegung zeigt jedoch, dass man
hier auf der sicheren Seite steht, wenn man bei jedem neuen Schritt eine vier-
mal so grosse Anzahl von Gliedern annimmt. Diese Gesichtspunkte gentigen
schon, um einen ersten Aufschluss iiber den Konvergenzbereich zu geben. Die
Argumente der Sinus- und Cosinusfunktionen in den Losungen sind von der
Gestalt (r + 29)¢, und die #Hussersten Argumente sind offenbar (r+ zn)t. Da
dabei, wie leicht einzusehen ist, nur die Argumente (r+ 2#n)t, (r + 2n—4)t,
- {r—2n+4)t, (r—2n)t vorkommen konnen, wobei r—2», falls <o, durch
2y —1 zu ersetzen ist, so versteht man, dass, wenn simtliche Glieder mit dem-
selben Argumente in ein einziges Glied zusammengefithrt werden, man hochstens
n+1 Glieder in z, und x, erhilt. Kennt man die dabei resultierenden Koef-
fizienten, so findet man unmittelbar einen Ausdruck fiir den Konvergenzbereich
der Entwicklungen. Leider sind wir nicht im Stande einen leicht iiberschau-

lichen allgemeinen Ausdruck fiir diese Koeffizienten anzugeben.

9. Es ist ziemlich einleuchtend, dass die obigen Methoden auch auf einen
allgemeineren Fall, nimlich die Hillsche Gleichung

h
(64) a’ + [a"’ + e, cos zkwt] x=o0,

p=1
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Anwendung finden, wobei wir annehmen, dass kein gemeinsamer ganzzahliger
Teiler > 1 fiir die h ganzen Zahlen £, existiert. Zu jeder ganzen Zahl » ge-
horen auch hier zwei Integrale x,  in einfach periodischen Funktionen, und in
den zugehorigen Differentialgleichungen lisst sich von vornherein @{¢) nicht

exakt angeben, sondern, wenn man

h
(65) D) =12+ 0+ Do, cos 2kt
1

schreibt, so erhilt man in demselben Maasse, wie die Entwicklungen fiir die
Integrale fortschreiten, eine Bestimmung von d in den Grédssen &, ... ¢&. Fir
die beiden Integrale & und « erhilt dann d verschiedene Bestimmungen, und
werin 0 zwischen diesen liegt, so bekommt man instabile Losungen. Wir ver-
suchen auch hier fiir x und J mit den Entwicklungen (50) und (51). Fiir x, er-

halten wir, in Analogie mit (52),

h
(66) xn + rla, + 2'% cos 2k, t. 2p—y + 0, Tn—1 + dyn— + - + dny, = 0,
1

wobei, wenn wir z,— sinrt, %, = cosrt annehmen, d, (bzw. d,) durch die For-
derung bestimmt wird, dass die Glieder in sin#»¢ (bzw. cosrt) einander aufheben
sollen. Hier aber werden die Grossen 6, und J, homogene Funktionen n-ter
Ordnung von ¢, &, ... &n. Wiinschen wir nun zu wissen, von welcher Ordnung
das zur ganzen Zahl r gehorende Instabilititsintervall klein ist, so hat man nur
die erste nicht verschwindende Differenz d,— 0, zu bestimmen. Vergegenwiirtigt
man sich die Auseinandersetzungen der vorigen Nummer, so ersieht man dass
dies zum ersten mal bei der niedrigsten Anzahl von Gliedern eintrifft, fiir wel-
che eine Relation

h
2 sl mvka’:'r
1

besteht, so dass man

n=my + my + -+ my

hat. Instabilititsintervalle von der ersten Ordnung gibt es also nur fiir
r=1lky, ko, ... k. Tir Intervalle von der zweiten Ordnung hat man r = 2%,,
ky T ks,
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Als Beispiel nehmen wir den Fall h=2,k =2,k = 75. Tir die Insta-
bilitidtsintervalle der niedrigsten drei Ordnungen bekommen wir:
=1, I=2,35;

n=2, r=3,4,7, 10;

n=3, r=1I, 6) 8) 9, 12, 15.
Wie fir die Gyldénsche Gleichung erkennt man auch hier die Instabili-
titsintervalle erster Ordnung bereits dadurch, dass fiir dieselben das Integral

kil
f(D'(t + a)sin®rtdi

0

nicht identisch verschwindet, wo @(f) in (65) gegeben wird.

10. Wir wollen in dieser Nummer nachweisen, wie man fiir die Gyldénsche
Gleichung die Reihenentwicklungen der Loésungen nach ¢ in den Instabilitdts-
intervallen herleiten kann. Die beiden Integrale mit Multiplikatoren lassen sich
in der Gestalt e''f(¢), ev'f,(¢) schreiben, wo f(¢#), fi(t) gewohnliche einfachperio-
dische Funktionen bedeuten. Da @(f) eine paare Funktion ist, so hat man iiber-
dies f;(t) =/f(—1%). Da wir die Entwicklung fiir f(¢{) zu kennen wiinschen, so

substituieren wir in (49), wo wir d durch d' ersetzen,

z=e'y.

Es ergibt sich hieraus
@ = etly" + 2py" + Pyl
Es soll mithin y die Differentialgleichung
(67) y' 2y + (P + 0 + 9P+ ecos2t)y=o0

befriedigen. Wir denken uns, dass fiir y, ¢’ und y Reihenentwicklungen nach

& existieren,
(68) Yy =Yty + tynt-
(69) =0+t

(70) A i N SR o (O S
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Fiir y® ergibt sich aus (70) die Entwicklung
(71) Y=viteyntiteny)+ =L+t i+ -+ Lt

Die Glieder #,, 4, ... Yn, ... bestimmen wir jetzt vermittels eines sukzessiven

Rekursionsverfahrens, und zwar erhalten wir fiir y,
(72)  ym + 12y + ecos 2t Yo + 201 Yn—1 o F 290y, + O Yn—mr +

+ ot Oy + Dytu—s + -+ Inyy = o0.

Hier sind 9,, %;, ... %.—1 als aus den fritheren Relationen schon bestimmt zu
betrachten. Dagegen kennen wir noch nicht die Konstanten d, und y,. Die-
selben lassen sich aber dadurch ermitteln, dass in (72) die von y, und y, unab-
hingigen Glieder sinsf und cos»t nicht enthalten diirfen. Nehmen wir als

Ausgangspunkt

(73) Yo = cosa sinrt — sin e cosrt,

so ergibt sich hieraus
(74) y, =r[cosa cosrt + sinasinry.

Fir n=1,2,...r— 1 haben wir nach der 8. Nummer d, = On. BEs lisst

sich hieraus unmittelbar schliessen, dass

(75) Opn=">0n=0n;, =0 (n=1,2,...r—1).

Wenn wir fiir n==7 die Koeffizienten fiir sin»¢ und cosrt in (72) gleich Null

setzen, so bekommen wir die Bedingungen
drcosa + 2ryrsina = d,cosa; drsina — 27y, cos @ = &, sina.

Hieraus ergibt sich

(6, — 0,) sin & cos & ‘
27

(76) 8, =drcosta + drsina; yp =

Wie man sieht, gilt fiir J; die Beschrinkung zwischen d, und d,. Es muss auch
nach den vorangehenden Entwicklungen ¢’ zwischen ¢ und ¢ liegen, und es ist
eine Aufgabe dies durch die Entwicklungen fiir die fraglichen Grossen zu be-
stitigen. Die Bestimmung von ¢, aus J, und 0, erfolgt in derselben Weise wie
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in (76), so lange man % < 27 hat. Fir » = 27 treten aber die Glieder in der
Entwicklung (71) von »? storend ein. Hs ldsst sich auch ohne Schwierigkeit
nachweisen, dass simtliche Glieder in der Entwicklung von y den Faktor
sina cose enthalten, wie wir dies fiir das Anfangsglied in (76) gesehen haben.
Dasselbe gilt also auch far y.

Wird nun #, durch (73) gegeben, so erhiilt man y in der Gestalt

(77) y=-cosaF()—sina F(0),

wobei in F(f) nur Sinusfunktionen und in F(¢) Cosinusfunktionen auftreten. In
den ersten Gliedern bis ysp— stimmen F(f) und F(f) mit den Entwicklungen
von x bzw, & in der 8. Nummer iiberein. Bei den folgenden Gliedern treten
aber Anderungen ein, indem F(f) und F(t) von sin« und cos« abhiingig werden;
doch in der vereinfachten Form, dass man nur eine Abhingigkeit von sin’«
und cos®« erhidlt. In der entsprechenden Weise erweist sich y, wenn vom
Faktor sinecosa abgesehen wird, als von sin®e¢ und cos®« abhiingig, und das-
selbe gilt fiir ¢’ Es wird mithin 6’ nicht geiindert, wenn als Anfangsglied
von (68)

(731) Yo, = cos a sin+i + sin « cos ¢

genommen wird; dagegen wechselt y das Zeichen. Hs ist jetzt einleuchtend, dass
wir die beiden Losungen von (49) mit Multiplikatoren in der Gestalt

(78) ert[cos e I'(f) — sina F(8)]; e~7[cosa F(t) + sina I (t)]

geben konnen. Diese beiden Integrale fallen aber zusammen fiir ¢ =0 und
o= 7—: . Wir haben dann die Fille mit einfachperiodischen Lésungen der 8. Num-

mer, und es gehen F(f) und F(f) in die dort betrachteten Integrale z und z
iiber. In der bei solchen Fragestellungen iiblichen Weise konnen wir aber in
diesen Fillen durch Grenziibergang noch ein zweites Integral herleiten.” Wir
wollen dies fiir @« = o niiher ausfithren. Es sei

lim 7

a0 sin «

(79) = 7Yo-

! Man sehe auch FoRsYTH, l. ¢, p. 415.
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Wir setzen

(80) 2= E?iIrTa [e—7t[cos a F(l) + sina F(£)] — et [cos e F(t) — sin « F(1)]].

Offenbar hat z! die Bedeutung eines partikuliren Integrals, das fiir ¢ > 0 in
(81) 2l = F(f) — y,t F(t)

iibergeht. Bs ist hier F(f) die bereits bekannte Lésung x. Dagegen ist F (f)
nicht mit ‘dem Integral z der 8. Nummer zu verwechseln, da F(t) in dieses

Integral fir « :g und nicht fiir ¢ = o iibergeht.

Es diirfte ohne weiteres verstindlich sein, dass die obige Methode auf eine
allgemeine Klasse von Differentialgleichungen Anwendung findet. Zu dieser
Klasse gehort die in der vorhergehenden Nummer besprochene Hillsche Glei-
chung sowie auch die Verallgemeinerung hiervon, welche man erhilt, wenn in
(64) cos kst durch cos(k.t—B,) ersetzt wird. Doch begniigen wir uns, wenigstens
bei dieser Gelegenheit, mit den obigen Andeutungen. '

Wie ich spiiter bemerkt habe, kann man in der obigen Weise sogar Inte-
grale fiir die an den Instabilititsbereichen angrenzenden Teilen der Stabilitiits-
bereiche erhalten. Man braucht nur in (73) cos ¢ und sin ¢ durch die hyperbo-
lischen Funktionen cosh e und # sinh ¢ zu ersetzen. Dabei ist es die durch Null

gehende Funktion cos e oder sin «, die nacher in ¢ sinh a iibergeht.

19—35150. Acta mathematica. 66. Tmprimé le 16 octobre 1935.



