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Begleitwort

zu der Arbeit von I. Ginzel iiber die konforme Abbildung durch
die Gammafunktion.

Die Frage nach der konformen Abbildung, die durch die Gammafunktion
vermittelt wird, ist trotz der grossen Fiille von Untersuchungen iiber diese Funk-
tion erst in allerjiingster Zeit durch Lense aufgeworfen und nach einer gewissen
Richtung hin behandelt worden. Eine Ursache hierfiir diirfte in dem Umstande
zu suchen sein, dass sich abgesehen von der Stirlingschen Niherungsformel die
meisten bekannten Funktionsdarstellungen fiir die zahlenmiissige Auswertung im
komplexen Gebiete als zu umstindlich erweisen und damit eine numerisch und
graphisch befriedigende Beschreibung im Einzelnen sehr erschweren. Es mussten
daber zuniichst hinreichend genaue und fiir die Rechnung geeignete Darstellungen
abgeleitet und an zahlreichen Argumentstellen ausgewertet werden. Fiir die
Festlegung des genauen Netzverlaufes und des Kriimmungssinnes der Strom- und
Hohenlinien erwies sich die Einfiihrung einer Hilfsfunktion fruchtbar, welche
die Krimmung der Abbildung in der Umgebung einer Argumentstelle kennzeich-
net. Hierdurch konnten Aufschliisse gewonnen werden, die durch blosse Ermitt-

long von Funktionswerten nicht zu erzielen waren.
P. B. BoauEr.
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I. Allgemeiner Teil.
§ 1. Die konforme Abbildung einer meromorphen Funktion.

Nr. 1. Ist w=f(z) eine im einfach zusammenhingenden Gebiete G der
komplexen Urveriinderlichen

(1) z¥x+yi=1*e'P‘ (x,y; 7, @ reelle Zahlen)

regulire analytische Funktion

(2) w=u+vt (4, v reelle Zahlen),

dann geniigen Real- und Imaginirteil von f(z)
(3) Rf)=wulzy), Ifl)=vlzy)
im Gebiete G den Riemann-Cauchyschen Differentialgleichungen

(@ Ou_Ov  OJu_ _0v

ox Oy dy dx
und hieraus folgt bekanntlich, dass das Gebiet G der x—y-Ebene auf ein mog-
licherweise mehrfach iiberdecktes Gebiet I der #—v-Ebene konform abgebildet
wird.

In der Folge beschrinken wir uns auf meromorphe Funktionen, d.h. ein-
deutige Funktionen, die im Endlichen ausser Polen keine Singularititen und
hochstens im unendlichfernen Punkte der x—y-Ebene eine wesentliche Singu-
laritit aufweisen.

Da die Umkehrung einer meromorphen Funktion mit alleiniger Ausnahme
der linear gebrochenen Funktion eine mehrdeutige Funktion ist, kann bei punkt-
weiser, eineindeutiger Zuordnung der Gebiete G und I" das Gesamtgebiet I i.a.
nicht durch eine schlichte Ebene dargestellt werden; es ergibt sich vielmehr
hierfiir eine Riemannsche Fliche (u—uv-Fliche), die aus mehreren Ebenen (Blit-
tern) aufgebaut ist; ist insbesondere f eine transzendente Funktion, so besteht
die u—uv-Fliche aus « vielen Blittern, die zu je mehreren in den Verzweigungs-
stellen der u—uv-Fliche zusammenhiingen. Die Bilder dieser Verzweigungsstel-
len in der z—y-Ebene nennt man mehrfache Punkte oder Kreuzungspunkte; sie
sind durch die Gleichung



276 Ingeborg Ginzel.

&) _
(5) fleg=o bz.w.f(g), =0

gekennzeichnet.

Bei einer meromorphen Funktion bleibt die Konformitit auch in den ein-
fachen Wurzeln und Polen von f(z) bestehen; sie erleidet hingegen in den
Kreuzungspunkten, zu denen die mehrfachen Wurzeln und Pole gehéren, eine
Unterbrechung; die Kreuzungspunkte bilden also Singularititen der konformen
Abbildung.

Nr. 2. Man untersucht die konforme Abbildung einer eindeutigen Funk-
tion der unbeschriinkten Urverinderlichen #, indem man in der z—y-Ebene
ein beliebiges Isothermensystem wiihlt und das Bild dieses Isothermensystems in
der Riemannschen u— v-Fliche aufsucht, oder indem man umgekehrt das Bild
eines willkiirlich gewihlten Isothermensystems der u—uv-Fliche in der z—y-Ebene
bestimmt. Aus dem Wesen der konformen Abbildung ergibt es sich, dass das
Bild eines Isothermensystems wieder ein solches System ist.

Wir wihlen hier den zweiten Weg, gehen also von einem Isothermen-

system in der u—uv-Fliche aus. Als besonders kennzeichnende Isothermensysteme
bieten sich die Systeme

T\
<) | \'\

a)

A . {3w=v=q,

das orthogonale Parallelennetz in der u—uv-Fliche, und |
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[E}ng= ;—lg(u2+v’) =P

(B)

1 Jlgw=arctan :7 =4,
oder

|wlj=e"=0¢
(B*) w=ge'?,

Y —tanf=1
u

das »Kreis-Strahlennetz> in der u—w-Fliche dar; beides durchgingig fiir alle
Bliitter der u—uv-Fliiche verstanden. Dabei sind p, g; P,0; o, A reelle Zahlen.
Wir nennen das Bild des Parallelennetzes (A) der u—uv-Fliche in der z—y-
Ebene kurz das Parallelennetz von f, das Bild des Kreis-Strahlen-Netzes (B) der
u—v-Fliiche in der x—y-Ebene das Hohen-Stromlinien-Netz von f, indem wir die

Kurven

lw|=0¢ als Héhenlinien
[o, 2 == konst.]

% =2 als Stromlinien

bezeichnen. Wir werden in der Folge unter der Parallelen vom Parameter p,
der Parallelen vom Parameter ¢, der Hohenlinie vom Parameter ¢ und der Strom-
linie vom Parameter.1 die Menge aller Punkte verstehen, fiir die der Parameter
ein- und denselben Wert hat, ohne Riicksicht darauf, ob diese Menge aus ge-

trennten Zweigen besteht.
Nr. 3. Es ist von entscheidender Wichtigkeit, dass die Kurven

(©) ° o (v=o0 »reelle Linien»
v == u = .
' lu = 0 »imaginire Linien»

des Parallelennetzes (A) in die Stromlinien des Netzes (B) eingebettet sind; denn
wahlt man
(6%) 6= —— (n ganze rationale Zahl),

so wird
fir gerades # tan@=o0, also v=0

ungerades n  tanf = %, also u =o.
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Gehoren die Kreuzungspunkte den reellen und den imaginiren Linien an,
so bilden diese Linien das Mittel zu einer Beschreibung der Abbildung durch
S(2) ©m Grossen; sie zerlegen die x—y-Ebene in Gebiete, die je einen Quadranten
eines Blattes der u—uv-Fliiche abbilden. Sind weiter die Kreuzungspunkte simt-
lich reell, so zerlegen die reellen Linien fiir sich allein die x—y-Ebene in
Grundgebiete von zweierlei Art, die entweder die obere (0 < v) oder die untere
Halbebene (v < 0) eines Blattes der w—v-Fliiche abbilden. In diesem Falle ge-
langt man, wenn man aus einem Grundgebiete erster Art kommend die beran-
dende reelle Linie (v=o0) iiberschreitet, wegen des Vorzeichenwechsels von v in
ein Gebief zweiter Art. Man kann dann je zwei benachbarte Grundgebiete zu
einem Fundamentalbereich oder Urgebiet zusammenfassen, sodass das Bild des
Urgebietes ein Blatt der u—uv-Fliche liefert. In einem Urgebiet nimmt also die
Funktion jeden nicht reellen Wert ein- und nur einmal an. Durch eine geeig-
nete 'Wabl gelingt eine liickenlose Einteilung der x—y-Ebene in Urgebiete derart,
dass jedem Blatte der w—o-Fliche ein-eindeutig ein Urgebiet entspricht; auch
die Zuordnung des Randes kann in eindeutiger Weise vollzogen werden.

Das Netz der Hohen- und Stromlinien einer meromorphen Funktion in der
x—y-Ebene zeigt folgende allgemeine Eigenschaften: .

Durch jede Wurzel und jeden Pol von f(z) laufen siimtliche Stromlinien
(o= Ai=s ») :

Die Hohenlinien hingegen umkreisen jede Wurzel und jeden Pol; in den
Whurzeln und Polen arten sie in Punkte aus (¢=o0, ).

. Durch jeden anderen Punkt geht genau eime Hihenlinie und eine Strom-
linie, und zwar geht jede dieser Linien durch einen einfa_.chen Punkt einfach,
durch einen mehrfachen dagegen so oft, wie die Ordnung der Vielfachheit angibt.

Sind die Kreuzungspunkte wie bei der IFunktion siimtlich reell, so lisst
auch das Parallelensystem dié Kreuzungspﬁnkte klar hervortreten; hier geht die
Linie v=0 mehrfach durch einen Kreuzungspunkt hindurch, einfach hingegen
durch alle einfachen Wurzeln und Pole.

Nr. 4. Wenn das Studium der Abbildung einer meromorphen Funktion
im Grossen (bei reellen Kreuzungspunkten) auf die Ermittlung der reellen und
imaginiren Linien hinausliuft, so wird hierfiir die numerisch-geometrische Dar-
stellung vollendet sein, wenn durch Berechnung und Zeichnung der Verlauf
dieser Linien hinreichend genau festgelegt ist.
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Wir wollen uns aber nicht mit der Ermittlung endlich vieler Punkte dieser
Linien begniigen, sondern wollen verlangen, dass der Verlauf dieser Linien

1) auch in beliebig naher Umgebung des o fernen Punktes hinreichend
genau festgelegt wird, und dass

2.) der Kriimmungssinn der Linien in jedem ihrer Punkte ermittelt wird.

So gelangen wir zu den Problemen des asymptotischen Verhaltens und der
Kriimmung der reellen und der imaginiren Linien.

Was die I“Funktion anlangt, so ist das erste dieser Probleme aufs engste
mit der numerischen Ermittlung der Kurvenpunkte verbunden, sodass es in der .
nachfolgenden Untersuchung zugleich mit dem der Punktermittlung behandelt
wird. .

Das Kriimmungsproblem hingegen erheischt besondere analytische Hilfs-
mittel, die wir den Mitteilungen des Herrn P. E. Bohmer verdanken. Die Boh-
merschen Untersuchungen sind bisher noch nicht verdffentlicht worden und mégen
daher im Folgenﬁen, soweit es die Ziele dieser Arbeit anlangt, wiedergegeben
werden.

§ 2. Das Kriimmungsproblem.

Das erste Problem, das wir uns stellen, besteht in der Ermittlung der Krim-

mung der

s Parallelen» | # =P
lv=gq,

die durch eine bestimmt gewihlte Stelle z, der x—y-Ebene laufen. Wir setzen
z=12z4+ ¢,

f(zo'*'g)'—f(zo):f(zo'f'C)"p'_qi

dann ist

eine analytische Funktion von {, die

1.) in {=o0 eine Wurzel hat
und ’
2.) auf der Kurve v==¢ reell,

auf der Kurve u=p rein imaginir ist.

Hiernach ist aber mit Riicksicht auf Nr. 2 klar, dass die Kurven u—p=0 und

v—g=0 in das Stromliniensystem der Funktion
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S&)—(p+q7)

eingebettet sind, dass daher das Kriimmungsproblem auf das Kriimmungsproblem
in einer Wurzel von f(2) zuriickgefiihrt ist.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir unter Verlegung der
Stelle in den Ursprung eines neuen Koordinatensystems fir z, Null, fir z,+{
einfach z schreiben.

Wir entwickeln die Funktion in eine Potenzreihe nach z von der Gestalt

Jf(Z) = A z+ A+ AP+ -

(7) >
l == 2 Ak Zk.
b=1
Ist jetzt
(8) fAi=4,="=d1=o0,
l Ak=’=o7

und setzen wir wieder
Sfle)=u+vi=0g(cos 0+ sin O)=ge”,

dann sind die Stromlinien dul"ch

' tan 6=1 (A=constans)

bestimmt. Wegen (8) stellt aber nach Adjunktion einer k-ten Einheitswurzel die
k-te Wurzel aus f(2)

! 1 1 6i
(9) fe)f = of (cos% +1 sing) = gF ¢F

in der Umgebung des Ursprungs eine eindeutige Funktion dar, deren Potenzreihe

1
(10) fleff=Alz+ A%+ -
mit
1
L Af Apyq
*__ A% *__ Tk
(11) | At=AF=+o0 A el

beginnt. Die Stromlinien dieser Funktion sind -aber noch (g9) durch

tan o_ it (A* constans)

k

bestimmt, sind also mit den Stromlinien von f(¢) selbst identisch.
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L
Je)
hat wie f(z) selbst, so erkennt man, dass das Kriimmungsproblem fiir meromorphe
Funktionen auf die Aufgabe zuriickgefiihrt werden kann:

Die Kriimmung der Stromlinien in einer einfachen Wurzel von f(2) zu be-
stemmen.

Beachtet man weiter, dass die Funktion dasselbe Stromliniensystem

Das zweite Krimmungsproblem verlangt die Ermittlung der Kriimmung der
Stromlinie und der Héhenlinie

Jw| =10
lz)—=ta.n 6=1,
u

die durch einen beliebigen einfachen Punkt gehen, der weder Wurzel noch Pol
von f(z) ist.

Die beiden Linien sind jetzt die beiden Linien des Parallelennetzes von
lg f(2), sie sind also in das Stromliniensystem der Funktion

lg flz + ) —lg fl2)

eingebettet; hiermit ist aber das zweite Problem vollstindig auf das erste zu-
riickgefiihrt.

Die Aufgabe, die Kriimmung der Stromlinien in einer einfachen Wurzel
von f(z) zu bestimmen, kann in iiberraschend einfacher Weise durch die Uber-
legung gelost werden, dass die Kriimmung nur von den beiden ersten Ableitun-
gen der Funktion abhiingen kann, und dass daher jede andere Funktion, die an
der Stelle z verschwindet und dort in den beiden ersten Ableitungen mit f(z)
iibereingtimmt, in der Wurzel z dieselbe Stromlinienkriimmung aufweisen muss.
Von der Taylorschen Entwicklung von f(z+{) an der Nullstelle 2

(12) Fe+)=r @+ 80 @)+l

ausgehend, wihlen wir als »Ersatzfunktion» die linear gebrochene

(13) . f(z+€)=_f—?f%j—é

. TRl

36—30534. Acta mathematica. 56. Imprimé le 2 janvier 1931.
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Aus der Gestalt von f™ ist durch Potenzreihenentwicklung ersichtlich, dass es
die geforderten Eigenschaften besitzt.
Unter Einfithrung von

(14) ele) =77

kann man f* die Form geben

(13) frlerl)=—="—3;

sie zeigt, dass

(15) z+l=z+20(2)

der einzige Pol von f* ist. Nun fiihrt die durch (13) vermittelte Kreisverwandt-
schaft alle Kreise und Geraden der u—ov-Fliche in Kreise oder Geraden der
x—y-Ebene iiber, also auch das Strahlensystem der u—uv-Fliche in ein Kreis-
system; die Stromlinien von f* sind also Kreise; die gesuchten Kriimmungskreise
der Stromlinien von f sind mit den Stromlinien von f* identisch. Da jede
Stromlinie durch die Wurzel und den Pol liuft, gehen also alle Kriimmungs-
kreise durch den Pol z+2¢(z). Es liegen somit alle Kriimmungsmittelpunkte
auf dem Mittellot der Verbindungsstrecke von z und z+2¢(z); diese Gerade ist
nichts anderes als die Bonnetsche Gerade. Die Lage dieser Geraden ist daher
durch den Punkt

(16) z + ole),

durch den sie senkrecht zum Vektor ¢(2) aus z hindurchgeht, eindeutig fest-
gelegt. '

Diejenige Stromlinie durch 2z, die dort der Bonnetschen Geraden parallel
ist, hat den kleinsten Kriimmungsradius, nimlich |eo(z)], die dazu senkrechte
Stromlinie dagegen einen unendlichen Kriimmungsradius, sie hat also in z einen
Wendepunkt, bezw. eine Stelle mehrpunktiger (4, 5 ...} Berithrang mit der
Tangente. (Niheres s. S. 323 ff.).

Die analytische Funktion ¢(z) ist also kennzeichnend fiir -die Krimmung
aller Stromlinien durch z; indem wir die konforme Abbildung des u—uv-Gebietes
I’ auf das x—y-Gebiet G ins Auge fassen, sprechen wir von dem Vektor o(x, y),
der fiir die »Kriimmung der Abbildung» an der Stelle (z, y) kennzeichnend ist,
und erblicken in ihm das Mass dieser Kriimmung.
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Uber eine andere Herleitung der Bonnetschen Formel vergl. man etwa
Cesaro-Kowalewski (Vorl. iiber nat. Geometrie, 1. Aufl. 1901, S. 146 ff.).

Die oben gegebene Ableitung stiitzt sich auf die Tatsache, dass die Kriim-
mung der Stromlinien von den Ableitungen dritter und hoherer Ordnung von
f(z) unabhiingig ist, die noch eines strengen Beweises bedarf. Wir fiihren nach-
stehend diesen Beweis, indem wir die Formel fiir den Kriimmungsmittelpunkt
einer Stromlinie auf dem Wege der Rechnung herleiten und bei dieser Gelegen-
heit auch vorher erwiihnte Tatsachen analytisch beweisen.

Die a.naly.tische Funktion

f@)=u+vi
z=12z,+{
{=E+npi=rert

nehme an der Stelle z, den Wert f(z,)=0 an, und es sei f (z,) #= 0. Dann heis-
sen die Stromlinien aus z, deren Kriimmung wir suchen:

=1, A=tan @=const. .

(17)

|

Ihre Differentialgleichung lautet also

’
Vah— Uz ¥+ [V u —uyv]y =0
. oder
’ 'l)zu_uzv
y=—-—"——""""
VyU— Uy V

Wir fithren alle Ableitungen.a,uf. solche nach =z zuriick vermoge der Cauchy-
Riemannschen Gleichungen )

(4) [ Ue=Vy 5 Uzz™ —Uyy™Vay,
l Uy=—Vz, Uyy= = Vez™Uzy.

Dann heisst der Nenner von 3’
Uzt + VzV.

_Dividiert man jetzt Zihler und N. enner durch %, so kommt

I__lu:c_"vz; .
(18) ' Yy ——uz-l-lvz" fl(Z)#O.
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Nun ist aber-

Setzt man noch
(19) ~ =tan y,

dann besagt (18)
@p=0—1y (mod 2 7)
oder

(20) arctan y’ = arctan A — arctan :;—z
. Uz

Damit ist aber die Winkeltreue der Abbildung von der u—uv-Fliche auf die

z—y-Ebene in jedem einfachen Punkte 2z, bewiesen; denn der Satz von der

Winkeltreue verlangt lim(0—g)= g{z,), d.h. eine Funktion von z, allein, und
r—0

es gilt Z—’—»q(zo) mit 7 —o (die Ableitung einer analytischen Funktion ist unab-
z

hingig vom Wege).
Wir wollen nun den XKriimmungsmittelpankt &, 7: der Stromlinie vom

Parameter 4 bestimmen. Allgemein ist
(1+yy 1+y

(21) &= Ty ’l]x='—yu

Zur Berechnung leiten wir (20) nach §=2x ab und erhalten

(22) 'l/ " - uzvzz_vzugz 4' (uzvzy_' 'Uz“z!/) ./'/’

1+y: uy+ v,

) ’
Uz Uz — Vg Uz + (uz'uﬁ:z + ’Uz'vxx)y .

X
' Die Ausrechnung gibt
(22%) Y (VaMer—UaVrs) (U + A02) — (U Uz + V2 Vi) (A thr— )
1+y2 (uz + v3) (uz + Avs)
Wir setzen
[A =uxuzz+vzvm - E) 2 2 2 2 2
(23) also (23%) A%+ Bi=(u+v})(uzz + vis).

IB = VgUzy— Uz Vzz,

Dann wird der Zihler Z rechter Hand in (22%)
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Z == B(u,n + l 'U,r)".ti (Xau:c""’vz) = (A U_p +.Bux) "‘"‘X-(A‘“x""B'Dx).
Wird weiter gesetzé

{o=Av,+ Bu, also (24%) [a + 8 = (u; + vi)(4*+ B%)

(24) 15 =4 4p— By, = (w3 + v2)*(uzg + V2s)

( 41‘*) (aux 4311;—(!l«;+b;)B
avp+ Buy={uz+v3) 4,
so wird einfacher Z=a—A§.

Jetzt wird
(r+9y  (ui+vi)(ve—Au)
EA = — 7 = a___lﬂ s
(25) y
_ I +y'® _ (3 + v2)(uz + Av).
ﬂi' y" ' a__.lﬂ

Da &, 7, lineare Funktionen von i mit gleicher Nennerfunktion sind, liegt der
Punkt &, n; auf einer festen (von A unabhiingigen) Geraden; es ist die Bonnetsche
Gerade. Um die Richtung y dieser Geraden zu bestimmen, kénnen wir uns nun
ein besonders bequemes A herauswihlen. Wir wihlen

(25%) , A=

das den Nenner zu 0 macht, und erhalten

Uyt A Bux-i- QU

s M 3. . é '
(z5*2) tanx—jhn; =lim vg—Aus 13vx~auz B
Somit erhiilt die Bonnetsche Gerade die Gleichung

AE—E&)+Blp—m)=
oder ,
(26) AE+Bn=C,
wobei ‘ .
. ——gl. iy _ _ ﬂ;_i"ﬁ; I{uz-'v:c uz'{'lvz e o
C= B Al|T Te=ig B A = Yy + Vz.

Dagegen hat das aus z, auf die Gerade gefiillte Lot die Gleichung

Bt—A4q=o.
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Der Lotfusspunkt ¢ hat also die Koordinaten

(e + 17§)A. A

e p—y ==
27) =" T
. _{(mzt+v)B_- B
T = A*+ B? “ri:c‘*'l’;:r.
Jetzt ist
’ .. A + Bz u. uzz+vx1)zz+(vzuzz_uz'vrz)i
—E ot = _ Y
e=8+n"s oz + Ve Uz + Vig
L (uz‘*“vzi)(um—'v:zi) — uz+vz7:
’u:z'i"’l);z Wz + Vot
Damit ist
2)
(28) =z =f:,(
@ 9() f (Z)

und damit zugleich (14) bewiesen.
Schliesslich ergibt sich fiir den Kriimmungsmittelpunkt

2+ o
der Stromlinie .vom Parameter A der Ausdruck
o= (1+uile(2)
mit

_la-{-ﬂ'
m= a—Ag

Er zeigt, dass die Punkte ¢; auf einer Geraden liegen, die durch z+g¢{2) hin-
durchgeht und auf dem Vektor ¢(z) senkrecht steht.

Herr Béhmer hat in Fortfithrung dieser Untersuchung den Ort der 2. Kriim-
mungsmittelpunkte als Kurve drifter Ordnung vom Geschlecht o festgestellt;
indessen wird in dieser Arbeit kein Gebrauch davon gemacht werden.

II. Allgemeines iiber die I'-Funktion.
§ 1. Definitionen und Zusammenstellung.

Die IFunktion ist eine meromorphe Funktion. Sie wird definiert durch
Funktionalgleichung
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(29) rz+1)=2zI(2),
Anfangsbedingung
(30) r(n=1
und Lemesgleichung

. I'(z+n)
(31) {"_],n: I'(n). w5

Aus dieser Definition ergibt sich durch »Summation» die Weierstrasssche Pro-
duktdarstellung '

(32) FI(;)='2H{(I + ';;—) (I + ]I;)-:}=zeC‘H {(1 + %) e—_%},

wobei C die Eulersche Konstante ist. :

Die reziproke IFunktion ist also eine ganze transzendente Funktion; die
I'-Funktion besitzt keine endlichen Nullstellen. Aus der Darstellung (32) kann
man ablesen, dass sie an den Stellen o, —1, —2, . . . einfache Pole besitzt.

Jede Funktion, die sich durch Differenzengleichung, Limesgleichung {und
Anfangsbedingung) definieren Lisst, hat einen Erginzungssatz und ein Multi-
plikationstheorem. Der Ergdnzungssatz lautet ’

7T
(33) - TEr(t—2)= sin 7wz
und das Multiplekationstheorem

- kkz—% —1 r
(34) I'ks) =——=]1 T(Z"‘z)-

(2 n) 2 r=0

Aus dem Multiplikationstheorem kann man durch Logarithmieren und einen
-Grenziibergang zu unendlich grossem % die Stirlingsche Formel

lg2n + (z ——i) lg z—~z+pl2)

Jlg f(Z) =

lLim ulz)=o

T—

I
(35) 2
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gewinnen, wie Herr Bohmer in seinen Vorlesungen iiber Differenzengleichungen
gezeigt hat. Als Stirlingsche Formel im engeren Sinne bezeichnet man die aus
(35) folgende asymptotische Relation

(359 — S

<

Man definiert heute die w-Funktion auch selbstindig durch 3 Aussagen (Diffe-
renzengleichung, Anfangsbedingung, Limesgleichung).

(37) . Yle+1)=y(e) + ~
(38) : Y(i)=—0C
(39) w(znin)—lg n=o.
Durch Summation ﬁnde# man
. > 1 1
(40) Yl)=—C— 2 (Z—;—k - ‘,:rk)‘
k=0

Die y-Funktion besitzt an den Stellen o, —1, —2, ... einfache Pole. Die For-
meln (37), (38), (39), (40) lassen sich mit Hilfe der Beziehung (36) aus (29), (30),
(31), (325 gewinnen. Ebenso kann man mit (36) aus (33) und (34) Erginzungs-
satz und Multiplikationstheorem der t-Funktion herleiten. Awus (35) folgt die

Stirlingsche Formel fiir die -Funktion, wobei man das Glied 'ZI} wit in die
»-Funktion rechnet:

(41) Yle)=lg z—»(¢), Lim»(z)=o.

2—ecn

Will man aus (41) eine asymptotische Beziehung herleiten, legt man besser die
Stirlingsche Formel 2. Art

(41%) tp(z + ;—) =lgz+¥(e)—27(22)
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zugrunde. Uber die Stirlingschen Formeln 2. Art auch der I'Funktion wird
noch zu reden sein (S. 297). Aus (40) kann man durch Differenzieren Reihen fiir
Y(e), ¥'(z) usw. ableiten. Die y-Funktion hat nur reelle einfache Nullstellen.
Sie liegen zwischen den Polen und riicken nach links in die Pole ein (s. ITL, § 1,
Hermite). Ausserdem liegt eine positive Nullstelle bei 1,46. ..

Um alle im folgenden nétigen Voraussetzungen gleich zusammenzustellen,
setzen wir hier noch einige Darstellungen fiir .die x-Funktion her. Die ent-
sprechenden Darstellungen fiir die »-Funktion lassen sich daraus gewinnen. Will
man nimlich die Stirlingsche Formel zur rechnerischen Behandlung der I'-Funk-
tion benutzen, muss man vor allem die p-Funktion kennen. Man hat damit das
Problem keineswegs bloss verschoben, sondern es wesentlich vereinfacht; denn
die u-Funktion dient fiir numerische Probleme wegen ihrer Limeseigenschaft als
Korrektur zur Stirlingschen Formel. Schon Stirling fand fiir u(z) die folgende
asymptotische Entwicklung ’

) 2m—2 ,BI;

(42 ple)= D) 77w 2 Ry

Die Reihe ist asymptotisch und pseudokonvergent, d.h. fiir grosse z nithert sich
p(z) immer mehr geeignet gewiihlten Reihenabschnitten, fiir jedes z lisst sich
der Restbetrag unter eine angebbare Schranke bringen, und mit wachsendem z
sinkt diese Schranke unter jede Grenze. Tatsiichlich divergiert ja die Reihe, da
die Zahlen B, die Bernoullischen Zahlen, iiber alle Grenzen wachsen. Sie sind
definiert durch
J B,=1,
k—1

Iz(f)B,:k, o < &].

r=0

‘Asymptotisch und -pseudokonvergente Reihen sind zur numerischen Berechnung
wohl geeignet. Als Restmajorante fiir die y-Funktion hat man (nach Nielsen,
Handbuch der Theorie der Gammafunktion S. 208)

| Bam|

2m
(zm—1)2m|zpm—1 (cos %)

(42%) [ Ram(2) ] <

(quei zu beachten ist, dass Nielsen nur die Bernoullischen Zahlen mit geradem

Index durchnummeriert und alle positiv nimmt).
37—30534.  Acta mathematica. 56. Imprimé le 5 janvier 1930.



290 Ingeborg Ginzel.

Jede Funktion, die sich in eine fiir o < Rz geltende pseudokonvergente
Potenzreihe entwickeln lisst, gestattet eine Darstellung durch eine konvergente
Fakultitenreihe. So ist es Binet gelungen, die u-Funktion durch Fakultiten-
reihen darzustellen. Tir kleinere 2 wird man zur numerischen Berechnung not-
gedrungen nach diesen Reihen greifen miissen. Wir beniitzen im folgenden ein-
mal eine Fakultiitenreihe fiir u(z)—u(22)=21(2)

- alel

(43) Metr) = 2

Azl +1)--(2+9)

die Herr Otto Rocktiischel (Diss., Dresden 1922, S. 36) als zur numerischen Berech-
nung besonders geeignet empfiehlt. Er hat die ersten zehn ¢ berechnet, die wir
der Rocktiischelschen Arbeit (S. 37) entnehmen, soweit sie fiir unsere Zwecke
gebraucht wurden.

«_ *1 «__ T43
Co="0 HAEYIPY
Rt o — T387
€= 4! = gl2?
g 7 . 52787
* gl 28 N 10l 27
+ 436
cr=o0 el = -——f"—%—§,4
10! 2

Indessen handhaben sich die Fakultitenreihen recht unbequem.

§ 2. Allgemeines iiber ihre konforme Abbildung; die Abhandlung von Lense.

Ehe ich nun auf die konforme Abbildung durch die IFunktion eingehe,
mochte ich mich mit einer Abhandlung auseinandersetzen, die im November 1928
erschienen ist, als ich mit meiner Arbeit noch nicht fertig war; es ist dies eine
Abbandlung von Herrn Lense in Miinchen: Uber die konforme Abbildung durch’
die IFunktion. .

Herr Lense ist gewissermassen gerade von der anderen Seite, nimlich von den
Hobenlinien her, an das Problem herangegangen. Von den Stromlinien gibt er
nur die reellen Linien durch die Kreuzungspunkte an. Durch Ermittlung der
Konvergenzwerte der IFunktion kann er den Verlauf der Héhen- und Strom-
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linien im Grossen angeben. Fiir die Umgebung der Achse ist die Betrachtung
des reellen Verlaufs der I-Funktion in erster Niherung ausreichend zum Stu-
dium der Hobenlinien. Geometrische Besonderheiten und vor allem der Verlauf
der Stromlinien in der Umgebung der Achse interessieren Lense nicht so, da es
ihm besonders auf die Riemannsche Fliche ankommt. Das Bild in der z—y-
Ebene, das uns hier die Hauptsache ist, interessiert ihn nur mittelbar als Hilfe
zur Konstruktion der Riemannschen u—v-Fliche. Da die Konvergenzwerte aber
zaum Verstindnis des Bildes in der z—y-Ebene in der Umgebung des o« fernen
Punktes wesentlich beitragen, will ich hier iiber die diesbzgl. Lenseschen Ergeb-
nisse referieren. |
Unter den Konvergenzwerten versteht man die Werte, denen die Funktion
bei bestimmter Anniherung an den wesentlich singuliren Punkt oo zustrebt.

Es sei
F(Z)=10(2)=Q‘+vi=960i’ ere”'i'

In allen Winkelriumen der rechten Halbebene, ausschliesslich der imaginiren
Achse, ist

lim - 1
—® IF(Z)

S5 0’

|

in allen Winkelriiumen der linken Halbebene, ausschliesslich der reellen und ein-
schliesslich der imaginiren Achse, ist

lim | I'(z)| = o.

I—®

cberen

In allen Winkelriumen der
unteren

Halbebene, ausschliesslich der reellen Achse, ist

lim 0= + cc.

T
Die Konvergenzwerte von I'(z) auf Wegen, fiir die

limp= 1 =,

T2
sind getrennt zu untersuchen. Hierbei sind mehrere Fille zu unterscheiden. Ist

lylz v,
dann gilt

lim | I'(z)]=o.

f 2amd ]
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Weiter sind noch folgende Fiille denkbar: Es gibt eine Folge, fiir die

lim [y]=o.

P
Ist gleichzeitig lim |y|+o0, so kommt die Funktion immer wieder in Gebiete
P

mit dem Konvergenzwerte Null, es kommt also kein anderer Wert in Frage.

Ist dagegen auch lim|y|=0, so kommt der Weg in beliebige Niihe der nega-
r—x

tiven reellen Achse, so dass iiberhaupt kein Konvergenzwert auftreten kann.
Denn auf der negativen reellen Achse kann die I*Funktion keinem Grenzwerte
zustreben, weil sie in den Punkten o, —I,... den Wert «© annimmt und da-
zwischen wegen (29) bei entsprechend grosser Entfernung vom Nullpunkt dem
Werte o beliebig nahe kommt. '

Es ergeben sich sonach nur o und « als Konvergenzwerte. Aus diesen
Werten ergibt sich die Richtung der Stromlinien 8=konst. und der Héhenlinien
o=konst. im Unendlichen. Da die H6henlinien um die Pole von denen durch
die Kreuzungspunkte abgeschniirt werden, kommt nur lin%° | (z)] = o0 in Frage.

Da sie ausserdem nach rechts hinausgehen, muss sich die Gesamtheit der ins
Unendliche verlaufenden Hohenlinien senkrecht stellen. Entsprechend miissen
sich die Stromlinien horizontal einstellen, und zwar tun das in der oberen und
der unteren Halbebene die Linien positiven und negativen Winkels. Die Kon-
vergenzgleichung beriicksichtigt die Zusammenhangsverhiiltnisse der Urbereiche
nicht, deshalb konnte iiberhaupt nur die Trennung in obere und untere Halbebene
erfolgen. Tatsidchlich liegen die Urbereiche einmal mit der oberen, einmal mit
der unteren Halbebene oben (s. S. 278).

Die gegenseitige Lage der Hohenlinien in der Umgebung der reellen Achse
ist aus dem reellen Verlauf der IFunktion bestimmt. Herr Hayashi® gibt fol-
gende Werte an, wobei unter z, immer die Nullstellen der w-Funktion zu ver-
stehen sind.

Zo== 461632 . I'(zg)= 0,885 6032
£17=="0,504 1‘(Zl)='_3,544 644
2y=— 1,53 T{zg)= 2,302 410
Zg=—2,61: I (2;)=—0,888 136
z,=—3,635 T(z)= 0,25 1277.

! Keiichi Hayashi, Sieben- und mehrstellige Tafeln der Kreis- und Hyperbelfunktionen und
deren Produkte sowie der Gammafunktion.
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Ein Uberschneiden der Héhenlinien ist nur in den Kreuzungspunkten (daher der
Name) moglich, da dort mit dw =0 die Funktionaldeterminante 0 (4,%) unbe-
= dz ’ 0(z,y)
stimmt wird. Das Bild bestitigt die allgemeine Bemerkung, dass die reellen
Extrema im Komplexen erheblich an Bedeutung verlieren. Im Reellen bedeuten
sie Gipfel oder Tiler. Denkt man sich aber die Betriige als Erhebungen iiber
der komplexen Ebene, so bilden auch die Betragskurven, die von den Extrem-
werten a,usgéhen, Héhenlinien, die am Abhang hinlaufen. Wenn man das Bild
weiterspinnt und die Pole als allerdings unéndlich hohe Berge deutet, so ergibt

sich fiir unser spezielles Bild folgendes: Zwischen 2, und z, haben wir einen

ganzen Gebirgsstock mit 4 Einzelgipfeln in o, —1, —2, —3 und 5 Piissen
2y, .. .25, wihrend weiterhin nur noch einsame Gipfel in —4, —s5, ... auftreten,
zwischen denen immer tiefere Pisse in z;,.2,, ... liegen. Das Gesamtgebirge liuft

bis zur asymptotischen Hohe o (Meeresspiegel) aus.

In der Zusammenfassung der Grundgebiete zu Fundamentalbereichen ist eine
gewisse Willkiir moglich. Wir fassen so zusammen, dass die positive Achse von
Z, ab in einem dreizipfligen Gebiet liegt. Die zugehorige Riemannsche Fliche
siche bei Lense. Wir geben durch Anlegen und Vorzeichen die Halbebenen in
unserer schematischen Figur I, durch Pfeile ihren positiven Umlaufssinn an.

Die Figur soll fiir I'(z) selbst, nicht wie bei Lense fiir f‘i(é') gelten. Die Be-

zeichnungsweise stimmt im iibrigen in Zeichnung I mit Zeichnung II iiberein.

1II. Die analytischen Grundlagen der Rechnung.

Das Bild der Stromlinien und Héhenlinien der I'Funktion genau festzu-
legen, war meine Hauptaufgabe. Dem im ersten Teil entwickelten Programm
entsprechend sollten auch die geometrischen Eigenschaften der Figur festgestellt
werden. Als einfachste Darstellung der I'Funktion lernten wir die Stirlingsche
Formel (35) kennen, die wir als Hauptformel der Rechnung beniitzen werden.
Der Geltungsbereich dieser Formel ist nicht die ganze Ebene. Es machten sich
deshalb fiir Teilbereiche andere Formeln oder Verbesserungen nitig. Diese zogen
Abschidtzungen nach sich. Fiir die Berechnung der geometrischen Eigenschaften
mussten wieder andere Beziechungen hergeleitet werden, so dass der ganze For-
melapparat im Laufe der Zeit sehr umfangreich geworden ist. Ich werde des-
halb in einem ersten Teil die Hauptformeln ableiten und einen zweiten Teil
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iiber die praktische Ausfiihrung folgen lassen. In diesem zweiten Teil sollen
Verbesserungen und Abschiitzungen ihren Platz finden. Am Schluss werden die
Ergebnisse tabellarisch zusammengestellt. — Es wire natiirlich fiir- bloss zeich-
nerische Zwecke garnicht nétig gewesen, eine so grosse Anzahl von Werten
(etwa 200) mit so grosser Genauigkeit (6 Stellen) zu berechnen. .. Die Tabellen
wollen als ein Vorstoss in das ziemlich unbekannte Land der numerischen Werte
der I'Funktion fiir komplexes Argument aufgefasst sein. (Herr Rocktischel
macht den ersten Vorstoss, vor ihm ist erst ein einziger Wert (Gala:ss) bekannt.)
Sehr dicht ist das Netz ja nicht, aber mit den von Herrn Rocktéschel ansgearbei-
teten Méthoden ist es moglich, Zwischenwerte zu herechnen.

§ 1. Die Nullstellen der -Funktion.

Da im folgenden das Bild der Stromlinien und Hohenlinien der I*Funktion
im Quadrat mit der Seite 20 berechnet werden so_ll, miissen wir die Anzahl der
schon berechneten Nullstellen der 1-Funktion noch um einige vermebren. Herr
Béhmer hat im Anschluss an den Hermiteschen Satz iiber die Nullstellen der
yY-Funktion zwei Berechnungsmethoden ausgearbeitet. Der Hermitesche Satz
heisst: 1(z) hat im Intervall —n <z<—n+1 eine und nur eine Nullstelle, die

sich mit wachsendem #» dem Wert z,=—n + 1—;(—;—_—_—1—) nihert. Es gilt also
zunichst i
(44) Ylem) =0, —n<z<—n+1 (n pos. ganze Zahl).

Fiir die Berechnung teilen wir die Nullstellen ein in solche, die im Intervall
—n + i —n + é -liegen, und solche, die zwischen — 7 ---—n + ‘II liegen.

Gleichzeitig beweisen wir, dass weiter rechts keine Nullstellen vorhanden sind,
dass sich also (44) zu

(44%) Yizn) =0, —n<zz<—n + %

verschiirfen lidsst.
Fiir das erste Intervall setzen wir

oI 1
(45) Ep=——n + '2‘—'77", 0<1]n<‘2'



Die konforme Abbildung durch die Gammafunktion. 295
Dann heisst der Erginzungssatz

, 1 . I I
(33) TP(—N + > -—nu) ='¢'(I+n—; + 17,;) — 7z cot (7- —17,,—')1)71:,

-~

also wegen (44)

(46) o=1p(n+—;+ nn)—ﬂtan T TT.

Fir n = 2 ist wegen des positiven Vorzeichens des linken Ausdrucks in (46) klar,
dass o< 7 < —; ist. Fiir n=1 sieht man es aus der Figur sofort ein, da fiir n=1

in p=o der Differentialquotient  des linken Ausdrucks

(3 7t
lp T =7 7 47 Oy9348

2 2

ist, der des rechten Ausdrucks aber
2
7L° = Q,8696 . . .,

also mehr als 1omal so gross ist. Damit ist aber (44*) bewiesen. Aus (46)
folgt nach der Stirlingschen Formel 2. Art (41%)

7¢ tan gur=1y (n + é + 17,.) =lg(n+nq)+v(n+n.)—2v(2n+27)

(47)

=lgn+lg (1 + %) + v(n+qa)—2v(2n+27,).

Man bestimmt erst

nmtan 'nm =lgn,
dann

1
mwtan gl =l1g n+1g (I + %)

pnd zieht dann noch die »-Funktion heran.
Fir das zweite Intervall setzen wir

’ . 1
(48) zZn=—n+8n, o< §n < Z

Jetzt liefert der Erginzungssatz
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(33) Y(—n+E)=yw(1 +n--&)—n cot (§,—n) 7, -
also wegen (44)

£ (it n—E)le (1 + n— 20(5 of1— 25
o) [ucots,.n W(r+n §,,);f_lb(2+n §,,) lg 2+7z)+lb(1 o

Man bestimmt zuerst £° auns

T eot §n=lg (; +'n) ,
dann §'=£°+4, aus

2(8+4)

7 cot (§°+d,)m= cot §n— 2n+1 —§'—d, ’

dann §*=§'+d, aus

7 cot (£ + d,)=lg (; + -n—§‘—62)-

§ 2. Stromlinien und Héhenlinien..

Wir gehen jetzt an die Aufstellung der Formeln zur Berechnung der Strom-
linien. Wir legen der Rechnung die Stirlingsche Formel zugrunde

(35) lg I'(

™

) = ;—lg 2.7 + (z - é) lgz—z-f-y(z)

und nennen sie die Stirlingsche Formel 1. Art, weil wir ihr eine Stirlingsche
Formel 2. Art an die Seite stellen wollen in folgender Gestalt

(35%) lgF(z 4——;)=élg2n+zlgz—z—{y(z)—y(zz)}.

Dass diese Formel ohne die u-Korrektur eine bessere Niherung darstellen muss
als (35’), sieht man schon daraus, dass aus dem Raabeschen Spannenintegral
(Ubergang von 34 zu 33)

1 .
1
flg F(.z+u)du=51g27r+zlgz—z

0
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eben diese Niiherung fliesst. Man kann (35*) aus (35) gewinnen. Man schreibt
dazu (35) fiir das Argument 2z und zieht diese Formel von (35) ab. Anuf die
Differenz wendet man das Multiplikationstheorem (34) an.

Die Formel (35*) ist schon seit Gauss bekannt, aber wenig beachtet worden.
Erst Herr Bohmer hat sie neu hergeleitet und ihre Bedeutung fiir alle nume-
rischen Probleme bemerkt. Denn u(z)—p(22) nihert sich, wie Herr Rocktiischel zeigt,

mit wachsendem Argument dem Wert —g- Er wiigt die Vorteile beider For-

meln [(35) und (35%)] sorgfiltic gegeneinander ab und kommt zu dem Resultat:
»Beriicksichtigt man bei der Ermittlung von lg I'(2) kein Glied des Restes, so
ist entschieden die verbesserte Stirlingsche Formel der eigentlichen Stirlingschen
Formel vorzuziehen. Wird hingegen das erste Glied der Restfunktion beriick-
sichtigt, so ist es ganz gleich, welche Formel, ob die Stirlingsche Formel oder
ihre Verbesserung zur Ermittlung von lg I'(2) beniitzt wird, da der Vorteil der

. . . . I .
um wenig kleineren Koeffizienten in i(z)=p (z—— ;)—u(z z—1) gegeniiber den-
jenigen in u(z) durch das um é verkleinerte Argument annihernd wieder ausge-

glichen wird>. Wir werden im folgenden das erste Glied der Restfunktion be-
riicksichtigen. Da beide Darstellungen dann annihernd gleichwertig sind, werden
wir sie beide beniitzen, und zwar die erste auf den Geraden z=o0 (mod 1), die

andere auf den Geraden xE;- (mod 1). Da wir reelle und imaginiire Linien
erhalten wollen, miissen wir nach (6*) dem Arkus der I'Funktion die Werte
k—;—t erteilen, haben also die Stirlingsche Formel in Real- und Imaginirteil zu zer-
legen. Wir erhalten so das Formelpaar

LA

_ k
(50) Slgrlz+yi)=7 g(x2+y2)+(x—é) arctan 2 —y +Sple) =7

. . , k
(s50%) Slgr (ac + é + yz) = glg (*+ %) +x a.reta.n% —y—{ule)—ulz2l}= —zﬁ

Fiir die Restfunktionen lauten die asymptotischen Entwicklungen:

I 1 : I

(42) “(z)zl_;_ 360 z* t 2607 o
- - _ 7 3t ..
ule)—nlz2)= 24z 8-3602° + 32 - 12602° e

38—30534. dcta mathematica. 56. Imprimé le 5 janvier 1931.



298 Ingeborg Ginzel.

also
— Yy (3 :L'g—yz)y .
Sule) = @+ gl 360 FyF
. 3_ ?
(o) —pl(22)) = vy, 7629y

T 2@ +y) " 8- 360+

Mit dieser Xorrektur belasten wir unsere Formel -nicht, wir beriicksichtigen sie
im logarithmischen Teil, setzen also

¥ st N_Y 2o, Y = —

(51) 5 Igz*+y +9) 2 1g(2: +y ) alz* + y7) 12 bzw. —24.
Entwickeln nach ¢ liefert in erster Niherung ¢ = — ‘—21, also fiir die erste Formel
- 1
e="5

und fiir die zweite
1
0= 1_2' :

Wir legen also der Rechnung das Formelsystem

N\ ¥ COMNC R P PSR Y_, k7
(52) arcr(x+yz)——21g(z +y 6)+(:1: z)a-rctanx y==

* I N _ ¥ 24, L) N 7
(52%) arcF(x+2+yz) zlg(z +y +12 +xarcta,nx y=-;
zugrundé.

Aus (52*) kann man fiir die Kurve mit dem Parameter k=0 eine explizite
Gleichung in Polarkoordinaten » und ¢ ableiten

lg (r’ + X—I;) = 1—¢ cot @.

N[~

Sie schmiegt sich der Kurve in unserer Figur sehr gut an.

Hat man die reellen und imagindren Linien im ersten Quadranten berech-
net, so beherrscht man damit das ganze Kurvenbild. Symmetrie zur reellen
Achse ist natiirlich vorhanden. Man beherrscht aber auch den 2. Quadranten.
Schon im 1. Quadranten ist die Berechnung der y-Werte auf der Geraden z=1
entbehrlich. Sie ergeben sich aus den Werten auf z=o. Denn wegen (29) ist



Die konforme Abbildung durch die Gammafunktion. 299
iy T'(yd)=T(1+y7)

arc I' (1 +y2)==arc I'(y?) + -;—t

Die Losungen der Gleichungen arc I'(y?) =k—275 (k=o, 1,...) sind Losungen der

Gleichungen arc I'(1 + y2) = Zczir (k=1, 2,...).

Die Funktionalgleichung (29) fiilhrt nun ebenso in den 2. Quadranten. Sie
liefert

2k—-1

1 . 1 .
I (; +1—k+y&)~—1‘(5 +k+g/z)-

r=0 °,

I‘(;——k +yi)
Nun ist aber

2ﬁ1 (2 +r—k +yi) =(- x)"kI—I1 [y2 2R ’E] ,

r=0 r=0 4
also

k—1 E]
1 . . [2(r—k)+ 1]? e .
(53) lg1 (5—k+yz) + kni + tAlg[y2+-~-——:4—-~~ =lgl §+k+yz

r=0

(53%) a,rcF(é-—k-kyi)+k7t=arcl“(§+k+yi)-

Und fir die Geraden z =0 (mod 1) gilt

2k
r(—k+y)[] v—k+yi)=T (1 + % +yi)
r=0
2k k—1
I =& +yi) =(—1FJ] (=P +57 - y7,
also = =
k1 7T .
(54) lgI'(—k+yd)+kni+ Rlglr—k+ ¢ +1gy + > =lg I'(1 +%+yi)
r=0
(54%) a.rcr(—k+yi)+(zk+1)’;”=arc1"(1+7c+yz‘).

Symmetrieachse der Zeichnung ist = —;—
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Aus (53) und (54) sieht man, dass man auf den Geraden =0 (mod 1) und
xfi (mod 1) von einem Realteil des Logarithmus der I-Funktion zum andern

durch eine endliche Anzahl von Logarithmen rationaler Ausdriicke in y iiber-
gehen kann. .

- Auf diesen Geraden kann man den Realteil des Logarithmus der I-Funk-
tion tiberhaupt exakt angeben, hat also fiir das Netz der Hohenlinien die Stir-
lingsche Formel garnicht nétig. Der Erginzungssatz (33) liefert

r(:+y: 1'(1—- i) =
2 Y 2 Y Sof zy

Ig

1 . =1 _'1_0 -
I(2+yz)| 2lgn 21,, Coimy.

Dann kann man mit der Funktionalgleichung (29) weitergehen -
A3 L .-
1 (2 + yz)

Das liisst sich nach beiden Seiten fortsetzen. Die allgemeine Formel ist in (53)

lo

1 1 R 1 I .
(55) 5 —;1gﬂ:—51g @,l)i7r_t/+;1g(:t +_1/)

. . ..k . ;
enthalten. Diese Ausdriicke sind nun gleich 7ﬂ zu setzen; denn wir wollen ein

Quadratnetz abbilden. Auf den Geraden x=o0 (mod 1) kommt man ganz dhn-

lich zum Ziele. (29) und (33) liefern

~ —_ 7T o
T r{—2 —zsin w2
(D) T(—pg) = —e
Iyd L (~y) = Gy
(56) lgll"(yi)|=—;lg1r—élgy—ilg@inny.

Dann kann man wieder mit (29) weitergehen. Die allgemeine Formel ist in (54)
enthalten.

S. 279 wurde die Forderung erhoben, fiir reelle und imaginiire Linien den
asymptotischen Verlauf und die Kriimmungseigenschaften festzulegen. Das erste
dieser Probleme aber haben wir schon geldst; denn wir legten der Rechnung
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die asymptotische Stirlingsche Formel zugrunde, eine Formel, die gerade um so
genauer gilt, je mehr wir uns dem o fernen Punkt nihern. Eine Diskussion
der Kurven nach dieser Formel liefert die schon S. 292 festgestellten Ergebnisse.

§ 3. Kriimmungen in Kreuzungspunkten und Polen.

Das Netz mit der Maschenbreite % liegt jetzt vor. Um es zu Kurven zu-

sammenzuschliessen, miissen wir die geometrischen Eigenschaften des Bildes un-
tersuchen. Es soll sich zunichst um die Kriimmung unserer Kurven in ausge-
zeichneten Punkten handeln. Wir beschrinken uns dabei auf die Kriimmung
der Stromlinien in den Kreuzungspunkten und Polen; denn die Schnittpuunkte
der Hohenlinien unseres Netzes mit der Achse haben keinerlei Bedeutung fiir
die Abbildung.

Der Kriimmungsradius' der rein imaginiiren oder der reellen Linie in ihrem
Schnittpunkt mit der Achse ist der invariante Kriimmungsvektor ¢(z) in diesem
Schnittpunkt. Denn da die I'Funktion (und ihre Ableitungen) symmetrisch, d.h.
im Reellen reell ist, hat ¢ fiir reelle Werte die Richtung der reellen Achse, gibt
also die Kriimmung derjenigen unter den Biischelkurven an, die die reelle Achse
senkrecht schneidet. Diese Eigenschaft aber haben wieder aus Symmetriegriin-
den die rein imaginiire und die reelle Linie. '

Das Bild der Stromlinien und Hohenlinien indert sich nicht, wenn man
#z) zugrunde legt. Durch Ein-
fihrung der reziproken Funktion macht man den Pol zur Nullstelle (s. S. 281).
Wir beginnen also mit der Kriimmung der rein imaginiren Linien in den Null-

statt I'(z) die ganze transzendente Funktion

stellen von f*l(—g) Es liegt das erste Kriimmungsproblem vor, und zwar schon
fiir den Spezialfall der Kriimmung in einer Wurzel von f(z). Die réin imaginiire
Linie und die reelle Achse’sind in das Biischel der Stromlinien der IFunktion

selbst eingebettet.

Es Jdst flz)= TG

vergente Potenzreihenentwicklung

ﬁzj eine uberall reguliire Funkti;m, also gilt die iiberall kon-

I ___.. Ty
Tetd Ao+ AL+ A0+ .
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Der Kriimmungsvektor heisst

(14 oleo) = 2 L)
(57) P p—

=w’(zo)_ W.

Zur Berechnung von (57) ergeben sich zwei Wege. Entweder man ermittelt die

Potenzreihe fiir TI:E) und hat damit 4, und 4, direkt, oder man bestimmt,
—n

den Grenzwert von (57) fiir z=—n. Um den Grenzwert zu bestimmen, kann
man (40) beniitzen und den

lim (e+n)ywl2)
= (£ + ) (W' (2) —(2)"]

suchen, oder man berechnet ihn mit Hilfe der Erginzungssiitze.

(33) Y(1—z)—y(2)=ncotzr
gibt quadriert '

7t cos® (443 =y(2)*—2y(2) 1/’(1 —2)+yY(1—2)%,

sin®znw

und

-

’" ’ 4 . __7_t__ .
(33 W+ 2 =
Addition und Zusammenfassen gibt

Y (e)—yle)'=n—y ' (1—2) +p(1—2f —2 p(1—2) ()

_ =yt ypi—2)
)

1
Q(Z)

- 21/}(1—2)=%——2D.
Fir z=-—n bleibt 4 endlich, B wird unendlich, aber

r
- = _C+9n,
n

D=y(1+n)=—C + %+ ;—Z + -+
also folgt

(58) e(—n) =2(0=2)



Die konforme Abbildung durch die Gammafunktion. 303

Wegen (1 +n)—lg (n + ;) ergibt. sich der asymptotische Wert

(59) o(—n)—> — —————.

1
4 =
21g(n f 2)

Aus (58) folgt, dass die rein imaginiire Linie des Poles z=o0 zuriickgekriimmt
ist, also in jedem Ast einen Wendepuukt aufweist. Fiir alle anderen Pole ist
¢ negativ.

Das Problem, die Krimmung der reellen Linien in den Nullstellen z, der
-Funktion zu bestimmen, kann man verschieden auffassen. Die Stellen 2, sind

weder Wurzeln der Funktion I'(2) noch der Funktion Fl(—;) Man kann das Pro-

blem entweder zum ersten Kriimmungsproblem rechnen, denn die reelle Linie
geht durch die Stelle z, zweimal hindurch, ihre beiden Zweige legen schon das
Stromlinienbiischel der Funktion f(z,+()—f(2,) fest. Oder man kann das Pro-
blem zum zweiten Kriimmungsproblem rechnen, also Stromlinie (reelle Linie)
und Hohenlinie durch 2z, als Bausteine des Stromlinienbiischels der Funktion
lg f(za + 3)—1g flz») auffassen.

Die beiden Einbettungsbiischel sind identisch, weil die Stromlinie (reelle
Linie des Logarithmus) hier mit der reellen Linie (reelle Linie der Funktion)
zusammenfillt, und durch sie das Biischel schon bestimmt ist. — In beiden
Fiillen aber verschwindet f'(z). Der allgemeine Fall f'=f"=...=f; 1==0; fi%+o0
wurde durch (11) auf den Spezialfall f* % o zuriickgefiihrt. Beachtet man den
Zusammenhang zwischen (12) und (14), so ergibt sich fiir den allgemeinen Fall
aus (10) entsprechend

A* K
(14%) ole) = 22: = k(k; I)j\C+1)'

In unserem Falle ist %Z=2, also kommt

(14)) olz) = 225

Unterstellt man unser spezielles Problem dem erstén Kriimmungsproblem,
so hat man zu setzen
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also

’ —p* ” " — ,+ s
P B VA

A 3=y
_ e = e+
oder wegen (z)==0
(60) o(z) = i;k'((:)) fiir z=2,.

Unterstellt man das Problem dem zweiten Kriimmungsproblem, so hat man
zu setzen
fle) =g I'(e).
Dann kommt aus (14') wieder
’ (Z

(2)

w
~—

(60) ols) =

fiir z=2z,.

'_'4_};;

Zur Berechnung von (60) muss man den vorhandenen Zahlenstoff heran-
ziehen. ¢(z,) ist direkt zu berechnen. Fiir die negativen 2z, wird man die
Rechnung mit Hilfe der Ergiinzungssitze auf die rechte Seite der Achse verlegen.
Dort gilt dann die Stirlingsche Formel, die uns erlaubt, iiber o(zs) allgemeine
Aussagen zo machen. Wir verlangen also fiir die folgenden Betrachtungen

Die Ergiinzungssiitze lauten: e

(33) Yle)—y(1—z)= — mwecotzn

(33") Y)Y (1—2) = s;:—:;‘= 7 (1 + cot? z7)

(33) Y'(E)—y'1—2)=—2x° :—ior—f—,zz—jt = —2 7% cot zx(1 + cot® zn).

Fir z=2z, Y(z,)=0 erhilt man aus diesen Gleichungen durch Elimination von
cot z7x die beiden Gleichungen
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Y'(en) = nt +y(x —Zn)s_'w'(l —2»)
Yz) = — 22t Y(1—zn)—2 (1 —z.)* + " (1 —2a)
und daraus ')’ o )
) — 3(7‘2+‘W(1_3'n _w’ 1—za)) |
(61) ole) = — 2 (1 —2a) + 2 Y1 — 2z —y" (1 —2n)

Aus
(44*) —n<zp<-—n+ -;—
folgt

—_—

1
n+5< 1—z, <n+1,

wobei die Pfeile die Richtung angeben, in der sich der mittlere Ausdruck mit
wachsendem » bewegt. Dann liefert die Stirlingsche Formel 2. Art (41%*) fiir
(61) die Grenzbeziehungen

3 ns—i-'lg’(n-i- é)——-l—~

1
n+ -
2

2:t’1g(n+ 5) +21g3(n+1)+ T
2 2 1
(+3)

3(7r’+1g’n - —)

n

<7 1
2ntlgn+21gin + o3

Beide Grenzen sind asymptotisch gleich; die linke fir grosse n» die nihere, die
rechte die bequemere und fiir kleine » genauere. Asymptotisch gleich mit diesen
" Ausdriicken ist endlich der mit (59) gut vergleichbare rohere Niherungsausdruck

(63) olen) > — 2—1;(2—;—%)

Bereits fiir n=1 fallen in (62) beide Zihler positiv aus, also ist stets
elzn) <o [n=1,2,...1
Bei ¢(z,) musste die Rechnung entscheiden. Sie ergab, dass aach

e(zo) <o.
39—30534. Acta mathematica. 56. Imprimé Je 5 janvier 1931.



306 Ingeborg Ginzel.

§ 4. Die Umgebung der reellen Achse.

Nachdem das Punktnetz und die Kriimmungsradien in den Schnittpunkten
mit der Achse festliegen, ist das Bild der Urbereiche zuniichst als gesichert an-
zusehen. Uns interessiert aber auch die konforme Abbildung selbst, d. h. die
Art und Weise, wie die I-Funktion das Bild aller Strahlen und Kreise abbildet.
Aus dem Gesamtbild ergeben sich dann noch besondere Eigenschaften der spe-
ziellen Stromlinien, niimlich der reellen und imaginiren Linien.. Die Bilder des
’ I
r)
sind diese Stellen die Bilder des ® fernen Punktes als des 2. Biischelpunktes
in der u—1-Ebene. Es wird nun zun untersuchen sein, wie sich die Zwischen-
strahlen

Nullpunktes der #—v-Ebene sind fiir die Stellen o, —1, —2,..., fir I'{z)

are I' (x+ y2) = Ezf (k beliebige reelle Zahl)

und Kreise

lg| I'(z+yi)| = %7—5 (k beliebige reelle Zahl),

die durch unser Netz nicht erfasst werden, in der Umgebung des Ursprungs und
der negativen Achse anordnen. (Im iibrigen Gebiet sind die schon vorhandenen
Kurven schon nahezu parallel, die Kurven fiir beliebiges % schieben sich einfach
dazwischen.) Fiir die Bilder der Kreise verweise ich auf Lense. Ich habe die
Kurven, da ich rechnerisch vorgegangen bin, noch genauer festgelegt, aber nichts
prinzipiell Neues gefunden. Zum Verstindnis verweise ich wieder auf. die Ta-
belle der reellen Minimalwerte (S. 292). Es bleibt beim Anblick der Figur aber
ein Wunsch nach weiteren Zwischenwerten oder besser nach den geometrischen
Eigenschaften der Kurven unerfiillt. Diesem Wunsche soll im folgenden ent-
sprochen werden. .

Schwieriger als das Studium der Kreise ist nimlich das der Strahlen. Ihr
Richtungssinn ist schon durch die allgemeine Betrachtung der 8. 277 festgelegt.

Jeder Strahl miindet unter demselben Winkel %—t in den jeweiligen Pol ein,

unter dem sein Bild in den Nullpunkt der u—v-Ebene miindet. Diese Tatsache
ist ein Ausdruck der Konformitit der Abbildung in jedem Punkte z und ist
S. 284 bewiesen. Ein Punkt fiir Punkt genaues Bild der Stromlinien und Hohen-
linjen fiir die Umgebung der negativen reellen Achse aufzustellén, ist aus prak-
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tisch-rechnerischen Griinden unméglich. Die Maschenbreite miisste kleiner sein
als 5 Wir miissen uns darauf beschriinken, die geometrischen Eigenschaften

des Bildes festzustellen. Herr Bohmer erkannte, dass zur Losung dieser redu-
zierten Aufgabe ein Richtungsfeld viel geeigneter sei als einzelne Punkte der
Kurven selbst. Dieses Feld ist dann allerdings noch zu Kurven zZusammenzu-
schliessen. Fiir die Hoheulinien bilden die Linien von den Nulistellen der
y-Funktion aus geniigend Anhalt zur zeichnerischen Orientierung; aber fiir die
Stromlinien ist fiir jeden Punkt des Feldes, der eine Richtung triigt, noch das k&

festzustellen, das ihn einer Kurve arc I'(z+ yi)'=k7n zaweist.

Das analytische Aquivalent des Richtungsfeldes sind die Differentialgleichun-
gen der Stromlinien und H&henlinien.
Fiir eine analytische Funktion

f=u+uve
gelten die beiden Beziehungen
df " .
(64) [ =r =i
l = vy + Tul.

Die Kurven v = const haben die Differentialgleichung

(2
tan P, =g = — —
vy
v
&, = — arctan —
: Ty
oder nach (64) ,
S
J, = — arctan -
A

Die Stromlinien der I'"Funktion sind die Kurven
(65 a) ] lg I'(2) = konst.,
haben also die Differentialgleichung

31,0(—; +x+ yi)
(65 b) &, = — arctan - - .
Ry (5 +x + yz)
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Die Kurven u == konst. sind dazu orthogonal, haben also die Differentialgleichung

Sw(é +z+ yi)

(66) 3, = 7;— arctan .
Ry (—2‘+ x + _I/Z)

(Das Argument z + -21— + y¢ wurde mit Riicksicht auf die Stirlingsche For-
mel so gewihlt.)

(Es geniigt, von jetzt an alle Betrachtungen fiir die Stromlinien allein
durchzufijhren.) - .

Da wir die Umgebung der negativen reellen Achse suchen, setzen wir in
der allgemeingiiltigen Formel (65 b) —z statt z ein.

-

sw(é ——x—yi)

(65 c) 3, (—; —x— yz) = — arctan

Der Ergiinzungssatz

(33) w(é—z)—w(§+z)=-—ntanzn
liefert
can {1 AN mGin2wy
I . mp(2+x+yz) cosznz + Cof 2y
(65¢) 95|-—ax —yi)=— arctan - .
2 7 sin 2 B

%w(é+x+yi)-—

cos 2 wx + Goj 2wy

Fiir die Umgebung der positiven reellen Achse aber darf die Stirlingsche Formel

angewendet werden. Wir verwenden sie mit einer Korrektur
(41%) w(i+z)=lge+ —>
2 = 242°

trennen sie in Realteil und Imaginirteil und fithren gleichzeitig Polarkoordina-
ten ein

1 N _ ., 0829
§R1,D(2+x+yz) lgr+—-——24r,,
a1 N _ _sin2¢_
0‘!,0(24‘2'3'1‘_1/7/) 4 24 1%
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Dann lautet die Diiferentia,lgleicﬂung der Stromlinien, wenn man

) &, = — arctan @
setzt,
sin2 @ TS 2wy
P 2 coszmx + Cof 2754
(67) Q= i : Y.
lor 4 $0529 7 8in 2 wx
= 241*  cosznx + Coj 2wy
Wir setzen
Sinzny
: = Ulz, y)
(68) [cos 21,r'x + Cof 27y
sin 2 x
=V .
lcosznx+@oizny (z, 9)

U und V sind bei festem y periodisch in z, bei festem z asymptotisch in y.
Es geniigt also, sie im Streifen

A(o§§<1

lo=y< w ==z (mod 1))

zu berechnen. £ =—; entspricht einem Pol von I'(z). Fiir y + o0 konnen U und
V wegen
—cosznx = 1< Bof2nmy o<yl

nicht unendlich werden.
Um auch die anderen Terme in (67) nach Intervallen zu ordnen, setzen wir

I 1 I 1 I
6 == - _— S _ S— i .
(69) z n+2+(§ 2) o=|¢§ NES 13 2 J
Dann gilt
(70) @ = arctan y_ arctan — y
x I
n+t=-+4d
2
-8
= arctan ——”—I — arctan 0z LA .
n+ - (n+—)+ n~}——)-()‘+g/2
2 2 2
)
N arctan vy _ _ arctan y
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Der absolute Grosstwert des Arguments

-ist (bei festem n)
S P S

2n+1|" 4n+2

Fiir grossere n darf daher arctan A durch A ersetzt werden. Das gibt

KN

“l o,

(71) @ = arctan A i . .
n+ - (n+—) + 4
2 2

Setzt man noch

arctan —— = @, (n + —)-+ y: = R*
n+ -
(72)
n+-=~Rcos @
y = R sin @,
80 ist '
sin @-d
(71) p=—0- 20

Jetzt haben wir analog lgr in den neuen Gréssen auszudriicken

2
oyt = (n+ i) + (2n+1+d8)6+y°

RZ

2(%4—1)6
2

(72) 1gr§1gR+——-Tz———=lgr+

==R’(I + (2n+1+d)d)

08 ®-4

In den Korrekturgliedern der Stirlingschen Formel in (67) aber darf ohne Be-
denken ¢ durch @, r durch R ersetzt werden. Dann erhalten wir fiir grossere
n die Schlussformel
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(D_gx_i_r_gg_)(g_l_)_singlp_n Sinzzmy
(73) 0— E 2] 24 R cos 2§+ Bof 2y
) 1aR+(ﬁ~(g(t—‘I‘) gosztp_ﬂ sin 2 € .

i R " 2 24 R? cos 2E + Gof 27y

Fiir den Kurvenverlauf sind dies Stellen, wo der Zibler oder Nenner verschwin-
det, besonders wichtig. Der Ziihler verschwindet fiir y=0 identisch, nicht aber

sein Quotient durch y. Zu jedem » lisst sich im ersten Halbstreifen o <§ <3

ein 7, so angeben, dass der Nenner fiir y, < y nicht verschwinden kann; dieses
Yo nimmt mit wachsendem 7 unbeschrinkt ab. Im zweiten Halbstreifen zihlt
V' nach der anderen Seite, verschwindet der Nenner garnicht mehr. Bei Be-
sprechung des numerisch gewonnenen Bildes wird auf diese allgemeine Bemerkung
zuriickzugreifen sein. Der Zihler kann fiir kleine y verschwinden; denn obwohl
im allgemeinen FTan < 1, so kann doch der Ausdruck U wegen des cos im Nenner

in der Umgebung von & =;§ beliebig hohe Werte annehmen. Das bedeutet dann,

je nach dem Quadranten, horizontale oder vertikale Tangente. Eine allgemeine
Diskussion der Formel ist wegen der Zusammenhangsverhiiltnisse der Urbereiche
dusserst schwierig.

Um das Richtungsfeld graphisch zu integrieren, miissen wir den Wert %
kr
2

haben, der zu dem bestimmten Punkte §lg I'(x+y?) = gehort. Dann schlies-

sen sich die Richtungen zu Kurven zusammen, und wegen der Konformitit
miindet die Kurve unter eben diesem Winkel —k;“ in den Pol ein. Wir haben
also unsere Formeln (52) auf jeden beliebigen Punkt in der Umgebung der nega-

tiven reellen Achse auszudehnen, nicht nur auf die Punkte =0 und x=

| S

(mod 1). Der Erginzungssatz
(33) lg I'(1—2) =1g n—Ilg sin wz—1g I'(2)

liefert den Imagindrteil

I\)IQ

(74) are T(;_ - Z) =—ZLlg(@*+y9)—= a.rcta.ni/
y

— m + y—arctan [cot 7 (x + ;—) Tan 753/] ;
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wenn man gleichzeitig fiir lg I'(z) die Stirlingsche Formel mit einer Korrektur
einsetzt.

Die Formel (74) geht fiir die Werte 2 =0 und xsé (mod 1) in die For-

meln (53* und 54*) iiber.

§ 5. Die Wendepunktskurven.

Es ist auch durch ein noch so dichtes Netz diskreter Kurven nicht méglich,
die geometrischen Eigenschaften der Gesamtheit aller Stromlinien und Héhen-
linien exakt zu erkennen. Wir suchen deshalb jetzt den Ort der Wendepunkte
aller Stromlinien und ebenso die Wendepunktskurve der Héhenlinien. Fir die
rechte Halbebene ist eine analytische Darstellung dieser Kurven gelungen, fiir
die linke werden wir uns mit ihren wichtigsten Eigenschaften begniigen miissen.

Der Kriimmungsradius ¢ einer Kurve Sflx, y)=o0 ist an der Stelle z, y ge-
geben durch

o] = |2 +13F ,
Fuli—2fafefotfuls

Die Kurve der Wendepunkte ist also
(75) fwﬂ__zfrnyfy"‘fzzﬁ:O
und speziell fiir eine harmonische Funktion

(75*) fz‘z(f;/_f;)“zfryfva=°-

Fiir die Stromlinienschar gilt
_ Ok
Sz, y) = are I'(x+yz) — 7” =0
-und fiir die Schar der Hohenlinien

SOz, y) = Rlg I'x+yi)— k2n=o.

Bedenkt man, dass
. r
(7_6) , arc I'(x + y2) = lt, gizg

und dass
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(77) Rlg Iz + yz) = ~(lg I'x+yi) +1g T'xz—yi),

3
2
ist, dann kommt

2z, y) = 3 llg Tz +yi)—lg Me—yi)}—kz=o

und
2f¥(x, y) =g Ma+ yi)+1g I'x —yi)—kn = o.
Also gilt

2/“’—~—-[ (x+yd)—yplz—yi), 2f§,‘l*~[ "+ yi)—y (x—y7)]
2fP = {ple-+yd) +yplz—y, 2/ = ['(x+ysd)+y @—yi).

Die Ableitungen von f ergeben sich aus den Orthogonalititseigenschaften.
Dann heisst die Wendepunktsbedingung (75*) fiir die Stromlinien

) 1 Wty wletydl|_
(78) FO, ) =53 Yie—yi)  wle—yi|

und fiir die Héhenlinien
(79) FO(x, y) = ; W (x+y) pla—yi)+y¢ @—yidple+yi)l =o.

Die weitere Diskussion dieser Gleichungen machte erhebliche Schwierigkeiten.
Nach der Anlage der ganzen Arbeit musste es uns besonders auf die Wende-
punktskurve der Stromlinien ankommen. Herr Bohmer hat deshalb die Formel
(78) folgendermassen weiter behandelt. Wir fiihren' zundchst folgende Bezeich-
nungen ein .

also

Die Darstellung (78) enthilt nun noch die ganze reelle Achse: Um die Schuitt-
punkte der Wendepunktskurve mit der reellen Achse zu finden, wird man des-
halb (78) durch die reelle Achse, d.h. durch y dividieren und zur Grenze
y=0 iibergehen miissen. Wir setzen deshalb die Stromungswendekurve in der
Gestalt

40—30534. Acts mathematica. 56. lmprimé lo 5 japvier 1931.
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Vi) v
r'(z)* I(2*
(80) (D(’,_)=- = e -ozo
PYT iy wer
rie)* re);
an, die gleichzeitig die Pole herausbringt.
Da
v (e) v(e)
(81) TeF und )

ganze transzendente Funktionen sind, und fiir y=o0 die Determinante den Wert
Null annimmt, ist @(z,y) im Endlichen iiberall endlich. Um die Schnittpunkte
mit der reellen Achse, also @(x,0) zu berechnen, miissen wir (80) so schreiben,
dass sich der Grenziibergang zu verschwindendem y ausfiihren lisst. Wir schreiben

_VYtyi)—yle—y)  pl—yi)
(80) Oz, 9) = 2y I'(x+yi)* T'le—yi)?

Yz +yi)—ylxz—yi) [Ylx+yi)+ Ylz—yi v (x—yi)

2y¢ Ie+yi)* I'z—y)?

Jetzt liisst sich der Grenziibergang ausfiihren

_ V@) 29 () y()
(82) (D(:L‘, 0) - lf(.’t)‘ - F(:L‘)"
_y@) vy @)—2v¢ (@)
Iz I'(x)®

Die rechte Seite ist das Produkt zweier ganzer transzendenter Funktionen von x.
Fir den ersten Faktor ist das in (81) schon bemerkt worden; fiir den zweiten
Faktor ergibt sich das aus folgender Betrachtung.

Von der ganzen transzendenten Funktion

: -
(83) fle)= TG
ausgehend, erhiilt man durch Ableitung von lg f{z)=—1g I'(z) nach z die Gleichungen
f f’ b3 ’, fl’ 3 ’ f_ zf'la '
= 7 == ) Y T T T p3 + —5=—
FTTY FTRETTY T T
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Dann wird ,
, SO AR A s ¥ iV s A i
e

Dividiert man beiderseits durch I'%, so kommt wegen (83)

B0 RV pr o flo—a e+

Da die rechte Seite jetzt eine ganze transzendente Funktion von z darstellt, tut
es auch die linke Seite.
Schreiben wir @(x, o) in der Gestalt

(82) ®(x, 0) = A(x) B(z)
mit ;

& _ Yl " _ Y@y’ @) —2 ¢ ()
(82* a) AM—F@ (82* b) Bx) = T

so sind damit die Schnittpunkte der Wendepunktskurve ®@(x, 0)==0 mit der reellen
Achse in zwei Klussen zerlegt. Die Schnittpunkte erster Klasse sind die be-
kannten Extremargumente der I''Funktion oder die Nullstellen der -Funktion.
Dagegen miissen die Schnittpunkte 2. Klasse durch die Untersuchung von B(x)
erst festgestellt werden.

Die Schnittpunkte 2. Klasse sind die reellen Wendepunkte der Funkti(;n

1 .
——- Darauns kann man schon einiges iiber ihre Lage aussagen.

Y(x)
Fiir o >zp=1,46... ist
¥ (x) positiv; monoton zunehmend,
(8s) Y’ (x) positiv; monoton abnehmend,

" (x) negativ; monoton abnehmend,

wie man sich folgendermassen iiberzeugen kann: Aus (40) folgt

w(é)-;—(l——zlgz Y(1)=—C
v(i)= s vi)= &
Y’ (;) =—2:7:4. | o p—

wobei { die Riemannsche {-Funktion ist.
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Daraus kann man mit Hilfe der Grundwerte

€ = 0,57721 56649
;2 == 1,64493 40668
Cs == [ ,20205 69032

lg 2 == O,69314 71806

und der Funktionalgleichung (37) die kleine nach beiden Seiten beliebig fort-
setzbare Tabelle herleiten

[ ”
P(x) Y () Y’ ()

1

‘2— —1,96351 4,93480 —1 6,8288
(86) I |=—0,57722 1,64493 — 2,404

3 —

2 0,036490 0,93480 0,82880

2 0,42278 0,64493 — 0O,30411.

Da rechts von Null alle drei Funktionen stetic und monoton sind, ist die
Tabelle dort ein Bild des Kurvenverlaufs und veranschaulicht unsere Aussagen
(85). Aus (85) folgt, dass B(x) rechts von z, keine Nullstelle haben kann.

Um uns iiber die Vorzeichen der drei Funktionen 1, ¥’ und vy links von
Null zu orientieren, ziehen wir die Erginzungssitze (33°), (33”), (33””) heran.

(33) Y(i—z)= yle) + mweoten

” ’ ’ 712'2
(337) Y (1—z)= —¢'(g) + prwe
(33") W (1—2) =y (e) + 27° s‘;fli Z ’;

Wegen (85) ergibt sich aus den Ergiinzungssitzen ein einmaliger Zeichenwechsel
der Funktionen 1 und ¥” in jedem Einheitsintervall der linken Seite, wihrend
Y’ nur ein Schwanken zu verzeichnen hat. Dass es fiir ¥ und ¥” zum Zeichen-
wechsel kommt, liegt daran, dass die cot-Funktion stirker wichst als der Loga-
rithmus  oder die Potenz mit endlichem Exponenten. Man sieht daraus, was ja
auch bekannt ist, dass die ﬂp-Funk'tion in jedem linken Einbeitsintervall einen
reellen Wendepunkt besitzt. Genauer gesagt, ist @(—z) auf jeden Fall positiv
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von —»n bis —n —3 (sogar noch dariiber hinaus, die Nullstellen riicken nach

links), ¥”’(—x) auf jeden Fall negativ von — n —é bis —n—1 (sogar schon eher).
Die Nulistelle von 1" (—z) wird mit wachsendem z immer mehr von rechts her

an --»n —i herangedringt, ohne diesen Punkt je zu erreichen. Der Wendepunkt

Pl

der y-Funktion liegt also zwischen — # und — # -—% im rechten Halbintervall,

wo Y auf jeden Fall positiv ist. _:Z kann in diesem rechten Halbintervall, wenn

tiberhaupt, nur dort wenden, wo sowohl ¥ als auch " positiv ist, also rechts
vom Wendepunkt der 1-Funktion. In diesem Gebiet nimmt 1" nach links hin
monoton ab, 1’ monoton zu. Wenn die beiden Ausdriicke ¥y” und 2 y'* iiberhaupt
gleich werden, ist im rechten Halbintervall mit Ausschluss seiner Grenzen ein

Wendepunkt der Kurve L Ju verzeichnen. Dass der Zeichenwechsel fiir B(x)

stattfindet, wird (88) zeigen.
Links vom Wendepunkt der y-Funktion ist die Sachlage folgende:

Y ist monoton, kommt aus dem negativen Unendlichen, geht durch o, wird
positiv, ) '

Y’ ist monoton, kommt aus dem positiven Unendlichen, nimmt ab, bleibt
positiv,

rr

ist monoton, kommt aus dem negativen Unendlichen, nimmt ab bis o.

W
Also bleibt yy” davernd unter 2% und wir haben in diesem Gebiet

keinen Wendepunkt der Funktion L mehr. Dass der Pol als Wendepunkt nicht
in Frage kommt, zeigt (88 a).

Die Funktion i hat also fiir kleine negative x einen Wendepunkt- links

. . I
vom Pol —rn. Er riickt mit wachsendem x gegen — n — 5

Jetzt fehlt noch eine Untersuchung des Gebietes zwischen o und z,=1,...
Wir berechnen uns zu diesem Zwecke B(0).
Es gilt nach (83)

L . "o ’ + 3

= ) = — Py

~-
~i&
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Wird in (84) z=0 gewiihlt, so kommt

Bfo) = f"(0)f (o).

flo)=— wiz) _ _1&__*-_1)_—_-__ _1—zylz+1)
~ I'(2) Tz+1):2 iz+1
flo)=r1,
und genau so ist zu erhalten
. foy=+2C
und somit
Blo)=12C

Rechts von gz, ist B(x) dauernd negativ (86). Also liegt wenigstens eine Null-
stelle von B(z) zwischen o und 2, wegen der Monotonitiit der Funktionen "

. ) ] ' 1
und '* kann es nur eine sein. Durch Berechnung von B(1) und B{-] nach
=4 . - 2

(86) engt man die Grenzen auf das Intervall (o, };) ein. Wir nennen diese Null-

stelle 27, da sie mit der Nullstelle 1. Klasse z, zusammengehort. (Vergl. S. 341.)
Zur Berechnung der weiteren Nullstellen z; fithren wir die Ergiinzungssiitze
(33) bis (33") in (82*b) ein und erhalten

B(I —:1;) = I‘-(-I I_.x)_s {w"(x) W(x)—z wﬂ(x)z + ;lr_}tnx cos Tt w"(,’lf)
2 3
sin7:7rx (2 /(o) —n?) + sin:znac ¢os nz_w(x)}-
Nun ist
1 sinaxl(x)
(s3) -2~ =
Daher kommt

(87)  Bli—a)= {(Si—nﬂ)s(ww"—z W' + (ﬁi—“f’?)gcos ey

+ 513:_:c 2(2 ¢’ —nt)+ 2 cos nij Ir(x).
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Wiihlt man x=o0 (mod 1) also x="», sin 7w.c=0, cos «w.c=(—1)", so erhilt man
(88 a) B(1 —n)=2(—1)"y(n) I'(n)? o = nl;

. I .
fiir r=_ (mod 1), also x=n + -, sin wz=(—1)*, cos rx=0, kommt

W

—2 (lp' (;: + n) -_ 7:“’)2] [n=0 (mod 1)).

Aus (88a) sieht man sofoft, dass B(o) und B{(—1) positiv sind, dass dagegen
B(—2) negativ ist und von da ab bei ganzzahligem n Vorzeichenwechsel stattfindet.
Es liegen also Nullstellen 2 Xlasse in allen Intervallen links von —1, dann
liegt aber je eine im rechten Halbintervall (s. S. 317). Die Nullstellen 1. Klasse
liegen nach (44*) im linken Halbintervall. Die positive Nullstelle z, steht fiir
sich allein, von ihr geht ein ungerader Zug der Wendepunktskurve aus, wie wir
noch sehen werden. Die anderen Nullstellen schliessen sich zu je zweien zu-
sammen, beide riicken nach links, die erster Klasse gegen —n—1, die 2. Klasse
gegen — n — L
2

Nachdem die Schnittpunkte der Wendepunktskurve mit der Achse fest-
liegen, bestimmen wir die Kurvenrichtung in den Schnittpunkten. Da es sich
erweist, dass die Wendepunktskurve die Achse in den Nullstellen 1. und 2. Klasse
senkrecht schneidet und auch die Kriimmung sich als eindeutig ergibt, konnen
wir schliessen, dass durch jeden Schnittpunkt nur ein Zug der Kurve hindurch-
geht.

Da die Schnittpunkte von den Polen verschieden sind, kénnen wir an Stelle
von (80) die einfachere Gleichung

(89) Oz, y) = — ‘l"(f) w(e)? ") (z, y)

lve wer

beniitzen. Fir FW(z,y) gilt (78).
Wir schicken der eigentlichen Untersuchung eine Zusammenstellung der

ersten und zweiten Ableitungen von FM(x, y)=F voraus.
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]1«; = L P 2T )
(90 a) 1
[1«',, = WYY =2y + P,

rrr

Fao= — " @+ 20" F P29 F P P4 T Wy +2 5y

Fy= " P =2 Tp—2 0T —29y" ¥
b — 1 9 ——rr P —r9 .7 TR
(oo b) Y2 Y P2 P 2 TP Y]

I"yy=g[w

21y == 9 —7

V=g W' P P—29* P —29" P’y

— P Y A Y Y2y 2 Py

Fir y=o0 wird yw=v, daher ist

[ Felx,0)=o0

(o12) . s
| Fyle, 0) = w(y " p—2y™)
Lpp(x, 0)=0
=y pr—2y Y y—2y”

(91 b) Iyy(z, o)

Fyy(x, 0) = o.

Die Kurvenrichtung im Schnittpunkte ist durch die Gleichung

o
’ X *
(92) - y'=— ﬁ—, [w=2z1, 2k, y=o0]
oy
bestimmt. Man findet oa” _ i(%) =1—73, was fir y=o die unbestimmte Ge-

ox ox
o] . '
stalt 5 annimmt.

Nun ist
OF: _ . . 0y _
Py T Gy
also nach (91 b)

(932) ‘ @%ﬁ = Fyyz, 0) ="' P —29 " ¢'p—2y”
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Diese Grosse ist in den Schnittpunkten von Null verschieden. Fiir z ist das
klar, weil wegen w=o0 auch v verschwinden miisste. v’ besitzt aber keine
reellen Nullstellen.

Fiir zi schreiben wir (93a) in der Form

(94)  Fuy(k, o)=wlpy” —2 9% + ' (W —2 ¢ Y)=y(py” -2 9% fir z=2}.

Fir 2f ist aber w=o0 und (Yy’'—219" %0, da B(x) in seinen Nullstellen nicht
kulminiert.

Weiter ist 9 =—{— s, was wieder fiir y==0 die unbestimmte
Y

o o (F\ _ yF,—F
dy 0Oy ¥

Gestalt ?—) annimmt.

Nun ist 0

a, .. .. v .
a0 = Fl=yLu,  Foy'=2y,

also nach (91 b)

d@*(z,0) 1 e

(93 b) 7}/ - 2 ['!I!I("I'y O)'—‘O.

Aus (93 a,b) folgt

(92:?) l; =0 fiir y=o.

Y

Die Wendekurve der Stromlinien schneidet also die reelle Achse senkrecht in
einem einzigen Zuge.

Jetzt handelt es sich noch um die Kriimmung der Wendepunktskurve in
ihren Schnittpunkten mit der Achse z; und 2zf. Nach (21) gilt fiir den Kriim-
mungsmittelpunkt einer Kurve y=y(x) an der Stelle z,y

(1+y%y’ 14y
§=— 7y, M= [

Y

Wir schreiben diese Formeln fiir eine Kurve der Gestalt f (z, y)=0 um und
erhalten

AT Y, _ AR
Sefy—2feyfofurSmfs’ K SaeSv—2feyfe Syt oz

In unserem Fall ist aus Symmetriegriinden n=o, wir brauchen also, wenn wir

wieder (89) zugrunde legen, den Ausdruck
41—-305634. Acta mathematica. 56. Imprimé Jo 7 janvier 1931.
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D3 (D + D;°) .
LD —2 @, DD, + D), D3¢

(95) CE=—
Nach (93 b) folgt

£ 31 »
S =—onor= T,

J . 0 !/E/_F_?/!!Fy!/_z.’/Fy’*‘ZF

gy ' oy ¥ v

»
Q, =

was wieder fiilr y=0 die unbestimmte Gestalt —Z annimmt.

d ey, vy Fij
(Ty(y'['yy_z?ll'y+2F)=?/2Fyyyv (7!'/.’/:‘:3."/2-

Daraus folgt
Fyy,

oy, = 3

Durch nochmaliges Differenzieren der .letzten Formel (gob) und Ubergang zu
y=o0 ergibt sich

L] 1117

Py = 8y’ — 6y —ypy

Daraus folgt unter Beriicksichtigung von (93 a)

(1,11'"1,0 zwuwlw wr )
6 = 7I77 777 ey
(06) S W Y= Y Y 6

Die Krimmung ist also in allen Schnittpunkten eindeutig, sie ist in den Null-
stellen 1. Klasse gleich o, in den Schnittpunkten 2. Klasse von o verschieden.

Fiir die Schnittpunkte 2. Klasse lisst sich nach (94) schreiben
(96%) £— 3wy —39'y")

77’ ZZe

w"”w gy Y +6y

Die Rechnung ergab fiir 2z ein negatives &, fiir z] ein positives §. Demnach
_ist das 4. Oval zuriickgekriimmt, wenn auch nur wenig. Anscheinend wird der
Nenner in (96) immer kleiner, so dass sich die Einbuchtung im Oval weiter links
wieder verlieren diirfte. Doch kann ich das nicht genau sagen. Ut_)er die Schwie-
rigkeiten der Rechnung, die zur Kontrolle nach (96) und (96*) ausgefithrt wurde,
wird noch im nichsten Abschnitt zu reden sein.
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Auf unserer Wendepunktskurve liegen nach (80) die komplexen Nullstellen
der 1/'-Funktion. Herr H. Silbermann hat mir die ersten mitgeteilt. Sie lauten in
erster Nitherung

21,2= — Our19 ¥ O,s50792 Zy 57 T 2y 1T 0542

Z3 4= — L t 0,70032 2187 T 348 * o8 1.

Ihr Iwaginirteil wiichst logarithmisch, so dass auch unsere Ovale von der asymp-
totischen Breite é nach oben und unten unbegrenzt wachsen. Die Nullstellen der

y'-Funktion liegen auf keiner ausgezeichneten Stelle des Ovals. Wir wollen die
Tangentenrichtung in diesen Punkten bestimmen. Die Kurvenrichtung ist in
jedem Punkte, der nicht auf der Achse liegt, bestimmt durch

: Y 1Yy (y—7)
t‘?\": = T ST Y T T T e —r = T —7 —"
o7) A R A T A T

In den Punkten y'=o fillt jeweils das dritte Glied weg. Setzen wir noch vor-
iibergehend

Yy=A+ B: -§=ta.na.rcw
r? - a n”
Y =a+ bi Z=ta.narc1p,
80 kommt
24B b
’_ 44.8"'"Bi—a
=73 248
TTiAa—p
oder
(98) $=arctany’ = 2arcy — arc .

Eine analytische Darstellung der Ovale ist wegen ihrer Lage in der Umge-
bung der negativen reellen Achse nicht gelungen. Die BShmersche Methode des
Krimmungsvektors erméglicht aber, festzustellen, zwischen welchen Punkten das
Oval durchgeht.

Wir sprechen von Stromlinien und Hohenlinien. Also liegt das 2. Kriimmungs-
problem vor. 8. 282 wurde gesagt, dass unter allen Stromlinien durch z (— das
ist also fiir den Fall des zweiten Kriimmungsproblems das Biischel der Strom-
linien der Funktion lg f(z+0)—lg f(2), in das die Stromlinie und die Héhen-
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linje der Funktion flz) selbst eingebettet sind —) diejenige im Punkte z einen
unendlichen Kriimmungsradius hat, die dort zur Bonnetschen Geraden senkrecht

verliuft, deren Tangente also dem invarianten Kriimmungsvektor

dlg ft2)
dz

)= Fie /0
dz*

parallel ist. Es ist nun nicht anzunehmen, dass dieser Fall fiir einen unserer
Punkte vorliegt. Man kann aber z. B. fiir die Punkte einer Parallelen zur
y-Achse sowohl die Tangentenrichtung der Stromlinie als auch die Richtung der
Funktion ¢(z) aufstellen. Aus dieser doppelten Reihe kann man sehen, zwischen
welchen Punkten die Stelle zu suchen ist, wo Tangentenrichtung und Richtung
_von g(z) iibereinstimmen. Die Methode ist besonders wertvoll fiir den Fall, dass
man keine analytische Darsteliung der Stromlinien hat, denn hier bildet sie die
einzige Moglichkeit, Aufschluss iiber die geometrischen Verhiltnisse zu erlangen.
Sie ist aber auch fiir den Fall, dass eine analytische Darstellung vorhanden ist,
wertvoll; denn eine Niherung fir die Kriimmung selbst stellt diese natiirlich
besser dar als eine zweimal differenzierte Niiherung der Funktion. Das ist der
schonste Beweis fiir die Tragfihigkeit dieser Methode, dass sie es ermoglicht hat,
iiber die Ovale, die jeder analytischen Behandlung Widerstand leisteten, doch
noch etwas auszusagen.

Fiir den ungeraden Zug aus z, aber ist eine sehr einfache analytische Dar
stellung moglich. Wir setzen in (78) als erste Niherung ein

v =tg(s—1),  we-

und erhalten

1 e, y
FO(z,y)=\z—_)ig|(«— ;] + v*|arctan —

2
+y llg’ [(:z:—— I—) +y2] — arctan® —Z
4 2 p—

2

Setzt man
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r=z~—-

2
und fithrt Polarkoordinaten
p= arctan% =yt y*
ein, so kommt
los ___rp(i 1—cos @)
= sin @
Die Formel
(99) lor= p At ) mit dem Ursprung 1
sin @ 2

stellt den ungeraden Zug der Wendepunktskurve, der von 2z, ausgeht, sehr gut dar.

Wir fassen zusammen: Die Wendekurve der Stromlinien besteht aus einem
ungeraden Zuge und unendlich vielen Ovalen. Der ungerade Zug geht schlicht
durch z,, die Ovale schneiden die feelle Achse je in einem Schnittpunkt 1. und
2. Klasse. Fasst man dieses Ergebnis mit § 3 und § 4 dieses Abschnitts zu-
sammen, so ist damit das Wesen der Abbildung der Stromlinien lings der Achse
vollig gekliirt.

Durch O geht ein Kreissystem, dessen zweiter fester Punkt in 20(0) der
reellen Achse, also rechts liegt. Jeder Strahl erleidet beim Passieren der Wende-
kurve einen Wendepunkt unter Anderung des Kriimmungssinnes. '

Durch —» geht ein Kreissystem, dessen zweiter fester Punkt in 2 90(—n)
der reellen Achse, also links, liegt. Jeder Strahl erleidet beim Passieren des
Ovales einen Wendepunkt unter Anderung des Kriimmungssinnes.

Nun sind noch einige Bemerkungen iiber die Wendekurve der Hohenlinien
zu machen. Geht man in (79) zur Grenze y=o0 iiber, so kommt

(100) Y (x) p(x)

da ¢/'(z) + o, folgt:

Die Wendekurve der Hohenlinien geht in einem doppelten Zuge durch die
Nullstellen der y-Funktion. Zur Bestimmung der Richtung der Kurve in den
Schnittpunkten mit der Achse erweist sich die Gleichung F® + F .f/’)y'-:o als un-
zureichend, da sowohl F als auch FI in den Nullstellen der y-Funktion ver-

schwinden. Nochmalice Ableitung dieser Gleichung nach x liefert
D >

oy oy 7 ’e XY,
I+ 2 Fy’ + F2y'* + FPy” =o,
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eine Gleichung, die sich fiir den vorliegenden Fall wegen
F®(xe, 0)=0 Fax, 0 )‘ 2=y,

vereinfacht zu der quadratischen Bestimmungsgleichung fiir y

(ro1) F®(zy,0) + zF(I‘-’y’(x;,, o)y’ +F‘,U’(xn, o)y'*=o.

Die Berechnung ergibt F2(x,0)=2¢'%;, F@(z,0)=0; F%(z,0)= —2¢" und
damit

(102) : y=+1

Die Wendekurve der Hohenlinien besteht also aus zwei getrennten sym-
metrischen Ziigen, die sich in den Nullstellen der y-Funktion unter rechtem
Winkel schneiden. Sie treffen die zu den Stromlinien gehorigen Ovale ausser in
den Punkten z; noch in den Nullstellen der y"-Funktion. Von z, aus erstrecken
gich die Ziige ins vnendliche, ohne die Achse wieder zu treffen. Fiir diesen Teil

findet man die Polardarstellung mit dem Ursprung %

(103) lgr=¢ (tan ot o ‘P)

(103) lisst sich mit Hilfe der Orthogonalititsbeziechung sehr leicht aus (99) her-
leiten.

IV. Praktische Ausfithrung, Beschreibung zu III.

In diesem Abschnitt sollen nach der Anordnung des Abschnitts I1T die
Rechnungen beschrieben werden, die nach den Formeln des Abschnitts ITI aus-
gefithrt wurden. Die Ergebnisse werden dann in einem V. Abschnitte zusam-
mengestellt. Hilfsmittel fiir die Rechnungen bildeten eine Rechenmaschine, eine
siebenstellige Logarithmentafel, Hayashi's Tafelwerk (Keiichi Hayashi, sieben-
und mehrstellige Tafeln der Kreis- und Hyperbelfunktionen und deren Produkte
sowie der Gammafunktion) und die Gaussische Tafel der I-Funktion und y-Funk-
tion (Gauss, gesammelte Werke, Bd. III, S. 161 £.).

Nr. 7. Es handelt sich zuerst um die Nullstellen der 1-Funktion. Da die
Stromlinien und Hohenlinien in einem Quadrat mit der Seite 20 berechnet wer-
den sollten, mussten die Nullstellen bis z,, festgelegt werden. Sie wurden, da
sie alle noch im dritten Viertelintervall lagen, nach (47) berechnet. Der Gang
der Rechnung wurde dort schon angedeutet. Gearbeitet wurde mit der New-
tonschen Niherungsmethode. .
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Nr. 2. Als nichstes folgte die punktweise Berechnung der Stromlinien
nach den Formeln (52) und (52%). Die Wurzel der jeweiligen Gleichung wurde
zuerst mit regula falsi in enge Grenzen eingeschlossen, dann mit der Newton-
schen Methode weiter angenihert. Weil die Rechnungen so ausgedehnt waren
— musste doch fiir jeden Punkt unseres Bildes aufs neue eine Gleichung auf-
gelost werden — soll hier einmal.ein Beispiel in aller Ausfiihrlichkeit ‘mitgeteilt
werden, damit der Leser auch einen Beweis fiir die Zuverlissigkeit der Rech-
nungen bekommt. Wir wilhlen eines, das moglichst einfach in der Formel ist.
Gerechnet wurde immer auf sieben Stellen, die letzte ist in der Tabelle als un-
genau weggelassen. Da die Hayashischen Zahlen 7- und mehrstellig sind, ist es

_auch bei manchmal recht grossem Argumentintervall in der Tafel (s. die hgheren
Argumente von 5 aufwiirts) doch noch méglich, jeden beliebigen Zwischenwert
mit der Taylorschen Reihe zu ermitteln. Die Taylorsche Reihe ist in Fillen,
wo es nur auf eine bestimmte und zwar krumme Argumentstelle ankommt, das
beste Interpolationsmittel, wenn man auch manchmal bis zu 6 Gliedern mit-
nehmen muss, wie es bei Ermittelung der hyperbolischen Funktionen fiir grosse
Argumentstellen (s. Hohenlinien) notig war. Zur Berechnung des arctan geniigte
fast immer ein Glied der Reihe:

arctan (¢ + d=arctan o t 5
1+ ea”

Das Rechnungsbeispiel sieht dann folgendermassen aus:
Fir z=o0 und k=0 gilt

. 1 T_
JS=arc I'(ys) = —lo( —8)—y 2 0;

" . Y ;
denn fiir gegen o0 abnehmendes x ist arcta,ng—c = +

I ) _ =%
Y [2 '8 (y 6) I] 4
Y [100' (y — _) 0,868 5890] 0,682 1881.

3 [log 8,833 333—0,368 5890]

4
2

1. Versuch: y =3

- ==0,232 6068.

2. Versuch: y =4 .
4 [log 15,835 -~ —0,868 5890

==1,323 9332-
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3. Versuch: y= 3,5

g [].Og 12,0833° " —0,868 5890]

0,747 5923

'f=0.747 5923 =— 0,682 1881 = 0,065 4042.

4. Versuch: y = 3,4
34 [log 11,3933~ —0,368589o]

.f=0,639 4101 = 0,682 188r == — 0,042 7780.
Regula falsi zwischen 3,4 und 3,5 gibt

O,1 * O,042 7780
—_— = 0,04.
0,042 7780 1 0,065 4042

5. Versuch: y = 3,4

J==0,682 3849 — 0,682 x881 ==0, 000 1968

3,4 ist also noch zu hoch. Von jetzt ab wendet man die Newtonsche Methode
mit Vorteil an. y, sei die Niherung. Dann soll gelten

flyo+d)=o0
f(?/o)'*‘df’(!/u)'*' =0

— S (.’Io)_
9= f'(.'l/o)

Wir berechnen also den Differentialquotienten unserer Funktion an der Stelle 3,44

L]
0,868 589 * 3,44"

1
f = log (3_.442 - 6) —0,3868 589+ ‘—__T’ == I ,0794.

2__ 2
3,44 6
6. Versuch: y = 3,402

f= 0,682 1691 — 0,682 1881 == —0, 000 o190.

Jetzt kann man unbeschadet den Divisor I,o;¢ noch ein paar Mal anwenden
und erhilt

Y == 3,439 8:18.

Zuletzt berichtigt man den Divisor nochmals zu I.o79; und bestiitigt den Schlusswert

Y = 3,439 818.
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Fiir weiter vom Ursprung entfernte Punkte wurden die Formeln immer
verwickelter, da man aber dann die Gesetzmiissigkeiten iibersah, konnte man
schon mit einer guten Niherung in die Formel eingehen.

Die Reihe (42) fiir die u-Funktion ist pseudokonvergent, sie liefert den
Funktionswert nur mit einer bestimmten, nicht beliebigen Genauigkeit. Die
Genanigkeit ist umso grosser, je weiter das Argument vom Ursprung entfernt
ist, denn die Reihe ist asymptotisch. Es ist nicht anzunehmen, dass in der
Umgebung des Ursprungs unsere Zahlen in allen 7 Stellen wirklich das Argu-
ment der Stromlinie darstellen. Wir miissen sie verbessern. Um einen Einblick
in die Grossenordnung der zu erwartenden Abweichung zu erhalten, wurden auf

I . . . .
den Geraden z=o0, x=-, auf denen im allgemeinen nicht mit der Korrektur

bl

im Logarithmus sondern mit dem ersten Glied der p-Funktion selbst gearbeitet
wurde, die ersten Werte nach beiden Stirlingschen Formeln und ausserdem noch
nach einer der Formeln (32) oder. (52%) berechnet (s. Beispiel). So ergab sich

z.B. fiir z=-, k=o0

SR

mit dem 1. Glied der w-Funktion nach (50%) 2,702 822
nach (50) 2,702 57

mit logarithmischer Korrektur nach (52%) 2,702 s8.

Derselbe Wert wurde durch Mitnahme des 2. Gliedes der u-Funktion verbessert zu

2,702 692.

Die Werte auf den Geraden x==0, z = 2 sind fast alle durch Mitnahme mehrerer

Glieder der p-Funktion verbessert worden und zwar nach der Formel (104), die
sich folgendermassen ergibt. Unter y verstehen wir unserem Niherungswert,
unter y+dJ den wahren Wert. Dann gilt

y+d

arc I'(z +(y + 6)7) = >

lg(x*+y*+2yd +4%

1 yto_ s - _kx
+(x—-5)arcta,n.x y— 24 R(y+4) >

1
12(y+96)
wobei

42—305624. Acta mathematica. 56. Imprimé le 7 janvier 1931.
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: 1 I
Rie) = 3602° 12602° +

Auf den Geraden x =o, [x=§] haben wir gesetzt

Yy ¢, @ _1I y _ __I____.k_”.
2].g(x+y)+(x z)a.rctanx YT 2
Subtraktion ergibt:
Y48, e m, Yyt (zy+6)d) _1) ytd_ s 1
2 lg (®*+4%) + > lg(l+ P +{z—3 arctan ” d 2y Fd)
Y v (e n?) — _1 y o1 _
215(:1,‘ + %) (:z: z)a.rc’ca.nx-}-lzy R(y+4d)

[ e, o, yt+d (2y+d)d
2lg(x +y)+——2 lg(l+ P

I xd d i
+ (.’E'— 2) al‘cta.n;;:—_*_—y:‘1'; 1/6 + -12.1/(3/-*-(5) - d—R(?/+d).

Diese exakte Gleichung zur Bestimmung von ¢ wird durch Nitherung geldst

2
T B S (x— ‘-) LA "—y — R(y)+dR' W)

1 S % x _ . _p =
(r04) _ [2 lg (2* +9%) 2@ +y) 1294 R (3/)] d = R(y).
Fiir die anderen Geraden, auf denen nicht mit dem ersten Glied der u-Funktion
direkt, sondern nach (52) oder (52*) gearbeitet wurde, muss man einen anderen
Weg zur Verbesserung einschlagen.

In erster Niherung gilt

lg Mz +yi+d)) =1g Mx+yi)+diyl@+yd)+ -
Setzt man _
lg I'(z +yi) = A+ Bt B =arc I'(z+y7)

Y(xz+yi)= C+ D, C=Rylx+yi),

so kommt

lg F(xc+yi+8:d)= A+ Bi+(C+Di)di =A—38D+(B+dC)i.
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Wir verlangen

B+w_="7“

k7n—a.rc I(x+yi)

(103 =

arc I'(x +y7) und RyY(r+ y2) wird man nun zuniichst mit der Stirlingschen For-
mel berechnen. Formel (1.05) wurde auf die nach (104) verbesserten Zahlen an-
gewendet und damit die Gleichwertigkeit beider Verbesserungsmethoden (Uber-
einstimmung bis zur 7. Stelle) erwiesen. Dann wurden nach (105) eine ganze
Reihe von Punkten in der Umgebung des Ursprungs behandelt, niimlich auf k=0

I,805 543
auf k=1 :

2,871 789

2,344 730

I,912 754

1,590 383.

0 zeigte sich als < O,oooxv und nahm bei den grésseren Zahlen ab bis d= 0,00001.
Da fiir die mehr vom Ursprung entfernten Werte die Stirlingsche Formel immer
besser wird, wurde auf weitere Verbesserungsrechnungen verzichtet. Ob der
schon verbesserte Wert 1,s0ss richtig war, konnte man nicht ohne weiteres sagen,
denn der Punkt 1+ I,553¢ liegt in so grosser Ursprungsniihe, dass man der
Stirlingschen Formel nicht unbedingt sicher sein konnte. Als ganz zuverlissiges
Hilfsmittel bieten sich, wenn die Stirlingsche Formel versagt, die konvergenten
Fakultidtenreihen. Es wurde deshalb eine Formel aus Rocktischels Dissertation,
die er als zur numerischen Berechnung geeignet empfiehlt, beniitzt, um den
arc I'(1 + 1,56 #) ganz genau zu ermitteln (s. Formel 43). Wenn man diesen Wert
in (105) einfithrt, hat man die Genugtuung, als endgiiltigen Wert 1,055+ fest-
stellen zu konnen. Man sieht, die Stirlingsche Formel stellt auch in dieser
Nihe des Ursprungs eine sehr gute Niherung dar, und wir kénnen alle anderen
nach ihr verbesserten Werte als sicher ansehen.

Es wire aber noch wiinschenswert, fiir die nicht verbesserten, nach (52)
bez. (52*) berechneten Zahlen eine Abschitzung der Genaunigkeit zu haben. Diese
wird viel zu grob ausfallen, gibt aber dann auch eine sichere Gewihr. Zuniichst
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muss man unsere Korrektur im Logarithmus gegen das 1. Glied der uy-Funktion

abwiigen. Wir haben exakt gesetzt

lg (* +9% + ————zg s =lg (@ +y°) —

=ty

alz®+y%)

und diesen Wert dann niherungsweise dem lg (z*+y*+9) gleich gedetzt, haben

also zu lg(z*+9%) + x’iy’ noch weitere Glieder zugefiigt. Es ist nun zu un-

tersuchen, ob diese Glieder unseren Ausdruck verbessern oder verschlechtern, d. h.
sie sind mit den weggelassenen Gliedern der u-Reihe uu vergleichen. Damit die
Reihe fiir den Logarithmus konvergiert, muss |¢| < 2*+4* sein, eine Forderung,
die fiir alle berechneten Punkte erfiillt ist. Ferner setzt ein abschiitzender Ver-
gleich dieser Reihe mit der u-Reihe voraus, dass eine Mitnahme weiterer Glieder
der s Reihe eine Verbesserung bedeutet. Das ist fiir unser Gebiet auch der
Fall. Die Rechnungen zeigten (s. die Ausfithrungen iiber Verbesserung), dass
die Reihenglieder bis zum 4. oder 5. abnehmen. Bei dieser Sachlage geniigt es,
zu untersuchen, ob das 2. Glied der logarithmischen Ersatzreihe im Sinne des -
2. Gliedes'der p-Reihe wirkt. Es ist notwendig, die Formeln (52) und (52%)
getrennt zu behandeln.
In (52) haben wir
1 2-(32°—y°)
6(z*+y3) 2-180(x*+y%)?

ersetzt durch
v sty
6(1'2'*‘?/2) 5 72(33!‘*'?/2)!

Unsere Korrektur kann gegeniiber der blossen Beriicksichtigung des ersten
u-Gliedes nur dann eine Verbesserung bedeuten, wenn 3x*—y® <o ist und zu-
gleich das Korrekturglied das zu ersetzende Glied nicht iibertrifft. Es muss
also gelten -

. 2yt —6x*—52*—5y* =0

—11z?—39*=o,

eine unerfiillbare Forderung. Wir kommen also zu dem Ergebnis, dass die in
(52) angebrachte Korrektur gegeniiber der Mitnahme des 1. Gliedes der u-Funktion
eine Verschlechterung bedeutet.

Anders h'égen die Verhiiltnisse fiir die Formel (52%). Hier haben wir
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I 7 (32°—9%)

12 (23 + y3) 4 - 360 (@ +9%)°

ersetzt durch ;
L sl
1222+ 9% 5144 2@ +y%)?

Soll also unsere Reihe eine Verbesserung gegeniiber der blossen Mitnahme des
1. Gliedes der u-Funktion bedeuten, so muss gelten

7(32*—y)—s5(*+y*) = o

4r*—3y° = o.

Auf der Geraden y-——-§V§.x stimmt unsere Reihe bis ins 2. Glied mit der

u-Reihe iiberein. Das Gebiet unterhalb dieser Geraden kann also als fur unsere
. logarithmische Reihe glinstiges Gebiet angesehen werden.

In diesem fiir die Formel giinstigen Gebiet ist der ursprungniichste, nach
(52*) berechnete, nicht verbesserte Punkt der Punkt 3,5+ 2,605 622, Wir ziehen zur
Abschitzung die Formel (105) heran. Im Zihler steht jetzt die p-Funktion vom
2. Glied ab, im Nenner der Realteil der w-Funktion. Dieser ist fiir 3,5+ 2,6056: 2
grosser als 2. Fiir den Zihler gilt die Stieltjesabschiitzung (42%)

I
| By(2)] <~ e
360|213 (cos %)

Der lmaginiirteil ist sicher noch kleiner, also kénnen wir diesen Ausdruck ein-
setzen

1
== 0,000 oo2.

360 - 12,253 (cos 19°)* -
Als Fehlergrenze ergibt sich also
(106) 0,000 00t.

Wichtiger ist das andere Gebiet. Hier ist der ursprungsnichste, nicht verbesserte
in : -

Punkt fiir beide Formeln ungefihr 4e*. TFiir ihn gibe die Stieltjesabschitzang

O,or. Das 2. Glied der logarithmischen Reihe ist von der Grdssenordnung

O,00006. Wir kénnen also
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(r07) 0,000 1

als Genauigkeitsgrenze unserer Rechnungen in Anspruch nehmen. In Wirklich-
keit ist die Genauigkeit viel besser, sie geht bis in die 5. Stelle. Der schonste
Beweis dafiir ist der glinzende Wert, den die Stirlingsche Formel in dem ge-
fihrdeten Puukt I+ I,s05s477 geliefert hat. Er garantiert eigentlich fiir die Ge-
nauigkeit aller Rechnungen, denn er garantiert die numerische Zuverlissigkeit
der Stirlingschen Formel fiir die Genauigkeit unserer Stellenzahl in unserem
Gebiet.

Aus geometrischen Griinden musste nun das Punktnetz an einigen Stellen
noch dichter gelegt werden. So wurden mit der Formel (74) einige Werte auf
der linken Seite der Achse eingeschoben. Ihre Genauigkeit steht ausser Zweifel,
da ja tatsichlich rechts gerechnet wurde.. Die Formel sieht zwar sehr verwickelt
aus, mit den Hayashischen Tafeln kommt man aber ganz gut durch. Die Werte
werden’ in der Tabelle mit angegeben. Ferner wurde auf k=0 ein Wert x=1,s;
Y¥=1,198 eingeschoben. '

Da die Kurve k=—1 wendet, habe ich versucht, den am weitesten von der
Imaginiiren Achse entfernten Punkt festzulegen. Er muss ausser der Gleichung
f=— g noch die Gleichung Z—;f= o befriedigen. Durch wechselseitige Anniherung,

indem ich die gefundenen Werte einmal in die eine, das andere Mal in die
andere Gleichung einsetzte, konnte ich den Punkt bestimmen zu

T = 0,167

Y = O,964.

Der Gedanke, diesen Wert mit der iiberall konvergenten Potenzreibe fiir f(x-li—f)

zu verbessern, erwies sich als nicht durchfiihrbar, da die aufgestellte Reihe fiir
diesen Punkt zu schlecht konvergierte.

Die Hohenlinien wurden nach den Formeln (55) und (56) mit denselben
Niherungsmethoden wie die Stromlinien punktweise berechnet. Ihre Schnitt-
punkte mit der Achse liessen sich durch lineare Interpolation aus den Hayashi-
schen Tafeln fiir die I-Funktion auf 4 bis 5 Stellen genau entnehmen. Sie
sind am Schlusse angegeben. Bei der Berechnung des Netzes ergab sich iibri-

gens aus der Natur der Sache auf der Geraden x=§ eine kleine Erleichterung.
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Auf dieser Geraden stehen niimlich die y-Werte innerhalb der von uns verlangten

Genauigkeit genan um eine Einheit von einander ab. Fir x*——; heisst (55)

_. n,_ p— elm
Sof nwy
2
P

—_— T

2= e!l.-z+kn+ e—!/n+lm.

Fiir grosse y hat der zweite Teil numerisch keinen Einfluss mehr, wie ein Blick
in eine Tafel von Gin und Gof lehrt. Deshalb kann man y in y+1, %k in k—1
verwandeln, und die Beziehung bleibt numerisch richtig.

Fir die Umgebung der negativen reellen Achse waren wieder besondere
Rechnungen nétig. Es waren die Betragslinien, die von den Kreuzungspunkten
ausgehen, zu berechnen. Da Hayashi den Betrag z. T. angibt, er andernteils
durch Interpolation gefunden werden kann, boten sich keine besonderen Schwie-

rigkeiten. Wenn man sich auf die Geraden x =0 und z Ei (mod 1) beschriinkt,

kann man die strengen Formeln (55) und (56) verwenden. Die Werte sind am
Schluss zusammengestelit.
Herr Béhmer weist auf die besonderen Eigenschaften einer Héhenlinie hin.

Es gilt nach der Funktionalgleichung

(_1+i£3l)r(_1+i§>=r(_{+ﬂ)

2 2' 2 2 2
( 1+?_‘{3)F( _I+i5)=r(§+“/_3).
2 2 2 2 . 2 2

Geht man zum absoluten Betrag iiber, so folgt
(r08) |F(——I—+ﬂ)|= F(+l+£)|=lr(§+?v_—3)|
- 2 2 2 2 2 2

LiVs 1 V3 o3
2 2 2

. . ‘1 V3 . ) ‘ .
Die drei Punkte -3 > Liegen also auf derselben Ho-

henlinie. Diese Hohenlinie muss zwischen den so ausgezeichneten Punkten jedes
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Mal wenden. Um sie einzeichnen zu koénnen, wurde nach (66) ihre Richtung
bestimmt. Es ergab sich fiir

3 V3 =xn o

—2—+T'2 ;—1,18x997~23

1 zVE 7T o

-+ —: — 4+ T 444532~ 172

2 2 2

1 V3 = o
—— + . ——1,250590""18.

2 2 2

Um sie in die anderen Kurven einbetten zu kénnen, wurde ihr % berechnet zu
k = - 0,282 3874,

ihr Schnittpunkt mit der Achse zu —3,2r;. Die Kurve ist in Zeichnung IIT mit
angedeutet.

Nr. 3. Zur Bestimmung der Kriimmung der Stromlinien in den Kreuzungs-
punkten und Polen braucht man die 1-Funktion mit ibren Ableitungen fiir reelles
Argument. Diese Werte wurden lediglich aus den von Gauss berechneten Wer-
ten der yY-Funktion und zwar durch wiederholte Anwendung der Newtonschen
Interpolationsformel gewonnen. Gauss gibt die Funktion zwischen 1 und 2 mit
dem Intervall 0,: auf 18 Stellen an. Die Interpolationsarbeit leistet man vor-
teilhaft in diesem Gebiet und geht dann mit der Funktionalgleichung in das
jeweils notige Einheitsintervall iber. Um nun die Krimmung z. B. in z, zu be-
rechnen, wurden ¢(1,s) und ¢(1,+;) berechnet und linear interpolierf auf

e(zo) = o(1,462) = — 3.27s.

Nach Formel (61) berechnet sich

Die Formel fiir die Grenzen (62) Lieferte

—26,Gx < Q(Zl) < — 3,27
— 2024 < Q(Zg) < — 1,563

— I,x64r < Q(Zs) < — O,4394.
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Die weiteren Werte fiir die Kriimmung in z,, . . . wurden nach der asymptotischen
Formel (63), die Kriimmung in den Polen nach (58) berechnet. Eine Zusammen-
stellung der Ergebnisse folgt am Schluss.

Nr. 4. Bei der Berechnung des Richtungsfeldes in der Umgebung der nega-
tiven reellen Achse kam es auf Dichte der Werte in Achsennihe an. HEs war
deshalb vorfeilhaft, sich fiir alle Intervalle etwa auf das folgende Netz festzulegen:

E=1 o

NG

I I
4 2

2
[
Blm b e ool ™

A

1

Fiir dieses Netz wurden nun zunichst die von » unabhingigen Terme U(z, y)
und Vi(x, y) (68) berechnet. Sie werden am Schluss mit angegeben. Danach
wurde die Grosse @ nach (73) fiir #=1 und n=2 berechnet. Fiir n=o0 sind die
Vereinfachungen ((70) zu (71), (72)) nicht zulissig, dieses Intervall musste deshalb
gesondert nach (67) berechnet werden. Formel (67) macht insofern mehr Arbeit,

als man nach ihr gewissermassen zweidimensional rechmen muss. Dieselbe
. . . I.. :
Rechnung liefert ohne die Glieder U und V das Intervall von > bis —2 Die

Werte sind am Schluss tabellarisch geordnet. Auf grosse Genauigkeit konnen
sie keinen Anspruch machen; bis auf den ausdriicklich mit Fragezeichen ver-
sehenen Fall, wo die Stirlingsche Formel unbrauchbar wurde, sind sie aber sicher
eine erste Niherung. Der Anschluss von §=1 fiir » an §=o fiir n+1 ist ganz

befriedigend. Der Vorzeichenwechsel z.B. auf den Geraden §=i und & ==‘—‘1

ist zum gréssten Teil auf Kosten des umgekehrten Vorzeichens des 7 im Nen-

ner zu setzen. Das sieht man sofort ein, wenn man dagegen das Richtungsfeld
4330634, Acta mathematica. 56. Imprimé le 7 janvier 1931
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im Gebiete x=é bis x=g betrachtet. Auf den Geraden §=o, §=é und =1

verschwindet ¥, die Kurven stehen steil. Die Beteiligung des U an der Grosse
von € ist nicht so ausschlaggebend. Fiir das Intervall zwischen 2z, und z, ist
in Zeichnung IIT das Richtungsfeld eingezeichnet.

Das Richtungsfeld musste nun graphisch integriert, die Richtungen zu
Kurven zusammengeschlossen werden. Zu diesem Zwecke berechnet man nach
(74) den zu jedem Punkte des Richtungsfeldes gehorigen Arcus der I'-Funktion.
Wegen der Konformitit der Abbildung miindet die Kurve dann unter diesem
Winkel in den Pol ein. Zu beachten sind dabei nur die im Anfang erérterten
Zusammenhangsverhiiltnisse der einzelnen Blitter. Die Pole werden nicht alle
in derselben Richtung umlaufen, vielmehr wechselt der Sinn von Pol zu Pol.
Um jeden Pol aber sind alle Werte von —2%n+0 bis —2kx+2n vertreten,
denn es ist '

—_,—— = } — = —— == .- (mod 27!).

Die Tabelle der zu den einzelnen Richtungen gehirigen Werte des Arcus der
I'Funktion folgt am Schluss. Fir die Intervalle 2, bis z,, z; bis z; sind einige
der so durch Integration gewonnenen Stromlinien eingezeichnet. Die Zeichnung
enthiilt auch Hohenlinien und Wendepunktskurve in der Umgebung der Achse.

Nr. 5. Die ‘Wendepunktskurven waren in theoretischer und praktischér
Hinsicht am schwierigsten festzustellen. Die achsenfernen Ziige sind zuniichst nach
den expliziten Formeln (99 u. 103) sehr einfach zu berechnen. Die Kurve (99) ist
in Zeichnung IIT angegeben. Die Wendpunktskurve der Stromlinien wurde ge'-
prift mit der Bohmerschen Methode. Es wurde also nach der Stirlingschen
Formel fiir die berechneten Punkte, zwischen denen die Kurve vermutlich durch-
geht, einerseits die Richtung der Stromlinie

_3y
Ry’

anderseits die Richtung des Vektors ¢
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berechnet. Die Wendekurve geht zwischen den Punkten durch, zwischen denen
der eine Ausdruck am andern vorbeigeht, der eine dem andern gléich wird.
Durch lineare Interpolation kann man auf den Punkt selbst in erster Anniherung

schliessen. So ergibt sich fiir 1+ 1,562

3 Sy
N
o 0= 0,895 536 — = — 2,095 16
m e s 9‘{ w )
fir 1+ 3,439 741:
3 (a3
9{ 0= 1584 298 }R w 32147 233

Daraus interpoliert sich ein Punkt der Wendekurve zu I+ 3,0%.

¢ .
Fir ; + 4010952 kommt

RS Sy _

W{ 0=—0,882 6204 — EJT—‘ ==— 1,132 990
.ee I .
fir > T 5y0s534 ¢

R Sy _

Gy = T Dosesur - 9’{“{# == —0,970 581

. 1 .
und daraus ein Punkt der Wendekurve zu 5t dssesrt

Fir o+ 5,5:8602 kommt

[ [e3
N - < :
ﬁ 0=—0,860 730 - 5}‘{%} == —0,968 857
far o+ 6,4:6 41 ¢ ’ ‘
oy (o3
\] ~y
8‘% 0= —0,965 202 - 8{1'5) =-—0,885 987

und daraus ein Punkt der Wendekurve zu O+ 6,045232.

. I .
Fir — ; + 6,020 94 2 kommt

3 Sy
—_ =—-0’ -——:.—0,50(_
TN @ 745 770 mw 960 50
. I . )
fir — > + 6850752
Sy _

Blen

o= —',01343 067 —_ m ’Qll == _0,886 560
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. I .
fiir — > + 7649171

0=="0,924 487

Blen

Der Wendepunkt liegt also zwischen den beiden letzten Punkten, die Interpola-

. . I .
tion ergibt — 3 + 7,138 2.

Fiir —1+8,0660:7 kommt

0= —0,827 927

Blen

fir —1+8,79777 .

Blen

0=="—0,894 655

und daraus der Wendepunkt —1 + 8,105 47 ‘.

Fir — % + 8,482 801; kommt

o~

)

ﬁ 0= 0,751 48z
fir — % + 0,195 67’£

)

E%{‘ 0= —0,815 120

eR

e 2

S‘w
<€

%}w
<e

== —0,833 68

0,795 055

=-—0,832 759

== —0,796 440.

Fiir den Wendepunkt ergibt sich — %’ + Q062 452.

Die Ergebnisse wurden dann in die Formel fiir die Wendekurve

%lg (¢ +y*) = arctan '—Z-('—£+ Vi + o)

1

I=r—7

eingesetzt und gute Ubereinstimmung festgestellt. Die Abweichung betrigt im

Durchschnitt 0,c0s.

Fir die Ovale kam es besonders auf die Nullstellen 2. Art, die Nullstellen
des Ausdrucks B(z) an. Zunichst kann man sich mit Hilfe der Grundwerte (86)
einen Einblick in den allgemeinen Verlauf der reellen stetigen Funktion B(x)
verschaffen und zeichnerisch eine erste Niherung fiir ihre Nullstellen bestimmen.
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Dann gilt es allerdings, die Nullstellen in enge Grenzen einzuschliessen und
zwar durch Probieren. Wieder wurde nur die Gaussische Tabelle der y-Funktion
beniitzt und mit Hilfe der Newtonschen Interpolationsformel v und ¢ ermittelt.
Hier zeigte sich der grosse Vorzug der Newtonschen Formel, der darin liegt,
dass sie gestattet, den Interpolationsbereich jederzeit durch Hinzunahme neuer
Glieder zu erweitern. Die notwendigen Werte der I-Funktion lieferte Hayashi.
Es gelang zuniichst, 2} zwischen 0,:; und 0,:; einzuengen. Da Gauss keine Zwi-
schenwerte angibt, konnte ich nur noch interpolieren auf

Z’: == O,140.
Ferner ergab sich nach (87)
Z: = — J,082
Z: - - 2,102
*
2, — — 3,13:.

Es wurde immer darauf gesehen, dass die Endrechnung auf 5 Stellen genaun war.
So ergab sich z. B.

2

B(O ) 7,5107730,54—2 * 52,383 —1I,0
)= —_

i 6,688;° 6,688;°

2
8,9739 *Qll,go— 2 - 60,551 _ -+ 29,8.

7,23023 7,23023

B(O,x3) =

Um diese Genaunigkeit zu erhalten, musste W selbst auf 11 Stellen angesetzt.
werden. . ’

An den Stellen 0,4 und —3,:3 wurde die Kriimmung der Wendekurve be-
rechnet. ¢ und v
formel berechnet, wobei von ' allerdings nur noch 2—3 Stellen festgestellt

rrr

wurden wieder nur nach der Newtonschen Interpolations-

werden konnten. Zur Bestimmung der Kriimmung an der Stelle —3,:3 wurden

e

die Ergénzungssitze der y'’- und v"”-Funktion herangezogen. Sie ergeben sich

durch Differenzieren zu

J1+2cos’zm
sin* z7x

'lp”’(l‘“Z):—wl”(")‘l'Zﬂ

+875%%8 zn(2 +eos®zm)
7 3 :
sin® z7

Vl—)= v
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Es zeigte sich nun, dass fiir die Stelle —3,:; die rechten Ausdriicke der Formeln

rrrr

die linken soweit iibertreffen, dass die ¢"”-Funktion z. B. erst in der 7. Stelle in

Frage kam. Insofern schadet die geringe Genauigkeit der Berechnung von v
garnichts mehr. HEs ergab sich fiir o,

§=— T,0498
fir — 3,13
§= + I6,xo3.

Zur Kontrolle wurde nach beiden Formeln (96 u. 96%) gerechnet. -Abweichungen
zeigten sich erst in der 4. Stelle. Die Kontrolle trifft ja aber auch den Kern
der Sache nicht, ob niimlich die fiir —3,:3 errechneten Werte "’ und ¢’ nicht
zu stark von den Werten dieser Funktionen an der wahren Nullstelle 27 ab-
weichen. Nach der angestellten Rechnung ist anzunehmen, dass das erste Oval
konvex, das vierte jedenfalls rechts eingedriickt ist. Wie die anderen sich
verhalten, weiss ich nicht, vermute nur, dass die Einbuchtungen verschwinden
werden. Die Rechnungen sind so verwickelt und uniibersichtlich, dass man
withrend der Arbeit keine Genauigkeitskontrolle mehr hat.

Da eine analytische Darstellung der Ovale nicht gelungen war, blieb nur
die Bohmersche Methode, um festzustellen, zwischen welchen der bekannten
Punkte der Stromlinien die Wendekurve durchgeht. Man hat also fiir eine der
y-Achse parallele Gerade, die von dem Oval sicher geschnitten wird, an den be-

o o~
rechneten Ordinatenstellen einerseits % (%), andererseits — s‘::bp aufzustellen.
Der Ergﬁniungssaﬁz Hefert .
I . cos®zm )
’ 1 g_ 2 . ’ l
Y (;—z) 7T7—C08" 27w - Y (2+z)

cos? (z+y7)= ;(cos 2280l 2y—<¢sin2xGinzy+1),

erhilt man, wenn man gleichzeitig

. _ I _ I
v (2 +z)—m+yi 12 (+ yi)*
setzt,



Die konforme Abbildung durch die Gammafunktion. 343

cos 27tx Quf 2my—isin2nxSin 2y +1

z—yi  B—3zr+i3y—yY)\
xry? 12 {x*+y)?

2’ —(cos 2wz Cof 2wy —isin 2w Gin 2y + I)(

Die Berechnung dieses Ausdrucks vereinfacht sich fiir besondere x noch etwas.
Die 1-Funktion selbst war aus dem Richtungsfeld schon bekannt. Es war also

(&3
zuniichst l’%, zu bilden, davon —5% zu berechnen und diese Werte mit denen des
Richtungsfeldes zu vergleichen. Die Zahlen konnen Anspruch auf Genauigkeit
machen, denn sie sind alle rechts vom Ursprung berechnet. In dem Gebiet
grosster Urspriungsnithe wurde die Rechnung mit Hilfe der Funktionalgleichung
weiter nach rechts verlegt. Die Tabellen, auf Grund deren das erste und dritte

Oval so gezeichnét wurde, wie es geschehen ist, sehen folgendermassen aus:

-~

1 1 3
x=—0,; y=- y=- y==2 y=1
4 2 4
(e
~
K)_é' (Q) -+ 288,3087 2,660 440 — 0,566 5113 — 0,692 4223
~
Y
—_ ——;‘IZ 28,248 20 18,577 99 10,700 96 6,324 857
1
=2 1/=_x‘ y=_I‘ "/='I“ y=l y=§' =1
2577 16 8 4 2 4 ¥
N -
N
N (0) O30 0,197 245 0,326 z07 0,599 375 3,14z 577 — 1,842 361
Sy
- %—w 0,292 544 0,503 686 1,225 sgo 2,256 844 2,588 840 2,562 241
1 I 3
xT=—2s y=z ,y=5 y=z y=1
S, A ~
R (9) — 1,781 259 — 2,721 114 + 1,093 328 —0,966 992
(73
N
_ ﬁp + I,760 310 + 2,402 6o1 + 2,484 912 + 2,418 270
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XT=0,s5 y=-z
Ty
&
5‘{ (9) 0,095 4942
RL
Ry

O, 116 8812

X=0,25
o~
N

ﬁ (Q) == 0,142 206

_ 3y
N v —0,329 424

oo =

y=

0,095 8876

0,330 gbs1

0,329 888

—0,608 236

Ingeborg Ginzel.

Y=y

O,121 9853

0,765 1365

— 0,717 435

— 1,056 994

N

Y=

0,177 4912

1,826 goz

~—0,890 508

— 2,283 319

«@
I
= [

O, 112 2928

4,342 2139

— 0,589 106

_5$6°9 782

y=1

—0,293 3775

37,699 1T

- 0,308 815

—I114,4713.

Der Durchgang ist jedesmal durch einen Pfeil gekennzeichnet. Die beiden letzten

Kolonnen zeigen, dass dort kein Durchgang mehr vorhanden ist.

Sie wurden

berechnet, weil ein Ubergreifen des ersten Ovals in dieses Gebiet zu fiirchten war.

Die Rechnung zeigte, dass das nicht der Fall ist; zwischen i und ! kommt das

Oval der Geraden x=o0,.; nahe.

Es ist nicht viel, was wir iiber den Verlauf der Wendekurve in der Umge-

bung der negativen reellen Achse feststellen konnten.

Das Wenige, was wir
aussagen konnten, verdanken wir aber ausschliesslich der BShmerschen Methode
zur Bestimmung des Kriimmungsvektors.
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‘Nr. 1. Stromlinzen.
ST o I 3 5 7 9 1 13 15 17 19
() - ] il ) 22 A 9
k= \0),2,1 2;2 »3 514 ;15 2’6 2:7 2)8 2)9 2)10
!
10 ! 10,18618 | Q,50386 | Q.04208 | 8,53795 | Bo8s1s | 7,68397 © 7,33175 | 7,02384 | 675475
!
10,49632 | 0,88568 | O,3r239 | 8,78s01 | 8,30502 | 7,87821 | 7,s50194 | 7,17259 | 6,88479
9 10,14466 | Q,s0325 | 8,89848 | 8.33987 | 7,83486 | 7,38708 | 6,09586 | 6.65697 | 6,36425 | 6,110
10,4767 9,81999 0,19567 8,61287 8,08033 7,60376 7,18460 ‘ 6,82022 6,50525 6,23311
945665 | 8,79777 | 8,17962 | 7.61400 | 7,70949 | 6,66937 | O,29128 | 5,96887 | 5,6041z | 5,45903
8 H
9,7977¢ Q,12284 8,48280 7 ,88960 7,35376 6,88140 6,47265 l 6,12360 5,82605 5,57209
L
7 8,74561 8,0660t 7,43267 6,86014 6,35841 5,92971 §,56896 | 5,26693 §,01336 4,7988¢
i
Q,09805 | 8,40100 | 7,74205 | 7,13802 | 6,60009 | 6,r3510 5,74136 ‘ 5,4x325 | 5,13470 | 4,90175
1
6 8,00686 | 7,30233 | 6,65130 | Gjo7354 | 5.57737 | 536557 | 482776 ¢ 45508 | 4y33304 | 4433087
8,37304 7.,64917 6,96886 6,35191 5,81424 §,36142 4,98820 l 4,68250 4,43112 4,22232
|
s 723376 | ©6,49829 | 582636 | 5,24335 | 4.76119 | 437438 | 4,06678 | 3,82053 | 3,62056 i 3,45545
781704 | 685975 | G,3s257 | 5.52263 | 4,08963 | 455674 | 4y2118z | 303701 | 3,71555 | 3.53423
: .
4 6,41641 5.64042 | 4,94383 | 4,36164 | 3,90383 355387 328575 3,07658 | 2,90961 2,77334
i 6,82189 6,02094 5,27964 463704 4,x1776 3,71697 341114 3,17498 2,98864 2,83820
P T - |
3 5,53860 4,70632 3,98048 3,41207 2,99901 2,70287 2,48541 | 2,32013 2,19032 2,08550
597477 | 5,11337 | 4,32506 | 3,67533 | 3,28818 | 283805 | 2,58622 | 2,30747 | 2,25156 | 2,13526
2 4,57009 3,65002 2,89381 2,37457 2,04244 1,82258 1,66797 ‘ I,55319 1,46425 1,39298
5,08334 4,09786 3,24369 2,60562 2,19030 1,92206 1,739_06 : 1,60666 1,50630 1,42677
|
: -
. 343974 [ 2,34473 | I,59938 | I,23140 | L,o3703 | O,91823 | 0,83753 | ©O,7786z | 0,73338 | O,6973r
4,01095 2,87179 I,01275% I,38301 1,12080 0,97127 0,87441 ! 0,80597 0,75462 0,71439
—— |
I,80555 :
o !
2,70260 !
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Nr. 7. Richtungsfeld.
=2 oder x=—2,5 bis x=—1,s.
2 —2,25 -2 —Lss —Ls
I
T3 — 0,5247630 — 0,2925435 —17,52537 +  0,5485316 | — 0,3009384
I
-3 — T,009778 — 0O,5936857 — 9,043678 t L2g646 ;. — 538243
1
— Z — I,760310 — I,225500 — 5,057639 +  6,550825 — 2,661410
1
— ; — 2,402601 —  2,256844 - 3,430010 - 5,073908 — 3,532874
- % " 2,484912 =~ 2,588840 = 3017626 == 3461300 — 3511545
— 1 = 2,418270 —  2,562241 — 2,791707 — 3045031 — 3,264673
n=1 oder x=—1,5 bis x=-—0,s.
—1Ls =1Lz I —1 | —0,75 —0;s
I
y=—;—6- — ©0,7693666 —  0,3254632 —38,05722 +  0,4243548 | -— 6,033468
I
—_ -8~ ~— Il,479302 — 0O,6726510 — 1Q,49825 +  0,9318443 ~—I1,10389
1
- - — 2,570550 —  1,485638 — 10,61696 +  2,755630 —16,50704
4 .
I
-3 — 3,460328 —  3,213614 — 6,603963 — 54,85399 — 1440162
3
- Z = 3i491314 —  3,850725 — Sy22u699 | — 7,801864 = Q,644880
1
L= _I___- - _31381282__ —  3,662894 i -— 4,336800 —  §,327049 — 6,602304
n=0 oder x=—0,5 bis x=+0,s.
—O,5 —0,25 | (o] . + 0,25 . +0,s
1 - i
y=—’—6- —12,79341 —  0,4081665 + 30,6286z I+ 0,3294239 — 0,07156292?
1 .
— 3 —22,30243 —  0,8857555 + 15,70459 © +  0,6082357 ~— 0,08363182?
1 ' ;
- Z —28,24820 —  2,428661 * + 8830215 |+ 1,059904 + 0,2384082
: :
—_—~ —18,57799 — 13,85206 + 7.857819 | +  2,283319 + 1,524194
2 l
-3 - 10,70096 — 20,74666 + 18,3816 +  5,603782 +  4,187504
4
— 1 — 6,824857 —  0,849489 —22,63651 + 114,4713 + 37,41804 .
=0,5 bis x=1,s.
N O:s 0,75 | I I,25 Is
t !
y=+ 1_6 — 0,1168812 +  0,06267788? — O,1595170 |  0,3352582 + 1,327373
i
1 ;
~8- - 0,3309651 — 0,03873469 — 0,3263784 | — 0,6888710 + 2,404618
: ;
- — Q,7651365 = 0,4347944 - — Oy7r17188 | = I,550904 + 3,489586
4 ‘
1 ;
Z — 1,826g02 — I,512271 = 2025731 —  6,429159 +  3,321235
3 .
Z T 4342139 = 4,193195 — 7:57x873 — 12,70746 + 2,679417
1 —37,69911 — 304,7609 - + 11,79929 __+ 4,180769 +  2,206067
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Nr. 8. Zum Richtungsfeld gehirige Funktionswerte.

b
, T=—2,35 ! xTr=-—2,25 | xr=—2 : r=-—1,715
| l !
: ]
1 I E n :
y= -—-Ig !— ¥ —0,068g95705 !— X —0,2550637 |+ ; —0,05769110 ; + 0,1402839
, | | |
-3 —0,1379430 —0,4847975 | —O,1154797 +0,2551609
- %
— 4 ' —0,2760913 . —0,8350476 l —0,2311386 + 0,3751601
1! :
-z —0,5538545 | — 1,2534064 —0,4646449 + 0,3287684
—_ % —0,8348979 ! — I,5480597 —=0,7027641 + 0,1492129
-1 —1I,1207107 | —1,8212138 —0,9475142 —0,0654083
= —0,s £=-—0,25 =0 | I==0,25 =05
_ o i
|
1 + fd + ! P
y= —‘1—6- = 7 —0,00263468 |— 7L —O0,1768836 2 0,0329033 | + 0,2382776 —0,4308799 ¢
1 .
- § - 0,0054522 —0,3312397 + 0,0657572 +0,4683788 + 0,0524032
I ;
— Z —0,0125896 —0,5296668 +0,1302368 | + 0,8106851 + 0,4299068
i
I .o
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Nr. 10. n-Ulz,¢) und n- V(x, y). [Formel (68)]

Ingeborg Ginzel.
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Urbereiche d. I'Funktion. (Schematisch.)
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Ingeborg Ginzel. Die Abbildung dureh die Gammafunktion.
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