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Beg!ei twort  

zu der Arbeit yon I. Ginzel fiber die konforme Abbildung dutch 

die Gammafunktion. 

Die Frage nach der konformen Abbildung, die dureh die Gammafunktion 

vermittelt  wird, ist trotz der grossen Fiille yon Untersuehungen tiber diese Funk- 

t ion erst in alle~iing~ster Zeit dutch Lense aufgeworfen und nach einer gewissen 

Richtung hin behandelt worden. Eine Ursaehe hierfiir diiffte in dem Umstande 

zu suehen sein, dass sieh abgesehen yon der Stirlingsehen NRherungsformel die 

meisten bekaunten Funk~ionsdarstellungen fiir die zahlenmRssige Auswertung im 

komplexen Gebiete als zu umstRndlich erweisen und damit eine numerisch und 

gxaphisch befriedigende Beschreibung im Einzelnen sehr ersehweren. Es mussten 

daher zuniichst hinreichend genaue und fiir die Rechnung geeignete Darstellungen 

abgeleitet und an zahlreichen Argumentstellen ausgewertet werden. Fiir die 

Festtegung des genauen Netzverlaufes und des Kriimmungssinues der St rom-und 

BShenlinien erwies sich die Einf i ihnmg einer Hilfsfunk~ion fruehtbar, welche 

die Kriimmung der Abbildung in der Umgebung einer Argunnentstelle kennzeieh- 

net. Bierdurch konnten Aufseh~iisse gewonnen werden, die dutch blosse Ermitt- 

lung yon Funk~ionswerten nicht zu erzielen waren. 

P. E. BOHMER. 
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I. A l lgeme iner  Teil .  

w i. Die konforme Abbildung einer meromorphen Funktion. 

~r .  z. Is~ w = f ( z )  eine im einfach zusammenh~ngenden Gebiete G der 

komplexen Urver~nderlichen 

(I) z = x  + y i = r e  'pi (x, y; r, ~ reelle Zahlen) 

regul~re analytische Funk~iou 

(2) w = u + v i  (u, v reelle Zahleu), 

dann geniigen Real- und Imagin~rteil yon f ( z )  

(3) mf(~) = u(~, y), ~f(~)  = v(~, y) 

im Gebiete G den Riemann-Oauchyschen Differentialgleichungen 

Ou Ov Ou _ Ov 

und hieraus folg~ bekanntHch, dass das Gebiet G der x--y-Ebene auf ein mSg- 

licherweise mehrfach iiberdeck~es Gebie~ F der u--v-Ebene konform abgebildet 

wird. 

In der Folge beschr~nken wir uns auf meromorphe ~h~nktionen, d.h.  ein- 

deutige Funlr~ionen, die im Endlichen ausser Polen keine SingularitY.ten und 

hSchstens im unendlichfernen Punl~e der x--y-Ebene eine wesentliche Singu- 

larit~t aufweisen. 

Da die Umkehrung einer meromorphen Funktion mi~ alleiniger Ausnahme 

der linear gebrochenen Funk~ion eine mehrdeu~ige Funk~on is~, kann bei punkt~ 

weiser, eineindeu~iger Zuordnung der Gebie~e G und F das Gesamtgebiet F i. a. 

nich~ dutch eine schHchte Ebene dargestellt werden; es ergib~ sich vielmehr 

hierfiir eine Riemannsche Fl~che (u--v-Fl~che), die aus mehreren Ebenen (Blab- 

tern) aufgebaut ist; ist insbesondere f eine transzendente Funktion, so besteht 

die u--v-Fl~che aus o0 vielen Bl~ttern, die zu je mehreren in den Yerzweigungs- 

stellen der U--v-Fl~che zusammenh~ngen. Die Bilder dieser Yerzweigungsstel- 

len in der w--y:Ebene nennt man mehrfache Punkte  oder Kreuzungspunkte; sie 

sind durch die Gleichung 
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(5) 

gekennzeiehnet. 

Ingeborg Ginzel. 

bzw f '  (z) 
f ( ~ )  = o . . f ( ~ ) ~  

~ o  

Bei einer meromorphen Fun]~ion bleibt die Konformit~t auch in den ein- 

fachen Wurzeln und Polen yon f ( z )  bestehen; sie erleidet hingegen in den 

Kreuzung~spunkten, zu denen die mehrfachen Wurzeln und Pole gehSren, eine 

Unterbrechung; die Kreuzungspunlr~e bilden also Singu.larWs der konformen 

Abbildung. 

Nr. 2. ]~an untersucht die konforme Abbilduug einer eindeutigen Funk- 

tion der unbeschr~nkten Urver~nderlichen z, indem man in der x-~y-Ebene 

ein beliebiges Isothermensystem w~hlt und das Bild dieses Isothermensystems in 

der Riemannschen u-v-~l~iche aufsucht, oder indem man umgekehr~ das Bild 

eines willkiirlich gew~hlten Isothermensystems der u--v-Flitche in der x--y-Ebene 

bestimmt. Aus dem Wesen der konformen Abbildung er~bt  es sich, dass das 

Bild eines Isothermensystems wieder ein solches System is~. 
Wir w:&hlen hier den zweiten Weg, gehen also yon einem Isothermen- 

system in der u--v-Fl~che aus. Als besonders kennzeichnende Isothermensysteme 

bieten sich die Systeme 

S w=@ 

(A) 
(B) 

das or~hogonale Parallelennetz in der u--v-Fl~che, und 

{ ! R w = u ~ p  

(~') ~ w =  v = q ,  



( B )  

oder 

(B*) 

Die konforme Abbildung durch die Gammafunktion. 

] ~ lg w ---- 2I- lg (u'* + t' ~) = P  

;5 l g  w = a r e t a n  - -  = 6, 
$r 

I~vl:= e ' =  e / 
v = t a n  0 = ,l. / w=Qei", 

das ~Kreis-Strahlennetz~ in der u--v-Fl~che dar; beides durehg~ngig fiir alle 

Bl:,t~ter der u--v-Fl~che verstanden. Dabei sind i~, q; P,  6; Q, ~ reelle Zahlen. 

Wir nennen das Bild des Parallelennetzes (A) der u--v-FIKche in der x- -y-  

Ebene kurz das Parallele~netz yon f ,  das Bild des Kreis-Strahlen-Netzes (B) der 

u--v-FFs in der x--y-Ebene das H6hen-Stromlinien-2u yon f ,  indem wit die 

Kurven 

I w [ ---- r als HShenlinien 
[e, konst.] 

v =  A als Stromlinien 

bezeichnen. Wir werden in der Folge unter der Parallelen vom Parameter p, 

der Parallelen yore Parameter q, der HShenlinie yore Parameter  Q und der Strom- 

linie vom Parameter Z die ]~Ienge aller Punkte  verstehen, fiir die der Parameter 

ein- und denselben Wer t  hat, ohne Riieksicht darauf, ob diese ]~Ienge aus ge- 

~renntenl Zweigen besteht. 

•r. 3. Es ist yon entseheidender Wichtigkeit, dass die Kurven 

(6) v = o ,  u = o  
I v ~ o ~reelle Linien* 

~u = o ~imag.in~re Linien, 

des Parallelennetzes (A) in die Stromlinien des Netzes (B) eingebettet sind; denn 

w~.hlt man 

~$7g 
(6*) 6 = -~ 

so wird 

(n ganze rationale Zahl), 

fiir gerades n 

ungerades n 

t a n 6 ~ o ,  a l s o  v ~ o  

tan6-~- ~ ,  also st-~ o .  
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GehSren die K_reuzungspunkte den reeUen und den imagin~ren Linien an, 

so bilden diese Linien das Mi~el  zu einer Beschreibung der Abbildung durch 
f(z) in: Grossen; sie zerlegen die x--y-Ebene in Gebiete, die je einen Quadranten 

eines Blattes der u--v-Fl~ehe abbilden. Sind welter die Kreuzungspunlrte s~nt- 

lich reell, so zerlegen die reeUen Linien fiir sich allein die x--y-Ebene in 

Grundgebiete yon zweierlei Art, die entweder die obere (o < v) oder die untere 

Halbebene (v < o) eines Blattes der u--v-Fl:&che abbilden. In  diesem Fal]e ge- 

langt man, wenn man aus einem Grundgebiete erster Art  kommencl die beran- 

dende reelle Linie (v=o) iibersehrei~et, wegen des Vorzeichenwechsels yon v in 

ein Gebie~ zweiter Art. Man kann dann je zwei benachbar~e Grundgebiete zu 

einem Fundamentalbereich oder Urgebiet zusammenfassen, sodass das Bild des 

Urgebietes ein Blatt der u--v-Fliiche lieferk In  einem Urgebiet nit-mr also die 

Funk~ion jeden nicht reellen Wer t  ein- und nur  einmal an. Durch eine geeig- 

nete Wahl geling~ eine liickenlose Einteilung der x--y-Ebene in Urgebiete derart, 

dass jedem Blatte der u--~'-Fl~che ein-eindeutig ein Urgebiet entspricht; auch 

die Zuordnung des Randes kann in eindeutiger Weise vollzogen werden. 

Das Netz der HShen- und Stromlinien einer meromorphen Funktion in der 

x--y-Ebene zeig~ folgende allgemeine Eigenschaften: 

Dutch jede Wurzel und jeden Pol yon f(z)  laufen s:&mtliche Strromlinien 
(--r162 =< Z=< ~). 

Die HShenlinien hingegen umkreisen jede Wurzel und jeden Pol; in den 

Wurzeln uncl Polen arden sie in Punkte  aus (#-~o, ~) .  

Durch jeden anderen Punk~ geh~ genau eine HShenlinie und eine Strom- 
linie, und z war geht jede dieser Linien dureh einen einfachen Punk~ einfach, . 

dutch einen mehrfachen dagegen so oft, wie die Ordnung der u an~bt .  

Sind die Kreuzungspunkte wie bei der F-Funktion ss reell, so ls 

auch das Paralle!ensystem die Kreuzungspunkte klar hervorbre~en; hier geht die 

Linie v = o  mehrfach durch einen Kreuzungspunk~ hindurch, einfach hingegen 

durch alle einfachen Wurzeln und Pole. 

Nr. 4. Wenn das S~udinm der Abbildung einer meromorphen Funk~on 

im Grossen (bei reellen K_reuzungspunkten) auf die Ermit.tlung der reeUen und 

imagin~ren IAnien hinausl~iuf~, so wird hierfiir die numerisch-geometrische Dar-" 

s~ellung vollende~ sein, wenn durch Berechnung und Zeichnung der Yerlauf 

dieser Linien hinreichend genau festgeleg~ isk 
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Wi t  wollen uns aber nicht mit der Ermi~lung endlich vieler Punkte dieser 

Linien begmiigen, sondern wollen verlangen, dass der Verlauf dieser Linien 

I.) auch in beliebig naher Umgebung des ~ fernen Punktes hinreichend 

genau festgelegt wird, und dass 

2.) der Kriimmuugssinn der Linien in jedem ihrer Punkte ermittel~ wird. 

So gelangen wit zu den Problemen des asymptotischen u und der 

Krllmmung der reellen und der imagin~ren Linien. 

Was die F-Funk~ion anlangt, so ist das erste dieser Probleme aufs engste 

mit  der numerischen Ermittlung der Kurvenpunk~e verbunden, sodass es in der .  

nachfolgenden Untersuchung zugleich mi~ dem der Punktermitt lung behandelt 

wird. 

Das Kriimmungsproblem hingegen erheischt besondere analytische Hilfs- 

mittel, die wir den Mitteilungen des Herrn  P. E. BShmer verdanken." Die B5h- 

merschen Untersuchungen sind bisher noch nicht verSffentlicht worden und mSgen 

daher im Folgenden, soweit" es die Ziele dieser Arbeit anlang~, wiedergegeben 

werden. 

w 2. Das Kriimmungsproblem. 

Das erste Problem, das wir uns stellen, besteht in der Ermittlung der Kriim- 

mung der 

! Parallelen >> 

die dutch eine bestimmt gewi~hlte Stelle Zo der x--y-Ebene laufen. Wir  setzen 

z = z o  + ~, 
dann ist 

f(Zo + r + ~) - - P - -  q i 

eine analytische Funk~ion yon ~, die 

I.) in ~ = o  eine Wurzel  hat  
uncl 

2.) auf der Kurve v-~q reell, 

auf der Kurve u = ~  rein imagin~r ist. 

Hiernach ist aber mit Riicksicht auf Nr. 2 klar, dass die Kurven u - -p -~o  und 

v - - g = o  in  das S~r0mliniensystem der Funl~ion 
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f ( z ) - - ( p  + qi) 

eingebettet sind, dass daher das Kriimmung~sproblem auf das Kri~mmungsproblem 

in einer Wurzel yon f(z)  zuriickgefiihrt ist. 

Ohne Beschr~nkung der A llgemeinheit diirfen wit  unter Verlegung der 

Stelle in den Ursprung eines neuen Koordinatensystems fiir z 0 Null, fiir ~o+ 

einfach z schreiben. 

Wir  entwickeln die Funktion in eine Potenzreihe nach z yon der Gestal~ 

(7) 

Ist  jetzt 

(s) 

und setzen wir wieder 

I f ( z )  = A l z  + A.z'-  + A s z  s + "" 

oo  

k = l  

[ A x = A  2 . . . . .  A A ~ x = o ,  

[ Ak4=o, 

f ( z ) = u  + v i =  o(eos 0 + i sin O)=oe ~ 

dann sind die Stromlinien durch 

tan 0 =  ~ (~ = constans) 

bestimnlt. Wegen (8) s~ellt aber nach Adjunktion einer k-ten Einheitswurzel die 

k-re VFurzel aus f ( z )  

( ) ~ o, 1 0 0 =Q~ ek 
(9) f ( z )  -i -~- O ~" cos ~ + i sin 

in der Umgebung des Ursprungs eine eindeutige Funk~ion dar, deren Potenzreihe 

(~o) 
mi~ 

( i i )  

beginnt. 

1 

f ( z )  ~ = 2 t ; z  § A:z" + . . .  

1 
1 

.47 --- A~ + o A:  = A~ m+~ 
kA~ 

Die StTomlinien dieser Funk-~ion sind-aber noch (9) durch 

# 
tan ~ = ~* (~* constans) 

bestimmt, sind also mit den Stromlinien yon f ( z )  selbst identisch. 
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I 
Beachtet man weiter, dass die Funktion ] - ~  dasselbe Stromliniensystem 

hat  wie f(z) selbst, so erkennt man, dass das Kriimmungsproblem fiir meromorphe 

Funlrtionen auf die Aufgabe zuriickgefiihrt werden kann: 

Die Kriimmung der Stramlinien in einer einfachen ~Vurzel yon f(z) zu be- 
stimmen. 

Das zweite Kriimmungsproblem verlangt die Ermittlung der Kriimmung der 

Stromlinie und der HShenlinie 

I = . e  

u --~ tan 0 -~ ~,, 

die durch einen beHebigen einfachen Punkt  gehen, der weder Wurzel noch Pol 

yon f(z) ist. 

Die beiden Linien sind jetzt die beiden Linien des Parallelennetzes yon 

lgf(z),  sie sind also in alas S~romliniensystem tier Funl~ion 

l g f ( z  + ~ ) -  l g f ( z )  

eingebettet; hiermit ist aber das zweite Problem vollstgndig auf das erste zu- 

r~ickgefiihr~. 

Die Aufgabe, die Kriimmung tier S~romlinien in einer einfachen Wurzel 

yon f(z) zu bestimmen, kann in iiberraschend einfacher Weise dutch die t~ber- 

legung gelSst werden, dass die Kriimmung nur yon den beiden ersten Ableitun- 

gen der Funktion abh~ngen kann, und class daher jede andere Funl,-tion, die an 

tier Stelle z verschwindet und dor~ in den beiden ersten Ableitungen mi~ f(z) 
iiberein.stimmt, in der Wurzel z .dieselbe Stromlinienkriimmung aufweisen muss. 

Von der Taylorschen En~w{cklung yon f ( z  + ~) an der Nullstelle z 

(I2) f ( z  + ~) ~-f '  (z)r + f ' ' (z)  ~, + . . .  [f,(z) 4 = o] 
2 

ausgehend, w~hlen wir als >>Ersatzfunkfion~ itie linear gebrochene 

= f ( * ) r  

36--30534. Aata mathonat~ca. 56. Imprim6 le 2 janvier 1931. 
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Aus der Gestalt yon f "  ist durch Potenzreihenentwicklung ersichtlich, dass es 

die geforderten Eigenschaften besitzt. 

Unter Einfiihrung yon 

(14.) O(z) - -  ~---~-) 

kann man f* die Form gebeu 

(13) f*(z ~-~) = --  20(z)f'(z).~. 
C - 2  ,o(z) ' 

sie zei~, d..ss 

(I5) z+C-=z+ 2e(z) 

der einzige Pol yon f~  isk Nun fiihrt die durch (13) vermi~telte KreisverwandV 

schaft alle Kreise und Geraden der u- -~Fl~che  in Kreise oder Geraden der 

x , y - E b e n e  tiber, also auch das StrMalensystem der u--v-Fli~che in ein Krels- 

system; die S~romlinien yon f "  sind also Kreise; die gesuchten Kriimmungstrrelse 

der Stroml~n~en yon f sind mi~ den Stromlinien yon jr* identlsch. Da jede 

Stroml~uie durch die Wurzel und den Pol l~uft, gehen also alle Kriimmungs- 

kreise durch den Pol z+2#(z) .  Es liegen somit alle Kriimmungsmi~telpunkte 

auf dem Mittellot der Verbindungsstrecke yon z und z+2#(z) ;  diese Gerade is~ 

niehts anderes als die Bonnetsche Gerade. Die Lage dieser Geraden ist daher 

durch den Paukt  

( i6)  + 

dutch den sie senkrecht zum Yek~or Q(z) aus z hindurchgeht,  eindeu~ig fest- 

gelegk 

Diejenige S~romlinie durch z, die dor~ der Bonnetschen Geraden parallel 

ist, hat  den kleinsten Kriimmungsradius, ni~mHch IQ(z)I, die dazu senlr.rechte 

Stromlinie dagegen einen unendlichen Kriimmungsradius, sie hat  also in z einen 

~rendepunkt, bezw. eiue Stelle mehrpun~iger  (4, 5 . - - )  Beriihrung mit der 

Tangente. (Niiheres s. S .  323 ft.). 

Die analytische Funk~ion Q(z) ist also kennzeichnencl fiir die Kri~mmung 

aller Stroml~uien durch z; inclem wir die lronforme Abbildung des u--v-Gebie~es 

F auf das x--y-Gebiet ~ ins Auge fassen, sprechen wir yon dem Yelrtor Q(x, y), 

der flit die ~Kriimmung der Abbildung~ an der Stelle (x, y) kennzeichnond ist, 

und erblictren in ihm das Mass dieser Kriimmung. 
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13ber eine andere Herleitung der Bonnetsehen Formel vergl, man etwa 

Cess (Vorl. fiber nat. Geometrie, i. Aufl. I9OI, S. I46 ft.). 

Die oben gegebene Ableitung stii~zt sich auf die Tatsache, dass die Kriim- 

mung der Stromlinien yon den Ableitungen drifter und hSherer Ordnung yon 

f(z) unabhiin~g ist, die noch eines strengen Beweises bedarf. Wir  ffihren nach- 

stehend diesen Beweis, indem wir die Formel ffir den Kriimmungsmittelpunkt 

einer Stromlinie auf dem Wege der Rechnung herleiten und bei dieser Gelegen- 

heir auch vorher erwiiJante Tatsachen analytisch beweisen. 

Die aaalytische Funl~ion 

= . ,  

Z = Zo+ ~ 

nehme an der S~elle z o den Wer~ f ( zo )=o  an, und es s e i f '  (z0)4 = o. Dann heis- 

sen die Stromlinien aus Zo, deren Kriimmnag wir suchen: 

(I7) v - -  ~, Z=t~m 0=const .  
U 

Ihre Differentialgleichung lautet also 

v~u--u~v  + [vvu-u~v]y'-----o 
�9 oder 

Y x  ~,-- 'U,x ~) 
y ~ - - ' - -  

V y ~ - - U y V  

Wir 

Riemannschen Gleichungen 

(4*) I , 
[ U y =  --Yx, 

Dana heisst der lqenner yon y' 

ffihren alle Ablei~ungen auf. solche nach x zurfick verm5ge der Cauchy- 

Vyy "-~- - - V x x  ~ -  U:ry. 

U z ~  + V z V .  

I)ividier~ man jetzt Z~hler und Nenner dureh u, so kommt 

Zu~-v~ f'(z) ~ o. (i8) Y' u~+~,v~' 
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Nun ist a b e r  

Setzt man noch 

09) 

dann besa~ (i8) 

oder 

(20) 

, d~  
y = lira - -  = tan ~. 

e=o dE 

V z  

Uz 

arc~an y '  ----- arctan X -- arctan --v--~-~. 
Ux 

Damit ist aber die Winlreltreue der kbbi ldung yon der u--v-Fl~che auf die 

x--y-Ebene in jedem einfachen PunkCe z 0 bewiesen; denn der Satz yon der 

Winkeltrene verlang~ _lim(O--~-)-~q(zo)  , d.h.  eine FunkCion yon zo allein, nnd 

es ~ l t  v~ . . .q(zo)  mit r--*o (die Ableitung einer analytischen Funk~ion ist unab- 
Uz 

h~ngig vom Wege). 

Wir wollen nun den Kriimmungsmittelpunkt ~, ~x der Stromlinie yore 

Parameter ~ bestimmen. AUgemein ist 

( 2 I )  ~Z : ( I  .{_ ~1'2)_~'. . - -  , ' 7 7 " - I  -[- y ' 2  
y,, , 1/~= Y 

Zur Berechnung leiten wir (20) nach ~---~ x ab und erhalten 

t t  

(22) "~/ 
I + y'~ 

D i e  Ausrechnung gibt 

u,: v.~: - -  v . u . .  + (u,: v z , - -  v . u . . )  y '  
2 2 ~z + Vz. 

�9 t 

u~v=,--v~u,= + (u~uz,: + v , :v~)y  . 
2 ~ z  -{" Yz 

P f  

(2~*) Y 
I -b y ' ~  = 

Wir se~zen 

( v , u = - u , v = . ) ( , ,  + ~.v,)-(u,u= + ~ , v = ) ( ~ , , , - v , )  . 

(23) ~A =u~u~+v~v= also (23*) A'- + B ' = ( ~ i  + v~)(.g + vg). 

Dann wird der Z~.hler Z rechter Hand  in (22*) 
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Z "= B(u~: + ~ v~)--A (kU~TV=) = (A v~ +Bu~)--x(au~--Bv~). 
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Wird welter gesetzt 

[ a:=-Av~ + B u ,  
(24) ~ = A , u ~ - - B v , ,  

so wird einfacher Z=a--;~?, 
Jetz$ wird 

(2s) / 5 = 

also (24*) j'a~ +'8~" = (t2"~+v~)(a*+'BS) 
[ = (-~i + vl)'(~= + v'=) 

(24"*) t,~v~+/~u~=(,,i+ v~)A, 

,Pe t ( i + .u ") u _ (u~ + v~) ( v , -  ~. u~), 
y "  a--~.,e 

+ v"  = (u~ + v~)(u~+ ;~v~) 
y" a--~.fl 

Da ~, ~/~ lineare l?nnl~ionen yon Z mi~ gleicher Nennerfunktion sind, l i e ~  der 

Punk~ ~, ~/z auf.einer fes~en (you ~ unabE4n~gen} Geraden; es i.s~ die Bonnetsche 

Gerade. Um die Richtung Z dieser Geraden zu bestimmen, kSnnen wit uns nun 

ein besonders bequemes ~ herausw-~hlen. Wi r  wiihlen 

(~ 

(2 5") z = ~-, 

das den Nenner zu o machO, und erhalten 

~7~ u , + ~ . v .  #u~+eev~ = A 

Somi~ erhiilt die Bonuetsche Gerade die Gleichung 

A(~--f~)+B(~-W)=o 
oder 

(26) A ~ + B y  = C, 

wobei 

C =  -- I " I A = a--,~#[ .B A =u~+v~.  

Dagegen ha~ das aus z o auf die Gerade gef~llte Lot die Gleichung 

B~--A,I=o. 
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Der Loffusspunkt Q hat  also die Koordinaten 

(27) 

Je~zt is~ 

~. (ui + v~)A A 
= A ~ + B  ~" - -  u L + ~ ' ~  

(ul + v~)B B 
~" = A ~. + B ~ = ~ + ~,~," 

A + B i  u , u , ~ + v ~ v ~ = + ( v , u = - - u , v , ~ ) i  
Q=~*+~'i---- , = 

u= + vL~ u= + v~ 

�9 = ( u ~ + v ~ i ) ( u ~ - - v = i )  = . u ~ + v ~ : i  

u.= + v ~  uxz + v~xi 

Damit ist 
_f(z) 

(~s) Q = ~ ( ~ ) - j - ~ )  

und damit zugleich (I4) bewiesen. 

Schliesslich. ergibt sich fiir den KriimmungsmitCelpunk~ 

z +  o~ 

der S~romlinie .yore Parameter ~ der Ausdruck 

mi~ 
Z a + #  

~' ----- a - Z # "  

Er zeig% dass die Punkte #a auf einer Geraden liegen, die dutch z+#(z) hin- 

durchgeht und auf dem Velr~or Q(z) senkrecht steh~. 

Herr  BShmer ha~ in Forffiihrung dieser Untersuchung den Oft der 2. Kriim- 

mungsmittelpunlr~e als Kurve drifter Ordnung yore Geschlecht o festgestellt; 

�9 indessen wird in dieser Arbeit kein Gebrauch davon gemacht werden. 

II. A l l g e m e i n e s  f iber die / ' -Funkt ion .  

w i. Definitionen und Zusammenstellung. 

Die F-Funktion is~ eine meromorphe Funkti0n. Sie wird definier~ dutch 

Funkt iona lg le ichung  
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(29) r(z+ ~)=~r(z), 

Anfangsbedingung 

(30) F(I )  = x 

und Limesg!eichung 

(3~) 
r (~ + .) 
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Aus dieser Definition ergibt sich dureh ~Summation,> die Weiersgrasssche Pro- 

duk~darstellung 

(a2) I -  k~l{'(~) ( I )  -z] * {( ~)e.'-k} 
- -  - k ~  1 

wobei C die Eulersehe Konstante ist. 

Die reziproke F-Funktion is~ also eine ganze L'ranszenden~e Funkgi0n; die 

F-Funk~ion besi~z~ keine endlichen Nulls~ellen. Aus der Darstellung (3 2) kann 

man ablesen, dass sie an den Sgellen o, - - I ,  --2 . . . .  einfache Pole besitz~. 

Jede Funk~ion, die sich durch Differenzengleichung, Limesgleichung (und 

Anfang~sbedingung) definieren ls hat  einen Ergi~nzungssat;z und ein Multi- 

plikationstheorem. Der Erydnzunyssatz laut;et; 

(33) F(z) F( I - - z )  = sin ~z 

und das Mulliplikationstheorem 

(34) 

1 
k _ x H F  z +  . 

Aus dem Mul~iplikations~heorem kann man durch Logari~hmieren und einen 

�9 Grenziibergang zu unendlieh grossem k die Stirlingsche Formel 

(35) 
~ r +  
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gewinnen, wie Herr  BShmer in seinen Vorlesungen fiber Differenzengleichungen 

gezeigt hat. Als Sfirlingsche Formel im engeren Sinne bezeichnet man die. aus 

(35) folgende asymptotische Relat ion 

(3S') r(z) -~ 
I 

Die logarithmische Ablei tung der / ' -Funkfion is~ die Gausssche ~-Funk2ion 

(36) r'(~) 
r (z )  = ~ (~)" 

Man definierr heute die ~-Funkt ion auch selbst~indig durch 3 Apssagen (Diffe- 

renzengleichung, Anfangsbedingung,  Limesgleichung). 

I 

(37) ~,(z+ x ) =~ (z )  + - Z 

(38) ~p(i) = - o 

(39) ~(z  + . ) - l g  . = o .  

Durch Summa~;ion finde~ man 

(4o) W(z)~- - -  0 - -  Z z E r k 
/r 

I +  

Die ~p-Funk~ion besi~zt an den Stellen o, - - I ,  - -~ , . . - .  einfache Pole. Die For- 

meln (37), (38), (39), (40) lassen sich mit  Hilfe der Beziehung (36) aus (29) , (30), 

(3I), (32) gewinnen.. Ebenso kann  man mi~ (35) aus (33) und (34) Erg~uzungs- 
satz und ]Y[ultiplika~ions~heorem der ~p-Funktion herlei~en. Ans (35)folg~ die 

Stirlingsche Formel  

�9 -Funlr~iou rechnet: 

(4~) 

ffir die ~-Funlr~ion, wobei man  das Glied I mit in die 
2 Z  

~(~)=lg  z - . (~ ) ,  Lim,(~)=o.  

Will man aus (4I) eine asymptot~sche Beziehung herleiten, leg~ man besser die 

Stirlingsche Formel 2. Art  
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zugrunde, tSber die S~irlingschen Formeln 2. Art  aueh der F-Ftmktion wird 

noch zu reden sein (S. 297). Aus (40) kann man dutch Differenzieren I~eihen fiir 

lp'(z), lp"(z) usw. ubleiten. Die ~p-Funktion hat  nur reelle einfache Nttllstellen. 

Sie liegen zwischen den Polen mad rficken naeh links in die Pole ein (s. I I I , w  I, 

t[ermite). Ausserdem liegt eine positive Nullstelle bei 1,46... 

Um alle im folgenden nSt.igen Voraussetzungen gleich zusa.mmenzustellen, 

setzen wit hier noch einige Derstellungen fiir .die ~t-Funktion her. Die ent- 

sprechenden Darstellungen ffir die ~-Funktion lassen sich deraus gewinnen. Will 

man niimlich die Stirlingsche Formel zur rechnerischen Behandlung der F-Funk- 

Lion benutzen, muss man vor allem die tt-Funktion kennen. Man hat  demit dns 

Problem keineswegs bloss verschoben, sondern es wesentlich vereinfacht; denn 

die ~t-Funktion dient ffir numerische Probleme wegen ihrer Limeseigenseheft als 

R'orrektur "zur Stir.lingschen Formel. Schon Stifling fend fiir /z(z) die folgende 
esymp~otische Entwicklung 

,.,m-2 Bk 
(42)  = + 

k=2 

Die Reihe ist asymptotisch und pseudokonvergenk d.h. fiir grosse z ngher~ sich 

~:(z) immer mehr geeignet gewghlten Reihenebschnitten, fiir ]edes z l~tss~ sich 

der t~estbetrag unter eine angebbare Schranke bringen, und mit  wachseudem z 

sinkt diese" Sclmmke unter  jede Grenze. Tatsfichlich divergiert je  die l~eihe, dn. 

die Zahlen ~k, die BernottUischen Zehlen, fiber elle Grenzen wachsen. Sie sind 
definiert durch 

I 
N ~--- I, 

~symptotiseh und pseudokon~ergent~e Reihen sind ~.ur numerlsehen Bereehmmg 

wohl geelg, net. Als Restme~orante fiir die ~-l~'unktion hat  man (naeh Nielsen, 

It~ndbueh der Theorie der Gemmefnnldfion S. zo8) 

! I < I , 
(2m--I)2 mlz  p ' ' -~  cos 

(wobei zu be~chten ist, dass Nielsen nur die Bernoullischen Zahlen m~t ger~de m 

Index durchnummerier~ and elle positiv nimmt). 
37--30534. Ac:a mathematica. 5~. Imprim~ ]e 5 janvier 1930. 
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Jede Funktion, die sich in eine fiir o < ~Rz geltende pseudokonvergente 

Potenzreihe entwickeln IRsst, gestat tet  eine Darsf~llung durch eine konvergente 

Fakult~ttenreihe. So is~ es Binet gelungen, die /~-Funk~ion durch Fakul~Rten- 

reihen darzus~ellen. Fiir Irleinere z wird man zur numerischen Berechnung not- 

gedrungen nach diesen Reihen greifen miissen. Wir beniitzen im folgenden ein- 

mal eine FakultE~enreihe fiir /z(z)--/~(2 z)~-).(z) 

| 9! c* 
(43) J~(z+ I ) =  ~_og(g.t - I)-" "(z+a)' 

die Herr  0 ~ o  Roek~sehel  (Diss., Dresden I922, S. 36) als zur numerischen Bereeh'- 

nung besonders geeigne~ empfiehlt. Er hat die ersten zehn e~ berechne~, die wir 

der Rock~tschelschen Arbei~ (S. 37) entnehmen, sowei~ sie fiir unsere Zwecke 

gebrauch~ wurden. 

c:  = +__! c,* = + 4 3  
4t 8! 2 a 

* = --------~ e.* --  + 387 
et 4! ' 9[ 2~ 

--7 e* ~--- + 52787 
e~* ----- 6! 2 s Iol 27 

c* = o e* = + 43654 
Io! 27. 

Indessen handhaben sich die Fakult~.tenreihen reeht unbequem. 

w 2. Al lgemeines  fiber ihre  konforme  Abbi ldung;  die Abhandlung yon Lense .  

Ehe ich nun auf die konforme Abbfldung (lurch die f-Funk~ion eingehe, 

mi~chte ich reich mi~ einer Abhandlung auseinandersetzen, die im November x928 

erschienen ist, als ich mit meiner Arbeit noch nicht fert;ig war; es is~ dies eine 

Abhandlung yon H errn Lense in Miinchen: •ber die konforme Atbbildung d u t c h  

die F-Funktion. 

Herr  Lense ist gewissemassen geraxle yon der anderen Sei~e, nRmHch yon den 

Hifhenlinien her, an das Problem herangegangen. Yon den Sfromlinien gibt er 

nur die reellen Linien (lurch die Kreuzungspunk~e an. Durch Ermt~lung der 

Konvergenzwerte der F-Funktion kann er den Verlauf der Hifhen- und S~om- 
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linien im Grossen angeben. Fiir die Umgebung der Aehse ist die Be~rachtung 

des reellen u der / '-Funktion in erster N~herung ausreichend zum S~u- 

dium der HShenlinien. Geometrische Besonderheiten und vor allem der Verlauf 

der Strromlinien in der Umgebung der Achse interessieren Lense nieht so, da es 

ihm besonders auf die Riemannsche Fl~iche ankommt. ])as Bild in der x--y- 
Ebene, das uns hier die Hauptsacbe ist, interessiert ihn nur mittelbar als Hilfe 

zur Kons~uktion der Riemannschen u--v-Fl~iche. Da die Konvergenzwerte aher 

zum Verstgndnis des Bildes in der x--y-Ebene in der Umgebung des o0 fernen 

Punktes wesentlich beitragen, will ich hier fiber die diesbzgl. Lenseschen Ergeb- 

nisse referieren. 
Unter den Konvergenzwerten versteht man die Werte, denen die Funktion 

bei bes~immter /knnKherung an den wesenflich singuliiren Punkt  ~ zustrebt. 

Es sei 

In allen 

Aehse, ist 

r ( ~ ) = w ( , ) = , ,  + vi=eeo', .~=,.e,". 

Winkelr:s der reehten Halbebene, aussehliesslieh der imaginiLren 

I 
lira = o, 

= - ~  I f(---)l 

in allen Winkelr:&umen der linken Halbebene, ausschliesslich der reellen und ein- 

schliesslich der imagin:&ren Achse, is~ 

lira I r ( ~ ) l  = o. 

In  allen Winkelr~umen der - -  
oberen 

unt~ren 
Halbebene, ausschliesslich der reellen Achse, ist 

lira 8 =  .+_ ~c. 

sind ge~rennt zu untersuchen. 

dann gil~. 

Die Konvergenzwerte yon F(z) auf Wegen, ffir die 

limg= +_~, 

Hierbei sind mehrere Fiille zu unterscheiden. 

lira I r Cz) l = o. 

Ist 
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Weiter sind noch folgende F~ille denkbar: Es ~ b t  eine Folge, fiir die 

l i r a  I : / I  = o .  

Ist gleichzeitig l im]yl~= o, so kommt  die l~unktion immer wieder in Oebiete 

mit dem Konvergenzwerte Null, es kommt also kein anderer Wert  in Frage. 

Ist  dagegen auch lim l y l ~  o, so kommt der Weg in beliebige N~the der nega- 

riven reellen Achse, so dass iiberhaupt kein Konvergenzwert auftreten kann. 

Denn auf der negativen reellen Achse kann die l '-Funktion keinem Grenzwerte 

zustreben, weil sie in den Punkten  o , - - I ,  . . .  den Wert  oo annimmt und da- 

zwischen wegen (29) bei entsprechend grosser Entfernung yore Nullpunkt dem 

Werte o beliebig nahe kommt. 

Es ergeben sich sonach nur  o und oo als Konvergenzwerte. Aus diesen 

Werten ergibt sich die Richtung der Stromlinien 0~konst .  und der HShenlinien 

Q=konst. im Unendlichen. Da die HShenlinien um die Pole yon denen dutch 

die Kreuzungspunkte abgeschniirt werden, kommt nur l im [F(z) l - - - -o  in Frage. 
Z ~ a 0  

Da sie ausserdem nach rechts hinausgehen, muss sich die Gesamthei~ der ins 

Unendliche verlaufenden HShenlinien senkrecht stellen. Entsprechend mfissen 

sich die Stromlinien horizontal einstellen, und zwar tun das in der oberen und 

der unteren I-Ialbebene die Linien positiven und negativen Winkels. Die Kon- 

vergenzgleichung beriicksichtigt die Zusammenhangsverh~ltnisse der Urbereiche 

nicht, deshalb konnte iiberhaupt nur  die Trennung in obere und untere Halbebene 

erfolgen. Tats~.chlich liegen die Urbereiche einmal mit der oberen, einmal mit 

der unteren J~albebene oben (s. S. 278 ). 

Die gegenseitige Lage der HSheniinien in der Umgebung der reellen Achse 

ist aus dem reellen Verlauf der F-Funktion bestimmt. Herr Hayashi 1 gibt fol- 

wobei unter z,  immer die Nullstellen der W-Funk~ion zu vet- 

Z o =  x,46, 63~ I ' ( z o ) =  0,885 6o3~ 

z~=--O,~o~ / ' ( z , ) - -  - -  3,~- 6~, 

z2=--I,sTs F(z2)= 2,3o~ 4xo 

z~=--2 ,~ , ,  r ( z ~ ) = - - o , ~ . . ~  

z ~ = - -  3,6~s .F (z~)--  o,~4~ ,=.. 

gende Wer~e an, 

stehen sind. 

Keiichi Hayashi, Sieben- und mehrstellige Tafeln der Kreis- l~nd Hyperbelfunktionen und 
~ e r e n  Produkte sowie der G a m m a f u n k t i o n .  
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Ein Ubersehneiden der HShenlinien ist nur in den Kreuzungspnnkten (daher der 

~l~v 0(~, v) 
Name) msglich, da dort mit ~-z = o die Funktionaldeterminante O(x,y)  unbe- 

stimmt wird. Das Bild best:.i.tigt die allgemeine Bemerkung, dass die reellen 

Extrema im Komplexen erheblich an Bedeutung verlieren. Im Reellen bedeuten 

sie Gipfel oder T:Aler. Denk~ man sich aber die Betr~ge als Erhebungen fiber 

der komplexen Ebene, so bilden auch die Betragskurven, die yon den Extrem- 

wer~en ausgehen, FlShenlinien, die am Abhang hinlaufen. Wenn man das Bild 

weiterspinnt und die Pole als allerdings unendlieh hohe Berge deute~, so ergibt 

sich ffir unser spezielles Bild folgendes: Zwischen Zo und z~ haben wir einen 

ganzen Gebirgsstock mit 4 Einzelgipfeln in o, - - I ,  --2,  --3 u n d 5  P:,issen 

z0, . . .z~,  w:,thrend weiterhin nur noch einsame Gipfel in --4,  - - 5 , - - .  auftreten, 

zwischen denen immer tiefere Passe in zs, zs . . . .  Hegen. Das Gesamtgebirge l~uft 

bis zur asympto~ischen HShe o (]~eeresspiegel) ans. 

In  der Zusammenfassung der Grundgebiete zu Fundamentalbereiehen ist eine 

gewisse Willkfir mSglich. Wir fassen so zusammen, dass die positive Achse yon 

z o ab in einem dreizipfligen Gebiet liege. Die zugehSrige Riemannsche Fl~iche 

siehe bei Lense. Wir geben durch Anlegen und Vorzeichen die Halbebenen in 

unserer schematischen Figur I, durch Pfeile ihren posi~iven Umlaufssinn an. 

I 
Die Figur soll fiir /~(z) selbst, nicht wie bei Lense ffir ~.-~z i gelten. Die Be- 

zeiehnungsweise stimm~ im iibrigen in Zeichnung I mit Zeichnung IX fiberein. 

IIl. Die analytischen Grundlagen der Rechnung. 

Das Bild der Stromlinien und ttShenlinien der F-Funktion genau festzu- 

legen, war meine Hauptaufgabe. Dem im ersten Teil entwickelten Programm 

entspreehend sollten auch die geometrisehen Eigenschaften tier Figur fes~gestellt 

werden. Als einfachste Darstellung der F-Funk~ion lernten wir die Stirlingsehe 

Formel (35) kennen, die wir als H a n p t f o r m e l d e r  Reehnung benfitzen werden. 

Der Geltungsbereich dieser Formel ist nieht die ganze Ebene. Es maehten sich 

deshalb ffir Teilbereiehe andere Formeln oder Yerbesserungen nStig. Diese zogen 

Absehiitzungen nach sieh. Fiir die Berechm~ng der geometrisehen Eigenschaften 

mussten wieder andere Beziehungen hergeleitet werden, so dass tier ganze For- 

melapparat im Laufe der Zeit sehr umfangreich geworden ist. Ich werde des- 

halb in einem ers~en Teil die Hauptformeln ableiten und einen zweiten Teil 
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iiber die praktische Ausfiihrung folgen lassen. In diesem zweiten Teil sollen 

Yerbesserungen und Absch~tzungen ihren Platz finden. Am Schluss werden die 

Ergebnisse tabellarisch zusammengestellt. -~- Es w~re natiirlich f i i r  bloss zeich- 

nerische Zwecke garnicht n~tig gewesen, eine so gTOSSe Anzahl yon Werten 

(etwa zoo) mit so grosset Genauigkeit (6 Stel len)zu be rechnen . .D ie  TabeUen 

wollen als ein Vorstoss in das ziemlich unbekannte Land der numerischen Werte  

der T-Funktion fiir komplexes Arg~zment aufgefasst sein. (Herr Rockt~schel 

macht den ersten Vorstoss, vor ibm ist erst ein einziger Wef t  (Gauss) b'ekannt.) 

Sehr dicht ist das Hetz j~. nicht, abet  mit  den you Herrn Rockt~ischel ausgearbei- 

teten ~Iethoden ist es m~glich, Zwischenwer~e zu berechnen. 

w i. Die Nullstel len der ~-Funktion.  

Da hn folgenden das Bild der Stromlinien und B~henlinien der r-~unktion 

im Quadrat mit der Seite 2o berechnet werden soil, miissen wit  die Anzahl der 

schon berechneten NullsteUen der ~-Fuuktion noch urn einige vermehren. Herr  

BShmer hat im Anschluss an den Hermiteschen Satz iiber die Hu]].qtellen der 

~-Funktion zwei Berechnungsmethoden ausgearbeitet. Der Hermitesche Satz 

heisst: ~p(z) hat im Intervall - - ~ z < z < - - , n + I  eine und nu t  eine Nulls~eUe, die 

I 
sich mit waehsendem ~ dem Wer t  z , , = - - n  + n~hert. Es gilt also lg ( . -  i) 
zun~.chst 

(44) ~ ( z , ) = o ,  - - ~ < z , ~ < - - n + i  (n pos. ganze Zahl). 

F~ir die Berechnung teilen wir die Nullstellen ein in solche, die im ]n~ervall 

I" I 
- -n  + . . . . .  n + - . liegen, und solche, die zwischen - - n  . . . .  ~z + I Hegen. 

4 ~ 4 
Gleichzeitlg beweisen wir, dass weiter rechts keine Nullstellen vorhanden sind, 

dass sich also (44) zu 

.(44*) = o, - .  < < - , ,  + ! 
2 

versch~rfen l~isst. 

Fiir das erste IntervaU setzen wlr 

(45) z . = - - q 2  ~- I I - - - ~ I n ,  O < ~ n < - - "  
2 4 
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Dann  heisst der Erg~nzungssatz 

(33') ) I " I - -  ~ , :  - - n  :re:, 
2 2 

also wegen (44) 

(46) o=%0 n + - ' +  ~, - - ~ t a n ~ , , ~ .  2 

Fiir n _>---2 ist wegen des positiven Vorzeichens des linken Ausdrucks in (46)klar, 

dass o < U, < I i s t .  Fiir n ~  I sieh~ man  es aus der F igur  sofort  ein, da fiir n - - I  
2 

in ~ = o  der Differentialquo~ien~-des l inken Ausdrucks 

--  2 4 ~ -  0~9348~ 

ist, der des rechten Ausdrucks aber 

~o ~- 9,8696 . . ", 

also mehr als Iomal so gross ist. Dami t  is~ aber (44*)bewiesen. Aus (46) 

folgt  nach der Stirlingschen Formel  2. Ar t  (4I*) 

(47) 

[TgtaIl~,:Tc=~) ,l --[- I --[- ~n = lg  (,2 "["~n) "[-Y(~l~"b ~t , )--  2 Y(2"l~ "b 2 ~n) ) . 

]~ran bestimmt ers~ 

dann  
tan Foz _~_ lg ~1, 

tan ~' ~ = lg ~ + lg ( I  
\ 

und  zieh~ dann noch die ~-Funktion heran. 

Fiir  das zweite Interval1 setzen wir 

(48) z , , = - - n  + ~,,, o < ~,, < I_. 
4 

Je tz t  l iefert der Erg~nzungssatz 
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(33') 

also wegen (44) 

[ ~ cot ~,, 
(49) J / 
Man bestimmt zuersg ~ aus 

dann aus 

ingeborg Ginzel. 

~v(-~, + ~,,)=~(~ +,~ - -~ , , ) -~  cot ( ~ , , - . ) . ,  - 

~ = ~ p ( I §  2 + n - - ~ , ,  -~ lg  + n  + l g  x 2 n + I  

2 ~,, 
~' \ 2  2 J~ + I --~,, 

2 (~o + ~,) 
1~ cot (~o + d l ) ~ = . ~  cot  ~o ~ _ 

d a n n  ~"-- ~t • b--b 77-o2 a u s  

2 n + I --~~ ' 

~c cot (~t + d.~)=lg ( I  + n- -~t - -  d~) �9 

w 2. S t romlin ien  und Hi ihen l in ien .  

Wir gehen jetzt  all die Aufstellung der Formeln zur Bereehnung der Strom- 

linien. Wir legen der Rechnung die Stirlingsche Formel zugrunde 

(35) 

und nennen sie die Stirlingsche Formel I. Art, weil wir ihr eine S.tirlingsche 

Formel 2. Ar~ an die Seite stellen wollen in folgender Gestalt 

(35*) 

Dass diese Formel ohne die #-Korrektur eine bessere bTiiherung darstellen muss 

als (35'), sieht man schon daraus, dass aus dem Raabeschen Spannenintegral 

(t~bergang yon 34 zu 35) 

1 

f ig F ( z +  u) 

0 

du  -~- I l g  2 ~ + z l g z - - z  
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eben diese N~herung fliesst. Man kann (35*) aus (35) gewinnen. Man schreibt 

dazu (35) fiir das Argument az  und zieht diese Formel yon (35) ab. Auf die 

I)ifferenz wendet man das Multiplikationstheorem (34) an. 

Die Formel (35*) ist sehon seit Gauss bekanng, aber wenig beaehtet worden. 

Erst  Herr BShmer hat sie neu hergeleitet und ihre Bedeutung fiir alle nume- 

rischen Probleme bemerkt. Denn u(z)--p(2z)n~hert sieh, wie Herr  Roekt~tsehel zeigt, 

mit  wachsendem Arglament dem Wer t  - - / z .  Er wag~ die Vorteile beider For- 
2 

meln [(35) und (35*)] sorgf~l~ig gegeneinander ab und kommt zu dem Resultat: 

�9 Beriieksichtigt man bei der Ermitt lung yon lg F(z) kein Glied des Restes, so 

ist eutschieden die verbesserte Stirlingsche l~ormel der eigeutlichen Stlrlingschen 

Formel vorzuziehen. Wird hingegen das erste Glied der Resffunk~ion beriick- 

sichtig~, so ist es ganz gleich, welehe Formel, ob die Stirlingsche Formel oder 

ihre Verbesserung zur Ermittlung yon lg / ' (z )  beniitzt wird, da der Vor~eil der 

um wenig kleineren Koeffizienten in ~(z)=lz(z--~)--~(2z--I) gegenfiber den- 

I 
jenigeu in /~(z) durch das um - verkleinerte Argument ann~hernd wieder ausge- 

2 

glichen wird~. Wir werden im folgenden das erste Glied der Restfunktion be- 

riicksichtigen. Da beide Darstellungen dann annKhernd gleichwer~ig sind, werden 

wir sie beide beniitzen, und zwar die erste auf den Geraden x ~---o (rood I), die 

I andere auf den Get ,  den x ~ - -  (rood I). Da wit reelle und imagin~re Linien 
2 

erhalten wollen, miissen wit  nach (6*) dem Arkus der /'-Funkgion die Werte 

k__~z erteilen, haben also die Stirlingsche Formel in Real- und Imugin~r~eil zu zer- 
2 

legen. Wir  erhalten so das Formelpanr 

(5o) x -  aretan -y+.  (z) - x 2 

( I ) .~ y,)+xarctanYy_~{,u(z)__.t~(ez])_~ k~ (5 ~ ) ~ l g r  x+2 + yi = - 2 1 g ( x " +  x -- '2 

Ffir die Restfunk~ionen lauten die asymptotischen Entwieklungen: 

(42) 

38--30534. 

@(e)= I I I 
I 2 Z  3 6 o z  ~ q- I 2 ~ O Z  ---~ q- "'" 

t 7 + 3I 
P'(z)--t~(2Z)--24Z 8" 360z s 32 .  ~26OZ s 

Ae~ ra~ematic~. 56. Imprim6 le 5 janvier 1@31. 

+ ---, 
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also 
Y + (3 x"--Yi)Y 

~ ( z )  = ~2 (z '+  y') 36o(z ~ + y ' ) ' -  + '  

,',,, ( ~ ) - z ( 2  ~)) = 
2 

Y -L 7 ( 3 x - - Y ) Y  
2 4 ( X " + y  ~) ' 8 -  360(X'~-I-yZ) n - 5 - ' ' ' "  

Mit dieser Korrektur belasten wir unsere Formel nicht, wir beriicksichtigen sie 

im logarit.hmischen Tell, setzen also 

Y Y ( x t +  y") Y , a = x 2  bzw.  - - 2 4 .  (5 I) ' l g  (X "~ "{- y ' -I-  (~) = ~'- lg  a(x'-~- y~') 

Entwickeln naeh 0 liefert in ers~er N';i.herung Q = - - -  
2 

, also fiir die erste Formel a 

und ffir die zweite 

I Q = - - ~ )  

I 

12 

Wit legen also der Rechnung das ~'ormelsystem 

{ (52) 

(52*) 

zugrunde. 

" -  a r c F ( x 4 - y i ) = 2 1 g  x " + y ' ~ - -  + x - -  a r c t anx  y k~2 

Aus (52*) kann man fiir die Kurve mit dem Parameter k = o  eine explizite 

Gleichung in Polarkoordinaten r und ~0 ableit.en 

, (  ,) lg r 2 + ~ z  = I - - ~ c ~ 1 7 6  

Sie schmiegt sich der Kurve in unserer Figur sehr gut an. 

Hat  man die reellen und imagin~.ren Linien im ersten Quadranten berech- 

net., so beherrscht, man damit das ganze Kurvenbild. Symme~rie zur reellen 

Achse ist natiirlich vorhanden. ]Kan beherrscht abet auch den 2. Quadranben. 

Schou im I. Quadranten ist die Berechnung der y-Werte auf der Geraden x - - I  

entbehrlich. Sie ergeben sich aus den Werten auf x-~--o. Denn wegen (29) ist 
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iy r (y i )=r (x  +yi) 

arc r (I + y / )  ---~ arc F (Y i) + _z. 2 

Die LSsungen der Gleichungen arcF~t i )  k ~  (k=O, I, .) sind LSsungen der 

k~ (k=, ,  2, .). Gleichungen arc F(I  + yi) = --2- . .  

Die Funktionalgleichung (29) fiihrt nun ebenso in den 2. Quadranteu. Sie 

liefert 

F(2--]c+yi) riIo ~? "~-\2k--llI - r--]c-~-yi). = F(I -F ]~-~-~i). 

Nun ist abet 

2~ ( ) k--l[ [2(i.__k)~r.i]2 ] t_ + , ' -k+v i  = ( - ~ ) * I I  v" + 
r=o \ 2  r=o " 4 

also 

(53) l g l "  - - k + y i  + k = i + z . ~ l g  y ~ +  = l g l "  + k + y i  
4 

r = 0  

Und fiir die Geraden x ~--o (rood I) gilt 

2k 
c ( -~  § (~-k + v i ) = r 0  + k + v i )  

r = 0  

also 

(54) 

2k k--1 

H (F--~-F,Yi)=(--I) ~ I I  [(r--k)~-FY-~] " yi, 
r = 0  r"~0 

k--1 i:~ 
lg r ( - k  + vi) + ~ i  + ~ 1~ [(,--~1' + v'] + l g v + - -  = l e r ( i  + ~ + ~ 0 2 r=0 

(54") 
~rg 

arc F ( - - k  + y i )  +(2 k +  I )~  ~- arc r ( I  + k + y i  ). 

t 
Symmetrieachse der Zeichnung ist x ~ - -  2 
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Aus (53) und (54) sieht ran.n, dass man aus den Gera~len z --  o (rood I) und 

I z------- (rood I) yon einem Renlteil des Logarithmus der F-Funktion zum andern 
2 

dureh eine endliehe Anzahl yon Log~i thmen  rationaler Ausdriicke in y iiber- 

gehen kann. 

Auf diesen Geraden kann man den Realteil des Logarithmus der T-Funk- 

tion iiberhaupt exakt angeben, hat also fiir das Netz der H~henlinien die Stir- 

lingsche Formel garnicht n~tig. Der Erg~,~nzungssatz (33) liefert 

I(: )[ '  lg 1" + y i  = ~ l g ~ - - - ~ - l g  

Dann kann man mit der FunktionMgleiehung (~-9) weitergehen 

Das l~isst sich naeh beiden Seiten for~setzen. 

enthalten. Diese Ausdriicke sind nun gleich - -  

~lg re- -  ~lg ~lg + y-" - 

Die allgemeine Formel ist in (53) 

kz~ 
zu setzen; denn wir wollen ein 

2 

Quadratnetz abbilden, k u f  den Geraden z - ~  o (mod I) kommt man ganz ~an- 

Hch zum Ziele. (29) und (33) liefern 

r = - -  
--z s in  =z 

l ' ~ i )  F ( - - g i )  - -  g ~in  ~y  

( 5 6 )  
I I I , 

Dann kann man wieder mit (29) weitergehen. Die allgemeine Formel ist in (54) 

enthal~en. 

S. 279 ~ u r d e d i e  Forderung erhoben, fiir reelle und imagin~ire Linien den 

asymptmtisehen Verlauf und die Kriimmung~seigenschaften festzulegen. ]3as erste 

dieser Probleme aber haben wir schon geliSst; denn wir legten der Rechnung 
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die asymptotische S~irMngsche Formel zugrunde, eine Formel, die gerade um so 

genauer gil~, je mehr wir uns deln oo fernen Punkt  niihern. Eine Diskussion 

der Kurven nach dieser Formel liefert die schon S. 292 festges~ellten Ergebnisse. 

w 3. Kriilnmungen in Kreuzungspunkten und Polen. 

Das Ne~z mi~ der Masehenbreite -~ lieg~ je~zt vor. Um es zu Kurven zu- 
2 

sammenzuschliessen, miissen wir die geometrischen Eigenschaften des Bildes un- 

~ersuchen. Es soll sich zun~chst um die Kriimmung unserer Kurven in ausge- 

zeichne~en Punk~en handeln. Wir beschr~nken uns dabei auf die Kriimmung 

der Stromlinien in den Kreuzungspunkten und Polen; denn die Sehnit~puukte 

der HShenlinien unseres Ne~zes mi~ der Achse haben keinerlei Bedeutung fQr 
die Abbildung. 

Der Krfimmungsradius" der rein imaginiiren 0der der reellen Linie in ihrem 

Schni~punk~ mit der Achse ist der invariante Kriimmungsvektor Q(z) in diesem 

Schnittpunkt. Denn da die F-Funlr~ion (und ihre Ableitungen) symmetrisch, d.h. 

im Reellen reell ist, hat  Q ffir reelle ~Ne~e die Rich~ung der reellen Achse, gibt 

also die Krfimmung derjenigen unter den Bfischelkurven an, die die reelle Achse 

senkrecht schneider. Diese Eigenschaft aber haben wieder aus Symmetriegriin- 

den die rein imagin~re und die reelle LiMe. 

Das Bild der Stromlinien und HShenlinien iinder~ sich nicht, wenn mau 

I 
start F(z) die ganze transzendente Funk~ion ~ ( z  ) zugrunde legt. Durch Ein- 

fiihrung der reziproken Funk~ion macht man den Pol zur l~u]lstelle (s. S. 28I). 

IWir beginnen also mi~ der Kriimmung der rein ima~n~ren Linien in den Null- 

I 
steUen yon F(z---j" Es liegt das ers~e Kriimmungsproblem vor, und zwar schon 

fiir den SpezialfaU der Kr'dmmung in einer ~rurzel vonf(z).  Die rein imagin~re 

Linie und die reelle Achse'sind in das Biischel der Stromlinien der F-Funk~ion 
selbst eingebe~et. 

I 
Es .ist f(z)~-~-~(z) eine fiberall regul~re Funk~ion, also gilt die iiberaU kon- 

vergente Potenzreihenen~wicklung 

I 

r (Zo + C) = A ~  + A, C + A,C ' + " .  
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Der Kriimmungsvektor heisst 

.4, _ . f  (,~ 
(I4) Q(Z~ = 2 . 4 ;  f"(Zo) 

(57) e(zo) = V/ ~(z,,) {zo)-@(Zo)' 

Zur Berechnung yon (57) ergeben sich zwei Wege. Entweder man ermitt~lt die 

Potenzreihe fiir I und hat  damit A~ und As direkt, oder man bestimmt, 
r {-n + C) 

den Grenzwert yon (57) fiir z= - -n .  Um den Grenzwert zu bestimmen; kann 

man (40) beniitzen und den 

(z + ,2) VJ (z) l i m  , 
,=_,, {e + n)[V~ {z)-V~Cz)-] 

suchen, oder man berechnet ihn mit Hilfe der  Erg~nzungss~tze. 

(333 
~ b t  quadrie~ 

VJ( I - - Z )  - -  V)(- ~') = g COt Z, ;r( 

~ COS "~ ~'2T , " 

s i - '  z = = VJ ( z ) - -  2 ~/(z) V'{ x - z )  + ~ ( ~ - ~ ) - ,  

und 

{33") V)' (z) + ~ ' ( I  --z) --~ sin" z~  

Addition und Zusammenfassen ~ b t  

V)' ( l~ ) - - l ] ){$ ) '=  g ' - - l ~ ' (  I - - ~ ) + l p { I - - Z ) ' P - -  2 1~(I - -g)V)(Z)  

t = ' -  V . , ' ( i - z )  + q . , ( I - e ) '  _ 2 V , ( I - z ) - - -  .A 
e{~) = V-'(~) .~  - 2 D .  

Fiir z=--n bleibt A endlich, B wird unendlich, aber 

D=V.,(,  + n ) = - - C  + ~-+ L + ... + r O + o .  
I 2 

also f o l g ~  

I 
(58) o(-~) - 2 (c-~.~) 

I I I 
~ n - ~ - - + - +  "'" + -  

I 2 ~t 

~0~--- O. 
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Wegen z p ( t + n ) - + l g ( u +  I /  ergibt sich der asymptot;ische Wer~ 
\ 5 ]  

303 

I 
(59) Q(--n)-+ - -  

Aus (58) folgt, dass die rein imagingre Linie des Poles z = o  zuriickgekriimmt 

ist, also in jedem Ast einen Wendepunl~ aufweist. Fiir alle anderen Pole ist 

Q negativ. 

Daz Problem, die Kriimmung tier reellen Linien in den Nullstellen z, der 

~V-Funktion zu bestimmen, kann man verschieden auffassen. Die Stellen z, sind 

I 
weder Wurzeln der Fu.nktion F (z) noch der Funktion F(r----)" Man kann daa Pro- 

blem entweder zum ersten Kriimmungsproblem rechnen, denn die reelle Linie 

gehg durch die Stelle z~ zweimal hindurch, ihre beiden Zweige legen schon das 

Stromlinienbiischel der Funktion f(z,~ + ~)--f(z,,) fest. Oder man kann das Pro- 

blem zmn zweiten Kriimmungsproblem rechnen, also Stromlinie (reelle Linie) 

und HShenlinie durch z~ als Bausteine des Sgromlinienbiischels der Funktion 

lg f ( z ,  + ':)--lgf(z,,) auffassen. 

Die beiden Einbettungsbiischel sind identiseh, weil die Stromlinie (reeUe 

Linie des Logarithmus) hier mit der reellen Linie (reelle Linie der Funk~ion) 

zusammenfitllt, und durch sie daa Biischel schon bestammt i s t . -  In  beiden 

Fgllen aber verschwindet f'(z). Der allgemeine Fall f==f"----- . . . .  fe--l--o; f i  4 = o 

wurde dureh (I I) auf den Spezialfall f 4 = o zuriickgef'dhrk Beachtet man den 

Zusammenhang zwischen (I2) und (14), so ergibt sieh fiir den allgemeinen Fall 

aus (Io) entsprechend .- 

A,* k ( k +  i) 
(14") Q(z) - -  2 A* - -  2 )q*+'~ 

In  unserem Falle ist k=2 ,  also kommt 

3f"(.) 
(14') q(,) = . f . . . ( , )  �9 

Unterstellt man miner spezielles Problem dem erstdn Kriimmungsproblem, 

so hat man zu setzen 
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also 

I 
f ( z ) -~ --f-~) , 

f = _ _ ~ ,  f , =  V/--V)"I, ' f "=--VY'--3~P~P'+v/sF 

]:)ann kommt aus (I4') 

eCz) = 3 ( m ' - ~ ' * )  ,qY'--3 Wq./+ ~ s 
oder wegen V) (z) ----- o 

3 V, ' (z )  (50) Q(Z)-~ ~"(z) ftir z = z . .  

Unterstellt man  da.s Problem dem zweiten Kriimmungsproblem, so hat man 
zu setzen 

f ( z )  : lg F(z) .  

Dann kommt aus (z4') wieder 

(50) r = 3 v:(~) 
~"Cz) 

fiir Z--~z,,. 

Zur Berechnung yon (6o) muss man  den vorhandenen Zahlensto~ heran- 

ziehen. #(Zo) ist direkt zu berechnen. Fiir die neg~ttiven z, wird man die 
Rechnung mit Hilfe der Erg~nzungss~tze auf die rechte Seite der Achse verlegen. 

Dort  ~ l t  dann die Stirlingsche Formel, die uns erlaubt, iiber Q(z,) allgemeine 

Aussagen zu machen. Wi t  verlangen also fiir die folgenden Beta~chtungen 

m > O .  
Die Erg~'~nzungssRtze lauten: 

(33') 

(33") 

V , ( z ) - V , ( z - z )  = - = cot z =  

V"(~) + V / ( z - z )  = 
r 9- 

sin s z I r  
- - - -  = ~ (I + cot' z ~ )  

(33"') cos zz~ :: cot z~(z +cot2 zzd. 
~:"(z)--~"(z --z) 2 ~zs sinS zz r 

Fiir z=z,, ~(z,,)=o erhiflt man aus diesen Gleichungen dutch Elimination yon 

cot zzc die beiden G1eichungen 
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und daraus 

( ~ )  

Aus 

(44*) 

folg-t 

s 

~,'(z.) = ~ :  + ~v{1-z , , )  - , r  ( x - z . )  

~o"(~,,) = - 2 ~ " v ; ( , - z , , ) - 2  ,p(~ - ~ . ) ~ +  . " ( ~  - - - . )  

- z . )  - ~  ( I - . -~) )  
e(z.) = - 3 (~ '+V)(~  ' " . . . . . .  5 r t  2 ~*~3CI --2~.)+ 2 ~3(I --zn) - - ~  ( I  --Zn) 

- -  I 
- - n  .< zn < - - n  + - -  

2 

f l-I-  - < I - - . . ~n  < n - { " l ,  
2 

wobei die Pfeile die Richtung angeben, in der sich der mittlere Ausdruck mit 

waehsendem n bewegt. Dann liefert die Stirlingsche Formel 2. Ar t  (4I*) fiir 

(61) die Grenzbeziehungen 

(62) - -  < O ( z . )  

< - -  
. I 

2 z ' l g n + 2 1 g S n +  

Beide Grenzen sind asymptotisch gleich; die linke fiir gTOSSe n die n~here, die 

rechte die bequemere und fiir kleine n genauere. Asymptotisch gleich mit diesen 

�9 Ausdriicken is~ endlich der mit (59) gut  vergleichbare rohere N~.herungsausdruck 

(63) 0(~,,) -~  3 

Bereits fiir n ~ I  fallen in (62) beide Ziihler positiv aus, also ist stets 

e(~,,) < o [ . =  i ,  2 . . . .  ]. 

Bei Q(zo) musste die Rechnuug entscheiden. Sie ergab, dass auch 

(~0) < o. 
39--30534. Acta mathematica. 56. Imprim6 lo 5 janvier 1931. 
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w 4. Die Umgebung der reellen Achse. 

~achdem das Punktnetz-und die Kriimmungsradien in den SchnittpnnkCen 

mi~ der Achse festliegen, ist das B'ild der Urbereiche zun~chst als gesicher~ an- 

zusehen. Uns interessier~ aber auch die konforme Abbildung selbst, d .h .  die 

Ar~ und Weise, wie die F-Funk~ion das Bild aller Strahlen und Kreise abbildet. 

Aus dem Gesamtbild ergeben sich dana noch besondere Eigenschaften der spe- 

ziellen Stromlinien , n~mlich der reeUen and ima~in~iren Linien.. Die Bilder des 

I 
~ullpunktes der u--v-Ebene sind fiir F(z) die Stellen o, - - I ,  - - 2 , . . . ,  fiir l '(z) 

sind diese Stellen die Bilder des ~ fernen PunkCes Ms des 2. BiischelpunkCes 

in der u--v-Ebene. Es wird nun zu un~ersuchen sein, wie sich die Zwischen- 

str~hlen 

arc 1" (x + y:J ---- )~---~ (k beliebige reelle Zahl) 
2 

und Kreise 

I l = 
2 

(k beliebige reelle Zahl), 

die dutch unser l~etz nicht erfasst werden, in der Umgebung des Ursprungs und 

der nega~iven Achse anordnen. (Ira iibrlgen Gebiet sind die schon vorhandenen 

Kurven schon nahezu parallel, die Kurven fiir beliebiges k sehieben slch einfach 

dazwischen.) Fiir die Bilder der Kreise ~erweise ich auf Lense. Ich habe die 

Kurven, da ieh rechnerisch vorgegangen bin, noch genauer festgeleg~, aber nichts 

prinzipie.ll Neues gefunden. Zum Verst~ndnis verweise ieh wieder auf. die Ta- 

belle der reellen Minimalwer~e (S. 29.2). Es bleibt beim Anblick der Figur aber 

ein Wunsch nach weiteren Zwischenwe~en oder besser nach den geometrischen 

Eigenschaften der Kurven unerfiillt. Diesem Wunsehe soil im folgenden ent- 

sprochen werden. 

Schwieriger als das S~udium der Kreise is~ n~imlich das der S~rahlen. Ihr  

Riehtungssinn is~ schon dureh die aUgemeine Be~rachtung d e r  $. 277 festgeles~. 
k ~  

Jeder  S~rahl miinde~ unter demselben Winkel - -  in den jeweiMgen Pol ein, 
2 

unter  dem sein Bild in den l~ullpunk~ der u--v-Ebene miindet. Diese Tatsache 

ist ein Ausdruck der Konformit~t der Abbildung in jedem Punk~  z und is~ 

S. 284 bewiesen. Ein Punk~ fiir Punk~ genaues Bild der Stromlinien und ttShen- 
. 

linien fiir die Umgebung der negativen reellen ~kehse aufzustellen, is~ aus prak- 
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tisch-reehnerischen Griinden unmSglich. Die Maschenbreite miisste kleiner sein 

als [ .  Wir miissen uns darauf beschr~nken, die geometrischen Eigenschuften 
2 

des Brides festzustellen. Herr  BShmer erkannte, dass zur LSsung dieser redu- 

zierten Auf2~be ein Richtungsfeld viel geeigne~er sei als einzelne Punkte der 

Kurven selbst. Dieses Feld ist d'ann allerdings noch zu Kurven zusammenzu- 

schliessen. Ffir die H5healinien bilden die Linien yon den Nullstellen der 

~p-Funktion aus genfigend Anhalt zur zeichnerischen Orientierung, aber ffir die 

Stromlinien ist fiir jeden Punkt  des Feldes, der eine Richtung tr~g~s, noch das k 

festzustellen, das ihn einer Kurve arcT(x+yi)--k_z  zuweist. 
2 

Das analytische ~quivalent des Richtungsfeldes sind die Differentialgleichun- 

g e n d e r  Stromlinien und H5henlinien. 

Fiir eine analytische Funktion 

gelten die beiden Beziehungen 

(64) 

. f =  u + v i 

I d f  = f ,  

~ V u + V x i .  

Die Kurven v = const haben die Differentialgleichung 

V~ 
tan ~., ~ y '  . . . .  

vy 

oder nach (64) 

V~ 
~ ~ -- a r c t a n -  

v!! 

~ P  
. ~ . f  ~ - - a r c m n ~ j - ~  

Die S~romlinien der F-Funktion sind die Kurven 

(65 ~) .~ ig r(z)  = kon.~t., 

haben also die Differentialgleichung 

I x y i )  ~0(~ + + 
(65 b) ~ = --  arctan 

~ p  ( I + x + yi) 
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Die Kurven u = konst, sind dazu orthogonal, haben also die Differentialgleichung 

(66) ~ 
•(• ) + x + y i  

= ~ -  aretan 

(Das Argument x + I + y i  wurde mit Rficksicht auf die StirMngsche For- 
2 

reel so gew~hlt.) 

(Es genii~, yon jetzt an alle B e ~ c h t u n g e n  fiir die S~romMnien aUein 

durehzufiihren.) 

Da wir die Umgebung der negativen reellen Achse suchen, setzen wir in 

der allgemeingfiltigen Formel "(65 b) - -z  start z ein. 

Der Erg~nzungssatz 

(33') 

liefer~ 

(65 c) #~(* 
\2 

I x 

~ (;  -- , )  -- , (;  ~ , )  ---- -- ~ ~an , ~  

o(~ ) ~5~P + x + y i  - -  
y i )  ~ --  arctan ~ ( i .  ~ ~ ,~,)_ 

cos 2 z x  + ~0f 2 z y  
s in  2 rex 

cos 2 ~ x  + ~o~ 2 ~y 

Fiir die Umgebung der posi~iven reellen Achse aber daf t  die Stirlingsche Formel 

angewendet werdeu. Wir  verwenden sie mit einer Korrektur  

(, ) i 
(4I*) W ~ + z  = l g z + a 4 z , ,  

trennen 

ten eJn 

sie in Realteil und Imagin~rteil und fiihren gleichzeitig Polarkoordina- 

(~ ) cos 2j 
~ p  + x + y i - - - - l g r +  24r~ 

(~ ) ~ 
~ p  + x + y i  ~ q~ 24 r  ~ 



Die konforme Abbi ldung durch  die Gammafunkt ion .  

D a n n  lau~e~ die Differen~ialgleicl~ung de r  S~romlinien,  w e n n  m a n  
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setzt ,  

(67) Q = 

W i r  setzen 

(68) 

~ ~ - -  a r c t a n  Q 

sin 2 r z ~ i l t  2 z.V 

r 2 cos 2 r~x + ~of 2 ~ y  
cos 2 ~ ~ s in 2 z x  

lg  r + 24 r :  cos 2 z x  -{- (~of 2 z% 

Gin 2 ,~y _ _  = U (x, y) 
cos 2 .zx + (~Df 2 ~ y  

= V (x, y). 
sin 2 ~gX 

COS 2 ~X + ~Oi 2 ~ y  

U u n d  V sind bei f e s tem y pe r iod i sch  in x,  bei f e s t em x a s y m p t o t i s c h  i n  y. 

Es  geniig~ also, sie im S t re i fen  

(o~y< 
( f - - - x  (rood i)) 

zu berechnen.  ~ _--_I en t sp r i ch t  e inem P o l  y o n  /'(~). F i i r  y ~= o kSnnen  U und  
2 

V w e g e n  

- - c o s 2 ~ x  ~ I < (~t~f 2 z y  [o < l y l ]  

n i c h t  unend l i ch  "werden. 

Um auch  die anderen  Te rme  in  (57) n a c h  In~erva l len  zu o rdnen ,  setzen wir 

I II<  (69) x = n + ! 2  + ~ -  o_-< ~ - ~  = 2  - 

D a n n  gil~ 

(70) ~ = a r c t a n ' Y - - ~ a r c ~ a n  Y 
x I 

n +  - + ~  
2 

y - ~  
= arc~an Y a r c t a n  

+ y2 

a r c t a n  Y a r c t a n  "Y " ~ 

n + -  n +  + y ' ~  
2 
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Der  absolute GrSsstwert  des Arg, uments  

i s t  (bei festem n) 

A= Y ' ~  

4 n + 2  

Fiir gTSssere n darf  daher  a rc tan  ~t dutch  "~ ersetzt werden.  Das gibt 

(7 I) 9 , = a r c t a n  

Setz~ man noch 

(72) 

so is~ 

y y ' d  
1 ( i): 

~I + - 72 + + !p 
2 2 

arctan . . . . .  ( Y = ~ ,  n + + y~" -~  lt" 
I 

" n - t -  - 
2 

1 
n + - = B cos 

2 .  

y --~ R sin (P, 

(7*) 9' -~ �9 
sin O .  d 

R 

Je tz t  haben wit  analog lg r in den neuen GrSssen auszudriicken 

(72) 

( 
" ~ - R ' (  I - t - (2n+I+~)(])~i  

l g r ~ l g R  + B~ = l g r +  
cos r �9 

R 

In  den Korrekturgl iedern der  Stir l ingsehen Formel  in (67) aber daf t  ohne "Be- 

denken 9, durch ~,  r durch ~ ersetzt  werdeu. Dann  erhalten wi t  fiir gr5ssere 

n die Schlussformel 
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(73) O, ~- 

sin r ( ; )  sin 2 q) ~i l l  2 z~.V 
q) 1~" ~ --  24 R'* rr " cos 2 z ~ +  (~of 2~ry 

cos W t c  ~) cos 2 q) sin 2 ~v~ 
lff R + ---~--- ~s --  + 24R~ 1r cos 2 zr~ + if.of 2z~y 

Fiir  den Kurvenverlauf sind die-Stellen,  wo der Z~hler oder Nenner  verschwin- 

det, besonders wichtig. Der Z~hler verschwindet fiir y = o  identisch, nicht  aber 

i 
sein Quotient durch y. Zu jedem n l~sw slch im ersten t ta lbs t re i fen  o < ~ < -  

�9 2 

ein Yo so angeben, dass der Nenner fiir Yo "< Y nicht  verschwinden kann;  dieses 

Yo n immt  mit  wachsendem u unbeschr~nkt  ab. I m  zweiten ]~albs~reifen z~hlt 

V nach der anderen Seite, verschwindet der Nenner  garnicht  mehr. Bei Be- 

sprechung des numerisch gewonnenen Bildes wird auf  diese allgemeine Bemerkung 

zuriickzugreifen sein. Der Z~hler kann  fiir kleine y verschwinden; denn obwohl 

im allgemeinen ~mt < I, so kann doch der Ausdruck U wegen des cos im Nenner 

~=! in tier Umgebung yon beliebig hohe Wer te  annehmen.  Das bedeutet  dann, 
2 

je nach dem Quaclran~'en, hor izonta le  oder vertikale Tangen~e. Eine allgemeine 

Diskussion der Formel ist wegen der Zus'ammenhangsverh~,iltnisse der Urbereiche 

:,~usserst schwierig. 

Um das Richtungsfeld graphisch zu integrieren,  miissen wir den Wer~ k 

haben, der zu dem best immten Punk~e ~ lg l:(x+:Vi)~ k~r . ~ -  gehSrt. Dann schlies- 

sen sich die Richtungen zu Kurven zusammen, und  wegen der K o n f o r m i ~ t  

miinclet die Kurve unter  eben diesem Winke l  k____z in den Pol  ein. Wir  haben 
2 

also unsere Formeln (52) auf jeden beliebigen P u n k t  in der Umgebung der neg~- 

I 
riven reellen Achse auszudehnen, nicht  nu r  auf  die Puukte  x ~ 0 und x~-- 

2 
(rood I). Der Erg~nzungssatz 

(33) lg / ' (r - -z )  = lg ~- - lg  si- ~ z - l g  F(z) 

l lefert  den Imagin~rteil  

(74) arc F ( ~ - -  z) ~--- --Ylg(x~'+Y~)-[-xarctan~2 x 

2 4 (X "~ "I- :t/-') 
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wenn man gleichzeitig fiir lg F(z) die Stirling~sche Formel mit einer Korrektur 

einsetzt. 

I 
Die Formel (74) geht fiir die Werte  x ~ o  und x~-- -  (rood I) in die For- 

2 

meln (53* und 54*) fiber. 

w 5. Die Wendepunktskurven. 

Es ist auch durch ein noeh so dich~es Netz diskreter Kurven nieht mSglich, 

die geometrischen Eigenschaften der Gesamtheit aller Stromlinien und HShen- 

linieu exal~ zu erkennen. Wi t  suchen deshalb jetzt den Oft der Wendepunk.te 

alier Stromlinien und ebenso die Wendepunktskurve der HShenlinien. Ffir die 

rechte Halbebene ist eine analytische Darstellung dieser Kurven gelungen, ffir 

die linke werden wir uns mit  ihren wichtigsten Eigenschaften begniigen miissen. 

Der Kriimmung~sradius Q einer Kurve f~x, y)~-o ist an der Stelle z, y ge- 

geben durch 

I ~ I I ~  +f~  I; 

Die Kurve der Wendepunlrte ist also 

(75) f, ,~.,~.- 2 . t ' ~ f . A  + A . ~  = o 

und speziell fiir eine harmonische Funk~ion 

(7s*) f =  ~ - ~ ) - 2  f , ~ A A  = o. 

Fiir die Stromlinienschar gilt 

j~ti(x, y) arc I ' (x+yi)  ~n; 
2 

und fiir die Schar der HShenlinien 

Bedenkt man, dass 

(76) 

und dass 

2 ~ ( ~ ,  v) = m lg r ( x +  yi )  - - -  = o. 
2 

I F(x+yi)  
arc r (x  + vi) = ~ l g  r(x-vi) 
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(77) .~ lg F(x + y.i)---- ~ [ig F(x + yi) + lg F(x--y i)], 

ist, dann kommt 

2j<li(x, y) -~ ~. [Ig F(x ~ yi) - - lg  e(x- -y i ) ] - -kz  ~- o 

und 
2 ff-)(x, y) = lg r ( x  + yi) + lg r ( x  - y  i ) - ~  = o. 

Also ~ l t  

I . . 

2~))  -~ ? [~(x + y~ ) -~ (~ -~ j~ ) ] ,  

2~)) ~ [tp(x +yi) + ~p(x--yi)], 

Die Ableitungen yon j~) ergeben sich 

:fi12 = { [ , ' (x  + u i ) - , ' ( ~ - v ~ ) ]  

2./~) ~- [~p'(x~- y ~ + ~ p ' ( x - y i ) l .  

aus den Orthogonalit~tseigensehaften. 

Dann heisst die Wendepunktsbedingung (75*) fiir die Stromlinien 

(78) 1,'(~l(x, y) = 2 i l ~ P ' ( x _ y i  ) ~p(x--yi)'-I o 

und fiir die HShenlinien 

(79) I [~0' (x + y i) ~ (x- -  y i)" + W' (x - -  y i) V? (x + y i) 2] = o. 

Die weitere Diskussion dieser Gleichungen 'machte erhebliche Schwierigkeiten. 

Nach der Anlage der ganzen Arbeit musste es uns besonders auf die Wende- 

punktskurve der Stromlinien ankommen. Herr  BShmer hat  deshalb die Formel 

(78) folgendermassen welter behandelt. Wir  f i ihren zun~chst folgende Bezeich- 

nungen ein 

z ~ x + y i  

~ x - - y i ,  
also 

Die" Darstellung (78) en th~ t  nun noch die ganze reelle Achse. U'm die Sehni~t- 

punkte der Wendepunktskurve mit der reellen Achse zu finden, wird man des- 

halb (78) dutch die reelle Achse, d .h .  durch y dividieren und zur Grenze 

y-~o iibergehen miissen. Wlr setzen deshalb die StrSmungswendekurve in der 

GestaAt 
40--30534.  Acta matheraatlca. 56. Imprim6 le 5 janvier  1931. 
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I (80) o(x, v) = }_~ 

~v' (~) ~ (z)-" I 
r(z)-" i'(~)-" 

~ 0  

~'(~) w(~)" 
r(~)-" r(~)' 

an, die gleichzeitig die Pole herausbringt. 

Da 

(81) ~0'(z) und lp(z) 
r(.-)-" r(~) 

ganze transzendent~ Funktionen sind, und fiir y = o  die Determinaute den Weft  

Null annimmt, ist ~(x, y) im Endlichen iiberM1 endlich. Um die Schni~tpunkte 

mit der reellen Achse, also $(x,  o) zu berechnen, miissen wir (8o) so schreiben, 

dass sich der Grenziibergang zu verschwindendem y ausfiihren l~s~. Wir schreiben 

(8o) ~(x, v) = , ' ( x + v i ) - - , ' ( z - - u i )  ~l,(x-.vi)" 
2 yi Fix + yi)'- r(: ,--  yi) ~ 

_ , p ( x + y i ) - - , p ( x - y i )  [~(x + yi) + ,p(x-y~]] ~0'(x--.v i) 
2 yi  r (x  + tli): r (x-y i ) ' -  

Jetzt  liisst sich der Grenziibergang ausfiihren 

(82) ~(=, o) v/'(x) v/(x)' 2 e'(x)-" v/(x) 
= r(x)' r(z)' 

~(x) , (x )~"(~1-2  ~'(~), 
= rC~} rCx)" 

Die rechte Sei~e ist da~ Produkt  zweier g~nzer trunszendenter Funkgonen yon x. 

Fiir den ersten Faktor ist das in (8I) schon bemerl~ worden; fiir den zweiten 

Faktor  ergib~ sich das aus fo~ende r  Betra~h~ung. 

Von der ganzen tr~uszendenten Funktion 

I 

(83) f(z)-~- F(z) 

ausgehend, erhglt man durch Ableitung yon lg f ( z ) =  - - lg  F(z) na~h z die Gleichungen 

f '  f"  f '  " f "  3f"f ' -+  ~f~ V'. 
] - - - ~ o ,  f f = - ~ ' ,  f f :  f ,  - 
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so sind damit die Sehnittpunkte der Wendepunktslmrve O(x, o ) ~ o  mit der reellen 

Achse in zwei Klassen zerlegt, Die Schnittpunkte erster Klasse sind die be- 

kannten Extremargumente der F-Funktion oder die Nullstellen der ~p-Funktion. 

Dagegen miissen die Schnittpunkte 2. Klasse durch die Untersuchung yon B(x) 

ersg festgestell~ werden. 

Die Schnittpunkte 2. Klasse sind die reellen Wendepunkte der Funktion 
I 

Daraus kann man schon einiges fiber ihre Lage aussagen. ~(x)" 
�9 F i i r  x > z o --: 1,46 . . . ist 

(x) positiv; monoton zunehmend, 

(85) ~ '  (x) positiv; monoton abnehmend, 

~"(x) negativ; monoton abnehmend, 

wie man sich folgendermassen iiberzeugen kann: Aus (4o) folgg 

(82* a) A(x)~ ~p(x) (82* b) .B(x) =~p(x)~''(x)-2~'(x)~ 
r(x) r(~) ~ 

(82) 

mit 
@(x,o) = A ( x ) B ( x )  

wobei ~ die Riemannsehe ~-Funktion ist. 

, (~ )=  - c  

~ " ( I )  = - 2  r 

.,~ f " f ' f - - 2 f " ~ ' f + f " f  '~" 
~ " - - 2  ~p "~-" . . . .  - '~ . . . . . . . . . . .  

D i v i d i e r t  m a n  be iderse i6s  d u r c h  F 3, so  k o m m t  w e g e n  (83) 

~,(z) ~ ,"(z) -2  ~'(z)" . . . . . . . .  
(84) F(z) s = f  ( z ) f ( z ) f ( z ) - - 2 J  ( z ) ' f ( z ) + f  ( z ) f  (z) .  

Da die reehte Seite jetzt eine ganze transzendente Funktion yon z darstellt, rut 

es auch die linke Seite. 

Schreiben wir O(x, o) in der Gestalt 
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Daraus kann man mit Hilfe der Grundwerte 

~ =  0~5772z 56649 

~ 2 =  I:64493 40668 

~ s =  1,2o2o5 69o32 

l g 2  ~0~693z 4 7x8o6 

und der Funktionalgleiehung (37) die kleine naeh beiden Seiten befiebig fort- 

setzbare Tabelle herleiten 

(86) 

m 

I 

2 

I 

2 

2 

e(=) ~'(x) ~"(x) 

--I~9635z 4,93480 --I6,82ss 

~0,57722 1,64493 m 2~4o4zz 

0)03649o 0~9348o ~ 0)82880 

0)42278 0)64493 - -  0,4o4xx. 

Da rechts yon Null alle drei Funktionen stetig und monoton sind, ist die 

Tabelle dort ein Bild des Kurvenverlaufs und veransehaulicht unsere Aussagen 

(85). Aus (85) folg~, dass .B(x) reehts yon z o keine Ntdlstelle haben kann. 

Um uns tiber die Vorzeichea d e r  drei Funk~ionen ~,  ~p' und ~" links yon 

l~ull zu orientieren, ziehen wit  die Erg~.nzungss$tze (33'), (33"), (33'") heran. 

(3Y) ,(x-~) = ,(~) + ~ oot~ 
:7"g 2 

(33") ~ ' ( , - - z )  = --~'(z) + sin. z------~ 

COS Z 
(3Y") ~ " ( ~ - ~ )  = ~/'(~) + 2 ~sin~----~, 

Wegen (85) ergib~ sich aus den Erg~nzungss~tzen ein einmaliger Zeichenwechsel 

der Funktionen ~0 und ~" in jedem Einheitsintervall der Hnken Seite, w~hrend 

~2' nut  ein Schwanken zu verzeichnen hat. Dass es ftir ~0 und ~" zum Zeichen- 

wechsel kommb, liegt daran, dass die cot-Fnnktion starker w~chst als der Loga- 

ri~hmus" oder die Potenz mi~ endlichem Exponenten. ]~an sieht daraus, was ja  

auch bekann~ is~, class die "~-Funl~tion in jedem linken Einheitsintervall einen 

reellen Wendepunk~ besitzt. Genauer gesag~, is~ ~ ( - -x )  auf jeden Fall posi~iv 
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I 
yon --n his - - n - -  (sogar noch dariiber hinaus, die Nullstellen riicken nach 

2 

I 
links), ~ J " ( ' x )  auf jeden Fall negativ yon - - n - -  bis - - n - - I  (sogar schon eher). 

2 

Die Nullstelle yon ~ " ( - x )  wird mit wachsendem x immer mehr yon rechts her 

I 
an -- ~t -- - herangedr~ng~, ohne diesen Punkt  je zu erreichen. Der Wendepunkt 

2 

I . 
der ~-Funktion liegt also zwischen - - n  und - - ~ - -  lm rechten Halbintervall, 

2 

wo ~J auf jeden Tall positiv ist. ! kann in diesem rechten l~albintervall, wenn 

iiberhaupt, nur dort wenden, wo sowohl %0 als auch ~ "  posi t ivist ,  also rechts 

vom Weudepunkt der ~-Funktion. In  diesem Gebiet nimmt ~ "  nach links hin 

monoton ab, ~ '  monoton zu. Wenn die beiden Ausdriicke ~J~" und 2 ~,2 iiberhaupt 

gleich werden, is~ im rechten Halbintervall mit Ausschluss seiner Grenzen ein 

Wendepunkt der Kurve I 
�9 - -  zu verzeichnen. Dass der Zeichenwechsel fiir B(x) 

stattfindet, wird (88) zeigen. 

Links yore Wendepunl~ der ~0-Funk~ion ist die Sachlage folgende: 

~2 is~ monoton, kommt aus dem negativen Unendlichen, geht durch o, wird 

positiv, 

Y/ ist monoton, komm~ aus dem positiven Unendlichen, nimm~ ab, bleibt 

positiv, 

~p" ist monoton, kommt aus dem negativen Unendllchen, nlmm~ ab bis o. 

Also bleibt ~p~p" dauernd unter  2~p'', und wir haben in diesem Gebiet 

keinen Wendepunkt der Funlr~ion _I mehr. Dass der Pol als Wendepunkt nich~ 

in Frage kommt, zeig~ (88 a). 

Die Funl~ion ~ hat  also ffir kleine negative x einen Wendepunk~-links 

I 
yore Pol --n. Er riick~ mit wachsendem x gegen - - n  - - - .  

2 

Jetz~ fehlt noch eine Untersuchung des Gebi'etes zwischen 0 und zo=I,46. . .  

Wir  berechnen uns zu diesem Zwecke t/(0). 

Es gilt nach (83) 

~p f l , ~  ~ ' - -g"  f,,,___ ~P"--3~'~P+~P ~ 
f = Y '  f l -  _r' r ' - r 
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Wird in (84) z = o  gewithlt, so kommt  

B(o)  = f '  (o),/" (o);. 

Diese GrSssen sind zu bestimmen. Die Funkt iona lg le ichung liefert 

~ ( ~ ) =  ~ ( . + , )  i 
z 1 - z ~ p ( z + i )  

f ( '~)  = r (~)  r ( ~ +  ~ ) : .  . . . .  -r(~-~-~) 

f ( o )  = ~, 

und genau so ist zu erhalten 

und somit 
f ' ( o )  = + 2 C 

B(o )  = 2 c .  

Rechts  yon z 0 ist B(x) dauernd negativ (86). Also liegt wenigstens eine Null- 

stelle yon B(x) zwischen o und Zo, wegen der Monotonit i i t  der Funkt ionen ~p~p'" 

und lp'-" kann es nur  eine sein. Durch  Berechmmg yon B ( I ) u n d .  B ( ~ ) n a c h  

(86) engt  man die Grenzen auf  das Int~rvM1 ( o , ~ )  ein. W i r n e n n e n d i e s e N u l l -  

stelle z*, da sie mit  der  Nullstelle I. Klasse z~ zusammengehSrr (Vergl. S. 341.) 

Zur  Berechnung der  weiteren Nullstellen z[. f i ihren wir die Ergiinzungssi~tze 

(33') his (33"') in (82* b) ein una  erhal ten  

s 

I ) ,t 9T 
B ( I - - x )  -= F(i  ---x} i [~0 (x)  "~ (x)  - -  2 lp'(x)' + -.sin .... g x  cos zrx ~0"(x) 

Nun ist 

(33) 

Daher  kommt 

+ - -  
7g 2 

sin ~ z x  
- - - -  cos ~x3o (z )  �9 2 (2 ~0'(x)--rr")+ 2 sina ~ x  

I sin z x / ' ( x )  
r ( . ,  - = )  

(87) B( I - -x )  = | / s i n  ~rx\ s, ,, (si_n~x)-'co s 

+ - - - -  
sin ztx �9 } 

2 (2 ~ ' - ~ ) +  2 cos ~ z ~  rCx) s. 
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WShlt  man x - - o  (mod I) also :z-~J~, sin ~.r..,:=o, cos rr.x----(--I)", so erhiilt man 

(88 a) B(I - - n ) = 2 ( - -  I)" ga(n) s a [o =< hi; 

I I 
fiir x - -  (mod I), also x = n  + -  sin ~rx----(--I)", cos .wx=o, kommt 

(ss (; _,,)= !-. F (;+ (r -, ,,) 
[,~ =- o ( m o a  i)]. 

-&us (88 a) sieht man sofort, dass B(o) und B( - - I )  positiv sind, dass d~.gegen 

B(- -2)  negativ ist und yon da ab bei ganzzahligem n Vorzeichenwechsel stattfindet. 

Es liegen also 5Iullstellen ~ Klasse in alien Intervallen links y o n - - I ,  dana 

liegt aber ]e eine im rechten ftalbintervall (s. S. 317). Die Nullstellen I. Klasse 

liegen nach (44*) ira linken ttalbintervall. Die positive ~lullstelle z o steht fiir 

sich allein, yon ihr geht ein ungerader Zug tier Wendepunktskurve bus, wie wir 

noch sehen werden. Die anderen Nullstellen schliessen sich zu je zweien zu- 

sammen, beide rticken nach links, die erster Klasse gegen - - n - - I ,  die 2. Klasse 

I gegen - - n - - - -  2 
~achdem die Schnittpunkte der Wendepunktskurve mit der Achse fest- 

liegen, bestimmen wir die Kurvenrichtung in den Schnittpunkten. Do es sieh 

erweist, class die Wendepunktskurve die Achse in den blullstellen I. un4 2. Klasse 

senkrecht schneide~ und auch die Kriimmung sich als eindeutig ergibt, kSnnen 

wir schliessen, dass durch .]eden Schnittpunkt nur ein Zug der Kurve hindurch- 

geht. 

Da die Schnittpunkte yon den Polen verschieden sind, kSnnen wir an Stelle 

yon (8o) die einfachere Gleichung 

I [~0'(Z)~(Z) ~ ] /~'(1) (x, y) 
(89) $*(x, y) = ~-y~ 'q-."(~) ~P(~)~ = Y 

beniitzen. Fiir I,'(1)(x, y) gilt (78). 

Wir schicken der eigentliehen Untersuchung eine Zusammenstellung der 

ersten and zweiten Ableitungen yon F(')(x,  y)----F voraus. 
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(90 u) 

/ . ~ � 8 9  ] , , , - ,  - , ,  . 
7~ ~v, v,--v, v,--= v,'V(v,-~)] 

~,~=~t~ ~ - + ~  ~--~'~'(~,+~)], 

(9ob) 

F ! 
2Z 

F~,, = ~- [,p'"@-'-,_ ~ " ~ ' v ~ - 2  ~ " @ ' - 2  ~ " g o '  

+ ~ ' " ~ " - 2  ~ " ~ ' ~ - a  ~'-'~' + 2 @~"~'] 
i 

�9 ',,,, = ~ [ ~ ' " ~ ' - 4  ~ " ~ ' ~ - ~  ~ " ~ ' - , -  ~"~ '  ,~ 

--~'"lp'-}- 4 ~"lp"lp q- 2~p"~' q- 2 ~" ~'~l~]. 

F~r y-~o wird ~2~-~, daher ist 

"(91 a) [ F.(x, o) ---- o 
I FAx, o) ---- ~ ( ~ " ~ - 2  V") 

(91 b) { 1 , ~ ( x ,  o )  = o 

:~;~y(x, o) = g,"'~p"--2 ~" y.,'~p--2 g,'~ 
F,,,,(x, o) = o. 

Die Kurvenrichtung im Schnittpunkte ist durch die Gleiehung 

O (9" 
0x  

(92) . Y' = O ~* [x----zk, z~., y=o]  

Oy 

bestimmk Mun finder 0 @ ' - -  0 CF___~. .F~ 
Ox Ox \ y ]  y 

stalt o annimmt. 
0 

Nun ist 

,~lso nach (9I b) 

, was fiir y----o die unbestimmte Ge- 

Oy Oy 

(93 a) O0"(x, o) = F~j(x, o) = ~"'  ~"--2 ~" ~' ~ - - 2  ~,s. 
cgx 
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Diese GrSsse ist, in den Schnit,t,punkt,en yon Null  verschie.den. Fiir zk ist, das 

klar, weil wegen v2-----o auch ~ '  verschwinden miisste. ~p' besitzt  aber keine 

reellen Nullst,ellen. 

Fiir z~. schreiben wir  (93 a) in der  Form 

# 2  " P t  ~ - -  ~ . .  (94) /~'~,j(:z~., o)----~(V2~"--2 ~0'-~)'§ ~p ' (~" - - - -2  ~p ) = ~ ( ~  - - .  ~p,2), fiir ~----~: 

Fiir  z~. ist aber ~ = o  und (~ tp" - -2~ '2 ) '~=o ,  da B(x)  in seinen Nullstel len nieht, 
kulminiert .  

Wei ter  ist, ~ -= y 2 , was wieder fiir y--=o die unbest,immt,e 

Gest,alt o_ annimmt. 
o 

Nun ist, 

also nach (9I b) 

(93 b) 

Aus (93 a, b) folgt 

(9 2 -'!-" ) 

u (~y y " = 2 y , 

0 o'(x, o) 
- - -  - -  " CV . I o ) = o .  

0!/ 2 

I 
- ; = o  fiir y----o. 
Y 

Die Wendekurve der St,romlinien schneider also die reelle Achse senkrecht, in 
einem einzigen Zuge. 

Jet,.zt, handelt  es sich noch um die Kr i immung der Weudepunkt,skurve in 

ihren Schnit,t,punkten mit, der Achse Zk und z~. ~Tach (2I) gilt, fiir den Krihn- 

mungsmit,t,elpunkt, einer Kurve  y~-y (x )  an der St,elle x, y 

I P2 t t ~  + y  )y i + y  - 
y, ,  , y, ,  

Wir  schreiben diese Formeln fiir eine Kurve  der Gest.alt f ( x , y ) - ~ o  um und 
erhalten 

In  unserem Fall ist aus Symmet,riegriinden ~7.----o, wir  brauchen also, wenn wir 

wieder  (89) zugrunde legen, den husd ruck  
41--30534. Azta mathematlca. 56. Imprim6 le 7 janvier 1931. 
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(95) 

Nach (93 b) f o l ~  

0 0 !/ /v: ,  - - F  = .C/v.,,.,, - -  2 y F.,, + z F 

was wieder fiir y = o  die unbestimmte Gestalt o annimm~. 
o 

Daraus folgt 

O!! 

a)',,.j = F~.,:, 
3 

Dutch nochmaliges Differenzieren der .letzten 

y = o  ergibt sich 

1,'.,~j,, 8 ~ ' ~ ' " - 6 ~ " "  ~p'~ .... 

3 
~ Y  = 3 Y  ~- 

Formel (9 ~ b) und lJbergang zu 

Daraus folg~ unt~r Beriicksichtigung von (93 a) 

(96) 
3 (O'"g,'--z W"~'~,--2 ,r 

= 't,o('tp .... ~ - 8  ~ ' " ' q ) '  + 6 'r 

Die Kriimmung ist also in alien Schnittpmakten eindeutig, sie ist in den 2Vull- 

stellen r. Klasse gleich o, in den Schnittpunkten z. Klasse yon o verschieden. 

Fiir die Schnittpunkte 2. Klasse l~sst sich nach (94) schreiben 

3 ( a p ~ ' " - 3  a p ' ~ " )  
(96*) ~ = ~p .... lp--8~0"'~p' + 6~  ''~" 

Die Rechnung e r ~ b  fiir z~ ein negatives ~, fiir z,* ein positives ~. Demnach 

ist das 4. Oval zuriickgekriimmt, wenn auch nur wenig. Anscheineud wird der 

Nenner in (96) immer kleiner, so dass sich die Einbuchtung im Oval weiter links 

wieder verlieren diirfte. Doch kann ich das nicht genau sagen. Uber die Schwie- 

rigkei~en der Rechnung, die zur Kon~olle  nach (96) und (96.) ausgefiihr~ wurde, 

wird noch im n~chsten Abschnitt zu reden sein. 
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Auf  unserer Wendepunktskurve liegen nach (80) die komplexen NullsteUen 

der ~p'-Funktion. Herr  H. Silbermann ha t  mir die ersten mitgeteil t .  Sie lauten in 

erster  Nitherung 

z~, 2 = - - 0 , 4 - 9  + o ,s979 i z s ,  6 = - -  2 ,44s  + o,Ts~ i 

Z3, 4. = ~ I)4434 ~--- 0)7oo3  i ~7, S = -- 3,,4s + 0,783 i. 

I h r  Imagin~rteil  w~ichst logarithmisch, so dass aueh unsere Ovale yon der asymp-. 

tot ischen Breite I_ nach oben und un ten  unbegrenzt  waehsen. Die Nullstellen der 
2 

~0'-Funktion liegen auf keiner ausgezeichneten Stelle des Ovals. Wi r  wollen die 

Tangentenr ichtung in diesen Punk ten  bestimmen. Die Kurvenr ich tung  ist in 

jedem Punkte,  der nicht  auf  der Achse liegt, best immt dutch  

(97) tg O=y'----- - -  F(1--- ) = --  
Y 

i W' v:-2 + 

In  den Punk~en ~p'=o f~ll~ jeweils das dri t te  Glied weg. 
fibergehend 

B 
~V = A + B i  ~ -~ tan  arc lfl 

lp" = a + bi a ~,,, ~- --~ tan  arc 

so kommt 

oder 

(9s) 

2 A B  b 

A * - - B  2 a 
Y ' =  b 2 A B  

i +  
a A ~ - - B  2 

-~-- aretan g' ~--- 2 are ~ -- are t9". 

Setzen wit  noeh vor- 

Eine analytische Darstel lung der Ovale ist  wegen ihrer  Lage in der Umge- 

bung der negativen reellen kchse  nicht  gelungen. Die BShmersche ]~ethode des 

Kri immungsvektors  ermSglicht aber, festzustellen, zwischen welchen Punkten  das 

Oval durchgeht.  

Wi r  sprechen yon Stromllnien und ]~Shenlinien. Also l iegt das 2. Kriimmungs- 

problem vor. S. 282 wurde gesag~, class unter  allen Stromlinien durch z ( - - d a s  

ist  also fiir den Fall  des zweiten Kri immungsproblems das Biisehel der Strom- 

l inien der Funktion l g f ( z + ~ ) - - l g f ( z ) ,  in das die Stromlinie und die H5hen- 
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linie der Funktion f(z) selbst eingebettet sind ~ )  diejenige im Punk~e z einen 

unendliehen Krfimmungsradius hat, die dort zur Bonnetschen Geraden senkreeht 

verl~uft, deren Tangente also dem invarianten Kriimmungsvektor 

d 
dz  

= d'- f ( z )  
dz ~ 

parallel ist. Es ist nun nicht anzunehmen, dass dieser Fall ffir einen unserer 

Punkte  vorliegt. Man kann aber z.B. fiir die Punkte  einer Parallelen zur 

y-Achse sowohl die Tangentenrichtung der Stromlinie als auch die Richtung der 

Funl~ion Q(Z) aufstellen. Aus dieser doppelten Reihe kann man sehen, zwisehen 

welchen PunkCen die Stelle zu suehen ist, wo Tangentenrichtung und Richhnlg 

yon Q(z) iibereinstimmen. Die Methode ist besonders wertvoll ffir den Fall, 4asa 

man keine analytische Darstellung der Stromlinien hat, denn bier bildet sie die 

einzige MSglichkeit, Aufschluss fiber die geometxischen u zu erlangen. 

Sie ist aber auch ffir den Fall, dass eine analytische Darstellung vorhanden ist, 

wertvoll; denn eine N:s ffir die Krfimmung selbst stellt diese natfirlich 

besser dar als eine zweimal differenzierte N~herung der Flmktion. Das ist der 

schSnste Beweis ffir die Tragf~higkelt dieser Methode, dass sie es ermSglicht hat, 

fiber die Ovale, die jeder analytischen Behandlung Widerstand leisteten, doch 

noch etwas auszusagen. 

Fiir den ungeraden Ztig aus zo aber ist eine sehr einfaehe analytische Dar  

stellung mSglich. Wir setzen in (7 8) als erste N~herung ein 

%0 (z) = lg z --  , ~ '  (z) = I 
Z ~  

2 

und erhalten 

F ( ~ ) ( x , Y ) = ( x ~ ) l g [ ( x - - ~ ) 2 §  - 

Setz~ man 

Y 
I 

2 
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und ffihr~ Polarkoordinaten 

ein, so kommt 

Die Formel 

(99) 1 ~  I* - -  

I 

2 

9~ ~- arct;an y 

I g r =  ~(+- I--cos ~) 
sin 

~(1--eos ~) mit dem Ursprung ~ 
sin ~ 2 

stellt den ungeraden Zug der Wendepunktskurve, der yon zo ausgeht, sehr gut dar. 

W i r  fassen zusammen: Die Wendekurve der Stromlinien besteht aus einem 

ungeraden Zuge un'd unendlich vielen Ovalen. Der ungerade Zug geht schlicht 

durch zo, die OvMe schneiden die reelle Achse je in einem Schnittpunkt I. und 

2. Klasse. Fass~ man dieses Ergebnis mit w 3 und w 4 dieses kbschnitts zu- 

sammen, so ist damit d ~  Wesen der Abbildung der Stromlinien F,~ngs der Achse 

vSllig geklgrt. 

Dutch 0 geht ein Kreissystem, dessen zweiter fester Punkt  in 2p(0) der 

reellen Achse, also rechts liegt. Jeder Strahl erleidet beim Passieren der Wende- 

kurve einen Wendepunkt unter Anderung des Krfimmungssinnes. 

Durch --n geht ein Kreissystem, dessen zweiter fester Punkt  in 2.o(--n) 

der reellen Achse, also link~, begS. Jeder  Strahl erleidet beim Passieren des 

Ovales einen Wendepunkt unter Anderung des Kriimmungssinnes. 

Nun sind noch einige Bemerkungen fiber die Wendekurve der HShenlinien 

zu machen. G.eht man in (79) zur Grenze y = o  fiber, so kommt 

(too) ~'(x)  ~(x)" = o; 

da ~p'(X) =4 = o, folgt: 
Die Wendelmrve der HShenlinien geht in einem doppelten Zuge dutch die 

Nullstellen der ~p-Funktion. Zur Bestimmung der Richtung der Kurve in den 

Sehnit~punkten mit der Achse erweist sich die Gleichung F~ I I~l ' +/r:~ y = o  als un- 

zureichend, da sowohl ~ )  als auch l~,f ) in den Nullstellen der ~p-Funlr~ion ver- 

schw[nden. Nochmalige Ableih~ng dieser Gleichung nach x liefert 

�9 i y =o, 1,~ + 2 ~ : ; ) / +  C~,I:/" + ;~:,. '" 
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eine Gleichung, die sich fiir den vorliegenden Fall wegen 

F(-'I~ ,~x'-~, o) - -  o F ~ I  (x~, o) z~ = ~.~ 

vereinfacht zu der quadrutischen Bestimmungsgleichung fiir y' 

o)y = o .  (~o~) F(_?~(z~, o) + ~'('-~cx~ o)y' + F(")~x,. '~- 

Die Berechnung ergibt h'(~)(x o~ ---- 2 ~V's; F ~ ( x ,  o) ---- o; ~(~)f~ o) ---- -- 27 'a und 

dami~ 
(m2) y ' =  +_ i. 

Die Wendekurve der HShenllnien besteht ~.lso aus zwei getTennten sym- 

metrischen Ziigen, die sich iu den Nulls~ellen der ~V-Funl~ion unter rechtem 

Winkel schneiden. Sie treffen die zu den Stromlinieu gehSrigen Ovale ausser in 

den Punkten zk noch in den Nullstellen der ~'-Funktion. Von z o aus erstrecken 

slch die Ziige ins Unendliche, ohne die Achse" wieder zu treffen. 
I 

finder man die Polardarstellung mit  dem Urspruug 

(lO3) l g r = 9 ( t a n g _ +  " I ) .  
cos 9 

Fiir diesen Teil 

(lO3) l~tsst sich mit Hilfe der Orthogonalit~tsbeziehung sehr lelcht aus (99) her- 

leiten. 

IV. Prakt i sehe  Aus[f ihrung,  Besehre ibung  zu  HI. 

In  diesem Abschnitt sollen nach der Anordnung des Abschnitts I I I  die 

Rechnungen beschrieben werden, die nach den Formeln des hbschnitts I I I  aus- 

gefiihr~ wurden. Die Ergebnlsse werden dann in einem V. hbschni~e zusam- 

mengestellt. Hilfsmit~el fiir die Rechnungen bildeten eine Rechenmaschine, eine 

siebenstelHge Logarithmentafel, Hayashi's Tafelwerk (Keiichi Hayashi, sieben- 

und mehrstellige Tafeln der Kreis- und ]~[yperbelfunktionen und deren Produkte 

sowie d e r  Gammafunk%ion) und die Gaussische Tafel der T-Funktion und ~0-Funk- 

tion (Gauss, gesammelte Werke, Bd. IIT, S. I6I f.). 

Nr. y. Es handeit  sich zuerst um die Nullstellen der ~0-Funktion. Da die 

Stromlluien und HShenlinien in einem Quadra~ mi~ der Seite 2o berechnet wet- 

den sollten, mussten die Nullstellen bis Zlo festgeleg~ werden. Sie wurden, da 

sle alle noch im chdtten Viertelintervall lagen, nach (47) berechnet. Bet Gang 

der Rechnung wurde dort scHon angedeutet. Gearbeitet wurde mit der New- 

tonschen N~herungsmethode. 
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~Vr. 2. Als niichstes folgte die punktweise Berechnung der Stromlinien 

nach den Formeln (52) und (52*). Die Wurzel tier jeweiligen Gleichung wurde 

zuers~ mi~ regafla falsi in enge Grenzen eingeschlossen, dann mi~ der New~on- 

schen ]~[ethode weiter angenis Weil die Rechnungen so ausgedehn~ waren 

muss~e doch fiir jeden pnnl~ unseres Bildes aufs neue eine Gleichung auf- 

gelSst werden - -  soll hier einmal, ein Beispiel in aller Ausfiihrlichkeit "mitgeteil~ 

werden, damit der Leser auch einen Beweis fiir die Zuverl~ssigkeit der Rech- 

nungen bekommt. Wir wiihlen eines, das mSglichst einfach in der Formel ist. 

Gerechne~ wurde immer auf sieben Stellen, die letzte is~ in der TabeUe als un- 

genau weggelassen. Da die Hayashischen Zahlen 7- und mehrstellig sind, ist es 

auch bei manchmal rech~ grossem Argumentintervall in der Tafel (s. die hSheren 

Argumente yon 5 aufwi~rts) doch noch mSglich, jeden beliebigen Zwischenwer~ 

mit der Taylorschen Reihe zu ermitteln. Die Taylorsche Reihe is~ in Fiillen, 

wo es nur auf eine bestimmte und zwar krumme Argumentstelle ankommt, das 

beste Interpolaf2onsmittel, wenn man auch manchmal bis zu 6 Gliedern mlt, 

nehmen muss, wie es bei Ermittelung der kyperbolischen Funktionen fiir grosse 

Argumentstellen (s. HShenlinien) nStig war. Zur Berechnung des arctan geniig~e 

fast immer ein Glied der Reihe: 

arctsan (a + ~ = arctsan a + a.~ 
- - - I +  

Das Rechnungsbeispiel sieh~ dann folgendermassen aus: 

Ffir x = o  und k = o  gil~ 

f - -  r ( v O  - -  ;- v ' -  - Y - 4 - -  ~  

denn fiir gegen o abnehmendes x ist arc~an g = + -~ 
X 2 

[,( y ~lg y~-- - - I  = -  
4 

I. Versuch: Y-----3 

2. Versuch: Y = 4  

3 [log 8,8~ 33~--0,868 ~89o] 
�9 ~ b , 2 3 2  6068. 

4 [ log 1 5,833 . . . .  0,868 s89o 

I ~323 9332. 
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3- Versuch: y---~ 3,s 

7 [ log z 2,o833 . . . .  o,86a ssgo] 
2 

4. Versuch: y = 3,4 

0)747 5923 

f ~ o  74.7 59~3~0) 682 z88~0~~ 4~ 

3,4. [log I 1,3933 . . . .  0,868S89o] 

. f ~ 0 , 6 3 9  4zoz ~0~682 z88z -~-~ ~0~o42 7780. 

Regula falsi zwischen 3,4. und  3,s gibt  

5- Versuch: y ~-~ 3,~4. 

Ojz " 0~o4= 778o 

0~o42 7780 ~- 0~o6 S 4o4~ 

J~'~0)68~ 38,$9- 0~68~ z88z-~-0~ooo z968 

3,4~ ist also noch zu hoch. Yon  je tz t  ab wende~ man  die NewLonsche ]~Iethode 

rail  Vortei[ an. Yo sei die N~Lheruncg. Dann  soll gel ten 

/(:,/o + 0 ) = o  

y~:/0) + ~j"(j0} + . . . .  o 

,~ = __ f(:/o). 
f (:/o) 

W ir  berechnen also den Dif ferent ia lquot ieu ten  unserer  Funk t ion  an der Stelle 3,~ 

/ = l o g  3,44 ~ ~0 ,868  S89-/- 0,85Ss89" 3 , 4 4 " =  I,o794. 

3'4~ 2 I 

6 

6. Versuch:  y ---- 3,4398 

f ~  0~682 zOgz - -  O,68~ z88z ~ --0~ooo oz9o. 

Je tz t  kann man unbeschadet  

und  erh~lt 

den Divisor  Z,o794 noch ein paar  ]~Ial anwenden 

~ 3,,1398,8. 

Zuletzt berichtig~ man den Divisor  nochmals  zu I.o793 u n d  bests den Schlusswert 

~/ ~ 3~439 8z8. 
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Fiir welter yore Ursprung entfernte  Punkte  wurden die Formeln immer 

verwickelter, d,~ man aber dann die Gesetzm~ssigkeiten iibersah, konnte man 

schon mit  einer guten Niiherung in die Formel  eingehen. 

Die Reihe (42) fiir die /~-Funktion ist pseudokonvergent,  sie liefer~ den 

FunkHonswert  nur  mig einer bestimmten, nicht  beliebigen Genauigkeit .  Die 

Genauigkei t  ist umso grSsser, je welter  das Argument  yore Ursprung entfernt  

ist, denn die Reihe ist asymptotisch. Es ist  nicht  anzunehmen,  dass in der 

Umgebung des Ursprungs unsere Zahlen in ,,llen 7 "Stellen wirklich das Arg~a - 

men t  der Stromlinie darstellen. Wir  miissen sie verbessern. Um einen Einblick 

in die GrSssenordnung der zu erwartenden Abweichung zu erhalten,  wurden auf 

den Geraden x = o ,  x---~ ~, auf  denen im allgemeinen nicht  mi t  der Korrel~ur 

im Logari thmus sondern mit  dem ersten Glied tier ~t-Funktion selbst gearbeitet 

wurde, die ersten Werte nach belden StirHngschen :Formeln und  ausserdem noch 

nach einer der Formeln (52) oder. (52*) berechnet (s. Beispiel). So ergab sich 

I 
z .B.  fiir x - - ~ - ,  1~=o 

2 

mig dem I. Glied der r nach (5 o'':) 2,7o, s,~ 

nach (5 o) 2,7o~ 57 

mit logarithmischer Kor rek tu r  naeh (5 2.) 2,7o~ 7s. 

Derselbe Wel~ wurde dureh 2~[itnahme des 2. Gliedes der ,u-Funktion verbessert zu 

2~7o~ 692. 

I 
Die Werte auf den Geraden x ----- o, x ~ - sind fast  alle durch Mihaahme mehrerer 

2 

Glieder der ~vFunktion verbessert  worden und  zwar nach tier Formel (Io4), die 

sich folgendermassen ergibt. Unter  y verstehen wir unseren ~T~herungswert, 

un te r  y + 6 den wahren Wert .  Dann  gil t  

arc F(x + (y + 6)i) ---- ?! + c? lg (x ~ + y-" + 2 y 6 + 62) 
2 

wobei 
42--30534.  Acta mathemar 56. Imprim6 le 7 janvier  1931. 

I kzc 
- - - - y - 6  ~2(y+~) /~(Y+~)=--'2 



330 Ingeborg Ginzel. 

/~(~)  ' ' , 
36oz s 1260z ~ § "'" 

Auf den Geraden x ~ o ,  [x----~] haben wir gesetzt 

]g  (x" + y") + x - -  a r c t a n  y-- y . . . .  
x 12y 2 

Subtraktion ergibt: 

2 2 lg I + x---~ff { ] + .'r-- arc,an y d d 12 (y+~) 

+Vz) - x - -  arc,an "Y-+ - - = - R ( V + , ~ )  
x , 2 y  

~ ~ i~ , +  ~ + ~ . /  

x~ 
-~.vo + , : - ~ : : - '  ~ - ~ = _R (.:/+ ~). X -~ + y-" 4 

Diese exakte Gleichung zur Bestimmung yon d wird durch :NRherung gelSst 

+ x -  x ' ~ v '  ~, , ~ v ~ - ~ ( v ) + ~ R ' ( v )  

, . ,  , z ' R ' (u ) ]  ,~ = RCu). 
( , 04 )  21g(x --t-y ) 2 (X,.+y.~) I2~/~ 

Fiir die anderen Geraden, auf denen nicht mi~ dem ersten Glied der/~-Funktion 

direkt, sondern nach (52) oder (52*) gearbeite~ wurde, muss mau einen anderen 

Weg zur Verbesserung einschlagen. 

In erster NRherung gilt 

lg I ' (x+yi  + 3i) = lg l " (x+vi)+Ji ,p(x+yi)+ ... 

Setzt man 
lg F ( x + y i ) =  A + Bi, B = a r c  F(x+yi)  

~O(x+yi)= C+Di,  C - ~ p ( x + y i ) ,  
so kommt 

lg F(x +y i  + ,~i) = a 4-Bi+(C+Di)d i  -= A- -d  D+ (B + d C)i. 
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(mS) ~ = 
- -  - a r c / ' ( x  + y i )  

2 

~ ( x  + ui) 

arc F(x§ und ~(x+yi) wird man nun zun~chst mit der Stirling~schen For- 

reel berechnen. Formel (Ios) wurde auf die nach (IO4) verbesserten Zahlen an- 

gewendet und damit die Gleichwertigkeit beider Verbesserungsmethoden (Uber- 

einstimmung bis zur 7. Stelle) erwiesen. Dann wurden nach (IOS) eine g-anze 

Reihe yon Punkten in der Umgebung des Ursprungs behandelt, niimlich auf k = o  

] ~8o5 543 
auf ~ ~--~ I 

2~87z 789 

2)344 73 ~ 

I ~9I~ 754 

I ~599 383 , 

6 zeigte sich als ~ o,ooox-und n~hm bei den g~rSsseren Zahlen ab bis r . . . .  

Da fiir die mehr vom Ursprung entfernten Werte  die Stirlingsche Formel immer 

besser wird, wurde auf weitere Verbesserungsrechnungen verzichtet. Ob der 

schon verbesserte Wert  1,8o5 5~3 richtig war, konnte man nicht ohne weiteres sagen, 

denn der Punlrt I +  I,~o5 543i liegt in so grosser Ursprungsn~ihe, dass man der 

Stirlingschen Formel nicht unbeding~ sicher sein konnte. Als ganz zuverl~issiges 

Hflfsmittel bieten sich, wenn die Stirlingsche Formel versagt, die konvergenten 

Fakult~tenreihen. Es wurde deshalb eine Formel aus Rocktiischels Dissertation, 

die er als zur numerischen Berechnung geeignet empfiehlt, beniitzt, um den 

arc F(I + I , ~  i) ganz genau zu ermitteln (s. Formel 43). Wenn man diesen Weft 

in (IO5) einfiihrt, hat man die Genugtuung, als endgiiltigen Wer t  x,~ss47 fest- 

steilen zu kSnnen. ]~an sieht, die Stirlingsche Formel stellt auch in dieser 

N~he des Ursprungs eine sehr gute N~herung dar, und wir kSnnen alle anderen 

nach ihr verbesserten Werte  als sicher ansehen. 

Es w~.re aber noch wiinschenswert, fiir die nicht verbesser~en, nach (52) 

bez. (52*) berechneten. Zahlen eine Absch~tzung der Genauigkeit zu haben. Diese 

wird viel zu grob ausfallen, gibt abet dann auch eine sichere Gew~hr. Zun~chst 
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muss man unsere Korrektur im Logarithmus gegen das I. Glied der /~-Funktion 

abw~tgen. Wir haben exakt g e s e t z t  

Q 2 
lg (x: + y-~) + = lg (x" + y:) 

x" +y2 a(x ~ + y'-) 

und diesen Wer~ dann n:.i.herungsweise dem lg (x"+y2+Q) gleich ge~etzt, haben 

Q noch weitere Glieder zugefiigt. Es ist nun zu an- also zu lg (x-" + y-') + x~ + y------i 

tersuchen, ob diese Glieder unseren Ausdruck verbessern oder verschlechtern, d. h. 

sie sind mit den weggelassenen Gliedern der/~-Reihe zu vergleichen. Dami~ die 

Reihe ffir den Logarithmus konvergiert, muss [,o1< x"+y"  sein, eine Forderung, 

die fiir aUe berechneten Punkte erfiillt ist. Ferner setz~ ein absch~tzender Ver- 

gleich dieser Reihe mit der /J-Reihe voraus, dass eine ~Iitnahme weiterer Glieder 

der ~:-Reihe eine Verbesserung bedeute~. Das ist fiir unser Gebie~ auch der 

Fall. Die Rechnungen zeig~n (s. die Ausfiihrungen iiber Verbessemmg), dass 

die Reihenglieder bis zum 4. oder 5. abnehmen. Bei dieser Sachlage geniig~ es, 

zu untersuchen, ob das 2. Glied tier logarithmischen Ersatzreihe im Sinne des" 

2. Gliedes der /~-Reihe wirkt. Es ist notwendig, die Formeln (52) and (52.) 

ge~rennt zu behandeln. 

In (52) haben wir 

ersetz~ durch 

I 2 - (3 x - ' - - y : )  
6 (x ~-/y-')  + 2 .  ~ 80  (x-* + y:)  ~ 

i 5 (x" + :1-') 
5 ( z  ~ + v ~) 5 �9 72 Cx: + y : ) '  

Unsere Korrektur kann gegeniiber der blossen Beriicksichtig~ang des ersten 

,a-Glledes nur daun eine Verbesserung bedeuten, wenn 3 x~--Y 2 < ~  ist und zu- 

gleich das KorrekturgHed das zu ersetzende Glied nicht iibertrifft. Es muss 

also gelten " 

2 y2 _ 6 x " - -  5 x 2 - -  5 Y-" ~-- o 

- - i i  x2--3y-* :> o, 

eine uneffiillbare Forderung. Wir  kommen also zu dem Ergebnis, dass die in 

(52) angebrachte Korrektur gegeniiber der Mitnahme des i. Gliedes der ~-Funktion 

e4ne Yerschlechterung bedeutet. 

Auders liegen die Verh~l~nisse fiir die Formel (52*). Hier  haben wir 
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I 7 (3 x-~-- Y'~) 
i 2 (x -~ + y-~) 4" 360 (x "~ + Y'~)~ 

I ~ (X" -f- y2) 

I 2 (x'* + y~) 5 " I 4 4 "  2 (x "~ + y_~)s 
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Soll also unsere Reihe eine Verbesserung gegeniiber der blossen ]Yli~nahme des 

I. Gliedes der g-Funktion bedeuten, so muss gelten 

7 (3 z ~  (x-" +,?)  _>_ o 

4x~--3 ~ ~ o. 

2 - -  
Auf der Geraden y ~ l f 3 - x  stimmt unsere Reihe bis ins 2. Glied mR der 

~t-Reihe iiberein. Das Gebie~ unterhalb dieser Geraden kann also als fiir unsere 

. logarithmische Reihe gfinstiges Gebie~ angesehen werden. 

In diesem fiir die Formel giinstigen Gebiet ist der Ursprungn~chste, nach 

(52*) berechnete, nicht verbesserte Punkt  der Punkt  3,s+ 2,6os6~i. Wir  ziehen zur 

AbschEtzung die Formel (Io5) heran. Im Z~hler steht jetzt die g-Funktion yore 

2. Glied ab, im l~enner der Realteil der ~p-Funktion. Dieser is~ ffir 3,5-b 2,6os6~i 

grSsser als 2. Fiir den Z~hler gil~ die Stieltjesabsch~tzung (42"*) 

Der lmagin:,trteil ist sicher noch kleiner, also kSnnen wir diesen Ausdruck ein- 

setzen 
I 

360- Iz,~s ~ (cos I9~ 4 = O,oo . . . .  

Als Fehlergrenze ergibt sich also 

( o6) 

Wieh~iger is~ das andere Gebie~. 

O}ooo oo~. 

Hier ist der ursprungsn~ichste, nich~ verbesserte 
i r t  

Punk~ fiir beide Formeln ungef~hr 4e. u Ffir ihn g~be die Stieltjesabsch~tzung 

o . . . . .  Das 2. Glied der logari~hmischen Reihe ist yon der GrSssenordnung 

o,ooo 06. Wir  kSnnen also 
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(I07) O,~o, 

als Genauigkeitsgrenze unserer Rechnungen in Anspruch nehmen. In Wirklich- 

l~eit ist die Genauigkeit viel besser, sie geht bis in die 5. Stelle. Der schSnste 

Beweis da'fiir ist der gl~nzende Wert,  den die Stirlingsche Formel in dem ge- 

f~hrdeten Puukt  x + x,~5 ~47 i geliefert hat. Er g~rantiert eigentlich fiir die Ge- 

nauigkeit aller Rechnungen, denn er garantiert die numerische Zuverl~ssigkeit 

der Stirfingschen Formel fiir die Genauigkeit unserer Stellenzahl in unserem 

Gebiet. 

Aus geomeh'ischen Griinden musste nun das Punktnetz an einigen 8~ellen 

noch dichter gelegt werden. So wurden mi~ der Formel (74) einige Werte auf 

der Mnken Seite" der Achse eingeschoben. Ihre Genauigkeit steht ausser Zweifel, 

da ja  tats~chlich rechts gerechnet wurde .  Die Formel sieht zwar sehr verwickelt 

aus, mit den Hayashischen Tafeln kommt man aber ganz gut  durch. Die Werte  

werden" in der Tabelle mit angegeben. Ferner wurde auf k = o  e~n Weft  x =  I,,5; 

y= I,,gS eingeschoben. 

Da die Kurve k = - - I  wendet, habe ich versucht, den am weitesten yon der 

i.magin~ren Achse entfernten Punkt  festzulegen. Er muss ausser der Gleichung 

o f  f =  --  ~2 noch die Gleichung ~ = o befriedigen. Durch wechselseitige Ann~iherung, 

indem ich die gefundenen Werte  einmal in die eine, das andere Mal in die 

andere Gleichung einsetzte, konnte ich den Punkt  bestimmen zu 

X = 0~.67 

y ~--- 0,964. 

Der Gedanke, diesen Wef t  mit der iiberall konvergen~n Potenzreihe fiir _ _ _ ~ I  
+ z) 

zu verbessern, erwies sich als nicht durchfiihrbar, da die aufgestellte Reihe fiir 

diesen Punlrt zu schlecht konvergiert~. 

Die H5henlinien wurden nach den Formeln (55)und  (56)mit  denselben 

N~aerungsmethoden wie die Stromlinien punktweise berechnet. Ihre Schnitt- 

punk~e xnit der Achse liessen sich durch lineare Interpolation aus den Hayashi- 

schen Tafeln ffir die F-Funktion auf 4 bis 5 Stellen genau entnehmen. Sie 

sind am Schlusse angegeben. Bei der Berechnung des Netzes ergab sich iibri- 

I 
gens aus der Natur der Sache auf der Geraden x = -  eine kleine Erleichterung. 

2 
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Auf dieser Geraden stehen n~mlich die y-Werte innerhalb der yon uns verlang4en 

Genauigkeit genau um eine Einheit yon einander ab. 
I 

Ffir x : -  heisst (55) 
2 

:rt; = e~ = 

2;w,  
e k,~ 

ey~-i . ,  e - -y~  

2 ~ : e y z + k ~  - I - e  - y : ~ + I ~ .  

Fiir gTOSSe y hat der zweite Teil numerisch keinen Einiiuss mehr, wie ein Blick 

in eine Tafel yon Gin und (~of lehrt. Deshalb kann man y in y +  I, k in k--I  

verwandeln, und die Beziehung bleibt numerisch richtig. 

Fiir die Umgebung der negativen reellen Achse waren wieder besondere 

Rechnungen nStig. Es waren die Betragslinien, die yon den Kreuzungspunkten 

ausgehen, zu berechnen. Da Hayashi den Betrag z.T. angibt, er andernteils 

durch Interpolation gefunden werden kann, boten sich keine besonderen Schwie- 

I 
rigkeiten. Wenn man sich auf die Geraden x --~ o und x ----- - (rood I) besehrgnkr 

2 

kann man die strengen Fomeln  (55) und (56) verwenden. Die .Werte sind am 

Schluss zusammengestelR. 

Herr BShmer weist auf die besonderen Eigenschaften einer HShenlinie hin. 

Es gilt nach der Funkr 

Geht man zum absoluten Betrag fiber, so folgt 

Die drei Punkte - :  I + __iV 3 ,  _I + iV33__, _3 + i~/-3 liegen also auf derselben H5- 
2 2 2 2 2 2 

henlinie. Diese H5henlinie muss zwisehen den so ausgezeichneten Punkten jedes 



336 Ingeborg Ginzei. 

Mal wenden. Um sie einzeichnen zu kSnnen, wurde nach (66) ihre Richtung 

bestimmt. Es ergab sich fiir 

3 + iVY3. z o 
. . . .  I , t s x  997 ~ 2 3 
2 .2 2 

I "~- i V 3 . _ _  --~q~ + 1,444 532 ~ 17.22o 
2 2 2 

I +iV33" 
. . . .  1 , 2 5 o 5 9 o ~  I 8  ~ . 

2 2 .2 

Um sie in die anderen Kurven einbetten zu kSnnen, wurde ihr k berechnet zu 

~ - -  0128a3874 , 

ihr Schnittpunkt mit der Achse zu =-3,2,3. Die Kurve ist in Zeichnung I I I  mit 

angedeutet. 

hrr- 3. Zur Bestimmung der Kriimmung der Stromlinien in den Kreuzungs- 

punkten mad Polen braucht man die lp-Funktion mi~ ihren Ableitungen fiir reelles 

Argument. Diese Werte wurden ledigHch aus den yon Gauss berechneten Wer- 

ten der ~-Funktion und zwar durch wiederholte Anwendung der Newtonschen 

Interpolat~onsformel gewonnen. Gauss gib~ die Funlr~ion zwischen I and .2 mit 

dem Intervan O,o, auf I8 SteUen an.  Die Interpolationsarbeit leistet mma vor- 

teilhaft in diesem Gebiet und geht dann mit der Fun~ionalgleichung in das 

jeweils nStige Einheitsintervall iiber. Um nun die Kriimmung z.B. in zo zu be- 

rechnen, wurden Q(I,46) and Q(I,47) berechnet und linear interpolier~ auf 

O(ZO) = Q ( I , 4 6 a ) =  - -  3 ,278 .  

Na~h Formel (6I) berechnet sieh 

O(zl) ---- -- 1 6,~s. 

Die Formel fiir die Grenzen (6.2) lieferte 

- - . 2 6 , 6 ,  < • ( Z l )  < - -  3 , 27  

- -  .2,~ < O(z.~) < - -  1 ,s63 

- -  I ,z64 z ~ 0 ( Z s )  ~ - -  0,4394- 
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Die weiteren Werte fiir die Kriimmung in z~ . . . .  wurden nach der asymptotischen 

Formel (63), die Kriimmung in den Folen nach (58) berechnet. Eine Zusammen- 

stellung der Ergebnisse folgt am Schluss. 

~u 4- Bei der Berechnung des Rich~ungsfeldes in der Umgebung der nega- 

riven reellen Achse kam es auf Dichte der Wer~e in AchsennKhe an. Es war 

deshalb vorteilhaft, sich fiir alle Intervalle etwa auf das folgende Netz fest.zulegen: 

~= i i 3 
O - -  - -  

4 e 4 

I 

! 

8 

I 

4 

I 

2 

3 
4 

I 

Fiir dieses Netz wurden nun zunttchst die yon n unabh~ngigen Terme U(x, y) 
und Y(x, y) (68) berechnet. Sie werden am Schluss mit angegeben. Danach 

wurde die Gr5sse Q nach (73) fiir n~-I und n-~2 berechne& Fiir n = o  sind die 

Vereinfachungen ((70) zu (7I), (72)) nicht zul~ssig, dieses Intervall musste deshalb 

gesonder~ nach (67) berechnet werden. Formei (67).macht insofern mehr Arbei~, 

als man nach ihr gewissermassen zweidimensional rechnen muss. Dieselbe 

i 3 
Rechnung liefert ohne die Glieder U und IT das Intervall y o n -  b i s - .  Die 

�9 2 2 

Werte  sind am Schluss tabellarisch geordnet. Auf g"rosse Genauigkeit kSnnen 

sie keinen Anspruch machen; bis auf den ausdriicklich mit Fragezeicheu ver- 

sehenen Fall, wo die S~irlingsche Formel unbrauchbar wurde, sind sie aber sicher 

eine erste N~therung. Der Anschluss yon ~ = I  fiir n an ~ = o  fiir n +  I ist ganz 

befriedigend. Der Vorzeichenwechsel z.B. auf den Geraden ~ = I  und ~_~3 
4 4 

ist zum grSssten Tell auf Kosteu des umgekehrten Vorzeichens des l r i m  lqen- 

net  zu setzen. Das sieht man sofort ein, wenn man dagegen das Richtungsfeld 
4 3 - - 3 0 5 3 4 .  A~ta raathemati.ca. 56. I m p r i m 6  ]e 7 j a n v i e r  1931, 
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i 3 im Gebiete x - -  bis x = -  betrachtet. Auf den Geraden ~=o,  ~-----I und ~=  I 
2 2 2 

versehwindet I r, die Kurven stehen steil. Die Beteiligung des U an der GrSsse 

yon Q ist nicht so ausschlaggebend. Fiir das Intervall zwisehen z I und z_~ ist 

in Zeichnung I I I  das Richtungsfeld eingezeichnet. 

Das Richtun~feld  musste nun graphisch integTiert, die Richtungen zu 

Kurven zusammengeschlossen werden. Zu diesem Zwecke berechnet man nach 

(74) den zu jedem Punkte des Richtungsfeldes gehSrigen Arcus der F-Funktion. 

Wegen der Konformit~t tier Abbildung miindet die Kurve dann unter diesem 

Winkel in den Pol ein. Zu beachten sind dabei nur die im Anfaug erSrterten 

Zusammenhangsverh~l~nisse der einzelnen BlOtter. Die Pole werden nicht alle 

in derselben Richtung umlaufen, vielmehr wechselt der Sinn yon Pol zu Pol. 

Um jeden Pol aber sind alle Wer te  yon - - ~ - k z + o  bis - - 2 k ~ - 2 r ~  vertreten, 

denn es ist 

~_~__3__~_~ + 5~____ 7~____.. .  (rood 2~). 
2 2 2 2 

Die Tabelle der zu den einzelnen Richtungen gehSrigen Werte  des Arcus d e r  

F-Funl~ion folgt am Schluss. Fiir die Intervalle z o bis zl, z, bis z s sind einige 

der so durch Integration gewonnenen Stromlinien eingezeichnet. Die Zeichnung 

enth:,ilt auch BShenlinien und Wendepunktskurve in der Umgebung der Achse. 

Nr. y. Die Wendepunktskurven waren in theoretischer und praktischer 

Hinsicht am schwierlgs~n festzustellen. D ie  achsenfernea Ziige sind zun~chst nach 

den expliziten Formeln (99 u. Io3) sehr einfach zu berechnen. Die Kurve (99)ist 

in Zeichuung I I I  angegeben. Die Wendpun l~kurve  der Stromlinien wurde ge- 

prtift mit der BShmerschen ~[ethode. Es wurde also nach der Stirlingschen 

Formel fiir die berechneten Punkte,  zwischen denen die Kurve vermutlich durch- 

geht, einerseits die Riehtung tier Stromlinie 

andersei~s die Richtung des Ye]r~ors Q 
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berechne%. Die Wendekurve  geh~ zwischen den  P u n k t e n  durch,  zwischen denen 

der  eine Ausdruck am andern  vorbe igehL der  eine dem andern  gleich wird. 

D u r c h  l ineare In te rpo la t ion  kann  m a n  au f  den Punk~ selbst  in ers ter  Ann~herung  

schliessen. So ergibt  sich fiir [ + I,so6 i 

f i ir  I +3,43974i 

,~- Q = - - 0 , 8 9 5  536 ~ ~) = - -2 ,o95  x6 

~-~ ~ = - -  I~584 298 - -  ~)~--~ : - - -  I :,x47 ~33. 

D a r a u s  interpolier~ sich ein P u n k t  der  W e n d e k u r v e  zu I +3,ooi.  

Fiir  ~ + 4 .... 95 i k o m m t  
2 

I 
f i ir  .... + 5,~ 34 i 

2 

;}q e = - o , " ,  ~o~ - ~ - ~  : -  I , , .  990 

.x~ 
~ e - -  - -  I ,o3o  3 , ,  . , .  o,9~o 5~, :)i t J  w 

I 
u n d  dur ,  us ein Punk t  der  W e n d e k u r v e  zu - + 4,85~ s7 i. 

2 

Ffir 0+5,5ss6oi komm~ 

fi i r  0+6,4,64, i 

~ =  --0,860 730 - -  0,968 857 ~l  .~ ~ " 

e - - - - o , 9 6 s  = ~ ~v o , 8 s 5  987 

und  daruus ein P u n k t  der W e n d e k u r v e  zu o +  6,o,5,3 i. 

I 
Fiir  ~ - + 6,o~o 94 i kom.m~ 

2 

I 
f b r  - -  - -  + 6 , 8 5 9  7 s  

2 

.~ ~ P _ _  
e =  - -  0,74s 770 ~R ~p 0,96o .~ 

~- e=.0, ,43 067 - -  ~R---~ = - - ~  s6o 
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I 
f i i r  -- -- + 7,~49 '7 i 

2 

O "-~- - - 0 , 9 2 4  487 ~ ~J  = - - 0 , 8 3 z  834. 

Der  Wendepunk~ l iegt  also zwischen den beiden le tz ten Punlr~en, die Interpola-  

I 
t ion ergibt  - -  - + 7,,,38o i. 

2 

Fiir - -  [ + 8,066 o, i kommt  

f f i r  - -  I + 8 , 7 9 7 .  . 

e = -  o , ~ , ,  ~ ,  -- ~---~ = -  o , ~  ~ o  

- -  - - = - - 0 ~ 7 9 5  055 

i 
und daraus der W e n d e p u n k t  -- I + 8,,os 97 z. 

Fiir  - -  _3 + 8,48, s,, i kommt  
2 

fiir - -  3 + 9,,9s 6, i 
2 

-- - -  =--0,83s 759 

- -  - -  . . . ~ - - -0~796  44 o. 

Fiir  den Wendepunkt  ergib~ sich -- -~ + 9,o6~ 4s i. 
2 

Die Ergebnisse wurden dann  in  die Formel  fiir die Wendekurve  

lg (~' + y ')--  .rcta- " (--~ + ~F~4 f") 
I 

2 

eingesetz~ und gu te  Ubereinst~mmung festgestel l t .  Die  k b w e i c h u n g  betrgg~ im 

Durchschni t t  o,oos. 

Fi ir  die 0va le  kam es besonders  auf  die Nulls te l len 2. Ar~, die Nullstellen 

des Ausdrucks B(x)  an. Zun~chst  kann  m a n  sich mi t  Hi l fe  der  Grundwerte  (86) 

einen Einblick in den al lgemeinen Ver lauf  der reel len s te t igen Funk~ion B(x) 

verschat~en und zeichnerisch eine erste  Ng h e ru n g  fiir  ihre Nulls te l len bestJmmen. 
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Dann gilt es allerdings, die Nullstellen in enge Grenzeu einzuschliessen und 

zwar dutch Probieren. Wieder wurde nur die Gaussische Tabelle der @Funktion 

beniitzt und mit Hilfe der Newtouschen Interpolagionsformel .~' und ~ "  ermigtel~. 

Hier  zeigte sich der grosse Vorzug der l~ewtonschen Formel, der darin liegt, 

dass sie gestattet, den In~erpolationsbereich jederzeit durch Hinzunahme neuer 

Glieder zu erweitern. Die notwendigen Wer~e der F-Funktion lieferte Hayashi. 

Es gelang zun~chst, z~ zwischen o,,~ und o,,3 einzuengen. Da Gauss keine Zwi- 

schenwerte angibt, konnte ich nut  noch interpolieren auf 

Ferner ergab sich nach (87) 
$ 

' ~ s  = ~ 2 ~ z o 2  

_, = - -  3,~3~. 

Es wurde immer darauf gesehen, dass die Endrechnung auf 5 Stellen genau war. 

So ergab sich z.B. 

B(o,,,) = 7,s,o,--730,s,--2 �9 5 2 , 3 8 3 2  = - -  I , o  

6,6ss7 s 6,6s87 s 

:B(o,,,) = 
8,0739 �9 9 1 1 , 9 o - - 2  �9 6 o , . .  2 + 2 9 , s  

7,~3o~ 3 7,~3o= 3 

Um diese Genauigkeit zu erhalten, musste ~ selbst auf I I SteUen angesetzt. 

werden. 

An den Stellen o,~, und --3,,3 wurde die Krfimmung der Wendekurve be- 

rechnet. ~"" und ~ .... wurden wieder nur  nach der Newtonschen Interpolations- 

formel berechnet, wobei yon ~ .... allerdings nur noch 2- -  5 Stellen festgestellt 

werden konnten. Zur Bestimmung der Kriimmung an der SteUe --3,,3 wurden 

die Erg~nzungss~tze der ~/"- und ~" ' -Funk t ion  herangezogen. Sie ergeben sich 

durch Differenziereu zu 

~ ' " ( I - z ) = - ~ ' " ( z )  + 2 ~ '  I + 2 cos  ~ z ~  
sin ~ z 

~ ' " ( I  - - z ) ~  ~'" ' (z )  + 8 ~5 cos  z ~ ( 2  + ' c o s  ~ z ~ )  
s i n  5 z z 
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Es zeig~e sich nun, dass fiir die Stelle --3,,~ die rechten Ausdriieke der Formeln 

die linken soweit iibertreffen, dass die ~'"'.-Funktion z.B. erst in der 7. Stelle in 

Frage kam. Insofern schadet die geringe Genauigkeit der Berechnung yon ~p'"' 

garnichts mehr. Es ergab sich fiir o,,4- 

f i l r  - -  3 ~x3 

~ - -  I 3o498 

= + I6 , ,o3 .  

Zur Kontrolle wurde nach beiden Formeln (96 u. 96*) gereehnet. -Abweichungen 

zeigJsen sich erst in der 4. Stelle. Die Kontmolle trifft ja abet  auch den Kern 

der Sache nicht, ob nSmlich die fiir --3,,3 errechneten Werte  ~"" und ~) .... nicht 

* a b -  zu stark yon den Werten dieser Funk~ionen an der wahren Nullstelle z, 

weichen. Nach der angestellten Rechnung ist anzunehmen, dass das erste Oval 

konvex, das vierte jedenfalls rechts eingedriickt ist. Wie die anderen sich 

verhalten, weiss ich nicht, vermute nur, dass die Einbuchtungen verschwinden 

werden. Die Rechnu.ngen sind so verwickelt und uniibersichttich, class man 

wShrencl der Arbeit keine Genauigkeitskontrolle mehr hat. 

Da eine analytische Darstellung der Ovale nicht gelungen war, blieb nur 

die BShmersche Methode, um festzustellen, zwischen welchen der bekannten 

Punkte der Stromlinien die Wendelmrve durchgeht. Man hat also fiir eine der 

y-Achse parallele Gerade, die yon dem Oval sicher geschnitten wird, an den be- 

/~--- ~ ~ *  aufzustellen. rechneten Ordinatenstellen einerseits ~ ~0 ' ] '  andererseits ~ 

Der Erg~nzungssatz liefer~ . 

Da 

I COS ~" 2':r~ 

I 
cos~(x+yi) = ~(cos 2x(~o~ 2 y - - i s i n  2 x~i~t 2y+ I), 

erh~tt man, wenn man gleichzeitig 

~' + =x~-~li  ~2(x+yi) ~ 
setz~, 
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cos  2 7~x @of 2 ~ r y - - / s i n  2 ~ x  ~ i r t  2 zry  + i 

343 

,[x--yi x~--3xY~+i(3x~'y--yS)~ 
�9 ! 

Die Berechnung dieses Ausdrucks  vere infacht  sich fiir besondere  x noch etwas. 

Die  ~O-Funktion selbst war  aus dem Rich tungs fe ld  schon bekannt .  Es war  also 

zun~chst  zu bilden, davon ~ zu berechnen  und  diese Wer t e  m i t  denen des 

Richtungsfe ldes  zu vergleichen.  Die  Zahlen kSnnen  Ansp ruch  auf  Genauigkei t  

machen,  denn sie sind alle rechts  vom Ursp rung  berechnet .  I n  dem Gebiet  

8"rSsster Ursprungsni~he wurde  die R e c h n u n g  mi t  Hi l fe  der  Funkt iona ig le ichung 

wei ter  nach  rechts v e r l e g k  Die  Tabel len,  au f  G r u n d  deren  das ers te  und drit te 

Oval  so gezeichn& wurde,  wie es geschehen  ist, sehen fo lgendermassen  aus: 

J 

I I 3 
x=--o,5 Y 4 Y = ~- Y = 4 y I 

~'lp 28,:~48 ~o I8,577 99 ZO,7~176 96 6,8"4 857 

i i i I 3 
x=--2,25 Y= z-6 Y = 8  Y 4 Y 2 Y 4 y =  z 

~ ( ~ )  O,x~ 83o 0,x97 e45 0,3"6207 0,599 375 l 3,'4" 577 - -  1,842 x6x 

~ ' 1  0~29a 544 0~593 686 1,2~5 59 ~ 2,a56 844 2,588 840 2,56a 24z 

X ~ --2,5 

o) 

I x 3 y = -  y = -  y = -  
4 2 4 

"~" 1,78x 259 --2,7~x xx4 

-r 1,760 3xo ~- 2,4o2 6oz 

~- I ~o93 328 

q- 2,484 9xz 

--0j966 992 

-'}- 2,4z8 270 
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I 1 I I 3 
Y ----- I--6 Y----8 Y = 4  Y"~2 Y 4 

0,095 4942 0)095 8876 O)x2x 9853 0,x77 49x2 O~xz2 2928 

y = i  

- - 0~293  3775 

O,xx6 88z2 0 ,330 965x 0 ,765 z365 1,826 902 4 ,342 2'39 37,699 z~ 

X~0 ,25  

- - 0 1 x 4 2  206 - - 0 ~ 3 2 9  888 - - 0 ~ 7 z 7  435 - - 0 , 8 9  ~ 508 - - 0 , 5 8 9  zo6 0~3o8 815 

- - 0 , 3 2 9  424 - - 0 , 6 0 8  236 - -  I ,o59 994 - - 2 , 2 8 3  3x9 - -  5 ,6~ 782 - -  I I4 ,47x 3. 

Der Durchgang ist jedesmal durch einen Pfeil gekennzeichnek Die beiden letz~en 

K o l o n n e n  zeigen, dass dor~ kein Durchgang mehr vorhanden isk Sie wurden 

berechnet, weil ein Ubergreifen des ersten Ovals in dieses Gebie~ zu fiirchten war. 

Die Rechnung zeigte,  dass das nich~ der Fall ist; zwischen I und _I komm~ das 
4 2 

Oval der Geraden x~--o,25 nahe. 

Es ist nicht viel, was wir iiber den Verlauf der Wendekurve in der Umge- 

bung der negativen reellen Achse fes~stellen konnten. ])as Wenige, was wir 

aussagen konnten, verdanken wir abet  ausschliesslich der BShmerschen Methode 

zur Bes~immung des Kriimmungsvek~ors. 
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V .  

"Nr. I.  StromZinien.  

- 2 '  - -  7 ~ , I o  2' 2 ' _ 

I0 8,53795 8,o85x5 6,7547~ I0 lOJ86x8 

I0,49632 

I0,x4466 9,5o325 

9 10,4767 9,8~999 

8 9 ,45665 8,79777 

9,7977x 9,x2284 

5,53795 7,68397 

8,785oz 7,8782z 

I ' 8,89848 8,35987 7,83486 7,38708 I 6,99586 

9,z9567 8,6x287 8,08033 [ 7,60376 7,x846o 
t 

1_52,8 -~,9 

7,331"75 7,o2384. 

7,5ox94 7,x7259 

6,65697 6,36425 

8,z796= 7,6z4oo 7,xo949 6,66937 6,29z28 

8,48280 7,88960 7,35376 6,88z4o 6,47265 

i,75475 

O~XTXO3 

6,82o22 6,5o523 6,233xz 

5,96887 5,694x2 5,45903 

6,z236o 5,82605 5,572o 9 

3 

4,57009 
2 

9,09805 8,4o,oo 7,74205 7,z38o2 

8,~176 I 7 3o23----------~ I 6,07254 
i 8,37304 , 7,649x7 

7,23376 6,49829 5,82636 5,24335 

7,6z7o4 [ 6,85975 6,z5257 5,52263 

6,4z64z 

6,8~z89 
5,64042 4,94383 4,36x64 

6,02094 5,27964 4,637ot 

4,70632 3,98048 3,4z2o7 

5,zz337 4,32596 3,67533 - -  

3,65002 2,8938z 2,37457 

4,09786 3,=4369 2,60562 

1,59938 1,2314o 

2'87z79 I I'9xz75 I~383~ 

6,3584z 5,9297 z 5,56896 

6,600o 9 6,z35zo 5,74z36 

4,76zx9 4,37438 

4,98963 4,55674 

3,90383 3,55387 

4,zx776 3,7z697 
--t 

5,53860 

5,97477 

4,57009 

5,05334 

3,43974 2,34473 

4,o~o95 

1,8o555 

2,70260 

5,z6557 4,82776 

5,36z42 4,98820 

4,o6678 

4,2zz82 

3,28575 

3~4xII4 

2,999oz 2,70287 2,4854x 

3,z88x8 2,83895 2,58622 

2~04244 1,82258 1,66797 

2,~9o3o 1,922o6 1,739o6 

0,9~823 

~ __ 

i I 

I~o37o3 

I,z2o8o 

0,83753 

0,8744x 

5,26693 5,oz336 

5,4zz25 5,z347o 

4,55o8z 

4,68250 

3,82053 

3,937oz 

3,07658 

3,z7498 

2,32oz3 

2,39747 

1,553~9 

1,6o666 

0,77862 

0,80597 

4,32204 4J3o87 

4,43zx2 4,~2232 

3~62o56 3,45545 

3,71555 3,53423 

2,9o96z 2,77334 

2,98864 2,83820 

2,Z9032 2,08550 

2,25156 2,Z3526 

1,46425 1,39298 

1,5o6~o 1,42677 

F 
0,73338 0,6973I 

I 
0,75462 0,7z439 

44--30634. A a a  mathematica. ~6. Imprim6 le 7 janvier 1931. 
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Nr.  7. l~ichtu'~.gsfeld. 
n = 2  oder :c=--2,s bis x-~--l ,s.  

~ ' --2,5 --2,25 - - 2  - - I , 7 5  --I,5 

I 

!6 
I 

8 
I 

4 
I 

2 

_ 3  
4 

- -  I 

- -  0,524763 ~ 

- -  1,oo9778 

I 1,76o3xo 

- -  2,40260: 

- -  2,4849xz 

- -  2,4z827 o 

- -  0~2925435 

- -  0,5936857 

- -  1,22559o 

- -  2,256844 

- -  2,58884 ~ 

- -  2,562=4z 

--17,5=537 

-- 9,043678 

5,057639 

3,43oozo 

- -  3,oz7626 

- -  2j79x7o 7 

q- 0,54853z6 

-k 1,2964z6 

+ 6,55o8,s 

-- 5,0739o8 

-- 3,46z3oo 

- -  3,o45o3x 

-- 0,8009384 

-- 1,538243 

- -  2,6624xo 

- -  3,532874 

-- 3,522545 

- -  3,264673 

i y=- !-g 

I 

8 
I 

4 
I 

2 

4 

n = z  o d e r  x ~ - - l , 5  b i s  x = - - o , s .  

~ I , s  - - r i ,25  ~ I  - - 0 , 7 5  ~ o , 5  

0,3~5463= 

- -  0,672652o 

- -  1,485638 

- -  3,=z36z4 

- -  3,850725 

-- 0,7693666 

1,4793o2 

2,570550 

-- 3,460328 

-- 3,492324 

--38,o8722 

- -19 ,49825 

- - I o , 6 t 6 9 6  

i 
-- 6,6o3963 

�9 -- 5,22~699 

+ 0,4243548 

+ 0,9328443 

+ 2,755630 

- -  54,85399 

-- 7,8ox864 

- -  6,033468 

- - I I j o 3 8 9  

--16,5o7o4 

--14,4oz62 

- -  9,644880 

. . . .  _-7_ _ L  . . . . . . .  .7_ 3:.8,78~ 

I y = - - ~  

! 

8 
I 

4 
I 

2 

_ 3  
4 

- -  ! 

- - 0 , 5  

- - I  2~7934: 

- -22,30243 

- -28 ,24820 

--18~57799 

- - I 0 , 7 o o 9 6  

-- 6,824857 

- -  3,662894 i - -  4,3368oo ! 

n = o  o d e r  x = - - o , s  h i s  x = + o , 5 .  

--0,25 I 0 

- -  0~4o8x665 

-- 0,8857555 

-- 2,42866x 

13,852o6 

-- 20,74666 

9,849489 

-- 5,3~7o49 -- 6,6o23o4 

+30 ,62862  

I 
+ I 5 , 7 o 4 5 9  

! + 8,8392,s 

-I- 7,8578~9 

+ I S , 3 z 8 x 6  

--22,6365x 

+0,25 + 0 , 5  

+ 0,3294239 

+ 0,6082357 

i -~- I,o59994 

i Jr 2,2833x9 
I 
i + 5,603782 

-k ' I I4 ,47x  3 

I _ 0,o72562927 

- -  0,o836xx827 

+ 0,2384082 

+ 1,524z94 

+ 4,z875o4 

+37,4z8o4 

0,5 1,25 1,5 

y = +  -t- 0,06267788? 
! 

7~ 
I 

! 

4 
I 

2 

3 
4 
I 

-- O, zz688za 

-- 0,33o965z 

- -  0,7657365 

-- 1,8269O2 

- -  4i342z39 

- -37 ,6992z  

-- 0,03873469 

- -  0,4347944 

-- 1,5z227 x 

- -  4,z93x95 

- - 3 0 4 , 7 6 o 9  

x = o , s  b i 8  X = I , 5 .  

0,75 

O,xs95x7o 

- -  0~3263784 

. - -  0,7XX7z88 

- -  2~o2573z 

- -  7,57x873 

�9 -~-1 1,79929 

- -  0,3352582 

- -  0,68887xo 

- -  1755o9o 4 

- -  6,42~x59 

- -  12,7o746 

q- 4,z8o769 

+ I~327373 

+ 2,4o46z8 

i + 3,489586 
1 , 

+ 3,32z235 

+ 2,6794z7 

+ 2,~o6o67 
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Nr. 8. Zum ltichtungsfeld geh6rige t to~ktzonswerte. 

i ~ - - 2 , 5  X ~  ~ 2 ~ 5  ~ - - 2  Xr"-- - -  I ~75 

I 

!6 
! 

! 

4 
I 

2 

4 

-- I 

! 
y=-~ 

! 

8 
! 

i _  

4 
! 

2 

4 

--I 

! 

Y=~ 

! 

! 

4 
�9 ! 

2 

4 
! 

!--~--0,o68957o 5 --7~--0,z55o637 

--0,x37943o --0,4847975 

--0,276o9z 3 --0,8350476 

--0~5538545 --I~534o64 

--0,8348979 --I,548o597 

--I,z2o7zo 7 --I,8=z~z38 

:r= --0,5 

--7~--0~oo263468 

--0~oz=5896 

--0~o36zoo4 

--0~o8o8588 

--0,z5~8o5~ 

--7~--0~7768836 

--Op33z2397 

--0,5296668 

--0,656944z 

--0~6874zo3 

--0,7288z~5 

!~- ~--0,o5769zzo "}'0,t4o2839 
2 

--O~z~S4Z97 +0~35z6o 9 

--Oj23zx386 -}-O,375x6oz 

--0~4646449 + 0~3287684 

--0~7o2764z -}-O, z492x=9 

--0,9475z4= --0jo654o83 

..}_ 7~ 
2 + 0'~176 

+ 0,o65757~ 

+ O~.z3oz368 

+ 0,23892zz 

+ 0,~98oo64 

-~ 0,3oz5~o 5 

~'0,=38~776 

+0,4683788 

+0,Szo685Z 

+l,z894tz8 

+I,34o4o5z 

"}'1,3823484 

X~0~75 :r ~ I X ~ 1,25 ~-~" 1,5 

--0,oz46o55 

--0,0263773 

--0,0507709 

--0,o852669 

--0,o89oo49 

--0,o547x83 

"--0~o329o33 

--0,o657572 

--0,z3o~368 

--0,2389~z~ 

--072980064 

--0,3oz5~o5 

--0,0467885 

--O~zoz76t8 

--0~23oe474 

--0~4472oo7" 

--0~5639899 

--0~599oz76 

+ 0poo263468 

-F0~oo54522 

+0,oz25896 

+0,o36zoo4 

-}-}-0,0808588 

+0j~528o52 

~0,43o87997 

"}'0,o524o32 

-}-0,4299068 

+0,76324o3 

+0,9zo2o59 

-}-}-0,9583333 
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:t',Tr. xo. ~ .  rS(x, y) ~ d  ,~- v'(x, y). [ ~ o ~ e ) .  (68).1 

x "I 3 z 

4 2 4 

I 

I 

! 

4 

! 

2 

3 
4 

I 

I 

0,6o90436 

I~z739655 

2,o6o239 

I 
- -  i 0 

4 ; 

I ! 
- -  i 0 

2 i 

3 I - -  0 

4 

! 0 

2,88z32o 

3joSs6S= 

3,z2988z 

I,z739654 

0~6557942 

0,9x7x$23 

0~996~72z 

16,~oso9o 

8,407o68 

4,79osz7 

I,z739654 

2,o6o~38 

2,88z3z 9 

~,425378 ~,z2988z 

0~9998386 I ~'z98548 

0~999993~ I ~'z53348 

2,9z4oo~ 0 

0,6o9o,1.36 

I~z739655 

2,37x7z3 

~7zoz5 

0~o~6439z3 

07ozz73345 

2~o6o~39 

2,88T32o 

3,z4zo86 3,oas6S2 

~,z4z57z ~,z2988z 

~279z4oo2 0 

--2t37z7z 3 o 

~Ii~7zoz5 

: ~o~o56439z3 

~0~ozz73345 [ 

0 
i 

I 
o 
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Urbere iche  d. F-Funkt ion .  (Schematisch.)  
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Zeichnung I. 

45--30534. ~4aa mathematica. 56. Imprim6 le 15 janvier 1931. 
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