DER SATZ VON LOOMAN-MENCHOFF UND SEINE AUSDEHNUNG
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§ 1. Vorbereitungen, Formulierung der Siitze und Beweisanordnung

Punkte des n-dimensionalen euklidischen Raumes mit den Koordinaten x,, z,, ..., %,
bezeichnen wir oft durch t, Y, X, .... 4, B, £ bedeuten Punktmengen im R,; A< B
bzw. Ac B haben die bekannte Bedeutung, ebenso die Zeichen U und n fiir Ver-
einung und Durchschnitt; 4 —B bedeutet die Differenz der Mengen 4 und B; g ist
stets die leere Menge. Ist E beschriankt und meBbar, so bedeutet mE das MaBl von E.
N bedeutet stets eine Menge vom MaB Null: mN =0; ist N in einem echten Unter-
raum R,(0<p<n) von R, enthalten, und dort vom Mafl 0, so schreiben wir deut-
licher m*N=0. @G, G,, ... bedeuten stets offene Mengen, F, F,, ... stets Mengen, die
abgeschlossen bzw. relativ zu einer offenen Menge abgeschlossen sind. I bedeutet ein
Intervall: a,<z,<b, (»=1,2, ..., n), I die AbschlieBung, I’ den Rand; analoge Be-
zeichnungen werden fiir ein Quadrat (@, é, @), Rechteck oder Wiirfel benutzt, von
denen stets angenommen wird, daf ihre Kanten parallel zu den (festen) Koordinaten-
achsen sind. U bedeutet bis zum Lemma 3.4. einschliesslich eine héchstens abzéhlbare
Menge.

Funktion bedeutet stets eine endliche Funktion. Ist die Funktion

f=f(g):f(x1’ 1‘2, ---an)
n der offenen Menge G definiert, so bedeutet f€C°, daB f dort stetig ist, ebenso
Ff€C', daB die partiellen Ableitungen 8f/dx, (v=1,2, ..., n) existieren und stetig

sind, .... KExistieren von einer Funktion f=f(1), definiert in @, lediglich die ersten
Ableitungen, so schreiben wir:

Jof/ox, (v=1, ..., m) in G.
3 — 622906, Acta mathematica. 108. Imprimé le 19 décembre 1962.
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Die auftretenden Integrale sind im Lebesgueschen Sinne zu verstehen, bei Integra-
tionen z.B. zweifachen wird das Integrationselement dw, dx, oder dz dy oft unterdriickt.
K bedeutet stets eine eine offene Kugel, K ihre AbschlieBung, K’ ihren Rand.

DrrinirioN 1.1. Sei f(1)€C® in K. Dann bedeutet fxz(r) die zu f beziiglich
K gehorige harmonische Funktion, welche sich ergibt, wenn man fiir K mit den Rand-
werten von f auf K’ das Poissonsche Integral bildet.

Nach Carathéodory [1] gilt speziell das

Lemma 1.1, dus

1) f=fr)eC in G,

& .
2) 3ax% (»=1,2, ..., n) in G,
_1,71 aZf .

folgt: f ist harmonisch in G, d.h. fir jede Kugel K mit K< G ist f(r)=fg(x).

{uv} (»=1,2, ..., n) bedeutet stets ein stetiges Vektorfeld in einer offenen Menge
& {u}eC® in G.

Wir beweisen in dieser Arbeit den folgenden Satz, der fir n=2 in den Satz von
Looman-Menchoff {ibergeht. ,,Fast iiberall’“ heiBft dabei, wie ublich, fir alle t€G—N,
wo mN =0 ist; der Zeigerbereich fiir auftretende Zeiger v, W, ... ist stets der Bereich

1,2, ..., »n, und wird, wo er sich von selbst versteht, nicht mitgefiihrt,

Haversarz (H,). Voraussetzungen:

1) {u}€C® in G (offene Menge).

2) 3au” fiir alle €@ —Wu,v=1,2, ..., n).
ox,
ou, Ju, ., .
T t .
3) ox, o, 0 fast diberall in G
1, n
4 > gZ”:O fast dberall in G.

Behauptung: {u,} ist harmonisch in G, d.h. jede Koordinate u, ist harmonisch in G.

Wir iibernehmen von H. Weyl [6] die

DeriNIiTION 1.2. Voraussetzung: {u,}€C° in G. Dann heiBt {u,} wirbelfrei in
G, wenn gilt: zu jedem Punkt r,€G existiert eine Umgebung U= U,, in Form eines
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(n-dimensionalen) Wiirfels um y, derart, daf firr jedes (zweidimensionale) Quadrat

(Kanten parallel zu den Achsen!) QcU die sogenannte ,,Umstromung® verschwindet:

Ln
§ > u,dr,=0 (@ Rand von Q).
Q' v

Es existiert dann in U eine Funktion w(x)€C* so daB in U

u,,=g§: »=12,..,n)
gilt, und von selbst ist dann das obige Linienintegral, erstreckt iiber irgend eine ge-
schlossene rektifizierbare Kurve aus U, gleich Null.

Der Satz (H,) ist bewiesen, wenn die beiden folgenden Sitze (H,) und (H) be-
wiesen sind, in denen G ein n-dimensionaler Wiirfel ist, der samt Rand in der in

Satz (H,) mit G bezeichneten Menge liegt.

Sarz (Hy,). Voraussetzungen:

1) {u,}€C® in G (n-dimensionaler Wiirfel).

2) aau” fiir alle QEG—QI (v, //'=1’ 2, ..., n).
oz,
3) 8l_uv_a~_u,, =0 fast iiberall in G.
ox, 0w,

Behauptung: {u,} ist in G wirbelfrei.
Sarz (H). Voraussetzungen:

1) w=o@)€C in G (n-dimensionaler Wiirfel).

Fo .
2) 35? fiir alle teG—UA (v=1,2, ..., n).

1,n 8260
3) Aw= D a—x2-=0 fast idiberall in G.

Behauptung: o ist harmonisch in G.

Der Satz (Hp) ist fiir #»>3 induktiv sofort auf den entsprechenden Satz (H3)
zuriickfiihrbar: ist z.B. n=3, G der Wiirfel —1l<z, <}l (v=1,2,3) N die betref-
fende Ausnahmemenge mit m®9 =0 und — unter Auszeichnung der dritten Achse —
3?(53) der Durchschnitt von ) mit der Ebene x,= const. =&;, so ist m2§E(§3)=O fiir

alle & mit —3A<&; <1l bis auf eine Ausnahmemenge 9* von &;-Zahlen mit m!' N* =0;
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daraus und aus der Stetigkeit von {u,} folgt aber dann sofort, wenn man alle drei

Achsenrichtungen beriicksichtigt, daBl (H) gilt, wenn (Hg) gilt. Es geniigt daher, (Hz)
zu beweisen.

Der Beweis fiir (H,) wird ebenfalls fiir n=2 durchgefiilhrt und zwar so, daB er
mit geringfiigigen sinngemdifien Abdnderungen fiir jedes = gilt.
Die allein noch zu beweisenden Sitze (Hj) und (H3') formulieren wir nochmals

und bezeichnen dabei wie iiblich die Koordinaten mit z, y, das Vektorfeld mit {u, v}.
r bedeutet wieder den Punkt (z, y).

Sarz (Hy). Voraussetzungen:
1) {u, v}€C°® in G (Quadrat).

ou ou ov ov
—, —, —, — fir alle t€@—Y.
2 350 50 a0 gy [0 e TEG-U

ov ou

3) a—x—@=0 fir alle t€G—N, wo mN =0 (m=m?).

Behauptung: {u, v} ist wirbelfrei in G.
Sarz (Hy'). Vorausselzungen:

1) w=owl)=o y)EC* in @ (Quadrat).

o o

2) 35;:5, a—yg fiir alle reqd—U.
2 2
3) Aw5%+%§(g~=0 fiir alle t€G—N, wo mMN=0 (m=m?).

Behauptung: o ist harmonisch in Q.

In beiden Fillen wird die Behauptung mit Hilfe des nachstehenden Lemmas aus
Carathéodory [2] auf eine einfachere Form gebracht.

Lemma 1.2. Voraussetzungen:

1) 8 sei eine Menge + o, und G, (k=1, 2, ...) eine Folge offener Mengen, deren
jede diberall dicht auf S ist.

2) 8 sei in der Form darstellbar

wo U; offen.

1. 00
Behauptung: Der Durchschnitt f}'c] G, ist ebenfalls iberall dicht auf 8.
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§ 2 enthilt einen vereinfachten Beweis des Satzes (Hz) (Satz von Looman-Men-
choff): die Vereinfachung besteht darin, daB eine von Weyl gegebene Charakterisierung
eines stetigen wirbelfreien Feldes benutzt wird. § 3 bringt den Beweis fiir den Satz (Hy').

Lemmata, die bekannt sind, bzw. deren Beweis auf der Hand liegt, werden ohne

Beweis mitgeteilt.

§ 2. Beweis des Satzes (H;) (Satz von Looman-Menchoff)
Mit den Bezeichnungen

A% u(r)
Al u(r)

I

Az u(z, y)=ulx +h, y) —u(x, y) 1)

Ajule, y)=ulx, y+h)—wz, y))

und den analogen fiir v werden gewisse Teilmengen F, (wobei ohne Einschrinkung !

von 1 an lduft, (I=1, 2, ...)) wie folgt definiert.

DEeFINITION 2.1. F, besteht aus den Punkten I =(z, y) €G, welche die Eigen-
schaft haben:

Ak , | AL
{l wlo)] |As u(o) <U[H| tir alle b mit [B|<1/1 (I=1,2, ...). 2)

|AZv(r), Abv ()

Wegen Voraussetzung 1) im Satz (Hj) ist F; relativ zu & abgeschlossenen. Wegen

Voraussetzung 2) ist

1, 0
G-A< lij F,=6, also mit A={q,, a,, ...}

G=

1,00
- [F: U {a}). (3)
2.1. I sei ein Intervall, das durch eine Parallele zur z-Achse (bzw. y-Achse) in

zwei Intervalle I, und I, zerlegt werde. Aus 1) {u, v}€C° in I; 2) {u, v} wirbelfrei
in I,; 8) {u, v} wirbelfrei in I,, folgt: {u, v} wirbelfrei in I.

DeriNiTION 2.2. {u, v} heift im Punkte r,€G wirbelfrei, wenn {u, v} in einer
Umgebung U, um g, gemiB Definition 1.2. (fiir n=2) wirbelfrei ist. @ sei die Menge
der t€G, in denen {u, v} wirfelfrei ist. Falls G=+a, 50 ist G offen.

F sei die Menge der Punkte aus @, in denen {u, v} nicht wirbelfrei ist.

Zu zeigen ist: F ist leer, d.h. G=@. Der Beweis wird indirekt gefiihrt, und also

angenommen; )
F+o. , (4)
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2.2, F ist relativ zu @ abgeschlossen, und enthilt wegen 2.1. keine isolierten
Punkte.

Erster Schritt

Behauptung: Es existiert ein Punkt t,€F, eine quadratische Umgebung Uy, um Y,
mit Uy, <@ und eine natiirliche Zahl L, so dafi gilt

U, NFSF,U{az} (5)

Beweis indirekt. CE bedeute die Bildung des Komplements einer Menge E, Cx E
die Menge CE N (. Das Gegenteil der Behauptung besagt: fir jedes r€F, jede (qua-
dratische) Umgebung U, <G um ¢ und jede natiirliche Zahl [ gilt

(Ug N F) 0 Ce[F, U {a}]+ 0. (6)
Gy=06[F,U{af]=C[F,u{a}] NG
ist offen. (6) sagt dann aus: @ ist Giberall dicht auf F, wo F+e. Wegen 2.2. gilt

1, 00 1,00
eine Darstellung F= | U;, U; offen. Nach Lemma 1.2. ist also ) G, iiberall dicht
j I
auf F und speziell
1, o0
O Gl#ﬁ. (7)

Anderseits gilt (3), woraus folgt

0G=1'rﬁ° CIF, U {a}]

1

o—cena={N oFu {a,}]}nG

1,00 1,00
rl] {cF,v {ﬂl}] nG}’“’ rl] G,

im Widerspruch zu (7).
Zwei Fille in (5) sind jetzt moglich.
Erster Fall: ty#a;. Dann ist U, so wihlbar, daB a, ¢ U,, und es folgt

U, NFSF, (1,€F).

Zweiter Fall: ty=0a;. Da t,€F und F nach 2.2. keine isolierten Punkte enthélt,
so existiert ein 1y +1, 15 €U, NF und eine (quadratische) Umgebung U.* < Uy, um 1}

mit r,¢ U,,. Es ist dann
UrnFcF, (L €EF).
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In beiden Fillen kann die Kantenlinge 4 von Uy, bzw. Uy als <1/2L<1/2 ge-

wiahlt werden. In neuer Schreibung ergibt sich so

2.3. Es existiert ein L €F, ein Quadrat O wum y, mit der Kantenlinge A<1/2L
<1/2, so daff mit den Abkiirzungen

QHF—:%, QnFL=%L:
gilt: TEF SO, F+o (8)

Dabei ist ¥ nach 2.2. relativ zu O abgeschlossen.

Zweiter Schritt

Lemma 2.4 stammt von H. Weyl [6], zusammen mit der

DeriNiTION 2.3. & sei eine offene Menge; dann bedeutet I'(®) die Klasse aller
Funktionen @ in & mit der Eigenschaft: ¢ €C" in & und ¢ =0 in einem Randstreifen
von &, d.h. auBerhalb eines (beschrinkten) Kompaktums von .

Lemma 2.6 steht bei Saks [4], ebenso das aus ihm folgende Lemma 2.7.

Lemuma 2.4. Ist {u, v} €C® in G und

op O\ ..
ffG(vax uay)~0 fir alle g €ING),

so ist {u, v} wirbelfrei in Q.

2.5. Aus {u, v} €C° in einem abgeschlossenen Rechteck R und {u, v} wirbelfrei in
R, folgt fiir jede Funktion p(t)€C* in R (R’ Rand von R)

-
ffR(vax uay = Rlzp(udx%—vdy).

LEMMA 2.6. Es sei g(x) eine Funktion von x in a<x<b, a<b, die fast iberall
differenzierbar ist. F,+go sei eine abgeschlossene Menge in <a, b>, und O>0 eine Kon-

stante, so dafl gilt
l9(xs) — g(y)| < Ol — )]

fiir alle x, €F, und alle x,€<a, b>. Dann gilt

‘ {9(b) —g(a)} — fF dz-g'(x)| <C{(b—~a)—mF,}; (m=m").
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LEmMa 2.7. Es sei g(x, y) eine Funktion von (x,y) in einem abgeschlossenen

Quadrat 6,, deren partielle Ableitungen 6g/0x, 8g/0y n jedem Punkt (x, y) € Q, abgeschen

von den Punkten einer abzihlbaren Menge existieren. F,+@ sei eine abgeschlossene

Menge in @ und C>0 eine Konstante, so daff gill

l9(2, y1) — g(@y, y)| < Clwy— |
|g(x1, Ys) — gy, ?/1)| < Ol?/z - ?/1|

fir alle (%, y,) €Fy, (3, y;) € Q. (%1, ¥) € Q.
Ist dann I:0,<z<a, b, <y<b, das kleinste F, enthaltende abgeschlossene Intervall

(das auch entartet sein kann), so gilt (m=m? I' der Rand wvon I)

1§, 200~ [[, %|<o0-tng-mry ©)
I Fy

§'dx-g+ff %J<50-{m@—mﬁ'2}. (10)

Wir zeigen jetzt mit Hilfe des Lemmas 2.4, daB {u, v} in £ wirbelfrei ist, im
Widerspruch zu der Tatsache, daB nach (8) F=F N Q=g ist. Durch diesen Wider-
spruch ist dann die Annahme (4) ad absurdum gefithrt und der Satz (Hz) bewiesen.

Sei im Sinne der Definition 2.3 @€I'(L)) beliebig und dann fest. Wir setzen

w(t) @(x) = U(x), o(x)p(x)= V() (11)
i o |20) g req
M = max {|u|, o, lgls ‘ax" ’63/} fir €. (12)

Mit L*=LM + M? gelten dann, da F< . fir €T die zu (2) analogen Beziehungen
fir {U, V}:

[AZ (@), |AL U(x)]

IAZ P(x)], |AZ V(E)l} < L* |} fiir alle & mit [h|<1/L und alle geg. (13)
z , v

Sei jetzt ¢>0 beliebig und fest, und §>0 gemiB

e=(10L*+2M? -6 (14)

festgelegt.
Wir teilen die Kanten O durch fortgesetzte Halbierung in 2* gleiche Teile und
behalten in der dadurch gegebenen Rasterung von £ die abgeschlossenen Quadrate
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@, (ihre Anzahl sei r) bei, welche Punkte von g enthalten. Da % abgeschlossen ist, kann
k so gewdhlt werden, daBl

— Lr . Q. NQ.=g fir vy
3= , =0, o -
gy SN0, +o
1,7
Eva<m%+6
wird, Mit &= NnNF
1,»
ist dann auch Sim@Q,—mF,}<6. (15)

I, sei das kleinste abgeschlossene Intervall in @,, das %, enthilt. Auf @, 8:,,, Ux), Vix)
ist dann 2.6. mit C=L* anwendbar, und es ergibt sich durch Addition von (9), an-
gewandt auf V, und (10), angewandt auf U:

‘3(5 (Ude+ Vdy) — H (ﬂ—alj)‘<10L*-{mQ,,—m%v}. (16)

ox

Auf §§, gilt — man beachte (11) — bis auf die Stellen von U

ev _oU _ (817 E)u)_H)E)(p u@_{p
ox oy

IG5 11 bas)

Damit lautet (16)

H;I,', pludx +vdy) — Jf ] (vz—(z—ug—z)' <10L*-{mQ,—m,}. (17)

Die Vereinigung der kohirent im positiven Sinne orientierten Intervalle I, liefert einen
orientierten Rand, dessen in O verlaufender Teil % heiBe. Summation von (17) iiber
y und Beachtung, daB ¢ =0 auf £, liefert wegen (15)

_ o9 _ 3_?’) . 18
3€mtp(udx+vdy) ff%(vax uayl<10L 0. (18)
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Denken wir uns die I, N &) aus £ ausgestanzt, so verbleibt eine offene Menge H
(H=9 zugelassen), in welcher {u, v} wirbelfrei ist. Verlingern wir jede Kante von
I, durch £, so erscheint H in endlich viele Rechtecke R, (u=1, ..., s) zerlegt, deren
jedes wieder positiv orientiert gedacht ist. Die Vereinigung der kohiirent orientierten
Rechtecke R, liefert einen orientierten Rand, dessen in £ verlaufender Teil © heifle.

Anwendung von 2.5. auf R, {u, v} und ¢ ergibt

o9 _ %%
: dy)= L.
fﬁR;t(p(ud"chv ) J:LM (vax uay)

Summation iiber p ergibt, weil =0 auf L’

0 0
fﬁ@(p(udx%—vdy):ff}{(vé%—u%). (19)

Infolge der kohidrenten Orientierung aller soeben benutzten Rechtecke ist

ff plude +vdy) = § plude +vdy). (20)
Weiter ist wegen Jf =Jf + jj
L Ty L=5,
op 2
und wegen (12) w—u oy <2M?-{mQ,—my.}
Summation iiber y=1, 2, ..., r liefert wegen (15)

1” ( T ay) H ( T y)%“m =1

SchlieBlich gilt

o000\ X ([ (,00_ % % _ o
ffa(va: SIS L) e

Aus (22), (21), (18) sowie (19) und (20) folgt, wenn noch (14) beachtet wird:

Uf d )'<(10L*+2M2)6=

£>0 war beliebig, somit
b9 _,09) -
JJolvge-eg)-o
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@ €T(L) war beliebig, somit

0P _ %%\ _o i o).
ffa(vax uay) 0 fir alle p€eI'(Q);

gemiB 2.4. ist also {u, v} wirbelfrei in Q.

§ 3. Beweis des Satzes (H))

Unter denselben Voraussetzungen wie am Anfang von § 2 beginnen wir mit der
Definition von Mengen Fy(I=1,2, ...) und F, welche die Rolle der gleichbenannten

fritheren Mengen jetzt tibernehmen.

DerFINITION 3.1. F; besteht aus den Punkten r=(z, y) €G, welche die Eigen-
schaft haben:

‘w
h__._
Az ox

<lp| fir alle 2 mit |B|<1/1 (I=1,2, ...). (23)

ow
AP =2
! 3?/}

Ist auch jetzt A={n,, 0,, ...}, so gilt wieder (3) und es ist wieder F, relativ

zu G abgeschlossen.

DEFINITION 3.2. w=w()=w(x, y), wo w(t)€C" in G, heiBt im Punkte 1, €@
harmonisch, wenn folgendes gilt: es existiert eine quadratische Umgebung U, um g,
mit der Eigenschaft, daB in jedem Punkt r€U, die zweiten Ableitungen &%w/02?,
&w/oy? existieren und Aw=0%w/02%+%w/8y*=0 ist. G sei die Menge der r€@, in
denen  harmonisch ist. Falls G+ o, ist G offen. Auf Grund von Lemma 1.1 ist
diese Definition berechtigt.

F sei die Menge der Punkte aus @, in denen o nicht harmonisch ist. Ist F+ o,

fEF, 80 bedeutet das: in jeder Umgebung U, um ¥ existiert ein Punkt, in welchem
entweder eine der Ableitungen 8%w/d2% 8%0w/8y® nicht existiert (der betreffende Punkt
gehdrt dann zur Ausnahmemenge ) oder, falls sie beide existieren, Aw =0 ist.

Da eine beschrinkte harmonische Funktion keine isolierte Singularitdt besitzen
kann, da ferner F relativ zu G abgeschlossen ist, so hat man

3.1. F st relativ zu G abgeschlossen und besitzt keine isolierten Punkte.

Die Behauptung besagt dann, daB F leer, und also G@=G ist. Der Beweis wird

indirekt gefiihrt, und also angenommen:

F+g. (24)
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Erster Schritt

Dieser Schritt vollzieht sich jetzt wortlich wie in § 2, und wir erhalten daher fir

unsere jetzigen Mengen F; und F genau das frithere Ergebnis 2.3.

3.2. Es existiert ein 1, € F, ein Quadrat L um g, mit der Kanienlinge 4 <1/2L<1/2,

so dafy mit den Abkiirzungen

QDF=%, QHFL=8:L
gilt: FEF S0, F=o

Aus m@F=mL folgte F=21, also LS F, und daraus mittels des Satzes von Fubini
sofort, daB o in L harmonisch, also = & ist, im Widerspruch zu §+ &. Es ist
also mF<m, also O—F=G=+ o und offen.

3.3. Es ist

D=BUF G offen
& relativ zu O abgeschlossen
G+, F+o
S S
w harmonisch in &.

Zweiter Schritt

Dieser Schritt geschieht in vier Teilschritten I, II, III, IV mit dem Ergebnis:
® ist harmonisch in £ im Widerspruch zu der Tatsache, daB nach (25) F=+o ist.
Durch diesen Widerspruch ist dann die Annahme (24) ad absurdum gefiihrt und der

Satz (H') bewiesen.

Teilschritt I. Ist f(z,y)€C® in einer offenen Kreisscheibe K, so bedeute D, f(x,y)
die rechtsseitige Oberderivierte beziiglich  bei festem y und analog D, f(x,y) die rechts-
seitige Oberderivierte beziiglich y bei festem z. Entsprechend sind die Ausdriicke

D.f(x,y) und D,f(x,y) als rechtsseitige Unterderivierte zu verstehen.

DrrinitrioN 3.3. Fiir eine Funktion f(1)=f(x,y)€C" in K definieren wir die

Operatoren
_p.2 . p ot
Gf=D, p D, 2y
of of (26)
0f= Dzé;—l—-pyé:z}.

Existieren an der betreffenden Stelle die Ableitungen &°f/02 &°f/dy?, so ist dort
6f=0f=Af (Laplacescher Ausdruck). Es ist
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0f=—6{-1
0{f+9t=0f+6g=0f+Ag,

falls o%/0a®, &%g/0y® existieren.
Erinnern wir uns an die Bedeutung der Mengen U und 9 und beachten ferner

die Definition 3.1. fiir den Spezialfall =L, so gilt:

34. In dem Quadmt 2 von 3.3. ist

w=Aw fir alle ze -9
w=Aw=0 fir alle eQ—-N, wo mR=0.
L<Ow<0w<2L fir alle 1€F.

Ql

fw
Q

o
H
e}

1)
)
3) —
4) w harmonisch in 2.

Leicht einzusehen ist auch

3.5. Die Funktionen 6w und Ow gehdren zur ersten Klasse von Baire in Q.

Ist P eine perfekte Menge mit PN O =0, so gehéren fw, w, als Funktionen
auf P aufgefalt, wieder zur ersten Klasse von Baire und es besitzen nach einem
bekannten Satz von Baire fw, B Stetigkeitspunkte auf P n L, die auf P n L iiberall

dicht liegen. Wir notieren fiir spéter die spezielle Aussage:
3.6. Ist P eine perfekte Menge mit PN LO=+0, so besitet G, aufgefaPt als Funk-
tion auf P Y, einen Stetigheitspunkt auf PN O; ebenso fw.
Teilschritt II. Es sei K eine Kreisscheibe vom Radius @, wo O<a <3} und
K=A4UB,
wo A offen, B relativ abgeschlossen, und mB=0.
Dann gilt der folgende Satz, in welchem L eine Konstante > 0 ist, die spéter

mit dem L aus 3.4. identifiziert wird, ¢>0 ein Parameter, der bereits geniigend klein

gedacht ist, und y.(r) eine von dem Parameter ¢ abhingende Funktion ist:

SaTz 3.7, Zu jedem >0 existiert in K eine Funktion v, (L) =1v.(x,y) mit den
Eigenschaften: (1) €C® in K, p.(x)€C? in K und
Aye(t)=gc(t), wo os(t)>2L+e fir r€B,
0:(r)>¢ fir te€A,
lpe@|<hle)  fir rek,

lim 2(g)=0 fiir &—0.
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Beweis: Wir unterdriicken beim Beweis den Suffix ¢ in y.(r) und g.(r) und
schreiben kurz o(t) und o(r). K mit dem Radius ¢ sei konzentrisch zu K und 0 <a <
d<34. Ferner sei 0 <g<gy=d —a. Alsdann existieren, wie leicht zu sehen, abgeschlossene
Mengen B, B in R mit

BCBC]§, m1§<7t82, BnB =0

und eine stetige Funktion P(r) auf B mit

0<P@)<1, P@)=1 fir 1€B, P(x)=0 fir r€B’ (Rand von B).

Ist @ ein abgeschlossenes Quadrat mit K <@, so werde P(x) auf @ durch P(r)=0 fir
);GQ“]’% stetig ausgedehnt. Nach WeierstraB existiert in @ ein Polynom p(z) mit

|p(x) -2LPx)|<}e.
Die Funktion o(r) =p(x)+3e

hat dann die Eigenschaften

2L+e<p(t)<2L+2¢ fir r€EB
e<p(t)<2L+2¢ fir reB-B 27)
e<o(r)<2e fir re@-B.

Mit o(x) = o(z, y) als Belegungsdichte bilden wir das Potential (r = {(z — &)* + (y — 9)*}})

1
y(x, y) =5 ff;(‘ﬁd’? o(&,m) log . (28)
Fiir z€K ist (x) €C* und
Ay(x)=p(x)>e>0 fir rek. (29)

Wir zerlegen das Potential y(z) in die zwei Beitrige

1
=5~ f ﬁ{kﬁdfdn o(&,7) log 7

1
¥alt) =5 HB dédno(&,m)logr;

wir beachten noch, daBl wegen 2d <1 und p(r)>0 die Funktionen y,, y, und o alle
<0 fiir €K sind.

Von jetzt ab beschrdnken wir den Aufpunkt = (z,y) in (28) auf K. Es ist dann
nach (27)
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1 1
|w2<x>{<<2L+28)§7~tffﬁdgdnlog;

und weiter das betreffende Integral nach einer klassischen Abschétzung von E.
Schmidt [5]:

2
< %8— [1—log £).

2
1—loge®] fir pek.

. 1 7e
Somit |zp2(g)|<(2L+28)2—ﬂ?[

Fir o, (x) gilt nach (27)

1 1,1 1
= log — — =
lp @) <2e 5 H&_ﬁdgdn og - <2e;- ff;{dédnlogr,

wo das letzte Integral wieder nach E. Schmidt < {md?*[1—logd®]=M >0 ist. Somit

1 ..
lva@)|<2e - M fiir geK.

2
Setzt man h(e)= %‘z {26M + (2L +2¢) n2_e [1-log 82]},

wo lim h{¢) =0 fiir ¢—0, so ergibt sich die Behauptung 3.7.

Teilschritt III. Wir erinnern an die Definition 3.3 und konstatieren (K wie
immer eine Kreisscheibe)

3.8. Aus

1) fx,y)€C® in K;

2) f(x,y)€C* in K;

3) fla, y) (&, ) fir festes (& n) €K folgt:

of @ 550 g
a_gf;zo, 55:0, B1>0 in (z,y)=(& 7).

3.9. Aus

1) f=fx)€C® in K;

2) fECt in K;

3) =0 auf K’ (Rand von K) und

4) Gf<0 in K, folgt: _
=0 in K.

Fiir die folgende Definition vergleiche man F. Riesz [3].



48 ERNST MOHR

DEFINITION 34. Sei H=o eine offene Menge und die Funktion f=f(x)€C®
in H. f(xr) heisst in H superharmonisch, wenn zu jedem r€H eine Umgebung U,
existiert mit folgender Eigenschaft: fiir jede Kreisscheibe K um r mit K < U, gilt:

f(2) > fr ().
Ist @>0 der Radius von K, (f), der Wert von f(r) im Mittelpunkt, so ist

o> s [ [ dotfiz . (30)

In den zwei folgenden Lemmata ist fiir die Kreisscheibe K eine Zerlegung
K=4UB, A offen und B relativ abgeschlossen, zugrundegelegt.

Lemma 3.10. Aus

1) f=f(x)€C® in K;

2) feC* in K;

3) [ superharmonisch in A wund

4) Gf<0 auf B folgt:

f tst superharmonisch in K.

Beweis: Sei ohne Einschrinkung B=+g, 1,€B und & eine Kreisscheibe um g,
mit R<K. Wir setzen R=UAUB, wo A=4n&, B=Bn{+0. Sei weiter g=f—fq,
also g=0 auf &. Angenommen, es gilt in & nicht ¢>0. Dann nimmt ¢ sein Mini-
mum y<O in einem Punkt }),€R an.

Erster Fall: y,€%B. Dies ist unmoglich nach 3.9.

Zweiter Fall: 1),€ . Da g superharmonisch in einer Umgebung von 1), ist, so folgt
aus der Eigenschaft (30), dal g=px <0 auf einer gewissen Kreisscheibe um ), ist. Ist
dann A* das groBte Teilgebiet von U, das Y), enthilt, so kénnen wir A* wie folgt in
zwei disjunkte Mengen U und UA; zerlegen: r €A genau dann, wenn es eine Kreis-
umgebung von p gibt, in der g=u ist; €U genau dann, wenn g(r)>u ist. Nach
Obigem ist A+ und offen; da aus U;+o folgte, daB auch U3 offen wire im
Widerspruch zu der Zerlegung A* =} U A3 und des Zusammenhangs von U*, so folgt
A =0. Somit ist g=u<O0 in A*. A* besitzt notwendig einen Randpunkt 3, in &
(sonst wire g=u <0 in K, im Widerspruch zun ¢'=0 auf &) und es ist dann 3, €95,
d.h. es liegt der erste Fall vor.

Beide Fille sind somit unméglich, und es gilt wie behauptet: g=>0 in R, also |

superharmonisch in K.

LEMma 3.11. Aus
1) f=fr)eC® in K;
2) fEC in K;
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3) | superharmonisch in A;
4) §f<2L (L>0 eine Konstante) auf B und
5) mB=0 folgt:

[ st superharmonisch in K.

Beweis: Sei £>0 und y.(r) die Funktion des Lemmas 3.7. Es ist dann
6{f—y}=0f—Ayp.<2L—(2L+¢e)= —e<0 fir rEB;

da nach (29) (-v,) supcrharmonisch in K ist, so ist f— v, superharmonisch in 4.
3.9. liefert dann: f—1v, ist superharmonisch in K; da diese Aussage fiir jedes £¢>0
gilt, so liefert lim ¢=0 die Behauptung.

3.12. dus

1) f=f)eC® in K;

2) fEC! in K;

3) | superharmonisch in K, folgt:

f=fc in K.

Teilschritt IV, Wir kehren zu der Funktion w = (%) zuriick und erinnern an 3.3:
 ist in & harmonisch und FSF.=F,. NQ; F=o.

DErINITION 3.5. Unter einer X-Funktion z.B. fiir das Quadrat £) verstchen wir
irgend eine Funktion X =%(x) mit den Kigenschaften:

1) x€C® in Q;

2) x€C? in &;

3) Ax=1 in Q.

Ist z.B. § ein Kreis, der & umfaBt, und G(z, y; £, 1) die zugehérige Greensche
Funktion, so ist

1
Xz, y) = 5 JL dédn Gz, y; &, 1) (31)

eine X-Funktion fiir £i, und sogar fiir §; hier ist auBerdem ¥ =0 auf &’ (Rand von §).

Sei ¢>0 ein Paramecter. Dann ist w —cX in & superharmonisch.

DEFINITION 3.6. ({c) sei die Vereinigungsmenge aller offenen Mengen in &), in
denen w — cX superharmonisch ist, m.a. W. G{c) sei die ,,maximale‘‘ offene Menge in £,
in der w —cX superharmonisch ist.

Offenbar hingt die Definition nicht von der speziellen dabei benutzten Funk-
tion % ab.

4 - 822906. Acta mathematica. 108. Imprimé lo 19 décembre 1962.
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Es ist &< G(c). Wir setzen £ — G(c)=F(c¢) und haben:
Q=0G(c) U F(c),

wo B <Gc), Flo)=sF<Fe

3.13. Es ist F(c)=g, also G(c)=%.

Beweis: Sei F(c)=+0. F(c) ist relativ zu £ abgeschlossen.

Angenommen, es existiert ein I)€F(c) mit der Eigenschaft: es gibt eine Kreis-
scheibe K um (K <{), so daB m{K n F(c)} =0 ist. Wir setzen 4=K nG(c), B=
K N F(c) und haben K=A4U B, wo A offen, B relativ abgeschlossen und mB =0 ist.
Dann treffen auf f=w —cX (beachte fw <2L auf B) die Voraussetzungen von 3.11.
zu und es folgt: f=w —c) ist superharmonisch in K, im Widerspruch zur Definition
von G(c).

Somit ist F(¢) metrisch dicht d.h. es gilt fiir jedes 1) € F(c) und jede Kreisscheibe
K um Y mit K<Q stets m{K n F(c)} >0. Setzen wir f=F(c), so ist P perfekt und
F(c)=P nQ. Nach 3.6. besitzt Ow, aufgefaBt als Funktion auf F(c) einen Stetigkeits-
punkt §) €F(c). Es existiert also eine Kreisscheibe K um Y mit der Eigenschaft

[fw)— o) <c fir alle 1 €K nF(c)
und alle ¢’ €K n F(c).
Da m{K n F(c)} >0 und fast iiberall o =0 ist, existiert in K n F(c) ein 3 mit fw(3) =0.
Fir ¢’ =3 liefert dann (32)
|fw(x)|<c fiir alle g€K nFc).
Setzen wir wieder 4 =K n G(c), B=K N F(c), so treffen auf K=AU B und f=w—cX

die Voraussetzungen von 3.10 zu und es folgt: w —cX ist in K superharmonisch im

Widerspruch zur Definition von G(c).
Da man in allen Uberlegungen w durch (—w) ersetzen darf, so ergibt sich

3.14. Fiir jedes ¢>0 ist w—cX und (—w)-cX superharmonisch in L.

Sei jetzt K ein beliebiger und dann fester Kreis in £). Beschrénkt man sich dann
auf K, und wihlt ¥ wie in (31), unter Ersetzung von & durch K, so sind Q—¢) und
(—Q)—cx superharmonisch in K, wo Q=@ —®x bedeutet. Da die Funktionen auf dem
Rand K’ gleich Null sind, so folgt nach 3.12.
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Q—cx>0 _
°x in K,
(—Q)—cx=0
d.h. x<Q<-¢x in K.

(Beachte: ¥ <0 in K.)
Fiirr ¢—>0 folgt daraus
Q=0, d.h. w=6x in K,

d.h. w ist harmonisch in K. Da K beliebig war, ist w harmonisch in £, also F=a,
im Widerspruch zu (25).
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