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I n t r o d u c t i o n .  

L'6tude des suites des polynbmes de Bernoulli et d'Euler suggbre deux 

remaxques simples, dont l'dnoncd est susceptible de faire comprendre l'idde di- 

rectrice de ce travail. Ces suites de polynSmes, avec la g6ndralisation apport6e 

par N. E. NSrlund dans un m6moire fondamental 1, jouissent de propridtds essen- 

tielles semblables se truduisant par des formules symboliques de m~me forme. 

Cette forme symbolique est 

(I) C,,-~ (a + b),, 

off le second membre doit ~tre ddveloppd suivant la formule du binSme de Newton, 

avec remplacement des exposants de a et b par des indices dgaux; de sorte que (I) 

s'~crit encore 

(2) cn ~ as bn-s 
8--0 

Ce dernier membre est justement le terme gdndml du produit des deux sdries de 

an bn 
terme gdndml n~  et h i "  On congoit donc qu'un algorithme des suites, dans 

lequel l'opdrution (2) joue un r61e essentiel, permette de condenser la traxluction, 

et m~me la d~monstrution de pareilles propridtds. 

i M~moire sur les polyn6mes de Bernoulli, Acta math. 43 (I920), P" I2I--I96" 
2 6 -  27377. Acta mathematica. 51. Imprimd le 10 fdvrier 1928. 
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Le premier ehapitre de ce travail concerne un pareil algorithme. On verra 

comment une question assez g6ndrale conduit g cette op&ation (2), ou produit 
hamog~ne de deux suites. L'6tude qui suit n6cessite l 'introduction d'une autre 

op6ration, associative et non commutative, que j'appeUe produit diagonal, poss6dant 

n6anmoins des propri&ds intgressantes. 

Par  contre, lorsqu'on d~finit ces deux esp~ces de polyn6mes au point de 

rue du calcul aux diffdrences finies, une diffdrence essentieUe apparait imm6dia- 

tement. Tandis que ls moyenne 

V E, (x)= E (x+ x" 
2 

ddfinit enti~rement le polyn6me d'Euler E~ (x), la diff6renee finie 

A B , , ( x ) ~ B , ( x  + I ) - - B , , ( x ) = n x  ~-j 

ne suffit pas pour d~finir le polyn6me de Bernoulli B,, (x), la d6finition complete 

faisant interveuir les hombres de Bernoulli. Bien entendu, une telle distinction 

est irrdductible, mais l'algorithme des suites 6tabli au premier chapitre permet 

d e  d6finir tr~s naturellement une classe g6n6rale de polyn6mes, comprenant les 

deux suites en question, et dont l'6tude est l 'objet principal que je me propose ici. 

Le second chapitre concerne en effet la suite la plus g~n~rale des polyn6mes 

P ,  (z), appel6s polyn&mes d'interpolation, telle que l'on air identiquement 

p. (x) p,,_s (v) = P .  (x + v) n ~ O ~  I ,  2~ . . . .  

Une telle suite d6pend d'une suite constante arbitraire, et est d6finie, en parti- 

culier, par la suite des valeurs correspondant g une valeur donn6e de l'argument. 

Le produit homog~ne d'une suite constante et d'une suite d'interpolation 

fournit un suite de polyn6mes d6pendant de deux suites constantes arbitrairesl 

appel6s polyn&nes bernouUiens d'interpolation. C'est g de telles suites que sont 

consacr& les  quatri~me et cinqui~me chapitres. 

II suffit de choisir convenablament les deux suites constantes param&riques 

pour obtenir les suites de Bernoulli, d'Euler, ou les polyn6mes d'Hermite. Avec 

une pareille d6finition, la diff&ence signal6e plus haut prend la forme suivante: 

alors que les polyn6mes de Bernoulli correspondent g u n  choix simple des deux 

suites param&riques, l 'une de celles-ci est compliqu6e pour les polynSmes d'Euler; 
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n~anmoins on peut d~finir ceux-ci s l'aide de param&res simples en consid~rant 

leur suite comme le quotient de deux suites bernoulliennes d'interpolation. 

)~ une suite bernoullienne d'interpolation, appartiennent trois opgrations aux 

differences finies, dont deux diminuent le degr~ d'un polynbme, et l 'autre le 

conserve. Le troisi~me chapitre s'occupe de telles opdrations. Les deux opdrations 

de la premiere sorte correspondent aux deux suites param&riques, chacune 's 

chacune, et la troisi~me opfiration est leur quotient fonctionnel. Ceci explique 

que les polynSmes de Bernoulli, d~finis par une diffdrence finie simple, correspon- 

dent ~ un choix beaucoup plus simple des suites param&riques que les polynS- 

mes d'Euler, pour lesquels c'est l'op~ration finie de la deuxi~me sorte (moyenne) 

qui est simple. 

Je tiens ~ dire que ce travail, inspird par le beau m~moire de N. E. NSr- 

lund d~js citd, ne pouvait avoir pour objet de ddmontrer de nouveau des r& 

sultats obtenus de mani~re si systdmatique et si simple, mais que le but  pour- 

suivi est de ts de g~ndraliser et de faire mieux comprendre un sujet si 

important. 

CHAP1TRE I. 

Les op6rations sur les suites. 

I. On appeUe suite une succession indfifinie de nombres, ou, plus gSn~rale- 

ment, d'expressions, rangfis dans un certain ordre. Chacune de ces expressions 

est un terme de la suite, et est affect~e d'un indice d~signant le nombre de 

termes qui la precede. Si tous les termes sont nuls ~ partir d'un certain rang, 

la suite est dire limit~e. Etant donn~e la suite 

g g 0 , a l ~  a 2 ~  . . . ~ a n  . . . 

dont le terme de rang n + I est an, nous la d~signerons par la notation [an], 

ou, lorsqu'aucune ambiguit4 n'est 's eraindre, par [a]. Par exemple, la suite 

a z , a s ~ a , ~  . . . ~ a n + 2 .  �9 �9 

dont le terme de rang n + I e s t  a,,+2 sera ddsign~e par [a,,+~]. 

Deux suites [an] et [bn] seront dites ~gales si l'on a 

a n = b n  ~ = 0 ,  I ,  2 ,  . . . ,  
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et l 'on derira alors, par exemple, 

[a] = [b]. 

Nous appellerons somme de deux suites [a] et [b] la suite [c] dont  le terme 

g~n~ral c~ est 

Cn~---an 4- bn ~ o ,  I ,  2 ,  . . . ,  

et nous ~crirons 

[c] = [a] + [b]. 

Cette operation, dire addition des deux suites, est dvidemment commutative.  On 

peut  l 'dtendre par r~currence '~ une hombre quelconque de suites, et l 'op~ration 

ainsi gdndralis~e est commutat ive et associative. En d~signant par [o] la suite 

dont  t ous l e s  termr sont nuls, on volt que la suite zdro est caract~ris~e par l ' identitd 

[a] + [o]----[a]. 

Nous appellerons produit terme ~ terme des deux suites [a] et [hi la suite [c] de 

t e m e  gdndral 

Cette opdration, nomm~e multiplication terme ~ terme, est ~videmment commutat ive 

et distributive pour l 'addition. Son extension au cas de plus de deux s~ries est 

en outre une opdrat ion associative. L'intdr~t de cette opdration est assez faible, 

car elle ne fair intervenir  que des termes isol~s dans chaque suite, et c 'est pour- 

quoi il semble inutile de la d4si~,mer ici par une notat ion sp~ciale. 

2. E tan t  donnde une suite double de coefficients /',~ (s g n), nous appellerons 

produit homog~ne, ou, plus simplement, produit de deux suites [a] et [hi la suite 

[c] dont  le t e m e  de rang n + I est 

,8 (~) c.  = y , I . ~ . b . - .  
s = 0  

et nous 6crirons 

[ c ] = [ a ] .  [b]. 

= O~ I~ 2~ . . . ;  

Nous allons choisir les F;, de maniSre que la multiplication homogOne, ainsi ddfinie, 

soit une operat ion commutative,  et, lorsqu'on l 'dtend par rdcurrence ~ plus de 

deux suites, associative. I1 est clair que, quels que soient les I'S,, elle est distri- 

butive pour l 'addition. 
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Tout  d 'abord, pour  que cette opdr.ation soit commutative,  il f~ut et il suffit 

que l 'on air 

(2) F,; ----- 1 ,  . 

Pou r  rdaliser l 'assoeiativitd, il suffit d 'derire que 

[[a]. [b]]" [c]----- [[a] . [ c ] ] - [h i ,  

e'est-~-dire que 

s t , t  
F;, I~ at bs-t c,,-s ~ ~_~ r,~ I i at ei-t b , - i .  

~=o t=o i=o t=o 

En permutan t  les sommations dans les deux membres, l ' identification des coefficients 

de at donne 

n 
t F~: l ' t ~bs_ tC , - s :  ~_j F~ l i  ei-tb,~-i,  

8 ~ t  i = t  

et l ' identifieation, dans ees deux membres, des termes semblables (i = n + t - - s )  

fourn i t  la condit ion ndeessaire et suffisante 

s t l r ,n+t- -s  . t  

En posant s -  t = r, et eompte tenu  de (2), cette relat ion s'~erit 

(3) 

Ceci dtabli, posons I ' ~ - -  I~;  pour  r - ~  I, (3) fourn i t  la relat ion rdeurrente  

,8 -~n  S--I 

et, par  suite, en supposant  qu 'aueun des I'~ n 'est  nul,  

(4) F~] ----- F,, F?-_I " "_/~n--s+__~_ FI 
1~ r s - 1  ""  lZ.2 1"1 

En outre, on a 

8~-~I. 

/ ~0  ?~ 
n~.I~n~-l~l n ~  I ,  
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tandis que, pour r =  n-----s, (3) donne 

Quel que soit n, on a donc 1"o =_ El. En faisant F1 = I, ce qui ne diminue en 

rien la g6n6ralit6, nous pouvons 6noncer le 

Thdor~me. i)our que la multiplication homog~ne d6finie par  les coefficients 1"~ (s g ~) 

soit commutative et associative, il f a u t  et il suffit que ces coefficients soient de la forme 

(5) ~ 1",, F , - ~  ' - . / ' , ~ - s + 1  
1"; '=  1",1",-1 "'"/-'1 ' 

F 
F1, F2, V3.. il suffit de substituer s route suite [a,] la suite /1"1 /12 �9 w $ 

d6finition du produit homog~ne par l'6quation (1), s'dcrivant 

les F , ( s =  1,2, 3 , . . - )  6tant une suite queleonque de hombres, tous diff6rents de z~ro, 

avec 1"1 = I. 

I1 est remarquable que ces coeficients s'expriment en fonction des /"8 de 

la m6me mani~re que les coefficients du d6veloppement du binbme de Newton 

l'aide des nombres entiers successifs. 

3. Une cons6quence imm6diate de Ce r6sultat est la possibilit6 de ramener 

routes les multiplications homog~nes ~ une seule, car, 6rant donn6e la suite 

an ] . Lt~ 
] 

R 
Cn __ as b n - s  

1"1 1"2 "'" Fn s~o F1 F2 "" Fs F1-F'2--" Fn-s ' 

on volt que, pour les nouvelles suites, on est ramen6 s la multiplication homo- 

g~ne dont tous les coefficients F8 sont 6gaux ~ I. On ne diminue donc en 

rlen la g6n6ralitd de la question en adoptant, pour d6finition du produit homo- 

g~ne de deux suites [a~], [b,~], la suite de terme g6n6ral 

n 

( 6 )  = a ,  z,,,-s. 
8 = 0  

C'est ce que nous ferons, c,~ est d'ailleurs le terme g6n6ral de la s6rie qui re- 

pr6sente le produit formel des deux s6ries ~ a~ et ~ b~. 

Dans ces conditions, les op6rations que nous uvons d6finies jusqu'ici coinci- 

dent avec les op6rations formelles de m~me nom, dgalit6, addition et mult ipl i -  

cation, effectuges sur les s6ries. 
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En appelant suite paire, ou impaire, une suite dont tous les termes d'indice 

impair, ou pair, sont nuls, on volt que la somme et le produi~ homog~ne de 

deux suites de m~me parit~ est une suite de m~me paritd, et que le produit 

homog~ne de deux suites de parit~s diffgrentes est une suite impaire. 

I1 rdsult~ ~galement de l'homog~n~it~ du second membre de (5) par rapport 

aux indices que, si l'on mfiltiplie les suites [a] et [b] terme 's terme par la suite 

[Q"] des puissances d'un nombre quelconque Q, le produit [a] �9 [b] est dgalement 

mu]tipli~ terme ~ terme par cette suite de puissances. Ce~te propri~td se 

conserve pour le produit homog~ne d'un nombre quelconque de suites. 

Lorsque les an ddpendent d'tme variable x, la distributivit~ du produit ho- 

mog~ne pour l'addition permet d'~crire 

i = 1  

les ;Li ddsignant /~ eonstantes arbitraires, et les xi ~ valeurs particuli~res quel- 

conques de x. Pax exemple, en d4signant par /k la difference finie divis6e 
oJ 

A f (x) -~ 
oJ  

/ (x  + ~ ) -  f(x) 

OR a 

[ 4  a (x ) ]  �9 [b] = A~ [[a(x)] �9 [b]], 

pourvu que [b] soit inddpendant de x. Si, par exemple, [b] est fonction d'une 

variable y inddpendante de x, on aura 

I1 est inutile d'insister sur ces considdrutions, et en par~iculier, l'extension au 

cas de plus de deux sdries seruit immddiate. 

4. Nous appellerons suite unitd la suite 

I ] :  I~ O~ O ~ , . . ~  O . . . .  

Cette suite est caxuctdris~e par l'identitd 

[lJ. [.] -=[.]. 
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Plus ggn6ralement, consid~rons les suites [ao] dont t o u s l e s  termes autres que 

celui d'indice z6ro sont nuls. L'addition et la multiplication homog~ne des suites 

de cette nature fournissent des suites semblables, et se r~duisent aux op6rations 

correspondantes sur les premiers termes. Nous appenerons ces suites les hombres, 

et les d6signerons encore par leur premier terme. Le produit homog~ne d'une 

suite [an] et d'un nombre b e s t  la suite [b an]. 

D'une mani~re plus g6ndrale, on  peut considdrer les suites ~ldmentaires 

d'indiee r, c'est-s les suites dont t o u s l e s  termes autres que celui d'indice 

r sont nuls. Une telle suite sera d6signde par [a~], r ~tant ici, non un indice 

variable comme n, mais l'indice de la suite 616mentaire. Effectuer la multiplication 

homog~ne d'une suite [a] par la suite ~lgmentalre [Ir] revient ~ accroltre de r 

les indices des termes de [a], les termes de ce produit, dont l'indice est inf~rieur 

r, ~tant nuls; autrement dit, 

[an] �9 [Ir] : [an+r] .  

En appelant puissance r e d'une suite [a] le produit homog~ne de r suites 

~gales ~ [a], suite que l'on d6signera par [a] ~, on a ~videmment 

[ . ]~ .  [a]' = [4 ~§ 

et, en ee qui concerne les suites 616mentaires, 

[a,] ~ =  [(a~)~]. 

Les suites 616mentaires se d6duisent done routes, par multiplication homog~ne, 

des nombres et de la suite ~l~mentaire prineipale [I1]; par cons6quent route suite 

peut se d6duire de celles-ci par addition et multiplication homog~ne. 

Aux puissances enti~res et positives d'une suite, on adjoindra la puissance 

z~ro, d6finie par 
[.]~- [a]~  [a]~, 

ce qui donne 
[ " ] ~  ~. 

division homog~ne de deux suites, ou, plus simplement, division, est 

Le quotient de [a] par [b]est, 
5. La 

l'op~r~tion inverse de la multiplication homog~ne. 

si elle existe, la suite [c] telle que 

(z) [b] �9 [c] = [a], 
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et l 'on ~crira 

[a] 
(8) [e] - [ b ]  

Tout  d'abord, si [c] existe, elle est unique, car le produit  [b] �9 [c] n 'est  dgal '~ 

z$ro que si Fun des deux facteurs est la suite zdro. 

Supposons tout  d 'abord que [a] = I. La  suite [c], si elle existe, s 'appellera 

la suite inverse de [b], et on l'~crira 

I [ b ] - ~ =  [~-~. 

Dans le cas off [a] est quelconque, (7) d6finit toujours  le quotient  [c] si [b] 

admet  une suite inverse, car la multiplication des deux membres  de cette ~quation 

par  [b] -1 donne 

It] = [a] �9 [b] -1 ,  

et, r~ciproquement, la suite ainsi d~finie v&ifie bien (7). Autrement  dit, une suite 

[b], qui admet  une suite inverse, divise une suite quelconque. QueUe est la con- 

dition pour  qu'il en soit ainsi? En ddsignant par  b, et b(~ -1) les termes g6n6raux 

de [b] et [b] -1, on dolt avoir 

b 0 b(o -1) = I ,  

bo b~ -1) + b, b~ -1) = o ,  

7,(--1) 
b o b (-1) + b I u ,~ - i  + "'" + b n b ~  - 1 ) ~  o ,  

et ce syst~me d'dquations d~finit s u c c e s s i v e m e n t  b~ -1), b ~ - l ) , . . . ,  b (-1) pourvu que bo 

diff~re de zdro. Par  contre la premiere de ces ~quations est incompatible si bo 

est nul. Donc, en appelant  indice d'une suite l ' indice du premier terme non nul 

de cette suite, la condit ion n~cessaire et suffisante pour qu 'une suite admette  une 

suite inverse est qu'elle soit d'indice z~ro. 

Cependant  1me suite [b] d'indice i > I divise une uutre suite [a] pourvu 

que [a] soit d'indice au moins ~gal s i. En effet, l 'indice d 'un produit  est ~gal 

s la somme des indices, et r&iproquement  si l ' indice de [a] est sup~rieur ou 
2 7 -  27377. Acta rnathematica. 51. Imprim~ le 10 f~vrier 1928. 
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ggal ?~ i, on peut  diviser [a] e t [b ]  par  la suite ~ldmentaire [Ii] sans modifier le 

quotient,  s'il existe, ce qui donne 

[b_~]. [ c ] -  [a] 
[i,] [I ; ] '  

opdration dont  le diviseur est maintenant  d'indice z~ro. En r~sumd, la condition 

n~cessaire et suffisante pour que [a] soit divisible par [b] est que son indice soit au 

moins dgal ?~ celui de [b]. L'indice du quotient est alors dgal ~ la diffdrence des 

indices du dividende et du diw;seur. 

Remarquons  que ce qui precede s'~crit 

[ a ] =  [a] . [x~] 
[b] [I,] [b}' 

et  l 'on pourmi t  appeler inverse g6n~ralis~e de [b] la suite . Cependant,  on ne 

peut  at t r ibuer  s cette suite la notat ion [b] -1, qui ne possgderait  paz les propri- 

~t~s essentielles des exposants. 

I1 est clair que l 'on ne change pas le quotient  de deux suites en les mul- 

t ipl iant  par une m~me suite, ou en les divisant par une suite dont  l ' indice ne 

surpasse pas l 'indice du diviseur. 

6. E tan t  dona te  une suite [a] d'indice z~ro, on appelleru puissance ( - - r )  e de 

a, et on l'~crira [a] -r,  la puissance r e de l ' inverse de [a], r d~signant un nombre 

entier positif, i1 est clair que l 'ensemble des exposants entiers positifs et  n4gatifs 

poss~de les m~mes propri~t~s que les exposants de la notat ion alg6brique. 

Pa r  exemple, considdrons la suite 

(9) [a] : I ,  I ,  I ,  . . . ,  1 . . . ;  

le f~rme g~ndral de sa puissance r est 

a~ ) __-- r(, .  + i ) . - .  (," + , -  ,) 
n! 

quel que soit le signe de l 'entier r, ou encore, en uti l isant une notat ion classique, 

a ~ ) =  ( _  x) n (-~r). S i r  est positif, al~ ) est le hombre des combinaisons completes 

de r objets  n '~ n, et, pour r <  o, on volt que les puissances n~gatives de (9) 

sont  des suites limit~es. 
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7. Nous appellerons racine d'ordre r (r entier positif) d 'une suite [a], ou 

puissance d'ordre I_, et nous l'6crirons [a] ~-, une suite [b] telle que 
r 

(IO/ [ b ?  = [a]. 

o r  l '6quation (IO) d6finit [b] par le syst~me d'6quations 

g = ao 
r - - 1  

r bo bl = al 

r - - 1  
�9 "" § b,~=an 

les termes bi non ~crits dans la (n + I) ~ 6quation 6tant  d'indice inf6rieur ~ n; 

eL ce systblne ddtermine les b , ( n  >~ I) sans ambiguit6 dbs que b 0 est choisi, 

pourvu que b 0 soit diff6rent de z6ro. En r6sum6, une  su i te  [a] d ' i nd i ce  zero a d m e t  

r racinav r e, correspondant  a u x  r rae ines  re du  p r e m i e r  terme a o. 

Si [b] 6tait d'indice i non nul, [b] ~ serait d'indice i r, donc une suite [a] 

d'indice non n u l k  n'aMmet des racines r e que s i r  divise k, l 'indice de ces racines 

k D'ailleurs on peut alors 6crire 6rant alors le quotient -. 
r 

[(!bl],_ I b ] ,  
- = [ ; k ] '  

et l 'on est ainsi r~men6 s l 'extraction de la racine re d 'une suite d'indice z6ro. 

La  racine (--r)  e d 'une suite d'indice z6ro (r entier pos i t i f ) se ra  d6finie 

comme ~tant la racine r ~ de l 'inverse de Cette suite. 
r_ 

Enfin on d6finira la puissance [a]' d 'une suite [a] d'indice Z6ro, r et s 

6~an~ deux entiers, par l'dqua~ion 

r_ 1 

[a ] .  = [[a],];, 

de sor~e que le hombre de ces puissances est 6gal ~ s si r et s sont premiers 

entre eux. 

Toutes ces d6finitions peuvent ~tre traAuites ~ l 'aide des sdries form6es 

avec ces suites, comme nous l 'avons d6j~ relnarqu6 pour la multiplication holno- 

g~ne. Consid6rons la s6rie 
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a o + a , t + a ~ t  ~ + - - - + a n t  '~+-,-  

dont les coefficients sont les fermes de [a]. I1 rdsulte des d6finitions pr6cddentes 

que al~ ), off r ddsigne un nombre rutionnel de signe quelconque, est le coefficient 

de t" dans le dSveloppement formel de 

(II) (a o + a l t + a 2 t  ~+" "+a . t  ~+..-)~ a o ~ o  

suivant les puissances enti~res croissantes de t. Remarquons d'ailleurs que ~ )  

ne d6pend que des n + I premiers termes de la suite, ce qui permet, en parti: 

culier, de supprimer dans le d6veloppement de (II) les termes a,+~, a ,+~, . . . ;  on 

est alors ramen6 s d4velopper des puissances r e de polynbmes. Darts ces condi- 

tions, les coefficients de [a] ~ appamissent bien comme dtant des fonctions conti- 

nues de r, ce qui permet de d~finir a~ ) par continuit~ pour routes les Valeurs 

de r rationneUes ou non. Tout ceci s'4tend na~urellement au_x valeurs imaginaires 

des exposants. 

8. Produit diagoual. Outre les op~rutions classiques que nous venons de r& 

sumer, on peut introduire une op~rution par~iculi~re aux suites, et qui joue un 

r&le essentiel dans le calcul d'interpolation. Etant donnde une suite arbitraire 

[b]: bo, bx, b~, . . . ,  b~ . . . ,  

formons le tableau de ses puissances entibres positives, d'ordre I, 2, 3 , . . . ,  et soit 

[a] une autre suite, 6galement arbitruire. Nous appellerons produit diagonal de 

[b] ~ar [a I la suibe [c] dont le terme g~n~rtrI est 

( ).12. on---- aso,,-, , 
8 - - 0  

le quaiificatif diagonal rappelant que les termes b(~+: ) de la somme (I2) sont les 

termes de la diagonale de rung n + I, et descendant de droite ~ gauche, du 

tableau des puissances de [b]. 

Cette opgration, que nous appellerons multiplication diagonale de [b] par [a] 

est distributive pour 1'addition de plusieurs multiplicateurs [a], mais non pour 

1'addition de plusieurs multiplicandes [b]. D'ailleurs les deux facteurs [a] et [b] 

jouent des rbles essentieUement distincts, et l'op6ration n'est pas commutative 

pour des suites quelconques. Remarquons cependant que si l'un de ces facteurs 

est la suite unit~, le produit diagonal est identique ~ l'autre facteur. 
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La non eommutativit~ de la multiplication diagonale n 'est  pas un  grave 

ineonv4nient, car la propri~t~ la plus essentielle des opdrations appel~es ))multi- 

plication)) est l'associativit~. Or l 'opdration (x2) est associative. 
Avant  de le d~montrer,  ~tablissons la formule remarquable 

(I 3) C~) = ~ a~r> b(r-+~ ) , 
$ = 0  

r ddsignant un  entier  positif ou nul. Pour  r =  o, (I 3) est une identitd, et pour 

r =  I, elle se r~duit s la ddfinition (I2) de [c]. D~montrons donc (I3) par rd- 

currence, en la supposant vrnie pour r. Pa r  d~finition, 

_I,+,) Z (:)-- Cn = C C ~ 

d'ofi l 'on d6duR, grace s (I2) et (I3), 

e~r-]-l) (r) (2) l ~ ( r q - $ )  ]k(1-1-f) 
as at ~,,--~ on- , - t  , 

~---0 s=O t=O 

ou, en permutan t  les sommations, et en posamt ~ - - s  = i, 

cflr+ 1) - -  Z a~)  al l)  Z blr + s) b(l+t) 
- -  n - - s - - t - - i  

*=0 t=O i--o 

- - - -  Z a~r) all) vn-,-tr(r+s+t+l) ", 
s=O /=0 

en posant s + t ~  h, il vient enfin 

n h 
e{r+~) a~r) i.(rq-hTI) 
n - - Z  Z a~", - -  O n - - h  

h=0 $=0 

qui n 'est  autre que (I3) pour l ' indice sup~rieur r + I. 

Ceci ~tabli, si nous azloptons la notat ion 

[e]---- [a]" [b] 

pour representer  la multiplication diagonale de [b] par [a], l 'associativit~ r~sultera 

de l ' identit~ 

(14) [[a]: [b]]: [d] = [a]: [[b]: [d]]; 
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si nous ddsignons par If] la suite au premier membre, c'esVs le produi~ 

diagonal de [d] par [e], nons avons 

ou, compte tenu de (12), 

.(1+8) 
f , ,  = ~ ,  c s a , - ,  , 

$ - - 0  

f n  ~ at os--t te.--s 

* ~ 0  t=O 

or la derni~re somme s'dcrit, 

- -  a ~ b ( l + t )  n ( l + s )  " 
- -  t / 7 1  $ - - t  t . v n - - 8  , 

t=O $=$ 

Z k(t+t) .,7(1+t + i) 

f=0 

ce qui, en vertu de ( I 3 )  , est. just,ement, le terme d'indice n - - t  de la puissance 

(I + t) e du produit, diagonal [b]:[d]; f ,  est. donc le t,erme d'indice n du produit 

diagonal au second membre de (I4), ce qui ddmont,re notTe proposit,ion. 

L'associat,ivit,6 permet, de ddfinir sans ambiguit,6 le produit, diagonal de plus 

de deux suites, donndes dans un certain ordre, et ron pourra d6signer un t,el 

produit, par la not,ation 

[a]: [b]: [d] : . . .  

Remarquons que le produit, diagonal de suites t,outes paires ou impaires est. 

impair saul lorsque teus les facteurs sont, pairs. 

9. Lorsque les suites [a] et, [b] sont, d'indice zdro, la formule (13) subsiste 

pour les valeurs enti~res ndgat,ives de r. Pour le voir il suffit de mont,rer que le 

produit, homogbne de deux suit~s ddfinies par le second membre de (13), relat,ives 

'~ deux valeurs ent,i~res r et, r' de r est. la suite analogue relat,ive ~ l'indice r +  r', 

quels que soient les signes de r et, r'. Or le terme d'indice n de ce produit, 

homog~ne est. 

Z Z a~r) air') ,(r+s) r (r'+,) Ov--S Un--y- - t  

y=O ~=0 t=O 
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n - - s  n - - t  

= ~d t~r) a~r') ~ l"(r+~) L(r'+') 
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n--8 
---- ~ ~r)~It")On--l--,z(r-l'r'~-8-~-')' 

8=0 t=O 

et, par suite, en posant s-~ t=-i ,  

t 

i=O $=0 i=O 

Le calcul est d'aflleurs semblable s celui du para2Taphe precedent. En faisant,  

par exemple, r ' = -  r, notre proposition entralne l 'identfl~ des deux membres de (I 3) 

pour les valeurs n~gatives de r. Plus g~n~ralement, si l 'on d~signe par c~,~ le 

deuxi~me membre de (I3), on a 

[c~,~]. [e , ,~ ] .  [e,,,,,] . . . .  = [r , , ] ,  

p p! . P  et eela quels que soient les nombres r, r ,  r , . . . ;  en particulier, prenons r - - q  

formons la puissance homog~ne qe de [er,,]. I1 vient 

et, si i0 et q sont entiers, 

donc 

et 

[er, n ] q =  [C,.~], 

[er,~]q= [~]', 

P 
[cr. ~] = [c]~. 

La  f o m u l e  (I3) s'~tend donc aux v~leurs rationnelles de r, eL, par continuitY, 

aux v*.leurs incommensurables de cet indice, s condition de supposer ~ u j o u r s  

que les deux suites [a] et [b] sont  d'indice z~ro. 

On peut encore g~n~raliser ce r~sultat. Reprenons (I3), o~l r d~signe un 

hombre quelconque, et multiplions les deux membres par ~[~') 05 r '  ~,_,,, est un  nombre 

~galement quelconque, et ~ un entier positif. Faisons la somme, membre s membre, 

des ~quations ainsi obtenues, relatives aux valeurs o, I, 2 , . . .  �9 de n. II vient 
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,v 

done  

(IS) [b] r ' '  [[a]: [b]] r ~- a~ r) b(nr--+[ '+*) - 

L s ~ O  

E n  par~ieulier,  r ' - ~ - - r  donne  �9 la fo rmule  assez r emarquab l e  

(I6) [[_a] : Ebll r_ 
t [b] j - 

don t  nous  aurons  ~ nous  servir  plus loin. E n  c o n v e n a n t  d 'ef fectuer ,  dans  rou te  

success ion de p rodui t s  homog~nes  et  d iagonaux ,  d ' abo rd  les p rodui t s  d iagonaux ,  

puis  la mul t ip l i ca t ion  homog~ne  des suites obtenues ,  on peu t  dcrire ~I6) 

(16') [b] - 1 "  [a]: [b] ~-- a~ r) b~ ) , 

Ls=O 

P a r  exemple ,  pour  r----I, on voi~ que le t e rme  g~n~ra] de la sui te  [b] -1 . [a]: [b] est  

n 

(I7) ~_ja, b~)-,; 
s=-O 

en  c o m p a r a n t  

r emarquab le  ~ 

le second m e m b r e  de (I6') s (17), on peu t  donc  dcrire la fo rmule  

[b] -1-  [air: [b] -----[[b] - 1 .  [a]: [b]] r. 

Io. Nous  avons  d~js remaxqu~ que le p rodu i t  homoggne  de deux  suites es t  

mult ipl i~ t e rme  ~ t e rme  pa r  [Q'] en m~me temps  que ces deux  suites.  E n  part i -  

I L'opdration au premier membre de (I8), considdr~e par rapport ~ [a] et [b], n'est pas asso- 
ciative. La multiplication diagonale est la seule operation de la forme 

Z o. ) , 

off a et /? sont denx constantes, qui poss/~de eette propridtd. 
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culler, si une suite [b] est multipli~e terme s terme par [Q"], il en est de m~me 

pour route puissance de [b]. I1 r6sulte de l~ que si l 'on multiplie terme "s terme 

par [0"] les deux facteurs [a I et  [b I d 'une multiplication diagonale, les deux termes 
a ~j. 1.(l+s) , ~ on-, au second membre de ( I 2 )  sont multiplies respectivement par  #" et Q"-", 

et  le second membre est lui-m6me multipli6 par Q". Donc le produit  diagonal 

de deux suites est multipli6 terme s terme par [~'] si ces deux suites le sont. 

Cette propri6td rdsulte encore de l 'expression de la multiplication ~erme s 

terme d'une suite par [Q'], s l 'aide de la multiplication diagonale. On a en effet 

[a]: Q : [Q,,+x a.], 

e:  [a] = [e ~.],  

off Q d~signe, suivant notre convention, la suite nombre [Qo]; par consgquent 

(I9) I - :  [a]: e = [r a.] .  Q 

Lorsqu 'on multiplie terme s terme par [#"] les deux suites [a] et  [b], le produit  

diagonal [a] : [b] devient donc, grs s (I9) , 

ou, en remarquant  que 

I I - : [ a ] : e :  : [ b ] : e ,  

I 
Q : ~ = I ,  

I 
- :  [a] : [b]: r 
Q 

et ceci est bien identique au premier membre de (i9) lorsqu'on y remplace [a] 

par [a]: [4]. 
Examinons encore ce que donne la multiplication diagonale d 'une suite [a] 

par  [#~]. Nous  avons vu au paragraphe 6 que 

[v'?= [C+"-ql 
L~, n l J~ 

donc 

(~o) [r i~"~§ I~"11. 
Ceci r~sulte encore de ce que la s6rie 

2 8 -  27377. Acta mathemat/va, ill. Imprim6 1o 10 f~vrier 1928. 
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I + Q t + Q  2 t s q  - - ' -  + q n  t n +  ... 

I 
dtant  le d~veloppement de 

I - - Q t '  

(I--(~t)-L On ddduit de (2o) que 

ee que l 'on peut ~erire symboliquement~ 

la s6rie associde & [q,~]r est le ddveloppement de 

(2I) [a]: [e"] = [(a + tin], 

's condition de remplacer, darts le ddveloppement de (a+Q) ~ par la formule du 

binbme, les puissances a* de la lettre a par as. En paxticulier, on a 

(22) [e"] : [Q'n] = [(e + Q')n], 

le second membre eontenant  une v~ritable puissance. On peut done dire que le 

l~'oduit diagonal de plusieurs suites de puissances est la suite des puissances de la 

somme des arguments. 

x I. Suites adjointes. A route suite [a] d'indice z~ro on peut faire eorre- 

spondre une suite [a] bien de temin6e  teUe que l 'on air 

(23) [d]: [a] ~--- I. 

L' identification terme s t e m e  des deux membres de (23) donne en effet le syst~me 

d'~quations 

(24) 

aoao  = I~ 

�9 �9 - -t- ao (2) d t ~--- O, 
. . . . . . .  �9 

�9 ' �9 + a o  (n+ l )  dn  = o ,  
�9 . �9 ~ . . . .  

les termes non derits darts ehaque ligne dtant dd~erminds par les dquations prde& 

dentes. Le coefficient de dn dans  l 'dquation de rang n +  I est a0 (n+l) ~ o ,  donc 

d,, est ddtermin~ sans ambiguitY, et, en particulier, on voit que [d] est dgalement 

d'indice zdro. 

La  correspondance entre les deux suites [a] et [d]es t  d'ailleurs r~ciproque, 

car si l 'on multiplie diagonalement par [a] les deux membres de (23), il vient 
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[a]: [a] [a], 

donc la suite [a]:[d] = [e] est telle que le produit  diagonal de [a] par [c] soit [a]. 

Or l ' identification de ce produit  avec [a] donne un  syst~me d'~quations dont les 

premiers membres sont ceux du syst~me (24) off [6] seruit r e m p l a ~  par [c]; [c] est 

donc bien d6termin~e; d 'autre  part,  la suite I jouit  de cette propri6t~, d'ofi l 'on 

conclut que 

(25) [a]: [li] -~ I. 

Demx telles suites [a] et [ei] seront dites diagonalement inverses, ou, plus simple- 

ment ,  adjointes. En appliquunt "~ ces deux suites la formule fondamentale  (IS), 

nous pouvons donc 6noncer le 

Th6or~mo. A toute suite [a] d'indice z&o correspond une suite unique [d] dont 

le produit diagonal par [a] soit l'unit~. I1 y a r6ciprocit6 entre ees deux suites, et 

l'on a entre elles les relations 

(26) 
n 

x l  (r) _-(r' +8) _-(r '-r)  

s ~O 

quels que soient les hombres r et r'. 

On volt aisdment que l 'adjointe d 'une suite paire est une suite paire. Ce 

que nous avons dit de la multiplication terme ~ terme pax [0 "] nous montre  que 

l'aAjointe de [a.~"] est [d,e '] ,  en d~signant toujours par [5] l 'aAjointe de [a]. 

Pax exemple, la s u i t e  ~djointe de [Q"] es~ [(--Q)"], en ver~u de (22), e~ celle de 

I 
Q es~--. 

Q 

Lorsque la suite [a] es~ telle que la s6rie 

n ~ O  

converge darts an  cercle de rayon non nul, il en est de m~me de la s6rie ad]ointe. 

Pour  le voir il suffit de l'admet~tre et d'en d6duire l 'existence d 'une fonct;ion 

n ~ O  

holomorphe ~ l 'origine, e~ pouvant 6tre d6finie ~ paxtir de ~ (t) de fa~on que les 

suifes des coefficients soient adjointesL Posons, en effet 
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o o  

~O (t) ----- t ~o (t) ----- ~ a,, t "+'  , 
n = O  

et  formons Up (~0 (t)). 

ao 

vO(t) = t i~  (t) = ~.~ 5at "+', 
n = O  

I1 vient 

ao 

(~ (t)) = F ,a ,  ~o (t),+, 

(v + 1 )  

�9 ~ 0  8 ~ 0  

ou ,  e n  p o s a n t  r + s - -  n,  

Z 
_(t+*,) 

(~ ( t ) )  = t t,, a . . , , - .  
~ 0  ~ 0  

~ t .  

Done pour que [5] soit adjointe de [a], il faut  et il suffit que ~ (t) soit la fonetion 

inverse de ~0 (t). Or on sait que route fonction r~guli6re pour t ~ o et dont la 

ddriv~e n 'est  pa~ nulle en ce point admet  une fonction inverse ~galement 

r6guli6re pour t = o .  On peut done 6noncer le 

Th6or6me.  Une suite [a] majorde par une suite de puissances admet pour 

adjointe une ~uite jouissant de la m~ne propridt~; et les sommes des sdries enti~res 

a~ t ~+1, ~ J~ t ~+' sont des fonetions inverses l'une de l'autre. 
n ~ O  n ~ O  

I2. Etal l t  donn~es deux suites [a] et [b], [a] 6rant d'indice z6ro, appelons 

quotient diagonal de [b] par [a] la suite [c] dont le produR diagonM par [a] est 6gal 

s [b]; on dolt done avoir 

(27) [a] :  [c] = [b]. 

L'identification des deux membres terme s terme met  bien en ~vidence l'exi- 

stence d 'un quotient  unique [el, mais il est plus simple de multiplier diagonale- 

ment  les deux membres par la suite a~ljointe [a] de [a]; (27) entra~ne alors 

(28) [c] = [21 : [b], 
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et, rdciproquement, le produit diagonal des deux membres de (28) par [a] entralne 

bien (27). Autrement dit, le quotient diagonal de [b] par [a] est.le produit diagonal 

de [b] par l'adjointe de [a]. 

La non commutativi~ de la multiplication diagonale conduit 's d~finir une 

deuxi~me sorte de division diagonale. [a] et [b] 4rant les deux m~mes suites, nous 

appellerons quotient diagonal adjoint de [b] par [a] la  suite [c] qui, multipliant 

diagonalement [a], reproduit [b], c'est-'s telle que l'on air 

(29) [e]: [a] = [b]. 

La multiplication diagonale de [5] par les deux membres de (29) entralne 

(30) [c]--[b]: [ d ] ,  

et r6ciproquement, (29) est une cons6quence de (30). Donc le quotient diagonal 

adjoint d'une suite [b] par une suite [a] d'indice z~ro est le produit diagonal par [b] 

de l'adjointe de [a]; e'est encore le quotient diagonal des suitez adjointes de [a] et 

[b], permut~es. 

Si l'on permute les rbles de [a] et [b], les deux quotients diagonaux sont 

donc remplac6s par leurs suites adjointes. 

13. A la d6fiuition de la multiplication diagonale se rattache la d6finition, 

par r6currence, des puissances diagonales enti~res positives d'une suite arbitraire. 

En outre, on peut d6finir les puissances diagon,Mes enti~res n6gatives d'une suite 

[a] d'indice z6ro ~ l'aide des puissances enti~res positives de son adjointe. En 

d6signant ces puissances par la notation [a] :r, on aura 

[a] :r: [a] :': [a] : t =  [a] :(r§247 

et cela quels que soient les entiers positifs ou n~gatifs r, s, t. 

Par  contre, lorsqu'on veut ddfinir les rucines diagonales d'une suite, des 

complications peuvent se presenter, m~me avec des suites d'indice zdro. Cependant, 

lorsque a 0 :  I, on peut ddfinir sans ambiguitd teute racine r e de [a], r dtant un 

entier positif ou n~gatif; dans ce dernier cas, il suffit de consid~rer l'adjointe, 

dont le premier terme 50 est dgalement dgal 's x. D'une mani~re g~n~rale, on 

peut donc d~finir route puissance diagonale rationnelle d'une suite de cette nature. 

Nous n'insisterons pas plus sur cette question, qui ne pr~sente pas d'intdr~t pour 

la suite de ce travail. 

I4. A titre d'application, consid~rons la suite 
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I 
[a]: I , - - 2 , 0 , 0 , . . . , 0 , . . . .  

Toute suite de la forme a o = I ,  a 14 = o, a S = a s . . . . .  o se rum~ne s [a] gl-~,tce 

une multiplication terme ~ terme par une suite convenable [e"]. Son adjointe 

[d] est d6termin6e par les 6quations 

(3 I)  5 0 ~--- I ,  

(32) 5~ I d(2) n - - l ~ O .  
2 

Donc, si l 'on d6signe 

exister, 

par 9 (x) la fonction g6n6ratrice de [d], que nous savons 

ov 

- ?~ 
qv (x )  = ~ . j a , ,  x , 

'1"1.~0 

il r6sulte de (3 I) et (3 2) que 

( 3 3 )  = 

ek par suite, compte tenu de 9 (o)=  I, que t 

Q0(X)-~ I - -  V I - - -  2 X  
37 

on en dgduit que 

(34) a n  ~ - -  
I '  3 �9 5 " ' ' ( 2 n - - I )  

(n+  I)! 

Nous verrons d'aiUeurs au chapitre suivan~ que ce r6sulta~ es~ un cas particulier 

d 'un  th6or~me g6n6ral. 

Pour  former les puissances de [a], remarquons que la s6rie associ6e ~ [a] a 

p o u r  s o m z n e  

I 
I - -  - X ,  

2 

i Ce r6sul ta t  s '~ tabl i t  encore imm~dia tement  en 6crivant  que x~c (x) est  la fonct ion inverse  

de la fonct ion x - - - - .  
2 
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( de sorte que la s6rie associ6e "s [a] r e s t  le d6veloppement de I - - - x  suivant les 
2 

puissances entiSres de x. On a donc 

et les relations 
?~ 

Z as an- ,  ~ 0 
$~0 

~.~'I 

qui lient les deux suites a~ljointes fmtrnissent les 6quations 

~ ( _ _ 2 ) .  ( 8 -~ - I  I I " 3 " 5 " ' ' ( 2 8 - - 1 )  
,=o \ n - - s /  ( s+ I)! - - o ,  

ee qui s'6crit encore 

n 

(36) ~ ! - - ' )~  ( s +  I1 ( 7 )  =:o .  
s :O 8 +  I \ n - - I f  

La formule (56) va nous eonduire ~ des relations plus g6n6rales, mais il 

nous faut  d6terminer les puissances de [5]. Nous savons d6js que 

�9 3 5 " " ( 2 n + ~ ) .  (37) a~ 2 ) =  2 ~ +  1 = 2 . . . .  
(n + 5)! ' 

d 'autre par~ l '6quation (33) ent tulne 

x ~ (x) '+~ - 2 9 (x)'+' + z 9 (z) r = o ,  

d'ofi l 'on d6duit, entre les termes de trois puissances sueeessives, les relations de 

rdeurrenee 

~ ( r + 2 )  t -(r+l) -(r) x 
(38) . - -  2 (a~+t - - a . + o"  

En faisant  r =  I, eompte tenu des expressions (34) et (37), on d6duit de (38) 

que 

a ~  1 = 2 -  3 - ( n .  I) x " 3 ' ( 2 n +  l ) .  
-6,T3 . ' 
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ensuite r =  2 donne 

Ren6 Lagrange. 

dl~ ) 2 . 4 . ( n + i )  I " 3 " ' ' ( 2 r ~ + 3 )  = - ( ~ . ,  - .  

D'une manibre g6n6rale, on v6rifie par r6eurrence que, r ddsignant un entier 

positif, 

(39) -(2r) 2r--l (2 r) ( .  + I ) ( n + 2 ) . . . ( . + r - - I )  I - 3" 5 " " ( 2 # + 2 r - - I )  
a .  = ( n +  2r) !  ' 

et 

-(2r+1) 
(40) a,~ = 2 r ( 2 r +  I ) ( n *  I ) ( . + 2 ) . . .  ( ~ + r )  ~" 3 "5"" ( 2 . +  2 r - -  I) 

(n + 2r-{- I)! 

En portant les expressions (35) et (39) dans l'6galit6 

on obtient la formule 

n 
-(-)  a~'+i) = _(~ ' - - )  

S:0 

(4~) 

de m~me l'6galit6 

s=o r + 8 8 \ ~ - - 8 ]  

~ -(2r+1) (r'+s) (r'--2r--1) 
as a . - - s  -~  an 

s=0 

donne, grgce s (35) et (4o), la formule 

s:o 2 ~ ' - { - 8 + I  8 \ n - - 8 1  

Les formules (4I) et (42) ont 6t6 &ablies sans faire aueune hypo~h8se sur le nombre 

r ' ,  r e t  n &ant des entiers positifs quelconques, or,  les deux membres de chacune 

de ces formules &ant des polyn6mes en r, et conservant un sens quel que soit r, 

leur 6galit6, pour les valeurs enti8res positives de r entralne leur identit6; ces 

formules sont donc valables quel que soit r. En remplaqan~ respectivement dans 
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ces formules 2r  et 2r  + I par r, on void, en d6finitive, que (4 I) et (42)sont, sous 

deux formes 16g~rement distinctes, la m~me identitd 

n (__ i)S r ( r  ; 2 8 )  (1~+_:)  = ( r ,  T r  )} 
{43) r + 2 ,  

s=O 

valable quels que soient r e t r ' ,  et pour routes les valeurs enti~res non nggati- 

yes de n. 

En comparant  (43) s la relation gdndrale 

• 6~r) {r'+s) r'--r) 

8=0 

eompte tenu de (35), eL remarquant  qu 'un tel syst~me d'gquutions d6finit enti~re- 

ment  les 5~ ') ( r =  o, I, 2 , . . . ) ,  on voit que la puissance r e, d'exposant quelconque, 

de [5] a pour terme g6n6ral 

(44) 

Celui-ei s'6crit encore 

a ( , . )  ~: (1"~_+ 2g~ - -  I)! - -  r (r + I ) ( r  + 2 ) ' -  (r -/- 2 ~  - -  I) 
a -  2 n n ! ( r + n ) [  --- 2ng/ i ( r+i) ( r_~_2) . . . (F_t_ . l ,  ) 

On en d6duit que le d6veloppement suivan~ les puissances entigres de x d 'une 

puissance r e quelconque de la fonction 99(x) est 

et, par suite, 

(I--~_Ix---:--)r--2X ~ r ( ' Y + I ) ( r - } - 2 ) . . . ( r + 2 , 1 1 - - I ) [ X ~  

n~O 

(45) ( "  t ) r Y + I  ~I--}  I - - 2 X  E - - } r  + I; 2 x  �9 
x i = x i ' 2  

- - I )  ~" 
- - ~ I  - - 2 X  . . �9 , . . 

En particulier, on peut v6rifier que I x satlsfalt  ~ 1 6quatlon & f i e  

rentielle 

29--  27377. Acta mathematica. 51. Imprim6 1o 10 f6vrier 1928. 
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x ( I - -  2x)y" + [(r+ I) -- (21"+ 3)x] Y' 
2 

~---O. 

En appliquant s la fonction hyperg6omdtrique au second membre de (45) la 

transformation 

F( i i ) r + 2 8 +  - , r + - , 2 r + I ; X  = 
2 2 

1 ( x)--r--2s--~ ~(~ _{_8+ I r 3 (x~2) 2) - -  , = + s +  r + I ;  , 
i 4 2 4 

il vient 

- - , r +  I ; 2 X  = I - - X  . ~  r I r . x 2 
2 4 2 2 

x 
en posant 

I - - X  
- - t ,  on obtient ainsi le d6veloppement 1 

(46) (VI+t-1/I~--t)  r (~4 r I r ) = F  , - + - , - + I ; t  ~ " 
t 4 2 2  

C H A P I T R E  II.  

L e s  s u i t e s  d ' i n t e r p o l a t i o n .  

15- Jusqu'ici nous avons rMsonn6 sur des suites de nombres. Lorsque les 

termes des suites sont des qnantit6s variables, les rdsultats des op6rations d6finies 

au chapitre pr6c6dent sont g6ndralement des suites variables. En ce qui concerne 

l'addition et la multiplication homog6ne, les suites de polyn6mes P~(x,y,z,...) 
dont le degr6 est 6gal ~ l'indice sont particuli6rement int6ressantes, car leurs 

1 On pourra i t  se demander  si, p lus  g6n6ralemen$, les fonct ions k~(I+ t)s--(1-2st t)'~) r son t  des 

fonct ions  hyperg6om6tr iques  de t 2. I1 n ' en  est  r ien,  tou t  au rosins  quel  que soit  r ,  pour  les va- 

leurs  d e  s autres  que I .  
2 
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sommes et produits  homogbnes sont  des suites de mgme nature.  Nous nous bor- 

nerons iei s de pareilles suites de polynbmes s une variable. 

Proposons nous de ddterminer routes les suites 

[~(x)]: Po(X), P~(x) , . . . ,  P ~ ( , ) , . . . ,  

de cette sorte telles que l'on ait  identiquement 

(~) [P (x)]. [p(y)] = [P (~)], 

z 3tant u~e fonction des variables ind@e~dantes x et y. 

[x- 1 Nous savons d~j~ qne la suite ~. , et, plus g~n~ralement, les suites" 

[x  (x - ~ ) . .  ( x -  (n -- n! I)~)] 

possbdent cette propri&6, z &ant  alors ~gal s x + y. Mais la solution du pro- 

blbme est beancoup plus g~n6rale. 

Tout  d 'abord, l ' identification des deux membres de (i) donne, p o u r  u = o,  

(2) Po~=Fo; 

Po = o entra lnera i t  2 ,  (z) --~ o, done P1 (x) = O, et l 'on verrai t  de proche en proche 

que Pn ( x ) =  o. La seule solution acceptable de (2) est done 

P o = I .  

En @rivant  l ' identi tg des deux termes d' indice I, il vient  ensuite 

(2) 

done z est de la forme x + y + a, a &ant  une constante;  mais alors le change- 

ment  de variable (x, x -  a) permet  de faire clisparaitre la constante a, et  nous 

sommes ainsi conduits  s d&erminer  les suites [P,,(x)] telles que l 'on air P 0 = I  et 

(3) 

(2) s'~erit alors 

[P (x)]. [P(y)] = [p (x + y)]. 

21 (x) + 2 ,  (y) = 2 ,  (x + ~), 
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c'est-s 

(4) Pj (0) = o. 

D'ailleurs l'6quation g6n6rale de (3) s'6crivant 

(5) I',, (x + y) = P,, (x) + v,,  (v) + Y, ~,,(x) P,,_, (v) 

on en d6duit 

1;, (o) = - }2 P~(o) p , _ ,  (o). 
s - - i  

9 2 ~  ~ - 2~ 

Grace '~ (4) et '2 cette relation, on voit imm6diatement par r6currence que 

( 6 )  P n ( O ) - = =  o n ---  I ,  2 , 3 , . . .  

Ceci dtabli, d6rivons (5) par rapport "~ x, puis un nombre quelconque de fois, 

soit r - - I ,  par rapport 's y; il vient successivement 

n - - 1  

(7) 1 :  (x + y) -- P,,' (x) + ~ P/(x) P.__. (y), 
t $ ~  l 

~I--- 1 

(s) Pl~ > (x + y ) -  ~ ~'(x)  "'+ ' "'~ 

les indices sup6rieur 6rant ici des indices de d~rivation, et non des exposants 

de puissances homog~nes. Pour x = y - -  o,  (7) se r6dui~ s une identitY, en vertu 

de (6); (8)devient 

11--1 

(91 P~:>(o) - ~ P / (o )  pl: :) (o) ,. = 2 , 3 , . . .  , ,  
S - 1  

et ces 6quations sont les seules qui permettent de d6terminer les coefficients de 

P , ( x )  en fonction de ceux des polyn5mes d'indice moindre. Elles fournissent 

d'ailleurs les valeurs de tous ces coefficients sauf celle de P , / ( o )  qui demeure 

arbitraire. La suite des polynSmes en �9 d6pend donc d'une suite num6rique 

arbitraire, dont les termes s'introduisent successivement dans les polynSmes P,, (x) 

et suivants. 
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Consid6rons donc une suite num6rique 

[a] :  a 0, a a ,  a 2, . . . ,  a , , , . . . ,  

et formons le d6veloppement formel, suivant les puissances engi6res de t, de l'expression 

(~o) (~ + ~ t (~0+a ,  t + ~  t~+ .. ))~, 

off a d6signe une eons~ante arbitraire. Ce d6veloppement est 

I~ = 2  , .0  .:0 , '+' ,  

o5 [a~ ")] est la puissance v" de [a], et o5 l'on a pos6 

(i i) (x, ~), - x ( x -  ~):..  ( x -  (~ - ~) ~). 
v[ 

en posan~ v + s = n ,  le d~veloppement de (I o) devient donc 

n 

~, ,,, y, (x, ol. o~'_., 
n ~ O  v ~ O  

en convenant, suivant l'usage, de rempl~er  (x, ~)o par I. On peut done posor 

- 2  {I2) ( i + a t ( a o + a l t + a 2 t ' +  . . . ) ) ~ -  Pn(x ) t  ~ , 
~ ' - 0  

P,~ (x) grant le polynSme, de degr6 n, 

(13) P .  (x) - - ~  (x, ,) .  -,~ 

Or il r6sulte de la forme de la fonetion g6n6ratrice (Io) que l'on a formeUement 

ct~ 

:~ ~. Ix) t- E e.  (y) ~" = E P./x + u)t-, 
n ~ O  ~ 0  ~ 0  



230 Rend Lagrange. 

donc les polynbmes P , ( x )  const i tuent  une solution de (3). D'ailleurs, on a 

bien P o ( x ) =  a0 (") = I, et chaque polynbme P ,  (x) ddpend de la constante arbi traire  

suppldmentaire a , -1 .  La  suite de ces polynbmes appaxait  ainsi comme &ant  la 

solution la plus gdndrale de notre  probl&ne. Toute  suite de cette nature  sera 

appel~e une suite d'interpolation, et sera reprdsentde par la nota t ion 

k 1 
Ceci s'6crit encore I, en ver tu  de ce qui a &6 dit  au paragraphe 9, 

(I4) [x, a, [a]]-- [a] -1 �9 Ix, a] : [a]. 

Pour  [ a ] - I ,  cette suite se r~duit '2 Ix, a], que nous dist inguerons de la suite 

d ' in terpolat ion la plus g6n6rale par le nom de suite ~wwtonnienne. 

L'op6rat ion (14) n '&an t  pa~ ais6ment maniable, il est utile de remplacer  sa 

consid6ration par  celle de la mult ipl icat ion diagonale seule. Or ceci est possible 

grace '~ la not ion de suite r6duite. Etan t  donn~e une suite [a], appelons suite 

r6dtfite la suite dent  le terme g~n6ral d' indice ~* est a,+l, aut rement  dit la suite 

(i 5) [ . ] ' -  a~ 

Au lieu d 'effectuer la division par la suite ~l~mentaire prineipale, on pourra i t  

d'ailleurs diviser par une suite ~l~mentaire quelconque [Z~]. 

Duns ees conditions, l 'op~ration 

( I6)  [e] = [a] - 1 .  [b]: [a] 

entraine,  avee la d~finition et la nota t ion  des suites r~duites, 

(~ 7) [c]'-- [b]': [a], 

pourvu que le fa~teur [).11 soit le m6me pour [b] et  [c]. g n  effet, pour n_> 1, (16) 

s'6erit 
n 

Z ;.r c,, = b. a;,_ ~, 

car a~ ) ) = o ,  et il suffit de 

Inversement ,  on sait que (t6) entraine la relat ion (I8) ch. I, d'ofi l 'on ddduit  

(i s)  [ = [ [b]']': I . ] .  

changer  n e n  n + I  et s ell S + l  pour obtenir  (17). 

i I1 n'y a aucune confusion possible, lorsqu'on n'a pas a mettre en 6vidence Findice n, 
dcrire [x, er [aJ] pour [(x, ~t, [a])n]. 
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Bans le cas des suites d' interpolation, tous les termes de la suite autres que le 

premier 6tant divisibles par x, nous appellerons, sauf avis contraire, suite r6duite 

de [x, a, [a]] la suite. 

ix , . ,  [~]]'-- Ix,., [a]]--~ [<] ' 

et nous aurons alors, au lieu de (i4) , l 'dquation remarquable 

(19) Ix, u, [a}j'= Ix, a]': [a]. 

En r6smn6, la suite d'interpolation la 2dus g&~6rale est telle que son premier 

terme soit 6qal h I, et sa suite rdduite ~.qale au produit diagonal d'une suite arbitraire 

[a] par une suite newtonnienne r~duite. 

I1 r6sulte inm6diatement de (14) que le produit  terme g terme par [~"] d 'une 

suite d ' interpolation est encore une suite d' interpolation, savoir 

(20) Q" ( x , . ,  [a~]),, = (~x,  Q. ,  [ ~  a~l),,, 

p d6signant un indice courant, ainsi que n. 

Tel est le camctbre d'homogdndit6 des suites d' interpolation. D'ailleurs, les 

diff~rentes suites ainsi ddduites d 'une suite d ' interpolation peuvent ~tre consid6r6es 

comme non essentiellement distinctes les unes des autres. 

I6. Dans une suite newtonnienne,  t o u s l e s  termes d'indice sup&ieur 's I 

s 'annulent  pour x ~ - o  et x = a ,  a pouvant d'ailleurs ~tre nul, dans quel cas x = o  

est un z~ro double. Cetge propri&6 caractdrise les suites newtonniennes parmi 

les suites d'interpolation. Remarquons tout  d 'abord que a et [a] ne sont pas des 

donndes essentielles pour d6finir une suite d ' interpolation; en rempla~ant, au premier 

membre de (12), l 'exposant x par ~ x a . f l ,  on volt que l 'on peut choisir a arbitraire- 

ment, pour une suite d ' interpolation donn6e, et qu'alors la suite [a] est enti~remen~ 

d6termin6e. Dans ces conditions, si une suite d ' interpolation [P,(x)] est telle 

que l 'on air 

e , ,  (o) = / ~ , ,  (~) = o n >- 2 

prenons le parum~tre a d e  la formule (I2) dgal g ce z6ro. 

La formate (13)entra lne  alors, pour x - - a ,  a , , - i ~ o ( n >  I), done 

Ial - Ia0], 
et, par suite 

P .  (~) = ao" (*, ,~),, �9 
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La  suite en question est donc le produi t  terme s terme, par  une suite de puis- 

sances, de la suite newtonnienne Ix, a], donc non essentiellement distincte de cette 

derniSre. D'ail leurs on a 

~ (z, .)~ = (ex,  ~ . ) , , .  

D'une  maniSre g~ndrale, remarquons  que l 'on peut  rendre homogSnes les 

polyn6mes P,, (x) d 'une suite d ' interpolat ion,  gr's s la t ransformat ion 

En posant 

x y 
on ddduit imm~diatement,  par  le changement  de x et y e n  - ,  et - 

�9 Z .  Z 

multipl icat ion terme ~. terme par  z", que 

[P,, (x, z)] �9 [p .  (y, z)) = [p .  (x + y, z)]. 

, et par la 

On voit  alors que la mult ipl icat ion terme 'k terme d 'une suite d ' in~rpo la t ion  

par  [Qn] revient  au changement  d e s  variables x et z en Qx, Qz. 

On v~rifie ais~ment que les suites de puissances sont les seules par  la multi- 

plication terme s terme desquelles une suite d ' in terpolat ion se  t ransforme en une 

suite de mSme nature.  

Si,o~nalons encore que l 'on peut  caract~riser une suite newtonnienne par la 

propri&d que 

P n + x ( n a ) -  o n = 2, 3 . . . .  

17. En vertu de la remarque faite sur l 'arbi traire  du choix du parambtre a 

dans l 'expression d 'une suite d ' interpolat ion,  une suite newtonnienne Ix, fl] peut  se 

met t re  sous la forme 

ix, ~] = Ix, ~, [a]]; 

au t rement  dit, une suite newtonnienne rdduite divise diagonalement route suite new- 

tonnien~e r~duite. Pour  d&erminer  le quot ient  constant  [a], ddfini par 

ix, ~]' = Ix, ~]': [a], 

donnons ~ x la valeur particuli~re a. En remarquan t  que 
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[g, Or]'= I ,  

il vient ainsi 
[a] = [~, fl]', 

ee qui fourni t  la f o m u l e  remarquable 

(2I) IX, ff] '= IX,"]': [", ff]'. 

En donnant  ~ x la valeur partieuli~re fl, (2I) devient 

: "]': 

done on passe d'une suite newtonnienne r~duite ~ son adjointe en permutant les va- 

leurs de l'argument et du param~tre. 1 

En revenant  aux suites newtonniennes eiles-m~mes, l '6quation (I4)s '6er i t  iei 

(x, = y ,  (x, . ) , '  ~ /a, P) ~-* . 
$--0 

Nous verrons un peu plus loin que les coefficients (ct, f l ) '~ ,  sont les valeurs 

d'int~grales curvilig~nes simples. 

L'application faite au paragraphe I4 se ratt.~che ~ la th6orie des suites 

newtonniennes. En effet, pour qu'une suite newtonnienne, soit limit~e il fau t  et 

suffit que la valeur de l 'a rgument  soit un multiple de celle du pamm~re .  La  

suite newtonnienne la plus simple est done I - - z , -  I], dont  la rMui te  est 

L'axljointe de eelle-ei est 

I 
[ - - 2 , - - I ]  t-" I, ~ ,  0 , . . .  0 , . . . .  

I . . . .  (2 n - - I ) l  
[--  I,  - - 2 ] ' :  3 ~ , ~ - i ~  " _1 , 

ee qui d6montre la formule (34) 6tablie direetement au w 14. 

L'6quation (33) du m~me paragraphe s'6tablit 6galement s l 'aide de l'algo- 

r i thme des suites. On a, en effet 

i On v6rifie d'ailleurs que les fonctions lp(t) et  ~ ( t )  du paragraphe II,  associ~es ~ Ifl,~]' et  
_ff 

[~, fl]' sont ~p(t)= (I +at) a - - I e t  ~(t)= (I +flt)#--I,  qui sont bien inverses l'une de l'autre. 

30 -- 27377. Acta mathematica. 51. Imprim6 le 10 f6vrier 1928. 
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done, 
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[a] = [ - -1  - - 2 ] ' =  [ - - 1 , - - 2 ] - - I  
' [ ( - -  1)1] 

[a ]~=  [ -  ,, - 2 ] ' - 5  [ -  i,  - 2 ]  + i = [ - 5 ,  - 5 ]  - 5  [ - i ,  - 5 ]  + i 
[i,] [i~] 

2 - - 2  [ - - I , - - 2 ] + 2  [ ( - -  I)1] . 

[Is] 

en divisant  hau t  et  bas par  [(--I)al, il v ient  

[ - i , - 2 ] - i  
i [ ( - i ) , ]  

[ a ] ~ -  - 2 [(-i),] 

, - [ a ]  
= 5 [ ~ - I ) , i  ' 

done la suite [5] v6rifie l '~quation 

[a]~ [ I 1 ] - - 2  [5"] -t- 2 = O 

qui est pr6eis6ment (33) Oh. I 6erite avee notre  algori thme.  

I8. Plus  ggn6rulement,  eonsid~rons deux suites d ' in terpola t ion Ix, a, [a]] et 

[x, fl, [b]]. Les deux suites r~duites ~tant  les produits  d iagonaux de deux suites 

eonsta~ates respect ivement  par  [x, a]' et  Ix, #]', qui sont  darts un  rappor~ diagonal  

constant ,  i l  existe une suite eonstante  [e] telle que 

(23) [X, fl, [ b ] ] ' =  [x,a, [a]]': [e]; 

autrement dit, deux suites r6duites d'interpolation queleonques sont divisibles diagonale- 

merit l'une par l' autre. 1 

Donnons  ~ x la valeur  a; en r emarquan t  que 

[., ~, Jail' = [., .]':  [a] --- [a], 
(23) fourni t  la relat ion 

[a, #, [b]]'= [a] " [e], 
d'ofi 

(24) lie] = [d]: [a, fl, [b]]' 

t = [a]: [~, #]': [b]. 

i Par exemple, on en d6duit que deux suites d'interpolation sont identiques si elles sont 
dgales pour une valeur particuli~re de la variable. 
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En met tan t  en ~vidence les suites d'interp01ation elles-m~me, (23) s'dcrit, 

(23') [x, fl, [b]] - -  [c] -1-" [x, a, [a]] : [e]. 

Pour  que les deux suites d ' interpolation soient identiques, il faut  et il suffit que 

[c] soit 4gal g I, donc routes les repr4sentations possibles [x, fl, [b]] d 'une suite 

d ' interpolat ion donn4e [x, a, [a]] sont d4finies par 1 

(28)  [b] - b,]]'. 

x9. Deux suites d' interpolation, rdduites [x, a, [a]]' et [x, fl, [b]]' se d4duisant 

l 'une de l 'autre par la multiplication diagonale  (23), la relation (I3) Ch. I nous 

donne, quel que soit r si [a] et [b] sont d'indice z~ro, 

(26) (x, fl, [b]):: r) i (x, a, [a]): (') (r+,, = C n - - s  ; 

$.--0 

cette ~quation fourni t  l 'expression d 'une puissance quelconque d 'une suite d'inter- 

polation r4duite en fonction des termes de la m~me puissance d 'une autre suite 

d ' interpolation r~duite. 

En particulier, faisons [a] = I, a~-fl .  (26) devient, apr~s changement  des no- 

tations, 

?t 
(27) (x, a, [a])~r) --~ Z (*' a)'(r) an(r+') . _ ,  , 

S~0 

pour 7 . . . .  I, (27) montre  que l 'inverse d 'une suite d ' interpolation r6duite s 'exprime 

par l '6quation 

(28) [X, g, [a~]' (--1) = (X, of)' ~--1) (s--l)l 
Gn--s 1 "  

x I1 r~sul te  de la ddfini t ion des  su i t e s  d ' in t e rpo la t ion  que  le p rodu i t  de deux  tel les  su i t e s  de 

m ~ m e  a r g u m e n t  e s t  u n e  su i t e  de m ~ m e  n a t u r e ;  on p e u t  donc derire, pou r  des  choix  convenab les  

de y et  [~], 
[x, ~, [a]]. Ix, #, [b]] = ix, y, [c]]. 

A l 'a ide  des  su i t e s  rdduites ,  ceci s 'dcri t  

[x, r, [c]]' = [xx]. Ix, ~, Jail' - Ix, #, [b]]' + [x, ~, [a]]' + [x, ~, [b]]'. 
Pour  x ~ o, il v i en t  done 

[o, 77: [c] = [o, ~]': [a] + [o, ~']': [b], 
et  cet te  re la t ion s 'd tend  i m m e d i a t e m e n t  k u n  n o m b r e  que lconque  de su i t e s  d ' in te rpo la t ion .  Pa r  

exemple ,  le p rodu i t  d ' u n  h o m b r e  que lconque  de su i t e s  de la  forme I x , o ,  [al], diffdrant  par  l eur  

base  [a], es t  une  su i t e  de m ~ m e  n a t u r e  don t  la  base  es t  la  s o m m e  des  bases  des faeteurs .  
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Les inverses des suites d ' interpolat ion r6duites sour assez remarquables.  Tout  

d 'abord il rdsulte de leur d~finition que, de mgme que les suites Ix, a, [a]]', ce sons 

des suites de polynSmes dont  le degr~ est au plus dgal "s l 'indice. En outre, ces 

polyn6mes sont pairs, ~ rexeept ion  des deux premiers. En effet, en inerrant en 

dvidence la suite Ix, a,  [a]] elle-mgme, la ddfini~ion de la suite inverse en ques- 

tion s'dcrit 

(29) 

MuRiplions les deux membres  par  [ - - x ,  a, Jail. Compte f~nu de la propri6t6 

qui d~finR les s u i t s  d ' interpolation, il vient 

[ I - -  [--  x, a,  [a]]. Ix, a, [a]]' (-1) = Ix1]. [ _  x, a,  [a]]; 

ceei s'~erR encore 

[Ix, a, [a]]' (-1) + Ix1] ] . [ [ ~ x ,  a, [ a ] ] -  I] = - - [ X l ]  = [(-- X)I] , 

et  la eomparaison avee (29) donne bien 

Ix,a, [a]l' (-1) + [':~1] --- [ - -  x ,  o~, [a]] '  ( -1 ) ,  

qui d~montre la proposition ~nonede. 

20. Dana le cas particulier des suites newtonniennes,  les polyn6mes (x, a)',, 

~tant homog~nes en x et a, il en eat de m~me pour les termes de Ix, a]' (-i). En 

outre, [x, a]'(-1) se r~duit s I, en m~me temps que [x,a]', pour  x - - a .  Donc 

t o u s l e s  polynbmes (x,a)', sont divisibles par  x - - a ;  en outre, pour n >--27 leur 

paritd exige qu'ils contiennent  x s -  a s e n  facteur. Les premiers de ces polynS- 

rues sont d'ailleurs 

a ' ( - I )  
( X , ) 0  = I 

(x, ~)'x ( - 1 )  - x -  
2 

p X 2 __ g2 
(X, . ) 2  ( - I )  = 

2 .3!  

, - 1  = _ _  a ( x ~ - - * )  (x , . )~ (  ) - ,  

41 

(X ~ - -  a ~) (X * - -  1 9  a 2) 
(x, ah  ( I 6 ! - -  
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(x, = (x -9 

4.5!  

(X, g)'7 (- 1) ~ -  - -  5 g (X '  - -  (~) (2 X 4 - -  6 I  g2 X 2 _~. 275 ai), 

4!7! 

Pour a = o ,  

l'on air 

I 
x~--I, on a (I,O), - - ~ .  1 , et les n o m b r e s  ( I ,O)a  (-1), dtant tels que 

Z I (I  _\t(--1)_~_~(i,O)i{--1)"~-8l,  n, 81, = 0  
s--() 

n :~= i ,  

sont pr6cis&nent les nombres de Bernoulli, au facteur~,  pr~s. Nous poserons 

(30) B,, ~--- ( I ,  O):~ -1), 

de sorte que les nombres de Bernoulli, tels qu'on les d6finit habituellement, sont 

les hombres Bn n !. 

Cependant, dans le calcul aux diff6rences finies, ce sont les nombres (30)qui 
^ CC '(--1) s'introduisent le plus naturellement. La remarque que les polynomes (x,) , ,  

d'indice impair, ~t~nt homog~nes en x et a, et pairs en x, doivent contenir a en 

facteur, explique la proprigt~ des hombres de Bernoulli d'indice impair ~-- 3 d'etre nuls. 

Pour x -~o, a --  I, on obtient la suite dont l'inverse est l'a~ljointe de [BI~-I)], 

et dont les termes 1 

(3 i )  = (o, 

sont tels que Yon air B o ~  I, et, pour n ~  I, 

~t 

Z . B n - s ( o ,  I )1 '~ -o ,  

c'est-k-dire 
n 

(3 2 ) Z ( - - I ) S ~ - i - m = O  ~t ~ I .  

Ch. I fl)urnit, entre les nombres de Bernoulli B~ et les B~ les La formule (26) 

relations 

i Nous utilisons ici la notation simple des suites adjointes, bien que [Bn] ne soit pas l'adjointe 
de [Bn]; mais, l'adjointe de [Bn] ne jouant aueun rSle dans ce travail, aucune confusion n'est 
possible. 
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(33) 

[ -(~+') ~ h ~ : i  ) , ( - . + . §  

--,,~("+") --__ B(~-~2 ~ ( - "  + " + ~) 
, 8 ~ 0  

quels que soient les nombres r et v. 

2 I. Consid6rons le produit d 'une suite d ' interpolation et de l 'inverse de sa 

r6duite, relatives s des arguments  distincts, 

[x, a, [a]]. [y, a, [a]] '(-1). 

Ce produit  s'6crit 

(34) Ix, a, [a]]-[y,]. 
Iv, ~, [ a ] ] -  ~ ' 

en multipliant les deux termes de eette fraction par [--y, a, [a]], elle devient 

I x - - y ,  a, [a]]-[Yl] ___ [ x - - y ,  a, [a]] 
i - [ - v , . ,  [a]] [ - v , . ,  [a]]' 

Nous avons ainsi d6montrd l ' identit6 remarquable 

(35) [x, a, [a]]. [y, a, [a]] '(-1) = [ x - - y ,  a, [a]]. [--y, a, [a]]'(-1); 

Pour  y ~-x ,  elle prend la forme 

(36 ) Ix, ~, [.]]. [ -  x, ~, Jail'= [~, ~, Jail'. 

On retrouve d'aiUeurs (35) en mult ipl iant  les deux membres de (36) par [ y - - x ,  a, [a]]. 

22. Les termes d 'une puissance quelconque d 'une suite d ' interpolation 

r6dui~e peuvent s 'exprimer s l 'aide d'int6grales curvilignes simples, lorsque les an 

sont les coefficients d 'une s6rie enti~re convergente. Posons 

par d6finition, on a 
9( t )  -~ ao + a t  t +a2 t~ + . . ' ;  

x 

(, + .  t ~o (t))o = (x, ,~, [.]),, t n 
7 / . ~ 0  

donc, quel que soit r, 

= x  + x y ~  (x,,~, [a])Z tn§ 
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x 

I ( x + a t 99(t))"-- I " =  ~_j (x, a, [a]),,'(')t"; 
~ x t  

"a~O 

239 

dans cette ~quation, la puissance 

h 

(i + a  tq~(t)) ~ 

d6signe la branehe qui se r6duit  ~ I pour  t = o; on suppose en outre que l 'on 

choisisse, pour  a0 r, la mSme ddterminat ion dans les deux membres de (37)- Ce 

d6veloppement est valable "~ l ' int~rieur du cercle de centre  t - - o  et passant  par  

la racine non nulle de l 'dquation 

(,  + a  t q ~ ( t ) )  ~ - -  I = o ,  

dont  la valeur absolue est minimum. 

La  relat ion d'homog6n6it6 

(3s) [ex, e~,  [e" a,,]] '(~) = [e" (x, ~, [.]) ,(r)] 

r6sulte de ee que le premier  membre de (37) est invar iant  pour  les substitutions,  

t 
x, a, a,;, t, des quantit~s qx, 0a, 0" a,,, - �9 

Q 

On conclut  imm6diatement  de (37) que 

(39) (x, a, [a]),, '(r) --  

x 

21ri x t  ] t ~+'' 
F 

le contour  F ~tant un cercle infini~6simal en touran t  l 'origine, et parcouru darts le 

sens direct. 

P ou r  [a] = I, on ob~ient l 'expression suivante des termes des puissances des 

suites newtonniennes  r~duites 

(40) (x,  a),, '(r) - -  2 ~r i x t t " + l  
/ ,  

Par  exemple, si a tend vers z6ro, et  x vers I, il vient  
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(4I) 
2 ~ i  t n+l'  

I" 

la formule (37) correspondan~e est 

(42' (et~-~)r= ~_jB(~-')tn. 

D'autre  pal4 l ' identit6 (21) nous permet d '&rire 

donc 

(43) 

It, o ] ' =  It, ~]': [~, o]', 

t n __ ~ ( t - - l )  ( t - - ~ ) . . .  ( t - -8 )  ]~(--3--1) 

(n+ ~)! (s+ l)i ~,,-8 , 
$--0 

ou encore, en changeant  n e t  s en n - I e t  8 - - I ,  

t" ~ t(t--1).. .(t--s+ l) ~(-,i . 
(43)' n~ = s[ ~,n-8 

Telle est l 'autre d6finition qu'on peut aAopter pour les nombres de Bernoulli  

d'indice sup6rieur entier n6gatif. On volt sur (43) que les nombres 

B ( - , - , )  (n + [)! _ D,*, 
n-8 (8-{- I)! 

song les nombres entiers d6finis par Euler  1 s l 'aide des relations 

?l 

( t+  x ) " =  ~, D,~ t(t--I). . .  (t--s+ I). 
a~O 

Reprenons (4o), 

la lixnite, 

(44) 

et faisons tendre x vers z6ro, et a vers I. 

BI:"-- I f {L(, +t)y dt , 

F 

On obtienL, 

la formule (37) correspondante &ant  

CL Inst i tu t iones  Calculi differentiMis, p. 485. 
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?1:0 

En particulier, on a 

,B~- 1) ( - -  I )  n 

(n+ 1)! 
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B, _ i f dt 
2~i t" L(I + t) " 

F 

En 6erivant que 

It, I ] ' =  [ t , o ] ' :  [0, I ] ' ,  

o n  a 

(461 
( t - -I)  ( t - 2 1 . . .  (t - , )  

(n+ I)! = ( S + l ) ! ~ " - '  ' 
$--0 

o n  

(46)' t ( t - - I ) . . .  (t--n+ I )  ~ s ft(-'). 
n 1 s! ~ n - a ,  

Ces 6quations sont 6quivaaentes aux 6quations (43) ou (43)' et s'en d6duiraient en 

les r6solvant par rapport  aux fractions aux seconds membres. 

Reprenons (42), en y rempla~ant t par 2 i t, et identifions dans les deux 

membres, les parties r~elles et imaginaires; on obtient les d6veloppements suivants, 

d6j's donn6s par N. E. NSrlund I 

(47} 

valables pour Itl<z. 

- -  COS rt~--- Z ( - - I )  n B~n r) (2 t )  2n, 
~ o  

si t s i n r t =  (_.~),~(-,1 (2t)~.,+ L - -  �9 .~2 n + l  

loe. eit.  p. I~. 
3 1 -  27377. Acta mathemat/ca 51. Imprim6 le 10 i6vrier 1928. 
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C I t A P I T R E  I I I .  

Les op~rateurs finis d'interpolation. 

23. Les termes d 'une suite newtonnienne Ix, .] se d6duisent les uns des 

autres s l 'aide de la diff6rence finie 

A f (x )  =f(37 + a) --  f ( x )  
a 

et de ses puissances fonctionnelles; on a, en effet, 

A (X, ")n = (37, ")n-- l ,  

et, d 'une manigre ggn6mle, r 6rant un entier non n6gatif,  

(I) /~ (X, a)n -~ (37, g)n--r. 

Pour  ~tendre cette 

gdndmliser l 'op6ruteur A. 
a 

propri~t~ aux suites d' interpolation, on est conduit  

Tout  d'abord, formons 

partir  de l 'expression 

A (x , . ,  [a])n, 

n--1 

(37,., [al)~ ~,  (37,.1.+, (,+.) -~ an--l--s ; 

on en d6dn.i~; imm6diatement 

(x,., [a]),,-- (1+*) 
Z (X, ")8+,--. an--l--. 

= Z r 
8=0 

Multiplions les deux membres de cette relation par d~)-r, et effectuons la somme 
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n ~, n . - ~  ( , , + s )  _-(r)  

Za~:Lr A(x,a,[a]ln= Z Z (x,a)s an-,-s",,-r 

(r+s+,) d~r) ; 
= Z  Z (x'a)` a"-r- '-" 

compte tenu de la relation (26) Ch. I, ceci se r6duit 

(2) Z d~)-r ~a (x, a, [a]),, = Z  (x, a)s a~)r-s -~ (x, a, [a]),,-r. 

On est ainsi conduit  ~ introduire la notion de diffdrences finies d'intoTola- 
tion d'une fonction f(x),  d'6cart a et de suite gdn~'atrice (ou base) [a], la diffdrence 

finie d'indice r (r ~ o, I, 2 . . . .  ) 6rant l 'opgraf~ur formel 

" 2 " (3) At~ f(x) = Ar)~ A t (x ) .  
t t  r  

Avec cette notation, (2) s'6erit 

/ ,  

(4) G[al (x, a, [a]). = (x, a, [a])._,. 
a 

On voit ainsi que les termes d'une suite d'interpolation Ix, a, [a]] se d~duisent les uns 
des autres ?t l'aide des diffdrences finies d'interpolation de m4me dcart a, et dont la 
base est l'adjointe de [a]. 

Voici une application imm6diate de (4). Prenons  la diff6rence finie A[,~] des 

deux membres  de l 'gquation (23)' Ch. II ,  et faisons ensuite x ~ o; seul, le t.errne 

(x, a, [a])r an second membre  donnant  un diffdrence finie non nulle pour x = o, il 

vient 

( s )  ~oi ( x , ~ ,  I@, ,+r  = I t . l - '  �9 I c P ~ ) t  = [~1 ~, 
X ~ O  

la suite [el 6trent donn6e 

[a] = [b] = ~, o n  a 

par (24) Ch. II .  En 

[e] ~-- [I, o ] ' =  [B(~-I)], 

paxticulier, pour a ~ I, fl = o, 

donc (5) devient ici 
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(6) B(-rl [ ~  x "+r 
= ~/~ (" +")~ L : 0 '  

formule  ddjs donn6e par  Lueas3  De m6me, pour  a----o, f l =  I ,  [a] = [b] = 1 ,  on a 

[~] " [o ,~ ] '=  [B]-~, 

d 
done, en remarquan t  q u e / x  --  

o 

(7) 
B(n-r) ~dr(x,I)n+r~ 

i( r ) 
(n--kr)! d -~ -~x(x - - I ) . . . (x - -n - - r - -b  I) x~O" 

Cette formule se ddduit encore immddiatement  de (46) Ch. I I .  

L 'op6ra teur  (3) cont ient  une infinit~ de termes si f ( x )  et [a] sont quelcon- 
r 

ques, la diffdrenee finie d' indice minimum g r a n t / x ,  si [a] est d ' indice zdro, ce que 
a 

nous supposerons. P a r  contre, le nombre des diffdrences finies contenues dans 

eet op6rateur  est limit6 lorsque f(x)  est un polynbme, ou lorsque [a] est une 
T* 

suite limitde. Dans le premier  eas, s i n  ddsigne le degrd de f(x), A[~] f(x) est 
a 

un polynbme de degrd n--r. Si l 'on range dans une suite les diffgrences finies 

d ' in terpolat ion d 'un  polynbme de degrd n, de fagon que la diffdrence finie d' inter- 

polation d' indice r ( r = o ,  I, 2 , . . . ,  n) occupe le rang  n - - r +  I, on forme une  suite 

de polynbmes dont  les degrds sont dgaux aux indices, le dernier  d 'ent re  eux ~tant 

le polynbme donnd f(x). 
24. Les differences finies d ' in terpolat ion poss~lent  des propridt~s assez 

remarquables.  Tout  d 'abord, en appl iquant  aux deux membres de (3) l 'op~rateur  
$ 

A[a], il vient  
a 

i Cf. Bulletin Soc. Math. France (6) p. 6I. Dans la formule donn~e par Luea.% le premier 

T B(-r), mais il taut se rappeler que nous d~signons ici par Bn ee que, dans la no- membre est n--I 

Bn ration habituelle, on ~6signe par -n..7 �9 
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AIal AI~l f (x )=  a~)8 (r)~+" a , - ,  A f (x) ,  
II a a 
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o u ,  e n  p o s a n t  /~ + v = i e t  v :  s + t, 

s r ~ i - - r - - s  i 

A[a] A[a]f (x)= ~ ~_j al e) (') a,-,-e-t  A f (x) 
i = r + s  / • 0  

(r+e) 
= ai--r-,/._X f(x) ;  

a i--r+* 

on a donc 
s r r + e  

(8) A[al A[a] f ( x ) =  A[a] f (x ) .  
ll$ a 

Autrement diL les d,ffdrenees finies d'inte~Tolation d'dcart a et de base [a] sont les 
puissances fonctionnelles de A[a]. Cette propri6~ 6fair s pr6voir en vertu des rela- 

g$ 

tions (4). 

Si la suite g6n6rn.triee est le produit diagonal [a]:[b], les diff6renees finies 

d'interpolation admettent les d6veloppements 

Alibi: [bll f ( x ) :  ([a]: [b])!F)_, A f (x )  
r 

<, . . . .  e A_x.f( ) 
I I  

ae v,-r-e A f (x). 

Nous avons ainsi d6montrd que 

r ~ e 
(9) Aria]: [bll f (x )  = a~ )-, A[bl f (x ) ,  

a a 
e = l -  

autrement dit, que le premier membre de (9) s'exprime s l'aide des diff6rences finies de 
r 

base [b] de la m~me mani~re que A[~]. ~ l'aide des diff6rences finies ordinaires. 
a 

On conviendm d'6crire encore l'op6rateur (9) suivant la notation 
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$. 

Ai~]:ibl f (x) ,  

qui rappelle d'ailleurs cette propri6t~. 

Par  exemple, si [b] est l 'adjointe de [a], il vient 

(IO) A f ( x ) =  ~ ('> " a,_, AI~lf(x). 
y ~ r  

A titre 

Newton 

d'application de cette formule, consid6rons 1s formule d'int~rpolation de 

ao 

(,~) f (x+z)  = ~_~(z,a), ,~ f(x), 
a 

r ~ O  

et rempla~ons les diff6rences finies au second membre par leurs expressions (IO). 

II vient 

f ( x  + z )= ~ ~ a~)-, (z, a)r ~[,~] f(x) 
Vt 

r = : O  y ~ r  

et, par suite, 

(12) 

= Ac, l  f ( x )  a.-.(') (~, ~r. . 
O: 

�9 ~ 0  r ~ O  

f ( x  + z) =- (z, a, [a]),/k [a] f(x). 
r 

La formule obtenue g6n6ralise la formule d'interpolation de Newton, et met 

bien en 6vidence la corr61ation entre la suite d'interpolation [z, a, [a]] et les diff6- 

rences finies d'interpolation A[~I. 

h u  caract~re d'homog6n~it4 des suites finies d'interpolation, il correspond, 

en vertu de (I2), un caracf~re d'homog6n6it~ des diff6rences fiuies d'interpolation. 

En inerrant en 6vidence la variable qui prend l'6car~ a, ~crivons pour l ' instant 

L~[(~j f(x) pour AIa] f(x). 

Chaugeons alors, duns (I2), a, [a], en Qa, [Q"an]; [d] est remplac6e par [qndn]. On 

peut alors 6crire 
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f ( X + Z ' =  f ( ~ Q 2 ' ) ~  (QF. Qct,[onan]),v~/~`ox[o, n f fn] f (X,  
r - o ,o a 

= (z, a, [a]), q'A,o z [,on %1 f (x ) ;  
~ 0  ,o a 

et l ' identification avec le second membre de (12) fourni~ la relation annone6e 

r 

(I3) /~ox[Qnan] f(x)----  e -~ A , i . l f ( x ) .  
O: tL 

En particulier, pour [a] = I, on a 

r r 

/~e* f ( x )  = O - r  A f ( x ) .  
~ tg a 

D'ailleurs, on pourrait  d~duire (~ 3 ) d e  eerie formule partieuli~re, grs s la d~- 

finition (3). 

2 5. On peu~ donner s (12) une autre forme int6ressante; remarquons que 

le premier terme de la somme au second membre est f ( x ) ,  et que les au~;res ref- 

ines contiennent  z en facteur. (I 2) fourui t  donc le d6veloppement de la diff6rence 

finie d'6cart z en fonction des diff6rences finies d ' interpolation d'6car~ a e t  de base 

[5]. En changeant  z en oJ, on a donc 

~4-1 
(14) • f ( x )  ~- (to, a, [a]): • ta l f (x) .  

{0 tz 
r  

On voit ainsi que l 'expression d 'une diffdrence finie en fone~ion de diff6rences 

finies d' int~rpolation est une forme lin6aire de celles-ci, dont  les coefficients sont 

les termes de la suite d ' int~rpolation adjointe r6duite. 

Plus g6n6ralement, o n  peut ddduire de ( I4) l 'express ion d 'une diff6rence 

finie d ' interpolat ion en fonction de diffdrences finies d 'un  type quelconque. Rein- 

�9 plaqons la suite r6dui~e au second membre de cet~e 6quation, par le produit  diagonal 

[o,, l ,  [b]]': [.] = [o , , . ,  

ce que nous savons ~tre possible quels que soient i e t  [b]; on a alors 

(15) [6 ~] = [b]: [i,r [a]] '= ~]:  [if, or]t: [a]. 

Dans ces conditions, (I4) s'6erit 
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~ ~+1 
f ( x )  = Z (r ~, [b ] ) J  (1-I-s) c , - ,  AIa~ f (x )  

tO �9 ~0  $--0 

- c . _ ,  AI,]  f ( x ) .  

En comparan~ ce second membre  g l 'expression que donne (I4) du premier 

membre lorsqu'on substi tue fl e~ [b] s a e t  [a], il vien~ 

1+8 
A[~] f ( x )  (1+~) 1+, = c ,_ .  A i . l f ( x ) ;  

en changeant  I + s  e$ I + U  en r et v, ceci s'~crit 

( I 6 )  

ou encore, grs ~ (9), 

( i7)  A[~] f ( x )  = A[~]: [~] f ( x ) .  

Cette formule prend une forme aisde s retenir  si l 'on y remplace [c]:[d] par 

l 'expression qu'en donne (I5); on a ainsi, apr~s changement  de [b] en [b], l ' identit6 

(28) AIb] f ( x )  : A[b]: [~.,]' f (x ) ,  

et l 'on remonte ais6ment de (18) "~ (i7) en ~crivant 

[b]: [~, . ] ' =  [b]: [~, .]': [a]: [a]. 

Bien plus, pour  [b] = I,  (IS) se rdduit s l 'expression remarquablement  simple 

r 

( I  9)  /~  f ( x )  = A[~, a]' f (x) ,  

d'ofi l 'on remonte immddiatement  s (I8), si l 'on remarque que A : A [ 1 ] ,  et en 

faisan~ le produit  diagonal par [b] des suites g~n~ratrices aux deux membres  de 

(I9) (cette opdration ne change pas l'~galit6 de ces deux membres en vertu de ce 

que l 'on a vu an w 24). 



M6moire sur les suites de polyn6mes. 249 

Prenons, par exemple, f l ~  s(%, s d6signant toujours un entier positif, 

donne, pour la diff6rence finie du premier ordre, 

A f(x) -~ A[~, ~]' f(x)  

( I 9 )  

= (s(%, (%)',_~ A f(x) ,  

eL, par suite, en changeant ls--I en v, eL remarquant que (s(%, (%)~'~ o pour v_~ s, 

s - - 1  1 + ~  

Af(x) = ~ (s(%, (%)/ A f(x) 
8 a  c~ 

,i,~O 

s - - I  

A ~_j (sa, a)~,' A f(x) ,  
r a 

4v~O 

d'ofi enfin 
s - - 1  

(20) f ( x  + sa)--f(x)  = A ~_j (sa, a)/  A f(x). 
8 ( %  a a 

En outre, sachant que le premier membre est justement 

s - - 1  

-' A 

on voit que la formule classique 

s - - 1  s - - 1  

( 2 I )  I ~ f ( x + v a ) =  ~ (Sa, a),' A f ( x )  
8 Z-J a 

esb un eas par~ieulier de la formule g6ngrale (I9). 

On peut d6duire de (19) d'autres formules elassiques. Tout d'abord remar- 

quons que, grgee g (8), les relations &ablies jusqu'iei n'exigent pas que l'indiee r 

des diff6renees finies d'interpolaLion eonsid6r6es soit posi~if, pourvu que l'on 
- - r  

d6signe par Atd f (x) ,  off r est positif, une fonetion particuli&e dont la diff6renee 
a 

finie d'interpolation d'ordre r soit f(x).  Reprenons alors (I9) , avec a----o, fl-~ I, 

r ~ - -  I; cette 6quation s'6crit 1 

1 La d6rivde d' indice  - - I ,  au  second m e m b r e  de cet te  dquat ion,  d6s igne  6 v i d e m m e n t  u n e  

p r i m i t i v e  d e  f (x ) .  

32 - -  27377. Acta mathematica. 51. Imprim6 lo 10 f6vrier 1928. 
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-1 | ^v(-') d' f ( x )  
A f ( x ) - -  ~_j(I, uj ,+,  --dx ~- 

"~ , d* f ( x ) .  
- -  $ ~- l ~ d ~  , 

e = - - I  

en prenant  la diff6renee finie d'dcart I des deux membres, e~ posant f ( x )  - -  d 9(x) 
dx  

on ob~ien~ une forme particuli~re de la formule sommateire d 'Euler et de Maclaurin 

_ d'q (x) (22) dqD(x) ~ B, A . . . .  
d x  d x  ~ 

$--0 

Voiei une autre eonsdquence de Ces formules d'interpola~ion. Appliquons 
r 

aux deux membres de l '6quation (I2) l 'op6rateur Aib] relatif  g la variable z. I1 

vient, en fa isant  ensuite z = o, 

~[b] f ( x )  = [~1 (z, a, [a]),, ,=o [~] f ( / ) ;  
~ - = r  

la comparaison de cette 6quation avec l 'expression que (I7) donnerai t  du premier 

membre fourni t  la relation (5) d6j's 6tablie au paragraphe 23. 

26. En rue  de ce qui suit, nous allons introduire un nouvel op6rateur, 

qui g6n4ralise la moyenne d'6cart a 

savoir 

V f ( x )  = f ( x )  + f ( x  + a), 
a 2 

vt< f (x)  = a, A / ( x ) ;  
~ ' ~ 0  

nous l 'appellerons moyenne d'interpolation, d'dcart a et de suite ggn&atrice ou 

base [a]. 

Si f ( x )  es~ un polyn6me et [a] une suite d'indice z&o, sa moyenne d'inter- 

polation es~ un polynbme du m~me degr& Pour  [ a ] - - I ,  cette moyenne se r6dui~ 

g f ( x )  quel que soit a; elle se r6duit ~ la moyenne ordinaire, de mSme 6cart, 

pour la base 
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[a] : I ,  2 '  O, O, . . . ,  O, . . . ,  

Plus gdn6ralement, si [a] = [sa, a]', s &ant  un entier positif, il r6sulte de (2I)que 
$ - - 1  

- - _  I 

(24) V[,~, ,~]' f(x) s Z f (x+,a) ,  
" ~ 0  

de sor~e que le symbole habituel V, que nous conserverons d'ailleurs, 6quivaut ici 
t t  

V['2a, a]'. 

I1 r6sulte imm6diatement  de la d~finition que le produit  fonctionnel de 

plusieurs moyennes d ' interpolat ion de mSme 6cart est fourni par l ' identit6 

(25 )  V[a]  V[b] V[c] " '"  f ( x )  = V [ a ] ,  [b]. [ e ] . . .  f (x) ;  
t~ Ct t t  Ct 

e n  

(26) 

particulier, les puissances fonctionnelles d 'une moyenne d' interpolation sont 

vEol f (x)  = viol, f (x) ,  
a a 

r prenant  les valeurs 2, 3, 4, �9 �9 .. Lorsque [a] est d'indice z6ro, cette identR6 peut 

s '&endre s routes les valeurs de r, positives ou n6gatives, rafionnelles ou non. 

Prenons la diff6rence finie d'ordre r et d'dcart a des deux membres de (26); 

il vien~ 

A VEa  f (x )  r+" = A f (x )  
t~ a a 

~ ' " 0  

et, par suite, 

(27) /~  V[a]  f ( x )  = A[a] f ( x )  
r r a 

r - -  I ,  2,  3 ,  . . . .  

Lorsque [a] est d'indice z~ro, on d~duit encore de (27) et (26) que, quel que soit r', 

r r w i- t "t 

(28) AVEa]f(x) = A:,]; f(x). 
t~ t t  a 

Remarquons qu'il  rdsulte de (27) que la moyenne d' interpolation est le quo- 

t ient  fonctionnel de deux differences finies d ' interpolat ion;  nous gdn~raliserons 

ceci un peu plus loin. Notons d'ailleurs que ces deux op6rateurs sont permu- 

tables. 
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27. De mSme que les diffdrences finies d' interpolation, une moyenne d'inter- 

pola~ion admet  une infinit6 de reprdsentations d'6carts e~ de bases diff~rents. 

Pour  t ransformer  la moyenne d'interpolagion (23) en une moyenne d'interpola~ion 

d'6car~ fl, exprimons les diff6rences finies au second membre ~ l'aide des diff6rences 

finies d'dcar~ fl; (I9) donne a, lors 

aO 

y, s() y 9 <() a) X = a~ [a,~]' X 
v = 0  

' ~ 0  8 ~  ' 

8 

- b, A f ( ~ ) ,  

off, en ver~u de (I6) Ch. I, 

(29) 

Ce r4sul~a{ se ~raduit par la formule 

(30) 

plus g6n~ralemen~, 

d'indice zdro, on a 

(3 I) 

[b] [ a ] : [ ~ , ~ ] '  
= [~ ,~ ] ,  

Vial f (x )  = Via, ~],(-1) �9 [a]. [~, ~1' f (x ) ;  

en vertu de (25) e~ (I6) Ch. I, et quel que soi~ r si [a] est 

V[a] f ( x ) =  V[b) f (x) .  
a 

D'ailleurs (3 I) rdsulte direcfement de (3o), ce qui perme~trait de ddmont re r  la 

formule (I6) Ch. I, compte tenu de (25). 

Pa r  symdtrie, l ' identit6 (29) entralne 

(29)' [a] = [b]: [~, a]'. [~,~]' , 

en parbieulier, pour [b] = [a, fl]', (29)' donne [a] - -  [fl, a] '(-1), e~ (29) fournit  ridentit6 

(32) [a, fl]'(~)---~ [/~, a]'(-1): [a, fl]', 

done le quotient diagonal du cart6 homog~ne d'une suite newtonnienne r6duite par 

vette suite est l'inverse homog~ne de son adjointe. 
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Dans ces conditions,  (3 I) prend d'ail leurs la forme remarquable  

r --7" 

(33) V[~, ts]' f ( x ) =  V[~, ,~]' f ( x ) .  

Signalons encore que la diff6rence finie d 'ordre r et d 'dcart  ~ des deux membres  

de (31 ) donne  
r ~" r 

(34) A Via] f ( x )  = A[bl f ( x ) .  
t 3'~ t~ 

A ~i*re d 'applicat ion,  posons 

(35) g (x) = :7[.] f ( x ) ;  
tx 

il r6sulte de (25) que l 'on a alors 

- - 1  

(36) f ( x )  = V[~] g (x). 

fl d6signant  un  6cart quelconque, et [a] &an~ 6gal h, [fl, a]'(-~), ces formules s'6cri- 

vent, grgce ~r (33), 
- - 1  

(37) g (x) = V[tJ, al' f ( x )  = V[., ~]' f (x ) ,  a tJ 

- - 1  

(38) f (x)  = vf~.~ g(x)= v:o,,~, g(~), 

eg l 'on a 

(39) A g(x) = A f ( x ) .  

En particuller,  ~tant donna un polynbme f ( x )  de degr~ n, une solution de l'dqua- 

tion (39) est le polynfme .q(x) du m~me degr~ ddfini par (37); r~ciproquement f ( x )  

s'exprime en fonctian de g(x) en permutant  les lettres a et fl clans (37). 

28. Reprenons  (35), et, [b] d6signant  une suite quelconque,  formons 

8 

A[bl g(x) = ~_~ b,-~ A Vial f ( x )  

oo a + t  

= y,  a,b,_1 A f(x),  
s ~ l  t = O  
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ou, en posant  s + t ~- v, 
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qv--1 

A[b] g(x)= ~_~ ~_j at b~-,-t ,~, f (x)  
~,=1 t : O  

= A~4.~b] f(x). 
a 

Nous svons ainsi d6montrd ls  formule remarquable 

(40) A[b] Via] f (x)  = A[a]. [b] f (x ) ;  
tt a 

autrement  di~, le quotient de deux d(ffdrences finies d'inte~Tolation de ~n~me ~cart 
est la moyenne d'interpolation de m~me dcart qui a pour base le quotient homog~ne 
des deux bases. 

I1 rgsulte encore de (4o) que 

~ [ b ]  V i a ]  ~--- A [ a ]  V l b  ] �9 

Plus gdndrslement on volt que 

*' r r 

(4I) Alb] V[4 f (x )  = A[4. [~]/(x); 
ct ~ tt 

(19) permeb d'silleurs de modifier l '6cart de ls  premiere diff6rence finie d'inter- 

polation, et  l 'on en d6duit 

(42) Atbl V~o~ f ( 4  = A~ol. Ibl~tO, ~1' f(x), 
(3 a a 

la base de la diffdrence finie au second membre ayant,  suivant la convention 

faite, la signifiCation [a]-[[b]: [fl, a]']. 

29. L 'opdrateur  au second membre de (23), off les diff4rences finies ordinaires 

sont remplacdes par  des diffdrences finies d' interpolation, est encore dvidemment 

un moyenne d'interpolation. Considdrons; par  exemple 

(4s) g (4  = e~ -') A~o~ f ( 4 ;  

en ddveloppant les differences finies d ' interpolat ion au second membre, cecl s'dcrit 
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a,_~ A f (x)  
a 

avee 

doric 

(44) 

Prenons  

= d, A f (x ) ,  
if, 

' I ' = 0  

[d] = [~]- '  �9 [ & * :  [~], 

g ( x )  = V i a ] - 1  �9 [C]--I : [g/] f (x) .  
a 

la diff&ence finie d ' interpolat ion A N des deux membres, [b] &ant  une 
a 

suite queleonque. I1 vien{, grgee g (40), 

/xE~i g(o~)= zxlel f (x) ,  
a 

off 
[e] = [b]- [~1-1 .  [ & i :  [~]; 

en mult ipl iant  par [d] -1 les deux membres de cette derni~re ggalitg, eompte tenu 

de 18 Ch. I, il vient 
[b] = [e] .  [~]-1.  [~]: [~], 

donc on a 

pour  

[e] = [a] 

[hi = [~]: [a], 
c'est-g-dire, pour  

(45) [el = [hi: [5]; 

dans ees conditions, la fonet ion dgfinie par  (44) v4rifie l '~quation 

(46) A[bl g(x) = A[a] f (x ) .  
a (g 

D'ailleurs il r&ul te  imm~diatement de (40) que (46) est vdrifi~ par 

(44)' g(x) = Via]. [bl-' f(x),  

ee qui es{ bien identique g e e  que donne (44). R6eiproquement  on a 

(47) f(~.) = v~<.E<-I g(x).  
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Pa r  exemple , dtant donnd un polynOme f (x)  de degr~ n, un polyn~me g (x) du m~me 

degr~ v&'ifiant l'dquation (46) est le polyn&ne d$fini par (44)'; et l'on a, rdeiproque- 

ment, entre ees deux polyn#mes, la relation (47). 

Bien entendu, le f a r  que les deux differences aux deux membres de (46) 

aient le m6me 4ear~ n 'es t  pas une restriction. Une 6quation 

(46)' A[b] g (x) : A[a] f (x)  

est de la forme (46) off [b] serait  remplac6 par [b]:[fl~ a]'. 

On a done 

(48) [e] = [b]: ]fl, a]': [5]. 

L'expression de A[b] g(x) est assez simple. On a en effet 
(3 

r r - - 1  

At6~ g(x) = A ~b~ A t ~  f (x) ,  

ou, en introduisant  la suite (48) et l '6eart a, 

r r - - 1  

Atbl g(x) = A [cl::a] A[a] f(x) 
(3 a a 

(r--l) ,.+1 
-~ C,+l--r A~] f (x) ;  

a 
~ = r - - I  

en ehangeant  ~ en ~ - - I ,  il vient done enfin 

r ~ _ ( r - - l )  
(49) A[bl g(x)= ~ v,--r A[a] f(x).  

Par  des eonsid6rations analogues, on peut  r6soudre formellement l'@quation 

$ T 

(50) A tbl g(x) = AEol/(x), 

off r et s sont deux entiers quelconques. Ceci s'6crit 

- - $  r 

(5 ~) g(~) =- Ate1 A[ol f (x) ,  
a a 

ou, en introduisant  la suite [e] d6finie par  (45), 
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g (X) = A[ci:  [a] A[a] f (x) 

~57 

(_s)r+ ~ 
= c,+, A[~] f(x), 

a 

cette derni~re expression n 'ayant  pus ndcessuirement une signification aussi g6n6rale 

que l s  prdc6dente; enfin, en remplagant r + v  par v, une solution par~iculi&re de 

(50) est done 

(52) g(x) ~ -(-~) " 
t t  

Par  exemple, si f(x) est un polynbme de degr6 n, une solution de (50) est 

le polyn6me g(x) de degr6 m=n-Fs--r,  bien d6termin6 par (52) lorsque s---<r. 

En reprenant  (5i) et exprimant  le second membre s l 'aide des diff6rences 

finies d ' ia terpolat ion de base [b], il vien~ 

- - $  r 

g(x) = A[bl A[a]: [K]: [b] f(x), 

done en introduisunt  la suite adjointe  de [el 

on a la solution de (50) 

[~] =[a]: [~], 

g(x) ~:(,.) ,:s 
= ,~ , - r , , tb l  f ( x ) ,  

a 
, v ~ r  

ou encore 

(52)' 
t t  

~ : r - - 8  

C'est d'ailleurs la solution (52) mise sous une autre forme. 

Ces quelques applications montren~ d6js lu commodi~6 du symbolisme utilis6, 

et des notions de diff6rence finie et de moyenne d'interpolation. 
33 - -  27377. Acta mathematlca.  51. Imprim6 1o 11 f6vrier 1928. 
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CHAPITRE IV. 

Les polyn6mes bernoulliens d'interpolation. 

3o. Appliquons les consid4rations du paragraphe 2 9 aux termes de la suite 

d'interpolation [x, 6, [6]]. Au terme d'indice ~, on peut faire correspondre un 

polynbme d6pendant des deux param~tres 6, fl et des deux suites [a], [hi, que nous  

d6signerons par 

( i)  L~ (x; 6, #; [~], [b]) = e~ -~) AEa~ (~, ~, [a])~ 
t~ :0  

= ~  ~i-~) (x, 6, [~])~_., 

a v e c  i 

(2) [c] = [b]: [#, ~]': [a].  

Pour [a] = [hi-~ I, nous ddsignerons plus simplement ces polynbmes par 

(3) 

en particulier, les 

L~ (x; 6, #) = ~  (#, ~)'(~-') (x, ~)~-~ ; 
8 ~ 0  

n X n ~  8 

Ln(X; o, I) - ~ ,  B~ in--s) l 
s=O 

sont les polynbmes de Bernoulli, que  I'on d6signerait, suivant l a  notation habi- 

tuelle, par ~.I Bn(x), et que nous 6crirons, en vertu d'une convention dd]~ faite 

pour les nombres de Bernoulli, 

(4) Ln (x; o, i) = Bn (x) .  

Nous appellerons polynbmes bernoulliens d'inlerpolation les polynbmes (1). II r6sulte 

d'ailleurs de leur d6finRion que les suites de tels polyn6mes sont les produits homogb.nes 

d'une suite d'inte~Tolation par une suite constante arbitraire [e] -1, d'indice z~ro, savoir 

(5) [Ln (x; a, #; [a], [bD] = [c] - 1 '  [x, 6, [a]]. 

1 ~OUS nous  plagons  ie( dans  le  cas de (46)' Ch. I I I .  
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La loi d'homogSn6it~ de ces polyn6mes s'6tablit imm~diatement.  En effet, multi- 

plions x, a, fl par  e, et les suites [a], [bl, terme s terme par r [5], et, par suite, 

[x,a, [5]], sont multipli6s terme s terme par Q"; d 'autre part, [c], ~tant le produit  

diagonal de trois suites multipli~es terme ~ terme par Q", est 6galement multipli6e 

terme s terme par ~". I1 en est de mSme pour  [c] -1, et enfin pour le produit  

homogbne du second membre de (5). En  r6sum~., on a 

(6) 

En  appliquant aux deux membres de (5) l 'op~rateur Afa], et Se rappelant  que 

la suite d'interpola~ion an second membre se reproduit,  au facteur  [I ~] pros, il vient 

(7) A[~] L~ (x; a, ~; [a], [b]) = L ,_ ,  (x; a, fl; [a], [b]); 

ceci permet  d'ailleurs de ddfinir enti~rement le polynbme Ln en fonction de Ln-1, 
avec la condition 

(s) 

Plus g~n~ralement, on a 1 

(9) 

L,, (o; a, fl; [a], [b])= c(~-') . 

r 
AEa] L~ (x) ---- L._,. (x). 

D'autre  part, les considdrations du paragraphe 29 nous mont ren t  que 

(10)  /~[b] L n  (x) ~-- (X, ft., [a ] )n -1  , 

et, d 'une maniSre ggndrale, la for~nuie (49) Ch. I I I  donne 

ce qui s '@rit encore 

/~[b] in  (X) = Z C~--rl) A[a] (X, {~, [a])n , 
v~r  

tb] L,+,. (x) = [c] r - ' '  [x, a, [d]]. 

1 Lor squ ' aueune  ambigu i t6  ne sera possible,  nous  nous  abs t i end rons  d'derire les pa ram~t res  
e t  les sui tes  qui  d6finissent  u n  po lynSme bernou l l i en  d ' in te rpo la t ion .  
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Done  une" suite de polyn&nes bernoulliens d'interpolation se reproduit quand on lui 

applique l'opdrateur A[aj. Par contre, l'ot~rateur Aibl la transforme en une nouvelle 
a 

suite bernoull~enne, dont le facteur constant est la puissance (i--r)  r du facteur [c] -1 de 

la suite primitive. Rdciproquement, route s~aite de polyndmes lids enb'e eux par la 

relation rdcurrente (9) constitue une suite bernoullienne. En effet, la formule d'inter- 

polat ion (12) Ch] I I I ,  off x -~  o, exprime que cette suite est le produi t  homogbne 

de [x, ,~, [a]] par  [L~ (o)]. 

L 'expression de cl r-~), en fonct ion  de a, fl, [a], Ib] es~ aisle ~ former.  E n  effet 

on d4duit  imm4dia~ement  de (I 3) Ch. I que le terme g~ndral de la puissance r e du 

produi t  d iagonal  de trois suites s 'obt ient  s par~ir du  terme gdn~ral de ce produi~ 

en a jou tan t  r - - ~  aux indices supdrieurs qui affectent les termes des trois suites; 

~ut rement  dit, on a 

done, ici, il vient  

en particulier,  

n 

v~0 ~ 0  

�9 ~O S~0 

n 

s a )  ~ - ~  a(n~_-) ) . C~--1)= Z ~ b ( - 1 ) ( ~ ,  ,(8-1) - 

~ 0  8~0 

3 I. I1 rdsul~e de la propridt6 fondamenta le  qui a servi ~ ddfinir la suite 

d ' interpola~ion [x, a, [5]] que 

e'est-s que 

(I:) 

[ L .  + y)] = [r [5]]. [y, 

[L~ (x + y)] = [L. (x)]. [y, a, [5]]. 

Le ddveloppement  du second membre  donne done 

en par~iculier, 

L~ (x + y) L~ (x) (y, a, [5]),~_~ �9 
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_ _ ~  Y~-* 
B,~ (x + y) - -  B~ (x) (n - -  s) ! 

~ = 0  

n'est  rien autre que l ' identit6 q u e  l 'on 6crit, suivant la notat ion symbolique 

habituelle, 

B,~ (x + y) = (B (x) + y)n. 

En effectuant le produit  homogSne de r suites bernoulliennes d ' interpolat ion 

d ' a rgumen t s  x, y, z , . . . ,  on dgduit imm6diatement  de (5) que 

[L. (x)]. [L. (y)]- [L. (z)] . . . .  [c]-' �9 [x + y + z + - - . ,  a, [6]], 

e~ Yon retrouve les suites bernoulliennes auxquelles donnen~ naissance les op6ra- 

teurs A[b]. Nous poserons 
# 

(i3) [n~ r) (x)] = Iv] - r .  I x ,  a ,  [d]], 

de sorte que cette suite ne doit pas 8tre confondue avec la puissance r e de [Ln (x)]; 

d 'une . . . .  manlere precise, on a 

(I4) [L~ (x)]" = [L~)(rx)], 

[L,, (x)-  [L .  (y)] . . . .  [L~ ) (x + V + )], 

le nombre des facteurs au premier membre de cette derni~re 6quation 6rant ~g~l g r. 

D'ailleurs, r est un nombre quelconque dans (I3) et (I4), en supposant  toujours  

que les suites [a] et [b] sont d'indice z6ro. 

Avec cette notation,  la formule (I I) donne 

] Ebl ~ + .  (*) = [~?-~ �9 [x, ~, [all 

- ~  ~ (x )  , 

ou encore 
r 

(I 5) Atbl LI~ ') ( x ) =  r'(s-r) 
# 

Toutes les suites bernoulliennes d ' interpolat ion [L~ ) (x)] " se d6duisent les u n e s  des 

autres par  l 'op6rateur A[bl. En particulier s = r  donne 
# 
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T 

6 [ ~  L ~  ) (x) = (~, ~,  [a])~_,.. 

Qu~n~ ~ l'op6rateur AIa], on voit  imm6diatement  qu'il donne 

(I 7) /~[n] L(n s) (x) =, L(~Lr (x). 
tz 

On peut  d'ailleurs d6duire (I5) de (I7) en dcriv~nt 1~ premier membre de (I5) 

r T 

Aibl: It 3, . ] '  L~ ) (x) = A[r i~l L~ ) (x) 

Cett~e dernigre mdthode permettrait  d'exprimer 

r 

^ L(S) MI< ,, (~) 
(O 

en fonct~ion des L~/(x), quels que soient  o~ et~ [d]. Bornons  nous ~u e~s oli 

[d] = I, qui fournit  un r6sultet; simple.  1-1 vient~ 

( i6)  

donc, en vertu de (i7) , 

r r T (s) (X 
- -  Ar~,ar L~)(x)  = A t  . . . .  [,]r:ta] L,,  , ) 

(2 ( t  

n+r 
/~ LeS) (x ~ [~]~t(r) (s) = L~+r ,(x) 

q ~ r  

Ceei s'6eri~ encore 

( I 8 )  

n 

__ . ~ _ ,  (~). 
t = O  

En purtieulier, pour r = I,. 8 = O, (I8) se r6duit ~ la formule  

[A (~, ,~, [a]),,+,] = [~, ~,, [a]]. [o), ,~, [a]]'. 
OJ 
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32. I 1 % s u l t e  de la d~finition des L~)(x) que 

(I 9) [n(n r) (x)]- [L(~ ~) (y)].  [L(~ ) (z)] . . . .  [L((+s+t+'" ")(x + y + z . . .  )]. 

Remarquons d'ailleurs que, pour une suite donn6e de polynbmes L~ ) (x), la parambtre fl 

et la suite [b] ne sont ddterminds que par la relation (2) off [c] est connue; done fl 

est arbitraire, et [b] est ddtermin6e par le choix de /~. Pa r  exemple, le produit  

de deux suites de polynbmes bernoulliens d ' interpolat ion 

[L~ ) (x; a, fl; [a], [b]]. [L~ ) (y; a, fl'; [a], [b']] 

est une nouvelle suite de polyn6mes bernoulliens d'interpola~ion 

L~ ~ (x+~; ~, ~"; [~], [b"]) 
avec 

(20) [b"]: [y', ~]': [a] = [~]: [~, ~]': [ a ]  [b']: [;r ~]': [a]. 

Grs s la remarque que nous venons de faire, il est permis de supposer f l =  ~r fl". 

Dans ces conditions, posons 

[k] = [fl, a]': [d] = [~, a, [5]]'; 

(20) s'~crit 

Ib"J : IkJ = fb]: I ~ l  Ib'J: Ikl, 

ou, en introduisant  l 'adjointe 

[~] = [~]: [~, t~]', 

[~"] = [[b]: [k]. [b']: [k]]: [i]. 

En d6veloppan~ le second membre, il vien~ 

n * s ~--s b t b ( l+ i )  z.(l+j) ~(1+~) b.:'=Z Z Z Z . . . .  

~=0 8=0 i=0 j=O 

= Z ~ Z  , , ivj , , ,s--i  , , , , - - s - j , , , n - , ,  
i=0  j=O s = i  ~,=s+j 

et, en vertu de (26) Oh. I, eeei se %duit  
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e'est-g-dire 

En  d~finitive on a 

( 2 I )  

avee 

Ren~ Lagrange. 

n n - - i  n - - j  

b~ 
i=0 j=o  s = i  

n n - - i  
~(--1) . = E Z b, b,' 

i=o j=o 

[bVV] = [b]" [ b ' ] .  [ k ] - l .  

[L~)(x; a, fl; [a], [b])] (~) �9 [Ln (y; a, fl; [a], [b'])]--[L(~)(x+y; a, ~; [a], [b"])], 

[b]. [b'] 
(22) [ b ' ] -  [a] : - [ ~ ] '  " 

On en d~duit que, d 'une mani~re grin&ale, le produit  de m suites bernoulliennes, 

diff&ant par la seule suite [b], 

[L~ ) (x; a, ~; [a], [b(i)])], i - -  I, 2 , . . .  m, 

fournit  une suite analogue, off [b (i)] est remplac6e par 

[b(1)] . [b(2)] ... [b(m)] 

33- Un polynbme L~)(x; a, fl; [a], [b]) s 'exprime simplement g l 'aide des ter- 

rues de la suite d ' interpolation [x,~, [b]]. On peut former  cette expression en 

rempla~ant,  dans (5), la suite [x,a,[5]] el l  fonction de [x,~,[b]l, grace g la formule 

(23)' Ch. I I .  On peut ~galement utiliser la formule d ' interpolation (I2) Ch. I I I ;  

elle donne en effet 

n 8 
L~)(x + z)= ~ (x, fl, [b])~ AEb] L~ ) (z), 

s=o  /J ' 

et, par suite, en vertu de (I5), 

(23) 
( , . - 8 )  L(~)(x+z)= ~ L,~_~ (z) (x, fl, [b])~. 
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I1 suffit de faire, dans eerie 6quation, z = o et d 'uti l iser la formule 

[L~ ) (o)1 = [c] -~, 

pour  obtenir  l 'expression que nous avions en vue 

(24) L~)(x) ~ _(,-r) = ~_.  (x,~, [g]).. 
$ ~ 0  

Par  exemple, on obtient, pour les polynbmes de Bernoulli, les formules 

(2s) 

(v) x ( . - -  B~)( .+v)= F, .(r-.) ~)-. .  ( x - - , +  ~) 
S = 0  

n 

.B(~)(x)=~_j B(nr--:)x ( x - - I ) " ' "  ( * - - 8 +  I) 
sf 

$ ~ 0  

265 

donn6es par  N. E. NSrlund, aux notat ions pr~s. 1 

34. Reprenons la formule d ' interpolat ion (12) Ch. I I I  

f(X-{- 2f) = 2 (Z,•, [Ct])s ;[a] f(x) 
t z  

et remplagons y les termes de Is suite d ' interpolat ion [z, a, [d]] en fonetion des 

L,~(z;a, fl; [a],[b]). En ver~u de (5), qui s'6erit d'ailleurs 

on 

[z, ai [a]] = [c]. [L~(z)], 

a 

a 
�9 ~ 0  8 ~ Y  

Lu derni~re somme s'6crit 

~' 2 s AI~1 c. At.l f(x) 
t~ t t  

Loc. cit. p. I9I. 
3 4 -  27377. Aeta mathematlca. 51. Imprim6 lo 10 f6vrior 1928. 
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eL nous avons vu au paragraphe  29 que 

(27) ~O(X) es A[a]f(x), 
8 ~ 0  

avec 

v6rifie l '6quation 

[c] = [b]: [#, .]':  [a], 

t ,  tal = &IbJ f ( x ) .  

Ceei rappel6, (26) s'6erig 

0o 

(29) f (x+z)  = Z L,(z) A[a] 9(x);  
o: 

, v = O  

on eons~ate d'ailleurs que (27) se d6dui~ de (29) en y faisan~ z = o. En  appli- 

quant  enfin l 'op6rateur  A[bl aux deux membres de (29) re la t ivement  s la variable x, 

il r~sulte de (28) que 

(30) A[al qD(x+ z) = ~_~ L,(z) A[b] /~[a] ~0(X). 

(~et~e formule  sommatoire  es$ justement ,  lorsque les L,~ (z) son~ les polynbmes de 

Bernoulli ,  la formule sommatoire  d 'Euler-Maclaurin 1 

9'(x+z) = ~ B,(z) AqD(')(x). 
'v~O 

5Tous verrons plus loin que la formule sommatoire  de Boole-NSrlund, off inter- 

v iennent  les polynbmes d'Euler,  es~ 6galemen~ contenue dans l'iden~itd (3o). 

On peut  recommencer  ces calculs, en subs~ituant les L~)(x) aux L,(x), r 
d$anb un ent ier  positif  ou n6gatif.  Sachan~ que 

[z, a, [a]] - -  [c] r .  [L~ ) (z)], 

(26) est alors remplac6 par  

Bien entendu, il ne s'agi$ que de relations formelles, qui n'ont un sens rdel que lorsque 
los sdries considdrdes sont absolument convergentes. 
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(30 
is~O $ ~ i s  

la <lerniSre somme est 

off 

is 

A [a] ~0 (X), 

oo 8 

(~) = Y,~: ">AEoli(~), 
8 ~ 0  

et nous avons vu au paragraphe 29 que ~ (x) est tel que l 'on air 

AI~I~ ~ (x) = ~ Ibl f ( x ) .  

En prenant  la diffdrence finie A[b] des deux membres de (3 I) relat ivement  s 

x, on obtient done la formule d ' interpolation 

(32) A[,~] q~ (x + z) = ZJ L~ ) (z) AEb] A t,,l 7 > (x). 

Dans le cas des polyn6mes de Bernoulli, la relat ion (3 I) devient 

(33) f (x + z) = ~ B(~) (z) q&) (x), 
i s~O 

a v e c  

I" 

(34) ~(,) (x ) -  A f  (x) 

Ce~te propri6t~ des po/yn6mes de Bernoulli est 6nonc6e par N. E. NSrlund dans 

le m6moire d6js cit6.1 

35. Les suites de polyn6mes bernoulliens, pour lesquelles [a] ~ [b] ~ I, poss6- 

dent  des propri6t6s particuli~res analogues aux propri6t6s connues des polyn6mes 

de Bernoulli. En posant 

L~)(x; a, fl)-~L~ ) (x; a, t7; [I], [,]), 

Cf. p. I64. 
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on  u, pa r  d~finition, 

(3~) 

et~ l 'on  suit  que 

Ren6 Lagrange. 

[L~ *' (x ;a ,  ~/)] = [#, a]' (-*). [x, a], 

B 
(36) A L~  ) (x ;a ,  fl) -= L(:)-~ (x ;c~, fi), 

(37) ~ (r) (r--~) AL,~ (x;a,#)=L~_~ (x,a, 
# 

quel  que soi t  l ' indice r;  en  par t icul ier ,  si r es~ un  entier ,  

r 
(3s) A L ~  ) (x; 6, #) = (x, ~)~_,. 

# 

En  remplaqunt ,  duns (35), x pur  x + r/?, i l  vieng 

[L~ ) (x + r # ;  6, fl)] -= [fl, a]' (-") �9 [r/~, 6] �9 [x, a] 

= [#, .], (-r) . [#, . i t .  [x, ~], 

et, par  suite,  grace  ~ (36) Ch. I I ,  

[L~ / (x + r / ? ;  a, ~)] = [--~,  a] '(-~1 �9 [x, a]; 

nous  uvons uinsi  dgmon%r4 lu fo rmule  r emurquub le  

(39) L~ ) (z + r #; ~ , # ) =  n~  ) (x; ~, --#). 

E n  chungean t  x e t a  en  - - x  et  - - a ,  ceci s'6cri~ encore,  compte  t enu  du  curuct~re 

d 'homog4n6i t6  des L~ ) (x), 

(39)' L~  ) (r # - - x ; -  a, ~) = ( - -  I) ~ L~  ) (x; 6, fl). 

P o u r  a--~ o , ~  = I, on re t rouve  lu fo rmule  class ique 

(40) B ~  ) (r - -  x)  ( - - I  )n B(n r) (z).  

P lus  ggn6rulemen~, on peu t  former ,  quel  que soi t  s, 

[L~ ) (x + sfl; a, fl)] ~- [fl, a]' (- ') �9 [fl, a] ~ �9 [x. a] 

= [#, .], (~_~) . [ [#, 4 1~. [~, ~], 
[ [#, ~]'1 
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et, par suite, en ver tu de (36) Oh. I I ,  

(4 I) [i~n r) (x + s/3; a,/3)] = [--/3, a]' (-s) �9 [L~ -s) (x; et,/3)]. 

Pour  a : o,/3 = I, cette formule se r6duit s 

(42) [Bl: ") (x + s)] = [(-- ,)" B~ )] �9 [B.(~-~) (x)]. 

Cette identitY, v a l a b l e  quels que soient les hombres r et s, me parait  nouvelle; 

avec les notat ions classiques, elle s'derirait, sous forme symbolique, 

B(~ ) (x + s) = (B (r-s) (x) - -  B (s) )n . 
La formule 1 

s 'gtend ggalement aux polynSmes L~ (x; ~,/3). Considgrons en effet 1~ fonetion 

f ( ~ ; ~ , ~ ) = ~ L ~  ~ + - -  6 , / 3 .  

elle est telle que l 'on air 

(43) f ( x  + ~; c~,/3) - -  f ( x ;  a, fl) = L~ (x +/3; a , /3) - -L~(x;  a, fl) 

=/3 (x, ~)~_,, 

donc, en changeant  x, a, fl en vx,  va, vfl, il  vient 

f (~x +/3; ~ ,  ~/3) - f (~x; ~ ,  ~ )  = ~/3 (.x, ~)~_,  , 

c'est:s suivant une notat ion ddj~ utilis~e au paragraphe 24, 

A.~ f(~x;  ~ ,  ~/3) = ~ A. ~ L~ (~x; ~.,/3). 

Pa r  consdquent 

f ( v x ; v a  vfl) = ~L,~(ux;ua,  fl) + ere.  

1 ~'ORLUND~ 1OC. cir. p. !27. 
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Prenons  la diff6rence finie A , ,  de ces deux membres. On r e t r o u v e  la mSme re- 

lat ion relat ive ~ n - - I ,  off la constante a disparu. E~ enfin, en divisant x, a,/~ 

par  v, on obt ient  l ' identi t6 

(44) 
8 ~ 0  

On peut  d6duire de (44) une  cons6quence int6ressante. Tou t  d 'abord,  supposons 

que, ayan t  divis6 les deux membres par  ~, nous fassions croltre v ind6finiment. 

I1 vient i 

(4s)  

~+t~ 
,~, ~) d z  = L~ (x; ~, o) ;  

par  exemple, si fl = I, a = o, (45) s'dcrR 

x + l  

f B,~ (z) a z  = - - -  
n!  

x 

Reprenons (43), et a joutons  membre s membre les 6quations obtenues en 

remplagant  x successivement par  x, x + ~ - , . . . ,  x + ~ - I f l .  I1 vient  

f ( x + f l ,  a, f l ) - - f (x ,a ,  fl)=fl~_j x + - - , a  , 
n- -1  

8 ~ 0  

donc, en ver tu  de (44), 

Z X-{- - - , ~  ~' n - -  Ln+l  x ;  w, . 
~=0 fl 

En  mul~ipliant fl par  u, ceci s'6crit encore 

(46) 
�9 -1 L~+I (x + ~ ;  a, fl) - -  L~+I (x; a, fl) 

Les polyn6mes L,(x;  a,#) permet ten t  donc d 'expr imer  la somme des ~a leurs  de 

1 En d6rivant (45) par rapport ~ x on retrouve l 'une des propri6tds fondamentales de Ln (x; ~,/~); 
A L~ (x; ~, #) = (x, ~)~- 1. 
# 
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X(X--~)'' '(X--(Tt-- I)(~) 
n! 

- -  pour v valeurs de x en progression arithm6tique de raison ft. 

36. Les fonctions g6n6ratrices des suites [fl, a]'(-~) et Ix, 5] 4rant respectivement 

~t et (~ + ~t)~, 
(I + at) ~ -  I 

la fonction g6n6ratrice de 

[L~ ) (~; ~, ~)] = [~, ~]'(-~) �9 [~, 5] 
sera 

(47) 

93 
0O 

f l ~ V ( I + a t )  ~ ~ L ~  )(x; fl) t n - ~ -~- , .  = 5, . 

((I +st)a--I)  n=O 

En uti l isant une m6thode appliqu6e I par N. E. NSrlund aux polyn6mes de Ber- 

noulli, d4rivons (47) par rapport  ~ t. I1 vient 

nL~.)(x;a, fl) t n_ l=  flrtr--l(I + at) ~ -  [r + ( x + r a )  t] 

n=l  (I  + {~t) a - I  

x + ~ - a  

r f l  ~+I t~(I  + a  t) 

i) r+l ((I + ~ t) ~ -  

Multiplions les deux membres par t, et identifions les termes en t". Nous obtenons 

ainsi 

r~n  ~x+~- -a ;a ,  f l )=rL(~ l (x - -~;a ,  f l )+(x+ra)L(~)_i (x- -a;a ,~)- -nL(~)(x;a ,  fl). 

En changeant  x en x +  a, et en vertu de (36) et (37), on en d6duit 

0"+1) (r) r L ,  (x;a, f l)+rf~Ln_l(x;a,  fl)=rL(~')(x;a, f l ) + ( x + r a + a )  r(;) /~n--1 (X; 5,  ~) 

- -n  LI: ) (x; 5, fl)--n a L~:')-I (x; a, fl), 

et, par suite, 

(48) r L~ +1) (x; a, fl) ---- (r--n) L(~ I (x; 5, fl) + [x--rf l  + (r+ I --n) 5] L(~')-I (x; 5, fl). 

Pour  r = n ,  ceei se r6duit 

n T(-+I> (x; a, ~)= (x + a- -n  fl) L(~')-I (x; a, fl), A./n 

1 L o c .  c ir .  p .  18  5 . 



(49) 

En particulier 1, 

(49') 

Pour  x = - - a ,  (49) donne 

(50) 
et, pour x = f l ,  

(5 I ) 
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d'ofi Yon d~dui t  par  r6currence que 

L(~ n+l) (X; a, f l ) = ( x + a - - ~ ,  fl)n" 

B (n+l) ( X ) : ( X - -  I, I ) . - -  (X-- I)(X--2)":"  (X--n) 

L(n+l) I ~-~; ~,~)=(-~)~,  

L(~ '+1) (fl; a, fl) • (a, fl)n. 

Enfin,  en faisant  x = o ,  on voit que 

'(--n--l) 
(fl, 5) n = ( --fl, fl)n. 

En  supposant r entier  positif, on d~duig de (49) que 

T(-+,+,) (x; ~, ~) (52) L(n n+r+l) (x; a, fl) =/_~ L~n+r 
r162 

= 5 ( x +  ~--fl,~)~+r; 
r 

il en r~sulte que, pour x=fl--a, et grs s (5) Ch. I I I ,  

(53) L~ +"+')(fl-- a; a, fl) = (a, fi)'~r), 

et eeci est vrai quel que soit r, puisque les deux membres sont des polyn6mes en r. 

En appliquant la formule (50) 

L(n+l), ^ T(n+l ) (X;  (~, ~ ) :  A[a,  ~ ] ' / ( n + l )  (X; (~, ~) n tX; a ,  fl) LA.Un+ 1 1-r 1 

- s ' L ('*-') (x;  ~ ,  ~) ,  - -  (~,~), n--* 
8~0 

il vient 

(55) 
~V 1" (n-s) (~ ,~ ,~ . -~  ( - - ; - ,  ~)=(--8)"- 

Cf. N/)RLUND, loc. cir. p. i86. 
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En  partieulier,  on a, entre les /~8 , la re la t ion de r6currenee 1 

( - -1)  8 B ~ ) =  I. 
n - - s + I  

s ~ O  

37. On peut  &abl i r  une formule assez remarquable,  g par t i r  de la formule 

d ' in terpola t ion 

0o 8 

f ( x  + y) ~- ~_j A f(x)(y,  ~),- 
s = o  ~ 

La  diff6rence fini A de cette 6quation, re la t ivement  g la variable y, donne 
t~ 

oo 8 r 

s f ( x + v )  = ~ A f ( . ) A  (V, ~)., 
i 

et, par  suite, en ver tu  de (52), 

(56) 
t" oo $ 

A f ( x  + y + a--~) -~ ~ A f (x )  T{s+l)/ . ~ - ;  tY, a, ~). 
a s - - r  l~ 

Pa r  exemple, y = o  donne 

(57) A f (x + a-- fl) ~ / ~ J ~ ,  ~j ~_, ; 
(z $ = r  ~ 

r 8 

pour  y : f l - - a ,  (56) fourn i t  l 'expression d6jg vue de A f ( x ) e n  fonct ion des Af(x ) .  

^ T(~) ~ . En  appl iquant  l ' identit6 (56) au polynome ~n+,tx, a, fl), on obt ient  l ' identit6 

(58) r ( r + s + l )  / 
Ll;)(x+y+a--f l ;a,  fl) = L(:-[ -~) (x;a, fl) z~, ty; a, t?), 

s ~ O  

remarquable  en raison de l ' in tervent ion d 'un  indice arbi traire  r au second mem- 

bre seul. Pour  r : o ,  (49) mont re  que (58) se r6duit  au d6ve loppement  de 

L(n ~) (x + y; a, fl) en fonct ion des (y, fl)~ ; on obtient  la m6me formule d ' interpolat lon,  

avec permuta t ion  des r61es de x et y, pour  r = v - - n - - I .  En  prenant  x = o ,  ou 

1 Cf. ~()RLUND, loc. cit.,  p. 192. 

3 5 -  2 7 3 7 7 .  A c t a  m a t h e m a t i c a .  51.  I m p r i m 4  lo 11 f 6 v r i e r  1 9 2 8 .  
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bien x = y = o ,  ou bien x = f l ,  y : - - a ,  (58) se r6duit s l'une ou l'au~re des trois 

identit~s 

[ t )  \ ' ( r + s - - ~ )  T ( r T s + l )  t 
L ~ ) ( y + a - - f l ; a ,  fl)=~_jtp, a), ,_.  ~ (y; a, fl), 

,s=O 

t fJ  \t(r+s--~) tf~ ~'(--r--l--s) 
L(~')(a--fl;a, f l)=~_j(p,a)n_~ ~p,a). , 

(~, ~ ) ' ~ '  ~,,__~ ,~., ,~, ~1 - ,~; ~, ~). 
8=0 

En appliquant (58) et ces formules partieuli~res aux polyn6mes de Bernoulli, on 

obtient les identit6s 

(59) B~ ) (x + y --I)  = ~ ~n- .  ix) ~ .  (y), 
8~0 

(60) B~ ) (y-- I ) =  ~ B ( ' - ~ 1  ~(~+~+' , , n--s J-~s tY) ,  

S = 0  

(6I) B(n~) = Z -,.'.--8~('--r--s)~(r+ 1 +~)__s (I). 
8=0 

En particulier, pour r--v ,  y = o ,  la premiere relation devient 

B~ ) (x--  i ) - -  Z ]~(~'n-----s] (x) B~+s+l) 
8~0  

n 1:~ (~'4-8+1) ~ X" 

formule donn6e par :N. E. NSrlund. i 

Reprenons la formule d'interpolation (56) et appliquons la au polynbme 

T(,+r) / f(x) = ~ . + ~  tx; ~, ~1. 

1 Loc. cir., p. I94. 



II vient; 

(62) 
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L~ ~) (x +y + a--,8; ,8, a) = ~ L (~+~),~-~ Ix;' fJ,~ a) L~ r+*+') (y; a, fl), 
8 ~ 0  

~75 

eL le second membre eonfien$, comme celui de (58), un indice fixe arbitraire r. En 

par~iculier, pour x--~-y = o, compte tenu de ce que [a, fl]' et  [,8, a]' sont adjointes, on 

retrouve l'6galit6 (53)- En annulan~ seulemen~ l 'une des variables, (62) fourni t  

les deux formules 

L~ ") (x + a--,8; fl, a) - - ~  (a, a~'("-r)  r.(r4 '+') (x; a, .8) - -  i s ]  n - - 8  ~ 8  

= ~  r('+~) (x; .8, ~), L(: ) (x + ~-.8; ,8, ~) (,8, ~),~-8-1) -,~-~ 
s ~ 0  

qui donnen~ la vMeur du premier  membre en fonction des polyn6mes bernoulliens 

form6s avec les mSmes param&res,  ou ces paraan~tres altern6s. Enfin, pour 

x ~ - - a , y = f l ,  (62) donne 

,(-~) r(~+r) (~,~). = ~  ~,,-, (--~;,8,~)L~'+'+')(,8; ~,~). 

38. Appliquons ces consid6rations aux polynbmes de Bernoulli 

B(*)' ' ~(*) I) ,~ ix) --~ z,n (x; o, 

e~ aux polynbmes, que nous ~ppel|erons polyn&nes de Bernoulli adjoints 

B~') (x) = LI? (x; I, o). 

Pa r  d6finition, l 'expression de ces derniers est 

(63) B ~ ) ( x ) - - ~  B(') x ( x - - I ) . . . ( x - - s +  I) 
n - - S  = 8 ! 

et nous savons qu'ils sonb tels que l 'on ai~ 

(64) d ~ . )  (x) = B ~ )  (x), 
~ X  
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%(r) 
(65) /~ n(n r) (x) = at)~-i (x) ,  

avec, pour  les d6finir compl~tement  ~ l 'aide de ces relat ions r6currentes,  la condi t ion 

(66) B~) (o) = h~  ) . 

^ (r) 
En leur  appl iquant  les formules 6tablies pour  les polynomes Ln (x;a, fl), (49) donne 

X n 
(67) BI:  '+1) ( X - - I ) =  ~ , 

et, par  suite, 

B(:+') ( - - i )=o,  . > o ,  

n! 

La  formule (53), off l 'on fair  a =  I, f l = o ,  puis a = o ,  f l =  I, donne les deux relat ions 

(68) 
( , )  = a 1 7  ) , 

et ces relat ions sont valables quel que soit r. La  formule (58) donne ici, pour  

a ---- I, fl = o, la relat ion 

Jt 
-~(~,--r-s) t ~ ~ ( r + s + l }  

(69) B~') (x + y  + I )  = ~ ~ . -~  (xj *~ (y). 
s=0 

En faisant y =  I dans (59) et y = - - I  darts (69), compte tenu de (68), on 

obtien{ les relat ions assez remarquables * 

B(') ( . ) = Z  Bi r) .~+~-~ . ) , ,  n ~--8 ~x), 

(70) 

B(;) (x) = ~  Bi ~ BS_V-~) (.) . 
s~O 

P o u r  x = o, ces relat ions coinciden~ avec (33) Ch. I I .  P o u r  v = n +  I, r---- - - I ,  la  

premiSre de ces formules devient  

t N o u s  c h a n g e o n s  ~ g a l e m e n ~  r e n  - - r .  
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B (n+~) (x) ~ (o,-" ~(~1 n = ,; ,~-~,~ (~), 
S ~ 0  

c'est-s eompte tenu de (49'), 

(32--I) ( X - - 2 ) ' ' "  (X--'~) = ~  ( - - I )  n-s 
(7I) B~ ~) (x). 

n! s n - - s +  [ ' 0 

pour x = o ,  on retrouve la formule qui termine le paragTaphe 36. Pour  les 

mSmes valeurs de v e t  r, compte tenu de (67) , la deuxiSme formule (7 o) donne 

(72) (X -]-I) n n I ~s) (X). 
n! - - Z  ( . - -8-t-  I)! 

S = 0  

Les fone~ions g6n6ratriees des B~ ) (x) et B~)(x) s 'obtiennent en faisant  a ~ o, 

~ =  I, ou n = I ,  ~ = o  dans (47); il vient ainsi 1 

(73) 

1 t \~ | _ ( r )  etXte~_i) . E U n  (x) 

~n (I + t)/ / I  
r  

t n  ~ 

En ehangeant  t en 2 i t  dans la premigre de ces relations l ' identifieation des 

parties r6elles et imaginaires fourni t  les formules 

(73') 

2 ( -  I)n B2nr)(x)(2t)~n' 
n ~ 0  

B (-r) ( x ) ( 2  t) ~,~+1 
~ t ~ 0  

qui, pour x =  o, se r6duisent s (48) Ch. I I .  

r 
En particulier, pour x = - -  

2 
, on d6duiL de ces identit6s que 

t Cf. N. E. NORLm~D, loe. ci*. p, I85. 
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sin t r | 

eL 

2 n + l  = O .  

P our  7" enLier positif, ce dernier  r6sultat  est compris dans une fo rmule  de N. E. 

I - -  r 

N S r l u n d )  Pour  x - -  
2 

- - - - ,  le deuxibme d6veloppement (73') devient  

v ~ ( -  (2 , 

eL la comparaison avec le d6veloppement que (7 4 )d o n n e  de /,t\lsit:)r+~ 
apr~s le changement  de r en - - r ,  ~ l ' identi t6 

conduit,  

2 n  - -  ~ - ) 2 n + l  - -  

pour  x - -  
- - I - - r  

, on voiL de m~me que 
2 

2 n + l  - - - -  = - -  1 - ) 2 ~ t - } - 1  

Reprenons les relat ions (73), off r = I ;  elles s'6crivent, alors 

e t ~  d -  I ~ ,  B. (x) V 
t ' 

( I '+t)  ~ = L ( I  + t ) ~  ~s(X) tS. 
t ' 

~~ �9 o ~ 
1 ldenhf icahon  des deux membres terme ~ terme fourn i t  les relat ions 

Cf. loe. cir. p. I63, formule (I9). 
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n n I 

S = 0  

279 

x ( x - i ) . . ( x - ~ +  ~)=~ (-~)"-'/~., (~) 
n! n - - s +  I ' 8~0 

dont la eompuraison avee (72) e~ (7 I) donne 

I Bm") (x)= B~ (x+ ,) ,  
(75) 

[ B~ ~) (x) = L ( * - ~ ) .  

Nous voyons ainsi que les 19olynOmes de Bernoulli  adjoints B ,  (x) sont les polyn~raes 

de Bernoulli B(~ ~) (x + I). 

D'ailleurs en prenant respectivement la difference finie et la ddriv~e des 

deux relations (75) on retrouve les identit~s (67) e~ (49'). 
Par exemple, lu formule sommatoire (3o) qui, pour les polynfmes de Bernoulli 

adjoints, prend la forme 

A ~ (x + z) = B, (z) A r 

peut s'gcrire, ~ l'uide des polynSmes de Bernoulli, 

(76) A~0 (x +z - - I ) - - -  B~)(z) A ~0 (x). 

39. P a r l e  m~me proc~d~, les relutions remarquables (75) s'4tendent aux 

polyn6mes L~r)(x; a, fl) les plus g~n4raux. Pour y = f l - - a ,  (58) devien~ en effet, 

grs ~ (53), 

~ t .~t(r) T(~--r--n+s) 
L~ ") (z; ~, ~) = ~,~)  ,,_, ~ ,  (~; ~, ~) ; 

pour u = n  + I, il vient donc, en vertu de (49), 

(77) ~'J ~ , - -8  ~ ' 8  

8 ~ 0  
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D ' a u t r e  part, la fonction g~ndratrice des L(~)(x;fl, a) ~tant, en vertu de (47), 

a~t~(i + flt) ~ _ ~ L~)(x;fl, a) tn, 
((i _~_~ t)~__ i)  r n=0 

il vient 

( (I + ~ t)~- = (I + ~ t)~-- I L~ ) (x;/~, a) tn; 
a t  

~t~O 

r identif icat ion terme ~ terme donne donc 

n 

(x, ~)~ = E Li ") (x; ~, .) (~, ~)'g)., 

dont  la comparaison avec (77) fourni t  l ' identitd 

(78) L~ ') (x; fl, a) = L(: -~1-~) (x + f l - -  a; a, fl), 

e~ ceci a lieu quel que soit r, entier ou non. (49) est contenu dans cette formule, 

et correspond au c a s r =  n + I; pour 7 . . . .  I, on a l 'analogue des relations (75) 

L~ (x; fl, a) = L(~ ~) (x + fl--  a; a, fl), 

qui suffit d'ailleurs pour  d6finir la suite des polyn6mes bernouUiens de param~tres 

/~, a en fonction de la suite dont les param~tres sont permutds, si l 'on se rappelle 

que, pour  ceux d'indice r quelconque, on a 

Pour  les polyn6mes de Bernoulli, la formule (78) donne les relations 

(79) B~§ (x) = B~ ~ (x + i). 

4o. Les analogues des polynSmes de N. E. NSrlund ~ B~'t(x; ~o:, ~%,. . .  co~) 
sont, pour  les polyngmes L~ (x; a, fl), les termes de la suite 

1 Loc. cir. p. I58--I77. 
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(8o) [ L ( ~ ) ( x ; a , ~ , , f l ~  . . . .  fir)]----[/~,,a] '(-1) . . . .  [~r,a] '(-1) �9 Ix, a], 

r &ant  ici un hombre entier positif. 1 11 est clair que, si k des param~tres fl~ de- 

viennent  dgaux g a, on est mmeng aux polynSmes d'indice sup~rieur r - - k ,  dont  

les param~tres fl sont les fli diff&ents de a. Dans le cas off t ous l e s  ~i deviennent 

~gaux g fl, ces polynSmes se r6duisent aux L~ ) (x; a, fl). 11 r~sulte imm~diatement  

de cette d~finition que 

(8i) [L~)(Xl + z~+ ... +x r ;  a,fl,, ~ , . . .  flr)]-----[Ln(xa; a,~,)]- [Ln(x2; a,&)] . . . .  [ L , , ( x r ; a , ~ r ) ] ,  

on encore, sous une forme plus g6n4rale, 

(8 I') [L~ ) (x~ + x2 + . . -  + xi; a, fl,, fl~,.../gr)] = 

[LIP ) (xl ;a , f l , .  (") . .  fl~,)]. [L~ (x.~;.,/~rxwl, �9 �9 �9 / ~ r x + r , ) ]  . . . .  [L (q)(Z/; g ,  f i r ,  q -  . . . .  + r i _  1 + 1 ,  - �9 �9 / ~ r ) ]  , 

avec r ~ + r 2 + - . . + r / - - - - r .  

Lorsque tons les /gi sont nuls, (80) devient 

�9 [L~ ) (x; a, o, o , . . .  o)] ---- [a'B.]" - Ix, a] ,  

et si cer~ains seulement d 'entre eux, les r - - s  derniers par exemple, sont nuls, 

(8I') off i =  2 et off l 'on fair x ~ - =  o,  r 1 = s ,  r~ = r - - s ,  donne 

(8z) [ L ~ ) ( x ; a ,  f l l , . . . f l , , o , . . . o ) = [ a n B , ]  r - "  �9 [ L ~ ' ) ( x ; a , ~ l , . . . f l , ) ] .  

En mult ipl iant  la variable x, et les param~tres a, fl, , f l~, . . .  ~ par le m~me facteur 

Q, chacune des suites au second membre de (8o) &ant  multipli~e t e m e  g terme 

par levi, il en est de m~me de la suite au premier membre; on en d4dnif, la for- 

mule d'homogdn~it~ 

L~ )(ex; q a, qflt, e fl~, �9 �9 �9 q fir) = ~ L~ ) (x; a,/~1, f12, �9 �9 �9 fir). 

rue  dn cMcul aux diffdrences finies, il r4sulte imm~diatement de 

(83) 

Au point de 

(80) que 

(84) Llr)+, (x; ~, fl~ , . . . fl,) = L~ ~) (x ; a, fl~ , . . . f i r ) ,  
r 

et cette relation permet de d~finir ces polynSmes par r~eurrence, grgce aux con- 

ditions initiales 

1 Par analogie avec les L(n r) (x; a,f), nous d~signerons par [ L ~  r) (x; a, f l  . . . .  fir)] la suite in- 

verse de [L(n r) ( - -  x ;  cr f ,  . . . .  fr)]. 

36 - -  2 7 3 7 7 .  Acta mathematica.  5 1 .  I m p r i m 4  l e  1 1  f 4 v r i e r  1 9 2 8 .  
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[L~ ) (o; a, fl,, . .  fl,)] = [fit, a]'(- ') �9 [ft,, a] '(-1) . . . . .  [~r, ~]'(--1) . 

L a  diff4rence finie d 'ordre  s e t  d'6car~s f l l , f l~ , . . ,  fls des deux membres  de (8I), 
off l 'on pose x 1 + x~ + . . .  + x~ = x, donne,  en r e m a r q u a n t  que 

/~ f ( x )  = A~, A~ . . . .  A ~ , f ( x t + x , + ' " + x r ) ,  

~ + , t x ;  ~, ~ , . . .  ~ )  = [~i ,  ~] . . . .  [~,, , ] .  [L~-~)(~,+I + . . .  + x~; , ,  ~ + 1 , . . . ~ / ] ;  

il en r~sulte, grace aux  propri~t~s de la mul t ip l ica t ion  des suites newtonn iennes ,  que 

[ .. . . .  T(r) ] [ T'(r--S) (X; q, fls+ l , ..~r)] ~ f f n + , ( x ; , , f l , , . . . ~ , )  = ~ . . ,  . , 

ce qui s 'gcri t  encore 

$ 

(85) A L~ ) (x;a,  fl,, . . .  f i r ) -~L~- : ) ( x ;a ,  f l ~ + , , . . . ~ r ) .  
t~ . . . . .  ~s 

On voR ainsi  que les propri~t~s fondamen ta l e s  des polyn5mes  bernoul l iens  

L~  ) (x; a, f l ) s 'g tendent  tr~s simplemenL ~, ces polynSmes plus gdndraux.  

4I .  Reprenons  (8o), eL a jou tons  fir s la variable x. I1 vienr 

[L~[ ") (x + fir; a, fl, �9 ~r)] [~r, (~] [~r, {~] t(-1) " (r--l) , . .  = " [L~ (x; (~, ill, �9 �9 �9 ~ r - - i ) ]  , 

ou, grace ~ (36) Ch. I I .  

[L(n ') (x + ~,; =, f l~ , . . ,  fir)] = [-- ~ ,  a]'(--') �9 [L~ - ' )  (x; ~, ~1 , . .  �9 fl,.-~)] 

---- [L~ ) (x ;a ,  f l , , . . .  ~ ,-1 , - -  fl,)]. 

On en d~dui t  imm6dia t emen t  par  r~currence que 

L,~ ( x + s ~  +s~fl~+ .. .  + s, fl,;a,fl~,...fl~)=L(~)(x;a,( - I)',fl~,(--I)',fl~,...(--~)',fl~). (86)  (~) 

Lorsque  tous  les fl~ dev iennen t  dgaux, cet te  fo rmule  se r~dui~ ~ (4I), off s : s ~  + 

s~-t-~.. + Sr, mais  a lors  que cet te  derni~re ne con tena i t  aucune  hypoth~se  sur  s, 

nous  avons supposd ici que les s~ son~ des entiers  posi t i fs  ou nuls. P o u r  a ~ o, 

(86) devient  
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formule donnge par N. E. NSr lund?  Enfin, lorsque t o u s l e s  s/ deviennent  6gaux 

s I, en changeant  x en - - x  et compte tenu de l 'homog6n6it6, il vient 

LI~ ) (fl, + fl~ + " '  + fin - -x ;  a, ,  ill, �9 �9 �9 #r) = ( - - , )n  L~)(x; - -  a, fl~, f t . , , . . ,  fir). 

La  relation (44) s '6tend ais6ment g nos nouveaux polyn6mes. II suffit de 

l 'appliquer g l '6quation (81), relat ivement g la variable x~; en posant  x ~ + x ~ +  . . .  

+ X r = X ,  on a en effet 

] rr(r--l) [ ( ~r)] 
L(nr) (x+ ;a ,~ , . . . /~r )  =V[/~,, ( X l + ' ' ' + X r - - 1 ; a , ~ , , . . . ~ r - - l ) ] "  L n  Xr;a, 

Ls=O 

on en d4duit que, d 'une mani~re g6n6rale, 

%--1 %o--1 vr--1 

(87) ~ ~ '  "'" ~ LI~)( x + sl#~Avl "{-82~2~9 -~-'''-~-Sr~r;~'~l'~2''''~r)~r 
s ~ O  s ~ O  8 v = 0  

---~ V 1 Y~ " �9 " Vr l-~n X~ {~, V2 �9 

les v 1 , v ~ , . . .  v~ &ant  des entiers sup6rieurs ou 6gaux g I. Cette relation a 6t6 

6tablie par  N. E. N5r lund  ~ pour  le cas a = o. L 'op6rat ion au premier membre 

de (87) ne modifie done pas le premier param~tre a, mais remplace les param~tres 

de deuxi~me esp~ce f l ~ , f l ~ , . . ,  fir par des par~ies aliquotes. Cependant  il faut  

remarquer  que, en vertu m6me de leurs d6finitions, deux suites quelconques de 

polyn6mes bernoulliens d ' interpolat ion g6n6ralis6es, ayant  le re@me param~tre a, 

sont dans un rappor t  homog~ne constant.  

Supposons que terrains des nombres v, v , .+l ,vi+2, . . ,  v~ par exemple, soient 

6gaux g I, et, divisant l e s  deux m e m b r e s  de (87) par le produit  v t v ~ . . . v i ,  faisons 

tendre vers l'infini les valeurs de ces f~cteurs. Le premier membre devient une 

int6grale multiple d 'ordre i, et  l 'on a 

Loc. cir. p. IO 7. 
Loc. cir. p. I69. 
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(88) 
0 0 0 

L (~  ) ( x  + t~ + t~ + . . .  + t~; 6 ,  ~ ,  . . . fir) d t I d t~ . . . d t i  = 

= L ~  ) ( x ;  ( ~ , 0 ,  �9 . . O, ~ i + l ,  �9 �9 �9 ~r) 

~__ ([gn / ~ ] i .  rT(r--i) ,  
[l~n (X;  ~ , ~ i + l ,  . . .  {~r)])n- 

42. La fonction g~n&atrice des L~')(x; a , / ~ , . . ,  fl~) se d6duit 6galement sans 

difficult6 de leur d6finition, puisqu'elle est le produi t des fonctions g6n~natrices 
(r) ^ des suites dont  [L~ (x; a, ill,---fl~)] est le produi~ homog~ne. (8o) entrame donc 

~mmediatement 

( 8 9 )  ~ ,  i ~ ) ( x ;  c t , ~ , ,  . . . ~ r )  t n  = 

n = O  

fl, t$~ . . . ~r  t r (I +at )  a 

((~ + ~  t)~ +~  t ) ~  ((~ + ~ t ) ~ - ~ )  

Lorsque cer~ains fl~ tendent vers z6ro, les fractions fl~ correspondantes & 
( I " ~  i f . t )  a - -  I 

6~ 
deviennent 6gales g 

f ( I  + a t) 

D'aprbs la fagon m6me dont elles sont d6finies, les suites fL~)(x; a, i l l ,  * �9 �9 ~ r ) ]  

sont des suites bernoulliennes d'interpolation 

[L, (x; a,/~; [i], [b]), 

off le param~tre /~ e~ la suite [b] seraient tels que 

(90) [t]: [~, 6 ] ' -  [~,, ,]'. [~,  ~]' �9 [~r, ~]'. 

CHAPITRE V. 

Les polyn6mes bernoulliens d'interpolation (suite). 

43. Nous avons vu que les polynSmes bernoulliens d'interpolation 

L~')(x; a ,  fl; [a], [b]) sont lids entre eux par deux esp~ces de diff6rences times d'in- 

terpolation, dont l 'une conserve l'indice sup6rieure, tandis que l 'autre diminue les 

deux indices. En d'autres refines, on a 
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~(r) , L~) Ala] x~l~+l tx; a,/7; [a], [b]) = (x; a,/7; [a], [b]), 

285 

(:) r ( r )  t T (r--I) Atb] JJn+i tX; (~, ~; [a], [b]) -= --~ (x; a, fl; [a], [b]). 

Consid6rons alors la moyenne  d ' in terpola t ion Vfe], quot ient  fonet ionnel  de ees 

deux diffdrences finies d ' interpolat ion,  c'es~-s telle que Yon air 

(3) Ala] VI,] ------- Aib]; 

eel opdrateur,  appHqug aux deux membres  de (i), donne,  grace ~ (2), 

(4) Vte] L~ ) (x; a,/7; [a], [b]) = L ( ~  l) (x; a,/7; [a], [b]). 
7 

Nous voyons ainsi qu'il  existe une moyenne  finie d ' in terpola t ion  qui lie entre eux 

les polynbmes bernoul l iens d ' in terpola t ion  de mgme degr~; cette op6rat ion produi t  

donc le mgme effet que la mul t ip l ica t ion homog~ne par  la suite [c] d6finie par  

(2) Ch. IV.  

Nous savons d~j~ que, lorsqu 'on prend  les trois ~carts a,/7, 7 6gaux entre  eux, 

la base [e] de la moyenne  finie d ' in terpola t ion  en question est le quot ient  homog~ne 

[b] D 'une  mani~re gdn~rale, on peut  exprimer  ais~ment [e] en fonct ion  de a,/7, [a]" 
[a], [b]i et  de l'6car~ choisi 7- En  r~duisant  les trois op~rateurs s poss6der le m6me 

~cart 7, (3) s'~erit en effet 

f~[a]:[a,~']' ~[el  = A[b]:I~,'r , 

done 

[b] : [/7, 7]' (s) [e] = [a]: Z]'' 

(6) 

On d~duit  de (4), par  r~eurrenee, que 

V[el L~l(x; a, fl; [a], [b]) = n~ r-~) (x; a,/7; [a], [b]), 
7 

et  cette 6galif~, d4montr6e pour  v e n t i e r  positif, est vraie quel que soit v, ear 

les deux membres  sont  des polyn6mes en v. Elle est d 'ail leurs valable quel que 

soit r, ainsi que (i) et (2). En  particulier,  pour  v = r ,  (6) devient  
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(6') V[el L~ ) (x; a, fl; [a], [b]) = (x, a, [d]),,, 
7 

eL cegte 6quaLion, off [e] est donn6 par (5), d~finig sans ambiguiL6 le polyn6me 

bernoullien d ' interpolation du premier  membre.  

Pa r  exemple, supposons [a] : [b] ----- I, et prenons 7 : a; on ~ alors [e] ---= [fl, a]', 

e~, par suite, (6') devieng 

(7) Vi#,~]' L~)(x; a, fi) = (x, a)~; 
a 

auLremenL dig, le polynbme L~ ") (x; a,~) esg d6fini par l'6quagion en f ( x )  

v(r) 8 
(fl, a ) ,  /~ f ( x )  -~ (x, a)n. 

a 
.s=O 

Pour  les p o l y ~ m e s  de Bernoulli, d 'ordre r, ceLLe dqua{ion prend la forme diff6- 

rengielle 

i.J'~ B~-'~) ds f ( x ) _  x n (S) 
dx  s h i '  

eL, pour les polyn6mes de Bernoulli adjoinLs, elle s'6cri{ 

(s') ~, Bi-'))~ f (x )=  
S ~ 0  

x(~-~)...(x-~+~) 
n! 

Pour  r----I,  (8) eL (8') se r6duiseng respeeLivement s 

eL 

I d ' B ~ ( x ) _ x "  
,=o(S+I)l dx ~ hi '  

z~ ~ (-I)" ~'h,,(x) x(x- i )  (x -~+i )  
~4Y - n! 

$ ~ 0  

44- En introduisant  la moyenne finie d'interpotaLion d6finie par (3), on 

peuL donner  s la formule d'interpolaLion (32) Ch. IV une forme 6galemenL intgres- 
T 

sange. En rempla?anL la diff6rence finie d'ingerpolaLion A[b] au second membre 
# 

de ceLLe 6quagion par son expression d6duite de (3), eegLe 6quation s'6eriL en effeg 



M6moire sur les suites de polyn6mes. 287 

r ~ r + v  r 
~ [ a ]  ~0 (X -[- Z) = ~ L (~)~z ~ ^ ^ 

en posant  

ito~ ~(*)= f(x), 

on obtient  la formule d ' interpolat ion annonc6e 

(9) f(m + z) = ~ L~ r) (z; a, #; [a], [b]) Atal V[~] f(x);  
~ 0  

o5 [e] est donn6e par (5). 

45. L 'examen de l 'expression (5) montre  que les trois op6rateurs finis asso- 

ci6s g une suite de polynbmes bernoulliens d ' interpolat ion n e  seront pas simulta- 

n6ment simples, en g6n6ral. - -  l~ous avons 6tudi6, au chapitre pr6c6dent, les suites 

dont  les deux bases [a], [b] 6talent 6gales g 1; les deux diffdrences finies assocides 

6talent alors des diff6rences finies ordinaires. On pent  se proposer l '6tude des 

suites pour  lesquelles, [a] res tant  6gal ~ I, la moyenne d ' interpolat ion est une 

La  base [el ne peut  6videmment se r6duire g I, car, quel que op6ration simple. 

soit 7, on a 

Vtllf@) ~f(x). 
7 

Un cas simple est celui o5 eette moyenne d ' interpolat ion est le quot ient  de 

deux diff6rences finies ordinaires dont  les 6carts sont  multiples entiers r u n  de 

l 'autre, s d6signant un entier positif, on doit donc avoir 

(i o) A VE~ =- A ,  
I' I' s7  

ce qui s'6crit encore 

A[e] = A --~ A[s1,,v]', 
I: s ?  ? 

et, par  suite, 

(i i)  [4 = [* y, ~]'; 

dans ces conditions, il r6sulte de (2I) Oh. I I I  que 
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sml i 
Vt~] f (x )  = s ~ '  f (x  + VT). 
7 ,r=O 

En faisan$ en outre ~-~7, (5) et (II) donnent  

[b] = 

et l 'on voit que le polyn6me d6fini par l '6quation 

est 

'1'~0 

L,~(x; a,~;  Ill, [a, fl]' �9 Is ~, 3]'). 

En  particulier, pour f l ~ I , c t = O ,  8~---2, On a l e  polynSme d 'Euler  x 

avec b 0 = I et 

E ,  ( x ) =  L~ (x; o, I ;[I], [b]), 

(I4) b n = ( o ,  , I , n - - I  I)n + 2 ( 0 ,  I) n--1 = ( - -  I)nTl(n_}_ i ~ T ~ I .  

On constate ainsi que l 'expression des polyn6mes d 'Euler et de leurs analogues 

est assez compliqu6e, en fonction des 6carts a, fl, et des bases [a], [b]. 

46. Cependant, on peut d6finir simplemen~ de tels polyn6mes, ~ part ir  de 

polyn6mes bernoulliens d ' interpolat ion simples. Nous par t i rons  de la remarque 

6vidente que les suites de polyn6mes bernoulliens d ' interpolation qui appartien- 

nent  ~ 'la m~me diff6rence finie d ' interpolat ion Ara] forment  un groupe relative- 
tt 

ment  .~ la multiplication homog~ne. En par~ieuiier, le quotient  homog~ne 

[Ln [a], [b])] 
[L~ (y; a, ~'; [a], [b'])] 

appart ient  s ce groupe; en le d6signant par 

i De m~me que pour les polyn6mes de Bernoulli, nous d6signons par E~ ') @) ee qui, avec la 

notation elassique, s'6erirait I E(n r) @). Cette modification r~sulte encore de la remarque essentielle 
n! 

faite au pamgraphe 3. 
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(I6) [L~ (~; ~, ~; [~], [d])], 

on aurait ,  en vertu de l 'expression (2) Ch. IV de [c], 

(~7) 
[hi: [~, ~]': [a] 

[d]: [~, ~]': [a] - -  [b']: [tr ~] ' :[a]  

II y a toutefois avantage s conserver les ~l~ments param~triques surabondants  

mis en ~vidence dans (I5), et nous poserons 

(i8) , [Ln (x + y; a, fl; [a], [b])] 
IMp, (x; a, fl, fl ;[a], [b], [b'])] = [Ln (y; a, f ;  [a], [b'])] 

Chassons le d4nominateur  de cette gquation, et prenons ensuite la difference finie 

A[b,] des deux membres,  relat ivement ~ la variable y. En annulant  cette variable 

dans le r4sultat, on obtient 

(I9) M ,  (x; a, fl,/~'; [a], [b], [b'])=/~[b,lLn+l (x; a, fl; [a], [b]). 

On volt ainsi qu' il  revient au m~me de diviger une suite bernoullienne 

[L.(x; a,~; [a], [b])] par !a suite [L.(o; a, ] ;  [a], [b'])] que d'en prendre la diff~re.ce 

f inie d'interpolation Arb'l. 

Le caractSre d'homog~n~itd de la suite (i9), par rappor~ aux six dldments 

param~triques dont elle d~pend, rdsulte imm~diatement  de la d~finition (I8), et de 

la propri~td que le quotient  homogSne de deux suites est mu|tipli~ terme ~ terme 

par [qn] en mSme temps que ces deux suites. On a donc 

Mn (Q x; Q ~, Q~, ~ f ;  [r  an], [e ~ b~], [r bn']) = e~ M~ (x ; . ,  ~, tr ; [~l, [hi, [b']). 

E n  ce qui concerne les polynbmes d 'ordre r d~finis par 

on volt sans difficult~ que l 'on a 

(20) [M~r ) (z; ~, ~, ~'; [a], [b], [b'])= [L~ ) ( x + y ;  a, fl; [a], [b])], 
( 9 )  * t * 

[Ln (y, a, ~ , [a], [b'])] 

et le mSme ra isonnement  que dans le cas r~-~ I montre  que 
37 - -  27377. Acta math~matica. 51. I m p r i m 6  le 11 f~vTier 1928. 
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M(~) (x; a,fl , f l ';  [a], (b], [b']) (~) = Atb'] L , + ,  (x; a ,  if; [a], [b]). 

L a  m o y e n n e  d ' in te rpo la t ion  A[~I assoei~e s ces suites,  c 'est-s tel le que 

l 'on  air 

~Ar(r+,) (x; a ,  fl, fl'; [a], [b], [b ' ] )= Mn Cr) (x; a ,  fl, fl'; [a], [b], [b']), (e) arLn 
7 

est  donn~e par  la fo rmule  (5); done,  avee nos nota t ions ,  on a 

(23) [el - -  [d]: (d, 7]' [.] [ . ,~]"  

[d] e t  [d] 4 tan t  assu je t t i s  ~ v6rifier (I7). D ' a u t r e  pan ,  on ob t i en t  d i r ec t emen t  

une  express ion s imple  de cett~ m o y e n n e  finie. P o u r  eela, r e m a r q u o n s  t o u t  d ' abo rd  

que pour  r ~  o ,  v ~ I ,  (zz) se r6dui t  s 

(24) ~Ttel Mn (x; a ,  fl,/~'; [a], [b], [b']) = (x, a, [d]),, 
? 

= A[b] L , + I  (x; a ,  ~; [a], [b]); 

t raxtsformons alors  ee t te  d i f f e r e n c e  finie d ' in te rpo la t ion ,  grhee aux  fo rmules  (19) 

Ch. I I I  et  (4 t) Ch. I I I ,  en 

at,,j = Atbj: t~, ~'j---- Atb'J Vt~J:t~, ~'J 
' ~' ~' t ~  

Le dern ier  m e m b r e  de (24) s '~erit  ainsi, gr.s '~ (I9), 

% ] :  [~, ~,1 Mn ( x ; . ,  ~, tr [~], [b], [b']), 
~ '  -W] .... 

e~ s~ eompara i son  avee le p remier  m e m b r e  de  la m~me ~qua~;ion end;mlne l ' ident i t~ 

(~5) ~Tt,] ~ V{~1: t,~, ,~'1. 
�9 t /~' [n'I 

P a r  exemple,  en prenant;  7 = fl', on vol t  que 
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(26) [e] ~--- [b]: [fl, fl'] [b'] 

ne ddpend pas de ~ e t  de [a]. 

Profi tons de ee r~sultat pour:  6tablir une identitd assez remarquable  eoneer- 

hunt  les multiplications homogbne et diagonale. Nous  venons, en effet, de ddmontrer  

que les 6galR6s (I7) et (23) sont satisfaites si l 'on y f a r  ?-----#' et [el 6gale s 

la suite (26). En  outre, on peut  supposer a----d = fl'. (I7) et  (23) se r6duisent 

alors respect ivement  

[d]: [a] - -  [~]: [#' tr [a] [b']: [a] ' 

_ [d] [eJ - -  ~ ] ,  

et l 'on ddduit de ees relations e~ de (26) que l'on a ident iquement  

Ibl: I#, #'1': Ia l .  Ibl : [#, #')' 
]b']: [a] - -  I~] = [b'] [ ~ ]  

[b]:[fl,/?']' ~tant une suite arbitraire, cette identitd peu~ s'6erire enfin, ~rpr~s ren- 

versement  des deux membres,  

[b]. [~] _-  [b]: [a] 
(2z) [e-] [e]: [a] : ["]' 

ou, en remplagant  [b] et [c] par [b]: [a] e t [ c ] :  [a], 

Ib] [b]: i~] 
(27') [e-] : [a] - -  [c]: [a] [a], 

sous des formes remarquablement  sym~triques, [a], [b], [c] ~tant trois suites arbitraires,  

avec [a] et  [c] d'indice z6ro. Bien entendu,  la v6rifieation directe de cette relation 

n'offriraR aucune difficult6. 

Une forme par~iculi~re int~ressan~e COl~cespond au cas [e] ~- I ; en remplagan~ 

[a] par  son adjointe,  (27) se r6dui~ 

(28) [b]: [~] [al = [[b]. [ a ] ] : [ 4 .  

47- Ceei 6~abli, prenons [b] = [b'] = 1, f l - =  s 7, s d6signant un entier positif;  

il vient alors 
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[e] = [s 7, 7]', 

eg l 'on conclu~ que les polyn6mes de la suite 

(29) [Mn (x; a, sZ, Z; [a],[I], [I])] ~--- 

song solutions des dquagions 

(30) 

e'esg&-dire de 

[L~ (x-t-y; a, sT; [a], [I])] 
[Ln (y; a, 7; [a], [I])] 

Vl.y,~l' f (x)  = (x, a, {5])., 
? 

#---1 

I Z f ( x  Jc YZ) "~- (X, r [6~])u. (30') 
~ 0  

P a r  exemple, pour [a] ~ I, a - ~  o, 7----', s----2, les polyn6mes en question 

son~ les polynbmes d'Euler,  eL song donn4s ainsi sous la forme 

[L~ (x + y; o, 2)] -~ ; - ~ "  . . . .  ; (3') [E,  (x)] [M,, (x; o, 2 ,  I [ I ] ,  [I], [I])] [L~(y; o, ,)] 

on saR d'ailleurs que ceci esg ~quivalen~ ?~ 

(32) En(x) ~- A Ln+, (x; o, 2). 

Enfin la loi d'homog6n6ig6 permeggang d'~crire 

x 
La(x;o, 2)--~2" Ln 2; 

(3I) eg (33) prenneng encore les formes 

(3,') 
[E~ (x)] = 

(32') 

Ces deux 

o. i ) :  

[B,~(y)] :' 

formules ong 6t6 donn6es par N. E. NSrlund 1, et nous voyons ici 

Cf. loc. cir. p. 136 et p. 139. 
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qu'elles appar t i ennen t  s une  eat~gorie &endue  de propri&ds. 

E.(x;S) le polynbme M.(x;o,s, i; [i], [I], [I]), on aurai~ en effe~ 

2 9 3  

En dds ignant  par  

(33) 

a v e c  

(34) 

[E~ (x;s)]_~ [L"(x + Y; ~ ~_ [ sn B'~ (~-~)  ] 
[L~ (y; o, I)] [B. (y)] 

E n ( x ; 8 ) ~ s  n§ A B n + l ( ~ )  ; 

d'ailleurs s peut  &re un  nombre  quelconque,  ma i s  dans ee cas l 'dqua~ion (3 o) 

peu~ contenir  une infinit~ de termes.  

Plus  gdn~ralement,  on peut  se proposer  l '&ude des polynbmes 

-~n(X; 6 ,~ ,~ t )  = M n ( x ; 6 , ~ , ~ ;  [I], [I], [I]); 

quel que soit r, on a done 

(35) [E~7 ) (x; 6, ~, f ) ]  = 
[TC' (X+y;  6, ~)] 

[L(. r) (y; a, fl')] 

(36) 

et  l 'on sait que 1 

Ei(r), 
, r (r) 

A L . + ~ ( x ;  fl); 

(r) x E~  ) A E ; + I ( ; . , f l , ~ ' )  = (x; 6, fl,~'), 

-r~(r+l) t 

[~',~l' 

e~ que, quel que soit v, 

(37) ~ (x ;a ip ,  p ) = ~  tx;a, fl,~'). 

Enfin, la formule  d ' in terpola t ion  (9) prend  la forme par~iculi~re 

i Pour la deuxibme difference finie d'interpolation, ceci r6sulte de ee que (17) donne t ~ j -  iris, ~], 

lorsqu'on y fair, dans le cas actuel, d ~ r 
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(38) f(x+z)-~ ~ E(, ~) (z; a, fl, fl') fixa ~[fl,:'l', f(x), 
~'~0 

Pour  a - ~  o, on a, en ver~u de 

,.o) 

formules qui g6n6raliseng les relations '(3I'), (32') entre les polyn6mes d 'Euler  et 

de Bernoulli. En  pa~ieulier ,  (4o) donne, pour r =  I, 

E,, (~; o, :~, : ) =  :~.+, ~"+~ [--?-~,- B~ 

Pour  x = o, (39) donne 

~]x~ ::n--s B (~1) ~ .  (o; o, :~, y )  = ~ .~ ,  B, , , - .  

S : 0  

- =  ~ ' "  ( s . s +  i)! 

en .par~ieulier, pour  ~ 2, I, on retrouve la formule 

E .  (o) = ~ B. 2 s 

~=o (s-s+ i)!; 

en dormant ?~ x et y des valeurs par~ieuli~res, (3I') fournirai t  de mSme les rela 

tions que N. E. Niirlund a 6tablies entre les nombres B~(o), B,~ ~ , 

Pour  ees m~mes polyn6mes, la fo r tune  d ' interpolation (38) se r6duit  fi 
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(4') f ( x+z)= ~, E~)(z) (Tj4")(x), 
,=o 

c'est-'~-dire, aux notations pros, ?~ la formule de B0ole-l~lSrhmd. x 

48. Etablissons quelques propri6t~s des polynbmes (35) a part i r  de celles 

que nous avons d6montr6es pour les L , (x ;  a, fl). I1 r6sulte tout  d 'abord de la 

d~finition (35) que 

E(:~ (~;. ,  y,#) =E( .  -~) (x; ~, #, y), 

e~, d 'une mani~re g~n~rale, 

�9 ' r~ "("-~') (x + y ; . ,  #, #')] (4 2) [E}~ ") (x; a, fl, y ) ] .  [.En ('') (y, a,/3, #)] = t~,, , 

le second membre se r6duisant ~ [ x+y , a ]  pour r = r ' .  

Consid~rons ~ u j o u r s  (35), et changeons y x en x+rfi; gr ice  s (39) Ch. IV, 

il vient 

done 

(43) 

[ ~(~) (x + ~.#;., #, y)] - L~) (x § .u; ", -#)1 
ILl[ I (y; a, ~r 

~:) (~,  r #; ~, #, K )=  E~ ~ (~; ", --#, Y). 

Le changement  de y en y + r ~  dans la m6me relation donne de la m6me fagon 

[~i, ~ (~; -, #, / )]  = [L~r~ (x + rY + y; -, #)], 
[LI~ ~ @; -, - g ) l  

c'est&-dire 

E~, ~ (x ; . ,  #, K ) =  ~ 2  ( x+  rr #, --#'), 

ou encore, en changeant  ~ en - - ~ ,  

(44) ~E~ ) ( x - r g ;  a, #, r = ~:)(x;  a, #, - - / ) -  

Les formules (43) et (44) t raduisent  done l 'effet produit  par le changement  

du signe de l 'un des deux param~tres fl, ~'. En effectuant s imultan6ment ces deux 

changements ,  il vient 

~:1 (~+ ,-#- rg; ,, #, K)= ~7 (~ ; - , -# ,  - / ) .  

a Cf. loc .  cir.  p. I47 .  
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En par~ieulier, le eas a = o fourni t  la formule remarquable 

~ ' ~ - ~ - , ~ "  ~ ' ( ' ) ( - z ;  o,~, ~') (45) E~ ~ ( x + r ( ~ - y ) ;  o, ~ , . , - ,  . ~,, , 

qui, pour les polynbmes d'Euler, se r~duit ~ la relation eonnue 

E~ ) (x + r) ~-- (--  I)- EJ,~ ) (--  x). 

Appliquons main tenant  la formule (44) Ch. IV au numgruteur  du deuxi~me 

membre  de (35) o~ r----*; il vien~ 

done 

(46) 

~ ' E , ,  x +  s~; a, fl, t~ -~ '  [L.(y;  a,:()] ' 
Y $--o 

:) ~ .  x + - - ; . , f l ,  = ~ E .  x ;~ ,  , ~  �9 

En divisant les deux membres par v, puis faisant  croltre v ind6finiment, on d6duit 

de (46) l ' identitd 

(47) ~ E . ( z ;  a, f l , ~ ' ) d z = E . ( x ;  ct, o , y ) .  
z 

49. La fonction g~n~ratriee des .EI~ ) (x; a, fl, fl') est le quotient  des fonetiom 

g~u~at~ces  des L~ ~ ( x ; . ,  ~) et des L~ ~ (o; ~, y), done 

(48) (I q -a t )  ~ (I -]- ct t )  a - - I  ~ _ _ ~  ]~-7(r) 

(I + a t ) a - -  I - 

Lorsque a tend vers z~ro, ceei se r6duit ?~ 

: ,  [:',-i_ ~ \,_ ~ Ec~)(~; o,  ~, ~') t,,, 
~e:t - - I  /~'I - - ~ ' J  n 

d'ofi l 'on d~duit, en rempla*;ant t par 2it, 
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'R~O 

enfin, en ident i f ian t  les par t ies  rdelles et  imagina i res  des deux membres ,  on 

ob t i en t  les d6ve loppements  

(49) 

. / f s i n  fl't~ r ~ /~2n[X, O, fl, f ) ( 2 t )  2n, 
cos (2x+rf'--rf) t~f, sin f t )  -~/~ '~(-- i )" '~( ' ) '  " ' 

~t~O 

tfl sin fl~t\" " 
sin ( 2 x +  r y - - , . f )  t [~  c si~ f t )  = 2 ; ( - - ' 1 " ~ % , ( x ;  o, f ,  y )  (2 t)~"+' . 

?t~O 

P a r  exemple ,  pour  x - - - -  
r ( f -  y) 

, ces fo rmules  donnen t  

(50) E~I+I ( r  f l -~f '  ; o, fl, t i P ) - - o ,  

et  

~ '  sin fit/ ~2,, r ; o, f ,  f '  t) 2" . 
? t : 0  

En par t icul ier ,  pour  f l = 2 ,  f l ' = I ,  (49) se rddui t  aux ddve loppement s  1 

(52) 

co~ (2____~-,-) t _ ,~, (_,),, .E~ (~) (2 t),- 
COS rt - -  ,g.=d 

n : 0  

sin (2x--r)t _ ~  (_ I)" E~r)+l (x)(2 t) 2n+a 
cos rt 

~r - 0  

et  (50) et  (5 ' )  d o n n e n t  

2n+l z O ,  

cos "t = y~ ( -  ,~,,, ~'~(~1,, _ (2 t)~". 

' Cf. N. E. NORLUND, loc. cir., p. I82---I85 et p. 1.96. 
38-- -27377 .  Acta malherna~ica, 51. Imprimd lo 10 fdvrler 1928. 
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Reprenons  (48) eL ddrivons les deux membres par  rappor t  s t. 

momentan6men?~ 

fl, 

S -  ] '  
(1 + a t ) ~ -  1 

il vient 

En  posant  

�9 ~-~ .~+~'-~ f ~ - I  ~+~-~ f ~  x ( I + a t ) T f  ? ' + r , $ ( I + a t )  a fl - - r f l ( I + a t )  ~ : 

(i + a t )~ -  i (i + a t V -  

•(n + (~') t ~ , i) E~+I (x ; . ,  fl, ~') 
?~0 

et, par  suite, compte tenu  de (48) lui-m~me, et en mult ipl iunt  les deux membres 

(i + a t ) ~ -  ~ 
par  fl , 

- t )  J L : J ~ + I  fl 
~ 0  

0o 
= r y ,  (E~(r) (~+~- -  a; -,~, : ) -  ~ ( ' - ' ) ( ~ + : - . ; - ,  ~, ~')} t n. 

n=O 

L'identifica~ion des termes en t n donne enfin l ' identi t6 

(s3) z~(') ( x + f l -  a ; . ,  fl, ~') - ~(~/-~) (x + ~ ' - . ;  a, ~, f l ' ) =  

. -1  x E ( ~ ) ( x - . ;  a, ~, fl ')-(~ + ~) -( ' )  ' 
Z r Age'+ 1 (X; a '  ~ '  : )  (~' a)?~-- ' - -I  " 

En rempla~an~ x par  x + a, l ' identi t6 

~,(r) , 
(z 

permet  de met t re  (53) sous la fa rme 
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E~)(x + fl; a, ~, fl') - E~- l )  (x + y ; a, ~, # ') = 

r 
~ = 0  

et enfin, en groupant  les polyn6mes de m~me degr~, 

n E (') ix" ~- (54) . ,  

, l  " 

En part ,  culler, en ee qui eoneerne les polynSmes d'Euler,  on a 

r (x + 2) § n (x ) - -"  (x + I I =  [x  . _ .  + i ] (x), 

ou encore, compte tenu de 

]w(r-l) _ E(n r) ~ )  (X "~I) = 2 .~n (X) (X), 

n--1 ) ~n--~,--1 
(55) ( r + n ) E : ) ( x ) - -  3 r E : - l ' ( x )  + 2 r  E~: (x)-~ n-Sv-+2~' , ~ n ~ ) l  .E,(,, ")(x). 

~ 0  

En d4rivant directemen~ la fonction g~n~ratrice des polynSmes d'Euler,  

qui se r6duit ici 

on formerai~ ais~ment la formule, beaucoup plus simple que (55), mais sans lien 

avec la formule ggndrale  (54), 

(56) 
~-.(r + i) 

r (x) 2 ( n + I )  (~) -,-,, : Eg+x (x) --  2 (x -- r) E(. ~) (x), 

et  due ~ N. E. NShrlund, aux notat ions pr~s. 1 Cependant, cette derni~re formule 

s'~tend aisgment aux polynSmes E(~ r) (x; s) -~ EI~ ) (x; o, s, I), o5 s est un entier posi- 

t i f ;  la fonction g~n~ratrice de ces polynbmes est en effet 

1 Cf, loe. cir. p. 186. 



300 R e n 6  L a g r a n g e .  

(e(S--1)t+e(S--~)t+...+~t+i_). --r= ~ ( r ) ~  .8) tn ~X, 
e~t s 

ek  en  ddr ivan t  pa r  r a p p o r t  s t, il v i en t  

(57) xE(~ ~) (x; s) - -  (n ~(~)- + i) ~.+~ (x; ~) 
s--1 

r ~  ~(~+')~ +~ ; s ) .  

"~0 

50. D e  m6me que le q u o t i e n t  h o m o g 6 n e  de deu_x suites de po lyn6mes  

L~  ) (x; a, fl) nous  a condui t s  aux  sui tes  [E~ / (x; a, fl, fl')], de  m6me le quo t i en t  des 

sui tes  consid6r6es au  p a r a g r a p h e  4o condu i t  aux  suites 

, , [LI• ) (X ~- y; g_~: ffl~ .~  . . . .  fr)]. 
(58) [ E l r ) ( x ; ~ ' f l " f 2 ' "  " " f r ' f l ' f S '  " " " f r ' ) ]  = [L~r)(~J;~,flt, f 2 ' , . .  ~r')] 

Ces sui tes  ne sont  plus  g6n6rales  que les pr6cgdentes  qu ' s  u n  ce r t a in  po in t  

de rue ,  car  l eur  o rdre  r est  n6cessa i r emen t  un  n o m b r e  en t i e r  posi t i f ;  elles se r6- 

du i sen t  aux  sui tes  6tudi6es aux  p a r a g r a p h e s  pr6c6dents  lorsque  les r couples  fi ,  fi ' 
son t  iden t iques  au  couple  f ,  f ' .  

Une  premi6re  cons6quence  de ce t te  d6fini t ion est  que les po lyn6mes  en  ques- 

t ion  sont  sym6t r iques  pa r  rappor~ aux  pa ram6t re s  f~, a insi  que par  rappor~ aux  

fli'; en  outre ,  en p e r m u t a n t  les fil avec les fi', on ob t i en t  la sui te  inverse  de (58), 

que l 'on p e u t d ' a i l l e u r s  d6s igner  1 pa r  [E~ -r) (x; a, f i x , . . ,  fir, f / ,  �9 �9 �9 fr')]. Le  carae- 

t6re  d 'homog6n6i t6  de ces suites se t r a d u i t  6v idemmen t  pa r  

-EI'i ~ (ex; e,~, e f t , , . . ,  e l , ,  e W ,  �9 �9 �9 e l / ) =  e'~E~ ~ (x; ,~, f ~ , . . .  ~ , ,  W , . . -  f,').  

Ces suites s ' e x p r i m e n t  d 'a i l leurs  en  fonc t i on  des sui tes  p r~e6demment  consi- 

d6r6es, car  (58) entra~ne 

(59) [ E ~ : ) ( x , + x ~ +  . . .  +x , ;  ~, f , , f ~ , . . ,  f , ,  f / ,  W , . . .  f/)] = 

[E, (x,; ~, ~ ,  W)] �9 [E, (x~; ~, f~, f.,')] . . . .  [~,  (x,; ~, f~, f / )] .  

On en  d6dui t  i m m 6 d i a t e m e n t  que 

E ~  ) (x; a,fll,f~ . . . .  f ~ , f / ,  f ~ ' , . . ,  f / )  /~ L (~1 ' " a ~ = n+~ tx, , #,, ~ , . . .  fir). 
W,W,.. .~J 

(60) 

D'une maniere g6n~rale, on a 

[E~;") (~; , ,  ,~, . . . .  ,8,., ~ ' / , . . .  ,~,-')] �9 [E~ / (y; , ,  , Z / , . . . H ,  ,8, . . . .  b',')] = [x + y, ~]. 
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Supposons, par exemple, que l'on air 

En posant 

(60) donne 

fir __ 

z~  ~) (*; -, ~f~,*f~,. . .~fr,  f~, ~.~ . . . .  f~) = ~g '  (x; , ,  ~,, ~ , . . . f , . ;  ~), 

L 4 n r ) ( X ; t Z , / ~ l , ~ . 2 , . . f r ; 8 ) _ _ s n + r  r  ̂ r(r) ( X  a,  ) �9 - -  L~lJ"-l'r --8;- f l ' [~2 ' '* '~r  * 
?,, :~, ..fir s 

En particulier, ceci fourni~, pour a ~ - o , s =  2, la rela~io.. 
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�9 r ( ) 
~ __ 2n+r ^ -D(r) X 

E ~ : ) ( z ; ~ , f ~ , . . . ~ , . ,  - , , - . + r  2; f , , f l~ , . . . f~  , ?~, ? ..... ~ 

N. E. NSrlund, entre les polynbmes d'Euler et de Bernoulli g& ddmontrde par 

ndralisds.: 

I1 est clair dgalement que (59) en~ralne 

[El?  (x; ~, f , , . . . f r , ,  f / , . . . f r , ' ) ]  ' [El:  "~ (~; ~, fr,+,, . . .~r, ,  Yr ,+l , . . .  fr/)] . . . . .  

[E~,+r,+"" " / (X+U+ " '; ~ , f ,  f ~ , . . . , f , ' & ' , . . . ) ] ,  

ainsi que, eu particulier, 

[E~ ~ (z; ~, f , . . . ~ r ,  s  . . . .  f / ) ] .  [u, ~] = [E~ r~ (x + y; ~, f l  . . . .  fr, ~ ' , . . . f / ) ] .  

On d6montre imm~diatemen~, soit par un calcul direct, soit grs s (59) et 

(37), que 

(6I) ~V~'[fl~' r ~V~- '[?~ ~'1 ~- . . . .  ~'[~i'~i '] 'El~)(x;{~'fl  ~i' . . . .  f r ' f l r  

E~, "--'> (x; ~, ~,+~,. . . fr ,  ; r  

off o < i < - - r .  

1 Cf loc .  c i r .  p.  I 7  o. 



302 Ren6 Lagrange. 

En  appl iquant  au num6ra teur  du rappor t  (58) la t runsformat ion  (86) Ch. IV, 

on voit  tou t  de suite que 

E~ ) (x + s~ ~, + s, ~: + . .  + s~t~,.; -, ~ . . . .  ~ ,  ~ , ' , . . .~ / )  = 

~'~) (X; (Z, ( - - I ) "  fll , ( - -  I)s2 t iff , . . .  ( - - I ) ' r  fir,/~lV,""" ~r'); 

en appl iquant  la m~me t ransformat ion  au ddnominateur,  il vient  de m~me 

~,(r) : , , 
~.~,, ~ x + s , ~ , ' + s ~ ' +  . .  + s , ~  ; ~ , ~ , . . . ~ r , ~  . . . .  ~ / ) =  

E~ ) (~; , ,  ~ , . . . ~ r ,  (-- ~?' ~ ' , . ,  .(-- ~)', ~r'), 

d'une mani~re g~n6rule, les s~ ,s~ , . . . s~ ,  t~, t ~ , . . ,  tr dtant  des entiers arbitraires,  et, 

on a 

(62) El[ / (x + s~ fl~ + - . .  + sr fir + 6 fl~' + "  + t~ fl/;  a, fll . . . .  fir, t~l', �9 �9 �9 fir') = 

v t v E ~  (~; ~, ( -~ ) ' ,  ~ , , . . . ( - 0 "  ~,, ( - i ) ' ,  ~3, , . . .  ( - i ) ~ r  ). 

P a r  le m~me procdd~, on volt  que la t runsformat ion (87) Oh. IV en tmlne  

~,l--1 '~--1 t,r-'-'l 

# l :O  s 2 - 0  Sr :O 

7,'(") '~  ,6'1' ' . . . .  ~"1 ~ 2 "  ' " ~ ' r / ~ n  X ;  ~ ~ ~"~ 

les hombres ~1, ~ , . . .  ~r 6rant des entiers sup6rieurs ou ~gaux ?~ I. Supposons 

~i+1 : ~ i + 2  . . . . .  ~ r :  I e t ,  divisant les deux membres de (63) par  ~ l ~ - - . ~ ,  faisons 

augmente r  ind~finiment ces derniers hombres;  on dgduit ainsi de (63) la valeur 

de l ' int~grale mult iple 

(64) li i �9 .. E l i  } (x  + t,  + t ,  + . . .  + ti; a, i l l , . . .  ~,', i lL ' , . . ,  fir') d t~ d t 2 . . .  d ti = 
0 0 0 

z}:  I (x; , ,  o , . . . o ,  ~,+, , . . .~r,  ~ L . . . ,  ~r'). 
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En parHculier, i----r donne 

[// Eli/(x + t, + ... + #;a ,  f l , , . . . f l~ , f l , ' , . . . f l / )dt ,  d t2 . . .d t~ ]  = 

[a t' B,,] " .  [L(, --~) (x; a, f l / , . . ,  fl/)] 

= [.- ~.]~. [A (x, .),,+r]. 
~,',-.. ~r' 

5 I. J'e voudrais terminer cet exposd par quelques roots sur les polynSmes 

d 'Hermite.  La  remarque que nous avons faite au sujet  de la formule (9)Ch. IV 

nous apprend en effet que ces polynSmes, qui se ddduisen~ les uns des autres 

par d6rivation, const i tuent  une suite de polynSmes bernoulliens d' interpolation, 

pour lesquels a = o, [a] = I. D 'une mani~re gdn~rale, considdrons cette derni~re 

classe de suites; on salt que l 'on peut supposer fl dgal s z~ro, et, par suite, 

les ~crire 

(65) 
[xn] 

[L' (x; o, o; [I], [b])] = [b] -~ �9 ~ .  ; 

nous supposons simplement, en outre, que [b] est d'indice zdro. En d~signant 

par Hn(x; [b]) un tel polyn6me bernouUien d'interpolation, il r~sulte des propri6- 

t~s gdn~rales que l 'on a 

(66) d'__H" (_x; [b_)) = H n - ~  (x; [b]) y = o , I  2 , . . .  97, 
d x  ~, 

d 8+1H~+I (x; [b]) x '~ (67) AEb~ H . + ,  (x; [b]) = y ,  b. = �9 0 dx ~+1 n! '  
8 ~ 0  

ou encore, compte tenu de (66), 

n = X A .  
(68) ~b~H._s(x; [@ n ! '  

d'ailleurs cette derni~re relation ne diff~re pas de (65). 

Supposons pour un instant  que la s~rie 2 b. t ~ soit convergente; [b] ~taat 

d'indice z~ro, la fonction repr~sent~e par cette s~rie enti~re en t n 'est  pas nulle 
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�9 s l 'origine de sorte que son logari thme n6p~rien est ~galement d~veloppable en 

s~rie enti~re de cette variable. En d~signant ce logari thme par ~ (t), on a donc 

(69) e'e (t) _~ ~ bn t", 
n~0 

[ xn l 
et [b] -~ admet  la fonction g~n~rat-rice e - ~  (t). D 'autre  part, i_~.I_ ] admet tan t  la 

fonc~ion g6n~ratrice e ~t, les polynbmes tt=(x; [b]) sont les coeffieients du d6velop- 

pement  

(7o) Ut-q,(t) _= ~ H,  (x; [b])t". 

Dans le cas off la s~rie au second membre de (69) ne converge pas, ce r~- 

sul tat  conserve une signification formeile, d'ailleurs identique s co le  de (65). 

Ddsignons par 9~'(t) la s~rie des d~.riv~es des termes de ~0 (t), de sorte que 

~'(t) = y ,  A . t .  

est la d~rivde de q~ (t) darts le cas de la convergence. La  d~rivation des deux 

membres de (7 o) par rappor t  ~ t donne l 'identitd, formelle ou r~elle, 

( x -  ~' (t)) e~'-~ (') = ~] (,~ + i) H.+,  (x; [hi) t", 
'tl=0 

et l ' identification des deux membres terme "3, terme donne 

(7i) (n + I)H.+1 (x; [b])--xH~(x;[b])-- ~ A,H~_,(x; [b]); 
~'--0 

cette identit~ fournit  l 'expression d 'un polyn6me H,~(x; [b]) en fonction lin~aire 

de ceux qui le pr6c~dent. Grace "s (66), (7 I) exprime encore que H,~(x; [b]) est, 's 

un facteur  constant  pros, le seul polyn6me qui v~rifie l '~quation diffdrentielle 

lin~aire d 'ordre n 

" ~ d ' + ' f ( x )  d r ( x )  
(72) Z A ,  d-x;+~- -- x ~ + n f (x )  = o. 

~ 0  
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L a  suite [A,,] s'exprime aisdment en fonction de Ib] et; de son inverse. 

la d6rivation de (59) par  rapport  '~ t donne 

9 '  (t) = e-r ~ ~ (s + ,) bs+l t s 

d o r i c  

(73) 
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En effet; 

.A,,= ~ (3 + I) bs+l b(n~-l, ) . 
$ = 0  

On obtient  une expression 6galement simple de An s l 'aide des termes de 

3 9 -  27377. Aeta ma~ematica. 51. Imprim6 le 10 f6vrior 1928. 

.4. = (n + , ) ~  ( -  ')" b'~:-+:l 
v + !  

on a done 

o o  

(t) = los (i + t ~ b.' t.) 
8 ~ 0  

= 2  , ,+i ~b.'I'+')t' 

*l~O 'v=O 

la s6rie r6duite de [b].  En remarquant  que les H,,(x;[b]) sont multipli6s par  

l ' inverse de route constante qui mnltiplie la suite [b], on peut  supposer b0 = I 

sans restreindre la g6n6ralit6 de la question; dans ces conditions le terme g~n6- 

ral de la suite r6duite 

[b]'= [b]- 

est 

bn p~-- bn+l n~---O, 1 , 2 , . . . ,  

et  l 'on pent  6crire, tou t  au moins formellement,  
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[A,,] ne d6pend que de la suite [b]', et en effet, lorsqu'on se donne [A,,], ~ [t] est 

d6finie s une constant~ additive pr6s, et [b] s un facteur  constant  pr6s, ainsi q u e  

les H,,(x; [b]). 
r -  1 

exemple, pour [A,,]----I, on peut  prendre ~ ( t ) =  t,[b] = / n ~ / ;  (70) se Par  

r~duit alors 's 

( e (x-1) t ~  H~ x; ~ , 

de sorte que les ([i]) 
H,, x;  ~ - -  . !  

ne sont pas des polynbmes nouveaux. Plus g~n~ralement, on voit que pour  

[A,,] ~ k, on est conduit  '~ 

rdsultat  qui se ra t tache d'ailleurs au pr6e6dent en vertu de 

H,, (Qx; [(~'~ b,]) : Qn H,(x;  [b]). 

t 2 
Pour  [A,,] = [I1], on peut  prendre r 2 ,  de sorte que les polyn6mes H, ,(x;  [b]) 

I 
correspondants  sont les polyn6mes d 'Hermite ,  au facteur  ~. prSs; nous les ddsig- 

nerons tout  de mSme par H~(x), avec la m S m e  modification de la notat ion 

classique que pour  les polyn6mes de Bernoulli  et d'Euler. (69) donne alors 

c'est-s 

e :~ ~ ~ bn t n, 
r  

I 
b 2 n -  2" ~.T' b2,,+1 --~ o. 

Les relations (7 I) et (68) se rdduisent respect ivement  's la formule de r~currence 

H,,  (x) = x H ~ - I  (x) - -  H,~-2  (x),  
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et '~ 
_n_ 

2 X n I_ = - -  

~.~ 2"s! n !' 
$~0 

qui d6finit compl~tement  ces polynSmes..  

D 'une  m~ni~re g6n6rale, lorsque ~ (t) est un  polynSme de degT~ p, ~ '  (t) 6rant 

un  polyn6me de degr6 p -  I, la suite [A.] est l imit6e 's ses p premiers  termes.  

Darts ces condit ions,  les relat ions (7 I) demeurent ,  pour  n ~ p -  I, des relat ions 

de r6currence entre p + x polyn6mes cons6cutifs;  ces polyn6mes sont  d'ailleurs, en 

ver~u de (72), les solutions d '6quations diff6rentielles lin6aires et homog~nes  d ' o r d r e p  

ne diffdrant, d ' un  polynSme "~ l 'autre,  que par  le coefficient de la fonct ion in- 
connue.  

Pou r  les polynbmes 

H~ (') (x; [b]) = L~ ) (x; o, o; [l], [b]), 

don t  la suite est 6gale au produi t  

(74) 

c'est-~,-dire que 

(7s) 

[ X U l  

[b]]  = [b] [ V . J '  

[H(r)(x; [b])] = [Hn (x; [b]')], 

Ia fonct ion g6n6ratrice devient  r ~(t), car 

e ~ ( t ) = ~  b( ~)t n. 
n~O 

L'6quat ion diff6rentielle analogue s (7 2) est alors 

(76) r~,n-' A, d'+l d x , +  1 H~) (x; [b]) x d H~ *)dx(x; [b]) + n H(~)(x; [b]) - -o .  

Pour  ces polynbmes,  la difference finie d ' intmrpolation 
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/x.[b I H(n~)(x; [b]) ~- ~,~- .  ix; [b]) 
0 

s'dcrit 

d "+' H (~) (x; [b]) 
(77) ~ b. dx.+ . 

8~0 

~ 0 ,  I , . . .  n 

..(r-.) 
= ~ . - - .  (x; [b]), 

tandis  que, en vergu de (5), la moyenne  d ' in terpola t ion  correspondante  ~tant  ~Vtbl, 
0 

o n  a 

(78) : ~,~ b. d" H(~ ~)dx,(x; [b]) __ H~;-~)(x; [b]); 
$ ~ 0  

nous savons d'ail leurs que (77) doit  ~tre tree cons6quence imm6dia~e de (78) et  de 

(x;  [b]) _ (x; [b]). d" 
dx �9 

Les polyn6mes de Bernoull i  B~ ) (x) appar~iennent  s cette classe de polynbmes,  et 

correspondent  s la suite 

[b] = [I, o ] ' =  [B]-', 

de sor~e que l 'on a 

Bn.__$ 

A . =  s! (s +2)" 
$~0 

�9 ~ ~ 
Signalons encore que la suite [b] in tervient  d i rec tement  dans la de~ermmahon  

du ddveloppement  d 'une  fonct ion  en s~rie de polynbmes H.(x;[b]); en effet la 

formule  sommatoi re  (9) s'6erit iei 

c~ 

(79) f ( x  + z) = ~, H,, (z ;[b]) •[bl f ( ' ) (x) .  
0 

Pa r  exemple, si f (x )  admet  le d6veloppement  de Maclaur in  

x n  

(80) f (x) -~ In h i '  

le ddveloppement ,  convergent  ou formel,  
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(8~) f(x) = ~] x. H,~ (x; [b]) 

a pour coefficients 

(82) $~ = ~ bs ln+8 �9 
$ = 0  

Rdciproquement, si l 'on remarque que permuter le rSle des suites [Ha (x; [b])] 

et dans (65) revient ~ changer [b] en son inverse, les 6quations inverses de 

(82), qui perme~ent  de passer de (8I) s (8o), doiven~ 6tre 

(83) l. = ~ b~ -1/X.+s, 
8 = 0  

ce qu'on v6rifie imm6diatement. 


