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Introduction.

L'étude des suites des polynémes de Bernoulli et d'Euler suggére deux
remarques simples, dont 1'énoncé est susceptible de faire comprendre l'idée di-
rectrice de ce travail. Ces suites de polyndmes, avec la généralisation apportée
par N. E. Nérlund dans un mémoire fondamental’, jouissent de propriétés essen-
tielles semblables se traduisant par des formules symboliques de méme forme.
Cette forme symbolique est

(1) en=(a+ b)n,

ol le second membre doit étre développé suivant la formule du binéme de Newton,

avec remplacement des exposants de a et b par des indices égaux; de sorte que (1)
g'écrit encore

n
On _ v Be bus
(2) n!__z sl (n—s)!
§—-0
Ce dernier membre est justement le terme général du produit des deux séries de
ba

] On congoit donec qu'un algorithme des suites, dans

s 2 a
terme général - et
nl

lequel 'opération (2) joue un role essentiel, permette de condenser la traduction,
et méme la démonstration de pareilles propriétés.

! Mémoire sur les polynémes de Bernoulli, Acta math. 43 (1920), p. 121—196.
26 — 27377. Acta mathematica. 651. Imprimé le 10 février 1928.
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Le premier chapitre de ce travail concerne un pareil algorithme. On verra
comment une question assez générale conduit & cette opération (2), ou produst
homogéne de deux suites. L’'étude qui suit nécessite l'introduction d'une autre
opération, associative et non commutative, que j'appelle produst diagonal, possédant
néanmoins des propriétés intéressantes.

Par contre, lorsqu'on définit ces deux espéces de polyndmes au point de
vue du calcul aux différences finies, une différence essentielle apparait immédia-
tement. Tandis que la moyenne

Eylx+1)+Enlx)
2 S

V E;(x) =
définit entiérement le polyndéme d'Euler E,(z), la différence finie
A B, ((E) =B, (x + 1) —B, (x) =pgn!

ne suffit pas pour définir le polynéme de Bernoulli B, (x), la définition compléte
faisant intervenir les nombres de Bernoulli. Bien entendu, une telle distinetion
est irréductible, mais l'algorithme des suites établi au premier chapitre permet
de - définir trés naturellement une classe générale de polyndmes, comprenant les
deux suites en question, et dont 'étude est 1'objet principal que je me propose ici.

Le second chapitre concerne en effet la suite la plus générale des polyndmes
P, (x), appelés polynomes d'interpolation, telle que l'on ait identiquement

ZPs Pn—s Pn(w"*‘y) n=0,1,2,....

Une telle suite dépend d'une suite constante arbitraire, et est définie, en parti-
culier, par la suite des valeurs correspondant & une valeur donnée de l'argument.

Le produit homogéne d'une suite constante et d'une suite d'interpolation
fournit un suite de polyndmes dépendant de deux suites constantes arbitraires,
appelés polynomes bernoulliens d'interpolation. C'est a de telles suites que sont
consacrés les quatriéme et cinquidme chapitres.

Il suffit de choisir convenablament les deux suites constantes paramétriques
pour obtenir les suites de Bernoulli, d’'Euler, ou les polyndémes d'Hermite. Avec
une pareille définition, la différence signalée plus haut prend la forme suivante:
alors que les polynOmes de Bernoulli correspondent & un choix simple des deux

suites paramétriques, 1'une de celles-ci est compliquée pour les polyndmes d'Euler;
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néanmoins on peut définir ceux-ci & l'aide de paramétres simples en considérant
leur suite comme le quotient de deux suites bernoulliennes d’'inferpolation.

A une suite bernoullienne d'interpolation, appartiennent trois opérations aux
différences finies, dont deux diminuent le degré d'un polyndme, et l'autre le
conserve. Le troisiéme chapitre s'occupe de telles opérations. Les deux opérations
de la premiére sorte correspondent aux deux suites paramétriques, chacune a
chacune, et la troisiéme opération est leur quotient fonctionnel. Ceci explique
que les polynémes de Bernonlli, définis par une différence finie simple, correspon-
dent & un choix beaucoup plus simple des suites paramétriques que les polynd-
mes d'Euler, pour lesquels c'est 'opération finie de la deuxiéme sorte (moyenne)
qui est simple.

Je tiens & dire que ce travail, inspiré par le beau mémoire de N. E. Nor-
lund déja ecité, ne pouvait avoir pour objet de démontrer de nouveau des ré-
sultats obtenus de maniére si systématique et si simple, mais que le but pour-
suivi est de ticher de généraliser et de faire mieux comprendre un sujet si

important.

CHAPITRE 1.
Les opérations sur les suites.

1. On appelle suite une succession indéfinie de nombres, ou, plus générale-
ment, d'expressions, rangés dans un certain ordre. Chacune de ces expressions
est un terme de la suite, et est affectée d'un indice désignant le nombre de
termes qui la précéde. Si tous les termes sont nuls 4 partir d'un certain rang,

la suite est dite limitée. Etant donnée la suite
ao,al,az, .. .,an P

dont le terme de rang » + I est a,, nous la désignerons par la notation (@),

ou, lorsqu'aucune ambiguité n'est i craindre, par [a]. Par exemple, la suite
Qg,Qg,Q4,...,8n+2 .. .

dont le terme de rang # + 1 est a,io sera désignée par [an4q].
Deux suites [an] et [bs] seront dites égales si l'on a

anzbn n=0,1,2,...,
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et 1'on écrira alors, par exemple,

Nous appellerons somme de deux suites [a] et [b] la suite [c] dont le terme
général c, est
Cn==Qy + bn N=0,1,2,...,
et nous écrirons

(e} = [a] + [0].

Cette opération, dite addition des deux suites, est évidemment commutative. On
peut l'étendre par récurrence i une nombre quelconque de suites, et 1'opération
ainsi généralisée est commutative et associative. En désignant par [o] la suite

dont tous les termes sont nuls, on voit que la suite zéro est caractérisée par 'identité
la] + [o] = [a].

Nous appellerons produst terme @ terme des deux suites [a] et [b] la suite [c] de

terme général

Cn=n b .

Cette opération, nommée multiplication terme & terme, est évidemment commutative
et distributive pour I'addition. Son extension au cas de plus de deux séries est
en outre une opération associative. L’intérét de cette opération est assex faible,
car elle ne fait intervenir que des termes isolés dans chaque suite, et c¢’est pour-
quoi il semble inutile de la désigner ici par une notation spéciale.

2. Etant donnée une suite double de coefficients I';, (s < #), nous appellerons
produit homogéne, ou, plus simplement, produit de deux suites [a] et [b] la suite
[¢] dont le terme de rang n + 1 est

n
(1) cn=ZI'f.asbn—s n=0,1,2,...;
8=0

et nous écrirons

[c] =a] - [8].

Nous allons choisir les I', de maniére que la multiplication homogéne, ainsi définie,
soit une opération commutative, et, lorsqu'on l'étend par récurrence & plus de
deux suites, associative. Il est clair que, quels que soient les I, elle est distri-
butive pour l'addition.
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Tout d'abord, pour que cette opération soit commutative, il faut et il suffit
que l'on ait

(2) Iy=1,".

Pour réaliser 'associativité, il suffit d’éerire que

—
8,
—
)
—_
2
I
fomm—
2,
—_—
S,
=
=
-

c'est-a-dire que

n i

3
S g F -
Z I, Isdtbs—t(/’n--sEZ Z yIiagci—ibas.

8=0 t=0 i=0 t=0

n

En permutant les sommations dans les deux membres, 1'identification des coefficients
de a; donne

n n
LR / ~T 3t
Zrnlabs—tcn—s: Zlnlici——tbn——i,

=1 i=t

et l'identification, dans ces deux membres, des termes semblables (: =n + t—s)

fournit la condition nécessaire et suffisante

[ n+i—s8 pt
IZIs=1TI, n+t—g

En posant s — t=r, et compte tenu de (2), cette relation s'écrit

r
Iy

s—r
1_1,.‘ I‘n —r
8

(3) : I =

Ceci établi, posons Iy = Iy; pour » =1, (3) fournit la relation récurrente

o Tn e
1:=~F—:‘ i,

et, par suite, en supposant qu'aucun des I’y n'est nul,

Fn Fﬂ—l 1ﬁn—s+1
M=-tr—_ "= r =1.
4 " LT nn ! s

En outre, on a
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tandis que, pour.r =n =3, (3) donne
ro=rIn=T.

Quel que soit #, on a done I'y=I7. En faisant It =1, ce qui ne diminue en
rien la généralité, nous pouvons énoncer le

Théordme. Pour que lamultiplication homogéne définie par les coefficients Iy (s<n)
soit commutative et assoctative, il faut et il suffit que ces coefficients soient de la forme

Fnrn—l Bt—s+1
Iy= ,
(5) S N

les I'v(s=1,2,3,...) étant une suite quelconque de nombres, tous différents de zéro,
avec Ty = 1.

Il est remarquable que ces coefficients s’expriment en fonction des I de
la méme maniére que les coefficients du développement du binéme de Newton a
I'aide des nombres entiers successifs.

3. Une conséquence immédiate de ce résultat est la possibilité de ramener
toutes les mmultiplications homogénes a une seule, car, étant donnée la suite

'y, Iy, Is. .., il suffit de substituer & toute suite [@,] la suite [»a—"w] La,
1"1 T2 . Fn

définition du produit homogéne par 1'équation (1), s'écrivant

Cn bn—s

n
I‘1F2"'rn szz(‘)rlr2"‘1—‘s FIFQ"'Fn—s’

on voit que, pour les nouvelles suites, on est ramené & la multiplication homo-
géne dont tous les coefficients Iy sont égaux a 1. On ne diminue donc en
rien la généralité de la question en adoptant, pour définition du produit homo-

géne de deux suites [a,], [bu], la suite de terme général

n
(6) Cp — Z as bn——s .
s=0

C'est ce que nous feroms. ¢, est d'ailleurs le terme général de la série qui re-

présente le produit formel des deux séries Dan et D ba.
Dans ces conditions, les opérations que nous avons définies jusqu'ici coinci-
dent avec les opérations formelles de méme nom, égalité, addition et multipli-

cation, effectuées sur les séries.
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En appelant suite paire, ou impaire, une suite dont tous les termes d’'indice
impair, ou pair, sont nuls, on voit que la somme et le produit homogéne de
deux suites de méme parité est une suite de méme parité, et que le produit
homogene de deux suites de parités différentes est une suite impaire.

Il résulte également de 1'homogénéité du second membre de (6) par rapport
aux indices que, si l'on mailtiplie les suites [a] et [b] terme & terme par la suite
[o"] des puissances d'un nombre quelconque p, le produit [a] - [b] est également
multiplié terme a terme par cette suite de puissances. Cette propriété se
conserve pour le produit homogéne d'un nombre quelconque de suites.

Lorsque les a, dépendent d'une variable x, la distributivité du produit ho-
mogéne pour l'addition permet d'écrire

[2’1 ay (xl) + As an (x2) + ot )'.u an ('Z',u)] . [b‘n] = i’ A [a'" (xl)] ' [bﬂ] )

les 4; désignant p constantes arbitraires, et les x; u valeurs particuliéres quel-
conques de x. Par exemple, en désignant par A la différence finie divisée

Aflg) =T @)= 1@

w w

on a

[%a(x)] (o} = Alla(a)] - (o]},

pourvu que [b] soit indépendant de x. Si, par exemple, [b] est fonction d'une
variable y indépendante de x, on aura

[Aa@] - [20dW)] = Aetslle (@) - W

Il est inutile d'insister sur ces considérations, et en particulier, l'extension au
cas de plus de deux séries serait immédiate.
4. Nous appellerons suite unité la suite

[11: 1,0,0,...,0....
Cette suite est caractérisée par l'identité

[1] - la] =Ia].
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Plus généralement, considérons les suites [a,] dont tous les termes autres que
celui d'indice zéro sont nuls. L’addition et la multiplication homogéne des suites
de cette nature fournissent des suites semblables, et se réduisent aux opérations
correspondantes sur les premiers termes. Nous appellerons ces suites les nombres,
et les désignerons encore par leur premier terme. Le produit homogéne d'une
suite [a.] et d'un nombre b est la suite [bay].

D’une maniére plus générale, on peut considérer les suites élémentaires
d’indice 7, c'est-d-dire les suites dont tous les termes autres que celui d'indice
r sont nuls. Une telle suite sera désignée par [a,|, » étant ici, non un indice
variable comme 7, mais l'indice de la suite élémentaire. Effectuer la multiplication
homogéne d'une suite [a] par la suite élémentaire [1,] revient a accroitre de »
les indices des termes de [a], les termes de ce produit, dont Vindice est inférieur
8 7, étant nuls; autrement dit,

[an] - (1] = [aws].

En appelant puissance 7¢ d'une suite [a] le produit homogéne de r suites

égales & [a], suite que I'on désignera par [a], on a évidemment
la]" - [a]*=][a]**,
et, en ce qui concerne les suites élémentaires,

[ao]r - af»
la]r = [{@"),].

Les sunites élémentaires se déduisent donc toutes, par multiplication homogéne,
des nombres et de la suite élémentaire principale [1,]; par conséquent toute suite
peut se déduire de celles-ci par addition et multiplication homogéne.

Aux puissances entiéres et positives d'une suite, on adjoindra la puissance
zéro, définie par

ce qui donne
[af =[1]=1.

5. La division homogéne de deux suites, ou, plus simplement, dévision, est
I'opération inverse de la multiplication homogéne. Le quotient de [a] par [b] est,
si elle existe, la suite [c] telle que

(7) 8] - [d=1al,
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et I'on écrira

®) ] = %

Tout d'abord, si [c] existe, elle est unique, car le produit [b] - [c] n'est égal &
zéro que si I'nn des deux facteurs est la suite zéro.

Supposons tout d'abord que [¢] = 1. La suite [c], si elle existe, s’appellera
la suite tnverse de [b], et on l'écrira

I
—1
[b] [b] .

Dans le cas ol [a] est quelconque, (7) définit toujours le quotient [c] si [b]
admet une suite inverse, car la multiplication des deux membres de cette équation
par [0~ donne

[e] = [a] - (8],

et, réciproquement, la suite ainsi définie vérifie bien (7). Autrement dit, une suite
(8], qui admet une suite inverse, divise une suite quelconque. Quelle est la con-
dition pour qu’il en soit ainsi? En désignant par b, et b5 " les termes généraux
de [b] et [b]71, on doit avoir

B b5 =
bobi Y + by B =

7

bobs )+ BB+ b b =

1

et ce systéme d'équations définit successivement bf)_l),bg_”, .. .,bs._l) pourvu que b,

diffétre de zéro. Par contre la premiére de ces équations est incompatible si b,
est nul. Donc, en appelant sndice d'une suite 1'indice du premier terme non nul
de cette suite, la condition nécessaire et suffisante pour qu'une suite admette une
suite inverse est qu'elle soit d’'indice zéro.

Cependant une suite [b] d'indice =1 divise une autre suite [a] pourva
que [a] soit d'indice au moins égal 4 7. En effet, l'indice d'un produit est égal
8 la somme des indices, et réciproquement si l'indice de [a] est supérieur ou

27 — 27377.  Acta mathematica. 51. Imprimé le 10 février 1928,
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égal & ¢, on peut diviser [a] et [b] par la suite élémentaire (1, sans modifier le
quotient, s'il existe, ce qui donne

b g d

n
opération dont le diviseur est maintenant d'indice zéro. En résumé, la condition
nécessaire et suffisante pour que [a] soit divisible par [b] est que son indice soit au
moins égal & celus de [b). L'indice du quotient est alors égal a la différence des
indices du dividende et du divisewr.

Remarquons que ce qui précéde s'éerit

la _ [a] (1]

B [l B
[1,~]

et I'on pourrait appeler inverse généralisée de [b] la suite 10k Cependant, on ne
peut attribuer 4 cette suite la notation [b]~", qui ne posséderait pas les propri-
étés essentielles des exposants.

Il est clair que l'on ne change pas le quotient de deux suites en les mul-
tipliant par une méme suite, ou en les divisant par une suite dont l'indice ne
surpasse pas l'indice du diviseur.

6. Etant donnée une suite [a] d'indice zéro, on appellera puissance (— )¢ de
a, et on l'écrira [a]™, la puissance 7¢ de l'inverse de [a], r désignant un nombre
entier positif. Il est clair que 1'ensemble des exposants entiers positifs et négatifs
posséde les mémes propriétés que les exposants de la notation algébrique.

Par exemple, considérons la suite

(9) [@:1,,1,..,1...;

le terme général de sa puissance ¢ est

(r) 7'(7'+I)~--(1'+n——1)
an = 1
n:

3

quel que soit le signe de 'entier », ou encore, en utilisant une notation classique,
al' =(— 1" (7). Si r est positif, a’ est le nombre des combinaisons complétes
de 7 objets = & n, et, pour r < 0, on voit que les puissances négatives de (9)

sont des suites limitées.
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7. Nous appellerons racine d’'ordre » (r entier positif) d'une suite [a], ou
puissance d'ordre :T> et nous 1'écrirons [a]:_, une suite [b] telle que
(10) (b = [a].
Or I'équation (10) définit [b] par le systéme d'équations
bo=a,

r—1
r bo bl = a,

+rb(’;—1b1;=an

Ty

les termes b; non écrits dans la (» + 1)¢ équation étant d'indice inférieur a n;
.et ce systéme détermine les b,(n = 1) sans ambiguité dés que b, est choisi,
pourvu que b, soit différent de zéro. Bn résumé, une suste [a] d'indice zero admet
r racines 1%, correspondant aux r racines 1¢ du premier terme a,.

Si [b] était d'indice 7 non nul, [b]" serait d'indice ¢r, donc une suite [a]
d’'indice non nul % n’admet des racines ¢ que si # divise %, l'indice de ces racines

étant alors le quotient e D'ailleurs on peut alors écrire

]~

[1] o (1

et l'on est ainsi ramené i l'extraction de la racine ¢ d'une suite d'indice zéro.
La racine (—r)* d'une suite d'indice zéro (r entier positif) sera définie
comme étant la racine 7° de l'inverse de cette suite.

,
Enfin on définira la puissance [a]* d'une suite [¢] d'indice zéro, r et s

étant deux entiers, par 1'équation

de sorte que le nombre de ces puissances est égal & s si 7 et s sont premiers
entre eux.

Toutes ces définitions peuvent étre traduites & l'aide des séries formées
avec ces suites, comme nous 'avons déja remarqué pour la multiplication homo-

géne. Considérons la série



212 René Lagrange.
ap+ g t+agti+ - Fantt+ -

dont les coefficients sont les termes de [a]. Il résulte des définitions précédentes

(r)

que an, ol r désigne un nombre rationnel de signe quelconque, est le coefficient

de t* dans le développement formel de
(11) (@o+art+agt?+ - +antt+ ) @y # 0

suivant les puissances entiéres croissantes de t. Remarquons d'ailleurs que sy
ne dépend que des # + 1 premiers termes de la suite, ce qui permet, en parti;
culier, de supprimer dams le développement de {11) les termes an+1, @ny2,...; On
est alors ramené a développer des puissances 7° de polyndmes. Dans ces condi-
tions, les coefficients de [a]" apparaissent bien comme étant des fonctions conti-
nues de 7, ce qui permet de définir ay par continuité pour toutes les valeurs
de » rationnelles ou non. Tout ceci s'étend naturellement aux valeurs imaginaires.
des exposants.

8. Produit diagonal. Outre les opérations classiques que nous venons de ré-
sumer, on peut introduire une opération particuliére aux suites, et qui joue un
role essentiel dans le calcul d'interpolation. Etant dounée une suite arbitraire

QE by, by, bas o s bne s

formons le tableau de ses puissances entiéres positives, d'ordre 1,2, 3,..., et soit
[a] une autre suite, également arbitraire. Nous appellerons produit diagonal de

(6] par la] la suite [¢] dont le terme général est

n
(12) Cp = 2 Qg 1(11—+u8) )

8=0

le qualificatif diagonal rappelant que les termes B9 de la somme (12} sont les

termes de la diagonale de rang % + 1, et descendant de droite & gauche, du
tableau des puissances de [b).

Cette opération, que nous appellerons multiplication diagonale de [b] par [a]
est distributive pour l'addition de plusieurs multiplicateurs [a), mais non pour
I'addition de plusieurs multiplicandes [b). D’ailleurs les deux facteurs [a] et [b]
jouent des roles essentiellement distincts, et l'opération n'est pas commutative
pour des suites quelconques. Remarquons cependant que si l'un de ces facteurs
est la suite unité, le produit diagonal est identique & l'autre facteur.
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La non commutativité de la multiplication diagonale n’est pas un grave
inconvénient, car la propriété la plus essentielle des opérations appelées >multi-
plication» est l'associativité. Or l'opération (12) est associative.

Avant de le démontrer, établissons la formule remarquable

n
(13) 7:- - Z 1:—-+-: )
7 désignant un entier positif ou nul. Pour 7 =0, (13) est une identité, et pour

=1, elle se réduit & la définition (12) de [c]. Démontrons donec (13) par ré-

currence, en la supposant vraie pour ». Par définition,

n
c"r+1 Z ) cﬁ,l_.,,
d’ot I'on déduit, grice a (12) et (13),

ot i Z g g b(r+3) bnljf)—t,

n n—s n—s—t
(r+1 1) + 1+¢
en )=2 al o > AR T
8=0 t=0 =0
o <) ) )
1 r+s+t+1
=D D as @ bil
8=0 {=0

en posant s+ ¢t=h, il vient enfin

r+1) Z Z (r) ;nl)—a 1(:‘-_Hl+l) ’

h=0 8=0

qui n'est autre que (13) pour l'indice supérieur r + 1.
Ceci établi, si nous adoptons la notation

[c] = [a] : (8]
pour représenter la multiplication diagonale de [b] par [a], 'associativité résultera
de l'identité
(14) (la] : (8] : [d] = [a] : {[B] : [dl} ;
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si nous désignons par [f] la suite au premier membre, c¢'est-d-dire le produit
diagonal de [d] par [¢], nons avons

Q . i+
= Z Cs dﬂ—: y

&8=0
ou, compte tenu de (12),

f= 3 S ah )

=0 t=0

n n (
(1+1) 1+8)
:Zatzbs—t dna,
=0 8=t

or la derniére somme s'écrit

n—t

2 b(l+t) d-,::t H ,

ce qui, en vertu de (13), est justement le terme d'indice »—t¢ de la puissance
(1 + ¢ du produit diagonal [b]:[d]; fu est donc le terme d'indice » du produit
diagonal an second membre de (14), ce qui démontre notre proposition.

L'associativité permet de définir sans ambiguité le produit diagonal de plus
de deux suites, données dans un certain ordre, et I'on pourra désigner un tel
produit par la notation

[a] :[B):]e}:[d):...

Remarquons que le produit diagonal de suites toutes paires ou impaires est
impair sauf lorsque tous les facteurs sont pairs.

9. Lorsque les suites [a] et [b] sont d'indice zéro, la formule (13) subsiste
pour les valeurs entieéres négatives de ». Pour le voir il suffit de montrer que le
produit homogéne de deux suites définies par le second membre de (13), relatives
a deux valeurs entiéres r et »' de r est la suite analogue relative & I'indice 41,
quels que soient les signes de r et #. Or le terme d’indice » de ce produit
homogeéne est

n vy n—y

33 a6 b

=0 &=0 t=0
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n—sa

22" Sal al” Zb"“’ B,
§—=0 =0

y==R

n n—$§

— Z Z (r’) bs:-i.r_+a+l)
8=0 {=0

et, par suite, en posant s+t=¢,

n
Z a£r+r) bslri-'r +1)

’

n 2
2 2 b(r+r +1) a(r)a’fr_)s=
i=0 §=0

Le calcul est d'ailleurs semblable & celui du paragraphe précédent. En faisant,
par exemple, = —r, notre proposition entraine l'identité des deux membres de (13)
pour les valeurs négatives de . Plus généralement, si I'on désigne par ¢, . le
deuxiéme membre de (13), on a

[er,a) * ler,n] [ern] - o = [ertrsrse.. ],

et cela quels que soient les nombres »,4’,+”, .. .; en particulier, prenons » =f—; , et

formons la puissance homogéne ¢¢ de [¢, ). Il vient

[er, n)? = [ep, al,
et, si p et ¢ sont entiers,
ler,a)? = [c]?,
done '

[er,] = [e]e -

La formule (13) s'étend donc aux valeurs rationnelles de r, et, par continuité,
aux valeurs incommensurables de cet indice, a4 condition de supposer toujours
que les deux suites [a] et [b] sont d'indice zéro.

On peut encore généraliser ce résultat. Reprenons (13), ol » désigne un
nombre quelconque, et multiplions les deux membres par b.[,’l,,, ol 7 est un nombre
également quelconque, et » un entier positif. Faisons la somme, membre a4 membre,
des équations ainsi obtenues, relatives aux valeurs 0,1,2,... v de n. Il vient

é (r) b(r) _Z Z (r) bslr+:) b(r)

n=0 n=0 8=0
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— Z (r)z b(r+v) ‘Sr_)”

n==8

_ 2 (r) b(r+r +3)

done
(15) [b]f'-[[a}:[bnf=[2 AV +'>]
&=0
En particulier, #’=-—1# donne la formule assez remarquable
][ S
16 - = bn—a )
09 (5] = [ 2

dont nous aurons & nous servir plus loin. En convenant d'effectuer, dans toute
succession de produits homogénes et diagonaux, d'abord les produits diagonaux,
puis la multiplication homogéne des suites obtenues, on peut écrire {16)

(16) B (o] ] — [z"m b<:>_,]‘1;

Par exemple, pour =1, on voit que le terme général de la suite [b]7*-[a]: [b] est
(17) Zas ﬂ-—l;

en comparant le second membre de (16') 4 (17), on peut donc écrire la formule
remarquable’

(18) (8] - [a]: [b] = ([ - [a] : [B])".

10. Nous avons déja remarqué que le produit homogéne de deux suites est
multiplié terme i terme par [¢"] en méme temps que ces deux suites. En parti-

! L'opération an premier membre de (18), considérée par rapport & [a] et [b], n'est pas asso-
ciative. La multiplication diagonale est la seule opération de la forme

ou « et B sont deux constantes, qui posséde cette pi-opriété.
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culier, si une suite [b] est multipliée terme & terme par [¢"], il en est de méme
pour toute puissance de [b]. Il résulte de 13 que si 'on multiplie terme & terme
par [o" les deux facteurs [a] et (8] d'une multiplication diagonale, les deux termes
as et B2Y) au second membre de (12) sont multipliés respectivement par ¢* et ¢" %,
et le second membre est lui-méme multiplié par ¢®. Done le produit diagonal
de deux suites est multiplié terme & terme par [9"] si ces deux suites le sont.
Cette propriété résulte encore de l'expression de la multiplication terme &
terme d’'une suite par [¢"], & l'aide de la multiplication diagonale. On a en effet

[a]: 0 = [e"** an),
0:[a] = [ean),

ou ¢ désigne, suivant notre convention, la suite nombre [g)); par conséquent

(19) :a]: @ = (e an).

-

Lorsqu'on multiplie terme &a terme par [¢"| les deux suites [a] et [b], le produit
diagonal [a] : [b] devient done, grice A (19),

I

I

~:lal:e:=:{b): 0,

Q[]eg (8] :e
ou, en remarquant que

9'£~I

o ,

1

—:lal:(b]:e;

o [a] : [8]: ¢

et ceci est bien identique au premier membre de (19) lorsqu'on y remplace [a]
par [a] : [b].
Examinons encore ce que donne la multiplication diagonale d'une suite [4]

par {¢"]. Nous avons vu au paragraphe 6 que

=[]
done

(20) =7 Ye].

Ceci résulte encore de ce que la série
28 — 27371. Acta mathematica. 61. Imprimé le 10 février 1928,
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1+ot+o 3+ - o tn+ -

étant le développement de 1_—19_’ la série associée & [o"|" est le développement de

(1—e?)~". On déduit de (20) que

al: o = [ Sal,”) eﬂ—s],

8=0

ce que l'on peut écrire symboliquement

(21) la] : [¢"] = [(a +0o)"],

& condition de remplacer, dans le développement de (a+¢)* par la formule du
bindéme, les puissances a® de la lettre a par g,, En particulier, on a

(22) o] : [e™) = [le+ )],

le second membre contenant une véritable puissance. On peut donc dire que le
produit diagonal de plusieurs suites de puissances est la suite des puissances de la
somme des arguments.

11. Suites adjosntes. A toute suite [a] d'indice zéro on peut faire corre-
spondre une suite [@] bien determinée telle que 'on ait

(23) [@]: [a] = 1.

L’identification terme i terme des deux membres de (23) donne en effet le systéme
d’équations
Ay Gy =1,

R o 00(2) dl= 0,
(24)

e ao(n+1) An= o,

")

les termes non écrits dans chaque ligne étant déterminés par les équations précé-
dentes. Le coefficient de d, dans l'équation de rang n+1 est a,**V) 0, done
@, est déterminé sans ambiguité, et, en particulier, on voit que [G] est également
d’'indice zéro.

La correspondance entre les deux suites [a] et [@] est d’ailleurs réciproque,

car si I'on multiplie diagonalement par [a] les deux membres de (23), il vient
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donc la suite [a]:[@) = [¢] est telle que le produit diagonal de [a] par [¢] soit [a].
Or l'identification de ce produit avec (a] donne un systéme d'équations dont les
premiers membres sont ceux du systéme (24) ou [d] serait remplacé par [¢]; [c] est
donc bien déterminée; d’autre part, la suite I jouit de cette propriété, d'ou I'on
conclut que

(25) la]: [a] = 1.

Deux telles suites [a] et [a] seront dites diagonalement inverses, ou, plus simple-
ment, adjointes. En appliquant & ces deux suites la formule fondamentale (13),
nous pouvons donc¢ énoncer le

Théoréme. A toute suite [a] d'indice zéro correspond une suite unique (@) dont
le produit diagonal par (a] soit Vunité. Il y a réciprocité entre ces deux suites, et

Von a entre elles les relations

n
(26) Salal = a7,

8=0

quels que soient les nombres r et r'.

On voit aisément que l'adjointe d'une suite paire est une suite paire. Ce
que nous avons dit de la multiplication terme & terme par [¢"] nous montre que
I'adjointe de [a.0"] est [d,0"], en désignant toujours par [@] l'adjointe de [a].
Par exemple, la suite adjointe de [¢"] est [(—o)"], en vertu de (22), et celle de

I
o est o

Lorsque la suite [a] est telle que la série
@ (t) = Z an t*
n=>0

converge dans un cercle de rayon non nul, il en est de méme de la série adjointe.
Pour le voir il suffit de 'admettre et d’en déduire l'existence d'une fonction

EI; (t) = 2 a, ",
n=0

holomorphe & l'origine, et pouvant &tre définie i partir de ¢ (f) de fagon que les
suites des coefficients soient adjointes. Posons, en effet ‘
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W)= to() = San 1,

PO= 10— 0,

et formons ¥ (yw(t). Il vient

Zd v+1z a’ g
—0

= 8=0

ou, en posant y + s =mn,

© n
)=t a,alt)
n=20 =0

=t.

Done pour que [d] soit adjointe de [a], il faut et il suffit que 9 (f) soit la fonction
inverse de (f). Or on sait que toute fonction réguliére pour ¢{=o0 et dont la
dérivée n'est pas nulle en ce point admet une fonction inverse également
réguliére pour {=0. On peut donc énoncer le

Théoréme. Une suite [a] majorée par une suite de puissances admet pour
adjointe une swite jouissant de la méme propriété; et les sommes des séries entibres

D ant™t, D antrt sont des fonctions inverses U'une de Uautre.
n=0 n=0

12. Etant données deux suites [a] et [b], [a] étant d'indice zéro, appelons
quotient diagonal de [b] par [a] la suite [¢] dont le produit diagonal par [a] est égal
a [b]; on doit done avoir

(27) la] : [e] = 2]

I'identification des deux membres terme & terme met bien en évidence l'exi-
stence d'un quotient unique [¢], mais il est plus simple de multiplier diagonale-
ment les deux membres par la suite adjointe [a] de [a]; (27) entraine alors

(28) [e]=1al : [2],
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et, réciproquement, le produit diagonal des deux membres de (28) par [a] entraine
bien (27). Autrement dit, le quotient diagonal de [b) par [a] est.le produit diagonal
de [b) par Uadjointe de [a).

La non commutativité de la multiplication diagonale conduit & définir une
deuxiéme sorte de division diagonale. [a] et [b] étant les deux mémes suites, nous
appellerons quotient diagonal adjoint de [b] par [a] la suite [¢] qui, multipliant
diagonalement [a], reproduit [b], c’est-d-dire telle que 'on ait

(29) [c] : [a] = [8].

La multiplication diagonale de [@] par les deux membres de (29) entraine

(30) (el =[8] : [d], -

et réciproquement, (29) est une conséquence de (30). Donc le quotient diagonal
adjoint d'une suite [b] par une suite (a] d'indice zéro est le produit diagonal par [b]
de Uadjointe de [a]; c'est encore le quotient diagonal des suites adjointes de [a] et
(8], permutées.

Si l'on permute les roles de [a] et [b], les deux quotients diagonaux sont
donc remplacés par leurs suites adjointes. _

13. A la définition de la multiplication diagonale se rattache la définition,
par récurrence, des puissances diagonales entiéres positives d'une suite arbitraire.
En outre, on peut définir les puissances diagonales entiéres négatives d'une suite
[@] d'indice zéro & l'aide des puissances entiéres positives de son adjointe. En

désignant ces puissances par la notation [a]'*, on aura
[a]:r : [a]:a . [a] . [a] :(r+8+!))

et cela quels que soient les entiers positifs ou négatifs r, s, £

Par contre, lorsqu'on veut définir les racines diagonales d'une suite, des
complications peuvent se présenter, méme avec des suites d’indice zéro. Cependant,
lorsque a,=1, on peut définir sans ambiguité toute racine ¢ de [a], » étant un
entier positif ou négatif; dans ce dernier cas, il suffit de considérer 1'adjointe,
dont le premier terme @, est également égal 4 1. D’une maniére générale, on
peut donc définir toute puissance diagonale rationnelle d'une suite de cette nature.
Nous n’insisterons pas plus sur cette question, qui ne présente pas d'intérét pour
la suite de ce travail.

14. A titre d'application, considérons la suite
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Toute suite de la forme a,=1,a,+0,a,=as="--=0 se raméne i [a] grice &
une multiplication terme 4 terme par une suite convenable [¢"]. Son adjointe
[@] est déterminée par les équations

(31) do———l,
(32) an—gan_1=o.

Done, si I'on désigne par ¢(x) la fonction génératrice de [a], que nous savons

exister,

9 o) = S,
il résulte de (31) et (32) que
(33) pla)— pr=1,

et, par suite, compte tenu de ¢ (0)=1, que!'

o 1=ViTee
P\x)= z ,
on en déduit que

(34) G, L35 zn—1),

(n+1)!

Nous verrons d’ailleurs au chapitre suivant que ce résultat est un cas particulier
d'un théoréme général.
Pour former les puissances de [a], remarquons que la série associée i [a] a

pour somme

! Ce résultat s’établit encore immédiatement en écrivant que x ¢ () est la fonction inverse
2
de la fonction :L'—azc—-
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T
de sorte que la série associée & [a|” est le développement de ( I ——; x) suivant les

puissances entiéres de 2. On a donc

(35) =) (1)

et les relations
n .
Ddait?=o n=1
=0

qui lient les deux suites adjointes fournissent les équations

S (grr) eslaama

=0 n—s (s+1)!

> k] I3
ce qui s'éerit encore

(36) Z (_—_I)s(s+ 1) (23) .

o ST1 \n—1 s

La formule (26) va nous conduire i des relations plus générales, mais il

nous faut déterminer les puissances de [@]. Nous savons déja que

o) - 1-3-5-(2m+1)
(37) On T 20n41=2 (n+2)! ’

d’autre part 1'équation (33) entraine
zo@)y*t?—2¢@t+29(x)=o0,

d'ot I'on déduit, entre les termes de trois puissances successives, les relations de
récurrence

(38) it =2 @ —avh)-
En faisant #=1, compte tenu des expressions (34) et (37), on déduit de (38)
que

- 1-3-(2n+1
a§)=2-3-(n+1)———3(n_*_(3——)! );
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ensuite =2 donne

1-3--(2n+3)

v =2-4-(n+1) Al

D'une maniére générale, on vérifie par récurrence que, + désignant un entier

positif,

=@r) 1, _ I'3'5"'(2H+21‘—I)
(39) an =22r)(n+1)(n+2)-- (n+r—1) t2r)] ,
et
(40) dﬁ?r+l)=2r(2r+ 1)n+1)(n+2) - (n+tr) 1-3- '5"'(2n+2r——1).

(n+2r+1)!
En portant les expressions (35) et (39) dans l'égalité
n ! r
Z d§2r) a(;;l-i) — a;r —27) ,
£=0
on obtient la formule
n ’ ’
(—1)rf2r+2s\ (¥ +s\ _ [r'—2r)
(41) Z r+s s n—s] n ’
§=0
de méme 1'égalité
hid ! r
Z d'(?2r+1) as:-_-l;s) — ag —2r—1)
$=0

donne, grice a (35) et (40), la formule

(42) é(__z%}—:_ll) (27':—23) (in'j-_z) _ (r’—- an_l)'

Les formules (41) et (42) ont été établies sans faire aucune hypothése sur le nombre
¥, r et n étant des entiers positifs quelconques. Or, les deux membres de chacune
de ces formules étant des polyndémes en #, et conservant un sens quel que soit 7,
leur égalité, pour les valeurs entiéres positives de » entraine leur identité; ces

formules sont donc valables quel que soit . En remplacant respectivement dans
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ces formules 27 et 27 +1 par 7, on voit, en définitive, que (41) et (42) sont, sous
deux formes légérement distinctes, la méme identité

a 20000

valable quels que soient r et #/, et pour toutes les valeurs entidéres non négati-

ves de =x.

En comparant (43) & la relation générale
Z as a?zrjss = 5{ —_r)’

compte tenu de (35), et remarquant qu'un tel systéme d'équations définit entiére-

ment les as)(r:o, 1,2,...), on voit que la puissance 7% d'exposant quelconque,
de [@] a pour terme général

(44) Ggn_ r2" 7*+2n\_
" r42n\ n

Celui-ci s’écrit encore

<1 __ r(r+zn—1)! _rlrtn)rt2) - (rt2n—1)

2" n! (r +n)! 220l (r+1)(r+2) - (r + n)

On en déduit que le développement suivant les puissances entiéres de x d'une
puissance ¢ quelconque de la fonction @(x) est

1—Vi—2z orr+1)r+2)(r+2e—1) (x\"
( x ) ‘Z"‘ Mor+1)(r+2) 0+ n) (2)3

et, par suite,

Y Y
(45) (f—ll—z—gb) =‘F(7—,’ ;L'Iyr+1;2m)-

V;*_) satisfait 4 V'équation diffé-

En particulier, on peut vérifier que (
rentielle

29 — 27377. Acta mathematica. 61. Imprimé le 10 février 1928.
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x(1—2x)y” +[(r+1)— (27 + 3)a]y’ — ;—yzo.

En appliquant & la fonction hypergéométrique au second membre de (45)la

transformation

I I
F(1'+zs+ —,r+~,27'+1;x)=
2 2

il vient

en posant ———=1¢, on obtient ainsi le développement’
—_Vi—_#" . .

(46) (V1+t V1 t) = (1;?‘+‘I"7—+I;t2)'
t 4 4 2 2

CHAPITRE 1II.
Les suites d’interpolation.

15. Jusqu'ici nous avons raisonné sur des suites de nombres. Lorsque les
termes des suites sont des quantités variables, les résultats des opérations définies
au chapitre précédent sont généralement des suites variables. En ce qui concerne
I'addition et la multiplication homogéne, les suites de polyndmes Pn(z,v,2,...)
dont le degré est égal a l'indice sont particulidrement intéressantes, car leurs

Qw)r sont des

! On pourrait se demander si, plus généralement, les fonctions ( p
28

fonctions hypergéométriques de 2. Il n'en est rien, tout au moins quel que soit 7, pour les va-

1
leurs de s auntres que —.
: 2
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sommes et produits homogénes sont des suites de méme nature. Nous nous bor-
nerons ici & de pareilles suites de polyndmes 4 une variable.

Proposons nous de déterminer foutes les suites
[P(.’l/')] Po(x)a Pl(x),---) Pn(x)17
de cette sorte telles que Uon ait identiquement

(1) [P (2) - [P(y)] = [Pe]],

2 étant une fonction des variables tndépendantes x et y.

i)

PN . X
Nous savons déja que la suite [—

n']’ et, plus généralement, les suites

n!

[x(x—w)--~(x—(n—l)w)]

possédent cette propriété, z étant alors égal & x +y. Mais la solution du pro-
bléme est beaucoup plus générale.
Tout d’abord, l'identification des deux membres de (1) donne, pour n = o0,

(2) P2 = P,y;

P, =0 entrainerait P,(2) =0, donc P, (x) =0, et 1'on verrait de proche en proche
que P,(x)=o0. La seule solution acceptable de (2) est donc

Py=1.
En écrivant l'identité des deux termes d'indice 1, il vient ensuite
(2) P, (x)+ P, (y) = P, (2),

donc z est de la forme xz +y +a, a étant une constante; mais alors le change-
ment de variable (x,xz — a) permet de faire disparaitre la constante a, et nous

sommes ainsi conduits & déterminer les suites [P, () telles que l'on ait Py=1 et

(3) [P(@) - [P(y)] = [Pz +y).

(2) s'éerit alors

P,(x)+ P, (y) = P, (x + y),
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¢’'est-d-dire

(4) P (o) =o.
D’ailleurs 1'équation générale de (3) s’écrivant

n—I1

(5) Pn(x+']/) Pn _LP" ZP:; n—a n =2,

on en déduit

n—1

= 2 Bi0) P

Grace 4 (4) et & cette relation, on voit immédiatement par récurrence que
(6) P,0)==0 n=1,2,3,...

Ceei établi, dérivons (5) par rapport & x, puis un nombre quelconque de fois,

soit » — I, par rapport & y; il vient successivement

(7) Pn(x+j P, T+ZP8 Pns

a-—1

(8) ZP' ) P2 (y),

les indices supérieur étant ici des indices de dérivation, et non des exposants
de puissances homogénes. Pour x =y ==0, (7) se réduit & unec identité, en vertu
de (6); (8) devient

n-—-1

() O=ZEOPIE r=2sm

et ces équations sont les seules qui permettent de déterminer les coefficients de
P.(x) en fonction de ceux des polyndmes d'indice moindre. Elles fournissent
Qailleurs les valeurs de tous ces coefficients sauf celle de P’ (0) qui demeure
arbitraire. La suite des polyndmes en question dépend donc d'une suite numérique
arbitraire, dont les termes s'introduisent successivement dans les polyndmes P, (x)

et suivants.
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Considérons donc une suite numérique
a: ag,ay,a4,...,a4,...,

et formons le développement formel, suivant les puissances entiéres de 7, de 1'expression
x

(10) (1+at(ay+a t+a, 4+ )9,

ol « désigne une constante arbitraire. Ce développement est

3

=0

T RIR

a’t’(ao+a1t+a2tﬂ+---)~::2 Z z,a), a gv) v+s,

N

ol [aff’] est la. puissance »* de [a], et oi l'on a posé

(11) (x)a)v::Jc(x~a)--~(:c!—(v——1)a);

en posant v+ s=mn, le développement de (10) devient donc

Z”‘Z ahayl,,

=0

en convenant, suivant l'usage, de remplacer (z,q), par 1. On peut donc poser

(12) (1+at(ao+a1t+a2t2+~--));=2 P,(x)t",
ne=g

P, (x) étant le polyndme, de degré =,

(13) Pa@) =3 (@, o) af?,

y=0

Or il résulte de la forme de la fonction génératrice (10) que I'on a formellement

D@ 3 Puly) tn =3 Palwty)tr,
n=0 n=0

n=0
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donc les polyndmes P, (x) constituent une solution de (3). D’ailleurs, on a
bien P,(x) = a," =1, et chaque polynéme P, (x) dépend de la constante arbitraire
supplémentaire a,_;. La suite de ces polyndmes apparait ainsi comme étant la
solution la plus générale de notre probléme. Toute suite de cette nature sera

appelée une suite d'interpolation, et sera représentée par la notation

"

(e, e, )] = [ S @, a) afl,

v—0

Ceci s'écrit encore’, en vertu de ce qui a été dit au paragraphe 9,
(14) [z, e, [a]] = [a]7* - [z, 0] : [a].

Pour [a]==1, cette suite se réduit & [, ], que nous distinguerons de la suite
d'interpolation la plus générale par le nom de sucte newtonnzenne.

L’opération (14) n'étant pas aisément maniable, il est utile de remplacer sa
considération par celle de la multiplication diagonale seule. Or ceci est possible
grice a la notion de suite réduite. Etant donnée une suite [a], appelons suite

réduite la suite dont le terme général d’indice n est «,y1, auntrement dit la suite

. la]—a,
(1) [“}_"[Il] :

Au lieu d'effectuer la division par la suite élémentaire principale, on pourrait
d’ailleurs diviser par une suite élémentaire quelconque [4,].

Dans ces conditions, 1'opération
(16) [c) = [a}7*-[8) : [a]
entraine, avec la définition et la notation des suites réduites,
(17) e =[#]": [a],
pourvu que le facteur [4,] soit le méme pour {4] et [¢]. Eu effet, pour =1, (16)
s'écrit

n
\ is
Cn = Z bs a;:).,s )
§=—1

car a” =o, et il suffit de changer # en n+1 et s en s+ 1 pour obtenir (17).
Inversement, on sait que (16) entraine la relation (18) ch. I, d'od l'on déduit
(18) ([} = [[6)]": [a] .

'1l n'y a aucune confusion possible, lorsquon n'a pas i mettre en ¢vidence l'indice 7, &
éerire [z, , {a]] pour [{x, a, [a}n).
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Dans le cas des suites d'interpolation, tous les termes de la suite autres que le
premier étant divisibles par x, nous appellerons, sauf avis contraire, suite réduite
de [z, ¢, [a]] la suite

¥

[z, e, [al) = =@ la]|~1 ,

(2]
et nous aurons alors, au lieu de (14), I'équation remarquable

(19) z, 2, la]]' = [z, o": a] .

En résumé, la suite d’interpolation la plus générale est telle que son premier
terme sott égal a 1, et sa suite réduite égale au produit diagonal d’'une surte arbitrare
[a) par une suite newtonnienne réduite.

Il résulte inmédiatement de (14) que le produit terme & terme par [¢"] d'une

suite d'interpolation est encore une suite d'interpolation, savoir

(20) ) ‘ gn (ﬁ, a, [ap])‘ll = (Qx, oa, [gp apl)" ’

p désignant un indice courant, ainsi que =.

Tel est le caractére d’homogénéité des suites d'interpolation. D'ailleurs, les
différentes suites ainsi déduites d'une suite d'interpolation peuvent étre considérées
comme non essentiellement distinctes les unes des autres.

16. Dans une suite newtonnienne, tous les termes Q’indice supérieur a1
s'annulent pour x=o0 et z=e, a pouvant d'ailleurs étre nul, dans quel cas x=o0
est un zéro double. Cette propriété caractérise les suites newtonniennes parmi
les suites d'interpolation. Remarquons tout d’abord que a et [a] ne sont pas des
données essentielles pour définir une suite d'interpolation; en remplacant, au premier

]

) X x . ) .. .
membre de (12), I'exposant = par - -, on voit que l'on peut choisir ¢ arbitraire-
a [24

8

ment, pour une suite d'interpolation donnée, et qu'alors la suite [a] est entiérement
déterminée. Dans ces conditions, si une suite d'interpolation [P,(x) est telle
que l'on ait '

P,(0)=P,(e)=0 n=2

prenons le paramétre « de la formule (12) égal & ce zéro.

La formule (13} entraine alors, pour x=e, a,—1=o0(n>1}, donc

[a] = [a],
et, par suite
P, (z) = a,* (z, a), .
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La suite en question est donc le produit terme & terme, par une suite de puis-
sances, de la suite newtonnienne [z, «a], donc non essentiellement distinete de cette

derniére. D'ailleurs on a
o" (:L‘, a),. = ((’x, ga),, .

D'une maniére générale, remarquons que l'on peut rendre homogénes les

polynémes P, (r) d'une suite d'interpolation, grice 4 la transformation

(P,. @), # P, (“))

Py(x,2)=2"P, (m) )
z

En posant

on déduit immédiatement, par le changement de x et y en ; et 1—; » et par la

multiplication terme & terme par 27, que
[Pa(2,2)] - [Pa(y,2)] = [Pn(x +y,2).

On voit alors que la multiplication terme a terme d'une suite d'interpolation
par [¢"] revient au changement des variables = et z en oz, oz.

On vérifie aisément que les suites de puissances sont les seules par la multi-
plication terme i terme desquelles une suite d’interpolation se transforme en une
suite de méme nature.

Signalons encore que I'on peut caractériser une suite newtonnienne par la
propriété que

Prii(ne)=o0 n=23....

17. En vertu de la remarque faite sur l'arbitraire du choix du paramétre «
dans l'expression d'une suite d'interpolation, une suite newtonnienne [z, 8] peut se
mettre sous la forme

lz, 8] = [z, a, [all;

autrement dit, une suite newtonnienne rédutte divise diagonalement toute suite new-

tonnienne réduite. Pour déterminer le quotient constant [¢], défini par

=, 8] = [z, e]": 4],

donnons & « la valeur particuliére «. En remarquant que
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[a7 a]’ = I b
il vient ainsi

[a] = [, 81",

ce qui fournit la formule remarquable

(21) [, B = [, a]": [ar, 6.

En donnant & « la valeur particuliére 8, (21) devient

(22) 1=[8,e]': [, 61,

done on passe d'une suite mewtonnienne réduite a4 son adjointe en permutant les va-
leurs de Uargument et du paramétre.
En revenant aux suites newtonniennes elles-mémes, 1'équation (14) s’écrit ici
. (8)
78
(x7 ﬂ)" = 2 (x7 a)ﬂ (ar ﬂ) n—s -
8=0

Nous verrons un peu plus loin que les coefficients (@, 8%, sont les valeurs

d'intégrales curvilignes simples.

L’application faite au paragraphe 14 se rattache a la théorie des suites
newtonniennes. En effet, pour qu'une suite newtonnienne, soit limitée il faut et
suffit que la valeur de l'argument soit un multiple de celle du parameétre. La
suite newtonnienne la plus simple est done [—2, —1], dont la réduite est

[—2, —1): 1, =570 0

L’adjointe de celle-ci est

ce qui démontre la formule (34) établie directement an § 14.
L'équation (33) du méme paragraphe s'établit également a l'aide de l'algo-
rithme des suites. On a, en effet

! On vérifie d’ailleurs que les fonctions v (f) et p (f) du paragraphe 11, associées & (B, &) et
8 a

I+et)—1 . _ (a+888 —1

'(‘_aﬂ)__ el Plt) = L -, qui sont bien inverses I'une de l'autre.

30 — 27377. Acta mathematica. 51. Imprimé le 10 février 1928.

(¢, B sont y ()=
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6] = [—1, _2]'=M,

(1))

done,

) — [—1,—2]2—2[—1,—2]+1 [—2,—2]—2[—1,—2]+1

(1] - (1]

_2=2[=1, —2]+2[(—1)]

T ’

en divisant haut et bas par ((—1),], il vient

I—_ ——

@ =2

donc la suite [@] vérifie 1'équation
([@)*[1,] —2 [a]+2=0

qui est précisément (33) Ch. I écrite avec notre algorithme.

18. Plus généralement, considérons deux suites d'interpolation [z, e, (a]] et
[x,8,(b]]. Les deux suites réduites étant les produits diagonaux de deux suites
constantes respectivement par [z, et [z,8]’, qui sont dans un rapport diagonal
constant, il existe une suite constante [¢] telle que

(23) [, 8, [Bll'= [z, e, [a]]": [c];

autrement dit, deux surtes réduites d’interpolation quelconques sont divisibles diagonale-
ment Uune par Uautre.

Donnons & « la valeur ¢; en remarquant que

o, @, [a]] = [e, of": [a] = [a],
(23) fournit la relation

[e, 8, [B])' = [a] : [c],
{[6] = [d]:[e, 8, (8]
= (@] : e, B]: [B].

! Par exemple, on en déduit que deux suites d'interpolation sont identiques si elles sont
égales pour une valeur particuliére de la variable.

d’ou

(24)
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En mettant en évidence les suites d’interpolation elles-méme, (23) s'écrit,
(23) [z, 8, [B]] = [¢]* - [z, @, [a]] : [d].

Pour que les deux suites d'interpolation soient identiques, il faut et il suffit que
[c] soit égal & 1, donc toutes les représentations possibles [z, 8, [b]] d'une suite
d'interpolation donnée [r, ¢, [a]] sont définies par’

(25) (8] = [8, @, [a])".

19. Deux suites d'interpolation réduites [z, a,[a]]’ et [x,8,[b]]" se déduisant
une de l'autre par la multiplication diagonale (23), la relation (13) Ch. I nous
donne, quel que soit r si [a] et [b] sont d’indice zéro,

(26) (.6 1B, = 3 (@ a,[a))," ¢i2);

cette équation fournit l'expression d'une puissance quelconque d'une suite d'inter-
polation réduite en fonction des termes de la méme puissance d'une autre suite
d’interpolation réduite.

En particulier, faisons [a]|=1, a=g. (26) devient, aprés changement des no-

tations,
r hid r
(27) (@0, (a)d” = 3 (@ o) anss';
8—=0
pour r=—1, (27) montre que l'inverse d'une suite d'interpolation réduite s'exprime

par l'équation

(28) o, alf 1= = [2 of a,:—,”]

§—=0

! 11 résulte de la définition des suites d'interpolation que le produit de deux telles suites de
méme argument est une suite de méme nature; on peut done écrire, pour des choix convenables

de y et [8],
[(L‘, @, [a]] ' [(B, ﬂ: [b]] = [m))’) [C]]
A T'aide des suites réduites, ceci s'éerit
[, y, (] =[2,] [z, a,[a]] - [z, 8, () + [z, &, [a]] + [, B, [B])".
Pour x = o, il vient donc
[0,7):[c] = [o, a]: [a]+[o, A': (8],
et cette relation s'étend immediatement & un nombre quelconque de suites d'interpolation. Par

exemple, le produit d’'un nombre quelconque de suites de la forme [x,0,[a]], différant par leur
base [a], est une suite de méme nature dont la base est la somme des bases des facteurs.
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Les inverses des suites d'interpolation réduites sout assez remarquables. Tout
d’abord il résulte de leur définition que, de méme que les suites [z, «,[a]]’, ce sont
des suites de polyndémes dont le degré est au plus égal a l'indice. En outre, ces
polyndmes sont pairs, & l'exception des deux premiers. En effet, en mettant en
évidence la suite [z,a,[a]] elleméme, la définition de la suite inverse en ques-
tion s'éerit

(29) [z, e,la] —1] - [z, e,[a] V= [z] -

Multiplions les deux membres par [— z, e, [a]]. Compte tenu de la propriété
qui définit les suites d'interpolation, il vient
1—[—z,a,[a)] [z,e,[a] ™" = 2] - [~ 2, e,]a]];

ceci 'écrit encore
[z, @, [a])’ =0+ [z]] - [— =, o, [a]] —1] =— =] =[(—2)] .
et la comparaison avec (29) donne bien
[z,a,[a]]’ =V + [1,] = [— 2, ¢e,[a) 1,

qui démontre la proposition énoncée.

20. Dans le cas particulier des suites newtonniennes, les polynémes (x,a)'n
étant homogénes en = et a, il en est de méme pour les termes de [z, ¢’ ™. En
outre, [r,e] ™ se réduit & 1, en méme temps que [z,e]’, pour z=ca. Donc
tous les polyndmes (z,a)n sont divisibles par z — a; en outre, pour # = 2, leur
parité exige qu'ils contiennent x® — a® en facteur. Les premiers de ces polynd-
mes sont d’ailleurs

(x’a)(,)(—l) =1

-y _T—a
(Z‘, a)l 2

2 2

o T e
(.’I),a)g == 2. 3' )

- elet—d)
(.’E, a) 4l 4
(2,0 — — @) (=194,
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(2, )" =@ (x* —@®) (x* — 9 &)
’ 4.5!

-y —se(@®—d’) 2z —61a’2® + 275 o)
4!7! T

’

1 1),
Pour ¢e=o0, z=1, on a (I,O),,z;? et les nombres (1,0)," V. gtant tels que
T'on ait

n

I — "—
ZST(I'O)IS‘—IG):(I)O)ﬂ( 1)+£l,ﬂ1 é&1,1=1, 6'1,11,:0 ’ﬂ-‘-#:I,
=0

e . S
sont précisément les nombres de Bernoulli, au facteur: ; prés. Nous poserons
n!

"(—1)

(30) w=(1,0)a" '
de sorte que les nombres de Bernoulli, tels qu'on les définit habituellement, sont
les nombres Ban!.

Cependant, dans le calcul aux différences finies, ce sont les nombres (30) qui
g'introduisent le plus naturellement. La remarque que les polyndmes (z, a);.('_”
d'indice impair, étant homogénes en x et o, et pairs en x, doivent contenir « en
facteur, explique la propriété des nombres de Bernoulli d’indice impair =3 d'étre nuls.

Pour 2 =0, ¢ =1, on obtient la suite dont l'inverse est 1'adjointe de (B,
et dont les termes'’

(3 I) En = (0; I),;-—l)

sont tels que l'on ait By=1, et, pour n=1,

Z En—a (0, 1)'=0,

§=0
< q-
¢’est-a-dire

“ s‘B"_'__
(32) é}(—-l) sx1 =0 n=1.

La formule (26) Ch. I fournit, entre les nombres de Bernoulli B, et les B, les
relations

! Nous utilisons ici la notation simple des suites adjointes, bien que [l_?n] ne s8oit pas 'adjointe
de [Bn]; mais, I'adjointe de [Bs] ne jomant aucun réle dans ce travail, aucune confusion n’est
possible.
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n

r+v - Z ( n+v+8)

r+1 n+‘v+s)
Z s B

quels que soient les nombres » et ». _
21. Considérons le produit d'une suite d'interpolation et de l'inverse de sa
réduite, relatives 4 des arguments distinets,

[‘I"7 a, [a” ’ [:’/1 a, [a]]l(ml)‘

[v, ¢, [a]]—1 "’

Ce produit s'écrit

(34)

en multipliant les deux termes de cette fraction par [—y, e, [a]], elle devient

[t—y,eld] - [y] [x—y, e ld]]

I— [——yv d) [d]] - [—?/1 Q, [a]], .

Nous avons ainsi démontré l'identité remarquable

(35) @, e (a]] - ly, e [a]/ Y = [z—y, o, [a]] - [—y, e, [a]]
Pour y = z, elle prend la forme

(36) [, e, [a]] - [—2, e, [d]]'= [z, o, [a]]".

On retrouve d'ailleurs (35) en multipliant les deux membres de (36) par [y—z, o, [a]].
22. Les termes d'une puissance quelconque d'une suite d'interpolation
réduite peuvent s’'exprimer & 1'aide d’intégrales curvilignes simples, lorsque les ay

sont les coefficients d'une série entiére convergente. Posons

p(ty=a,+a, t+a, 8+ -
par définition, on a

done, quel que soit r,
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x
oo

1+at@(t)—1) ,
. (e = Sea e
n—0
dans cette équation, la puissance

(1 +atq;(t));

désigne la branche qui se réduit & 1 pour ¢{=o0; on suppose en outre gque l'on
choisisse, pour «,", la méme détermination dans les deux membres de (37). Ce
développement est valable & l'intérieur du cercle de centre {==0 et passant par
la racine non nulle de 1'équation

d

(1+e th(t))‘; —1 =0,
dont la valeur absolue est minimum.
La relation d’homogénéité

(38) [e. 0a, [o" a.]]'") = [¢" (, e, [a])a" "]

résulte de ce que le premier membre de (37) est invariant pour les substitutions,
i z, @ ant, des quantités gx, ¢a, 0" a,, Z
On conclut immédiatement de (37) que

X

(39) (@, , [a) " = —— f ((I_fa,t_w_(t)_)“ ) tf.ifl

27w xt
r

le contour I' étant un cercle infinitésimal entourant l'origine, et parcouru dans le
sens direct.

Pour [a] =1, on obtient l'expression suivante des termes des puissances des
suites newtonniennes réduites

x

. (1+at) T dt
(40) (xr a)" Zﬂlf ( xt tn-*-l

r

Par exemple, si « tend vers zéro, et « vers 1, il vient
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(—r) __ 1 e¢—1\ dt .
(41) B, "= 27e f( ¢ ) e
4

la formule (37) correspondante est

V e—1 - g n
(42) (*F) - 3Bime
D’autre part l'identité (21) nous permet d'écrire

[ty 0],= [t, I}’: [I’ 0]’,
done

(t—1)(t—2)...(t—>9)

(43) T — = 2 (S+ l)] Bgl——:’t—l))

ou encore, en changeant » et s en n -1 et s—1,

" tt—1).. (t—=s+1) .

n ] s! e
—

(a3Y

Telle est l'autre définition qu'on peut adopter pour les nombres de Bernoulli

d'indice supérieur entier négatif. On voit sur (43) que les nombres

(72+I_)—!=D3

(—8-~1)
Bu— (s+ 1)!

sont les nombres entiers définis par Euler! a l'aide des relations
-+ 1= DDy t(t—1)...(t—s+1).
8=0

Reprenons (40), et faisons tendre x vers zéro, et @ vers 1. On obtient, a
la limite,

gon 1 | (L) at
(44) " 271 t l
r

la formule (37) correspondante étant

! Cf. Institutiones Caleuli differentialis, p. 485.
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L{1+1) -
(45) ( ) =3 B
n=0

En particulier, on a

— 1 dt
B"_Tmft" L1+t

r
En écrivant que

(¢, 1]"=[¢,0]": [o, 1],

on a

t-—-1){t—2)...(t—n) 2 —+-1
(46) it g B,
ou

(46) AUmdlEE (t "+—I—Z B,

n!

Ces équations sont équivalentes aux équations (43) ou (43) et s'en déduiraient en
les résolvant par rapport aux fractions aux seconds membres.

Reprenons (42), en y remplacant ¢ par 2¢¢, et identifions dans les deux
membres, les parties réelles et imaginaires; on obtient les développements suivants,
déja donnés par N. E. Norlund*

sin £\" > —r
( H; ) cos rt= Z(——I)" B (242,

n—=0

(47)

gin £\" . d
( : ).sm rt— 3 (—1) B (28,

n=0

valables pour |¢|<=.

! loe. cit. p. 196.
31 — 27377. Acta mathematica 6§1. Tmprimé le 10 février 1928,
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CHAPITRE III.

Les opérateurs finis d’inferpolation.

23. Les termes d'une suite newtonnienne [z,«] se déduisent les uns des

autres a l'aide de la différence finie

et de ses puissances fonctionnelles; on a, en effet,

A (x, a)n = (xy a)ﬂ—l )

[+2

et, d'une maniére générale, r étant un entier non négatif,

r

(1) A, @)n = (2, a)n_r.

"4

Pour étendre cette propriété aux suites d'interpolation, on est conduit &

généraliser 1'opérateur A. Tout d’abord, formons

>

(1‘, a, [a])ﬂ’

a partir de 'expression

n—1

(@, e, [a))n= 2 (@, @)st1 af(ll—+ls)—s;

5==0
on en déduit immédiatement
» n—1 1
A (xa a, [a])"= 2 (xa a)8+l—‘v asli-la)—s
¢ =v—1
n—y
= 2 (x’ a)8 ag:i_:)_g .

8=0

(r)

Multiplions les deux membres de cette relation par a,”,,

et effectuons la somme
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n n—y

Zav-—r A 37 a, Z Z .’L‘ as asxvj:~s df'lr

v=r =0
n— rn—r—a

=3 > @a) art?, @

=0 »—0

compte tenu de la relation (26) Ch. I, ceci se réduit a

(2) 2 dir—)-r A (.’I:, a, [a])n =Z (.'L', a)s ag)—r—s = (x) a, [a])"“"'
y=r ¢ =0

On est ainsi conduit 4 introduire la notion de différences finies d’interpola-
tion dune fonction f(x), d’écart @ et de suite génératrice (ou base) [a], la différence
finie d'indice » (r=o0, 1, 2,...) étant I'opérateur formel

(3) A f Z a,_r
Avec cette notation, (2) s'éerit

(@ A (o, [a)a = (@, [a)a-.

On voit ainsi que les termes d'une suite d’interpolation (x, e, |a)] se déduisent les uns
des autres a Uarde des différences fintes d'interpolation de méme écart a, et dont la
base est Uadjointe de [a). '

,
Voici une application immédiate de (4). Prenons la différence finie A des

deux membres de l'équation (23)" Ch. II, et faisons ensuite z = o; seul, le terme
(z,e,[a])r an second membre donnant un différence finie non nulle pour x =0, il
vient
(5 | ol s | =l ) = L,
la suite [¢] étant donnée par (24) Ch. II. En particulier, pour a =1, g =0,
[a) =[b] =1, on a

le] = [1,0] =[BS™],

done (5) devient ici
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(—r]_ r xn+r
(6) B —(A(—W),)x;o,

formule déja donnée par Lucas.! De méme, pour ¢=o0,8=1, [a]=[b]=1,0na

[]] = [o, 1= [B]7",

d
donc, en remarquant que A = -——
o

dx

- dx

CI B = (Tntler)

I

i (ddg_;7 z(x—1)...(x—n—r+ I))w_o-

Cette formule se déduit encore immédiatement de (46) Ch. II.
L'opérateur (3) contient une infinité de termes si- f(x) et [a] sont quelcon-

,
ques, la différence finie d’indice minimum étant A, si [a] est d'indice zéro, ce que
p .

nous supposerons. Par contre, le nombre des différences finies contenues dans

cet opérateur est limité lorsque f(x) est un polyndéme, ou lorsque [a] est une
r
suite limitée. Dans le premier cas, si n désigne le degré de f(x), A flx) est

un polyndme de degré n—r. Si l'on range dans une suite les différences finies
d'interpolation d'un polynéme de degré », de fagon que la différence finie d'inter-
polation d'indice »(r=o0,1,2,..., n) occupe le rang »—r+1, on forme une suite
de polyndmes dont les degrés sont égaux aux indices, le dernier d’entre eux étant
le polyndme donné f(x).

24. Les différences finies d'interpolation possédent des propriétés assez
remarquables. Tout d’'abord, en appliquant aux deux membres de (3) 'opérateur

8
Afa), 1l vient
a

! Cf. Bulletin Soc. Math. France (6) p. 61. Dans la formule donnée par Lucas, le premier

I (— s " -
membre est L B! '), mais il faut se rappeler que nous désignons ici par Bn ce que, dans la no-
nl "

tation habituelle, on Jdésigne par p:-'
n:
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A[a] A[a]f Z Z av—s ayx—r A f( )

=8 u=r
ou, en posant u+v=1¢ et v=s-+1,
i—r—8 i
a] A[a] fa)= 3 > a’ el i A fl2)
i=r+s t=0 @
= 2 xr—-*-r'—sAf( )
i=r+8
on a done
a r r+s
(8) Al At f(®) = A f(2).
a «

Autrement dit, les différences finies d’interpolation d'écart o et de base [a] sont les
puissances fonctionnelles de Ag). Cette propriété était a prévoir en vertu des rela-

tions (4).
Si la suite génératrice est le produit diagonal [a]:([b], les différences finies
d'interpolation admettent les développements

a0

A[[a on S(@) =, (fa] : (B2 A f(a)

a
v=r

w YT

=3 e v A st

y=r $=0
— Z' a(f) Z bs:ri-rs——sAf )
8=-0 y=r+8

Nous avons ainsi démontré que
(9) A[[a] o1 f () Z a’, A[b] Slx),

autrement dit, que le premier membre de (9) s'exprime 4 1'aide des différences finies de
r
base [b] de la méme maniére que Ay & l'aide des différences finies ordinaires.

On conviendra d’écrire encore l'opérateur (g) suivant la notation
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qui rappelle d’ailleurs cette propriété.
Par exemple, si [b] est l'adjointe de [a], il vient

(10) Af@= 3 el Aa i)

A titre d’application de cette formule, considérons la formule d'interpolation de
Newton

(1) flota) = S AL,

et remplacons les différences finies au second membre par leurs expressions (10).
11 vient

S =3 3 db (e, alebia S0

et, par suite,

(12) fletz)= Y (e,ald) Aw fla)

La formule obtenue généralise la formule d’interpolation de Newton, et met
bien en évidence la corrélation entre la suite d'interpolation [z, e, [a]] et les diffé-

rences finies d'interpolation Ag.
(<1

Au caractére d’homogénéité des suites finies d'interpolation, il correspond,
en vertu de (12), un caractére d’homogénéité des différences finies d'interpolation.

En mettant en évidence la variable qui prend l'écart «, écrivons pour l'instant

Dara Sx) pour A Sflz).

Changeons alors, dans (12), @,[a], en ga, {0" a.); [d@] est remplacée par [¢"ds].” On
peut alors écrire '
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Sflata)=f (gx_:)-gg) :i (02, 00, 0" ait])véexle"&nl Sx)

y—0

= Z (2', Q, [a])v 0"Nozlg™ayl f(x),
v—=0 ea
et 'identification avec le second membre de (12) fournit la relation annoncée

(13) ﬁgxle"a,.] S@) =07 Azja f().

En particulier, pour [a] =1, on a

Aoe f@) =" A S2).
D’ailleurs, on pourrait déduire (13) de cette formule particuliére, grice a la dé-
finition (3).

25. On peut donner & (12) une autre forme intéressante; remarquons que
le premier terme de la somme au second membre est f(z), et que les autres ter-
mes contiennent z en facteur. (12) fournit done le développement de la différence
finie d'écart ¢ en fonction des différences finies d'interpolation d’écart e et de base
[@]. En changeant z en w, on a donc

d v+1
(14) Af@) =3 ( e la): A fla).
»—0

On voit ainsi que l'expression d'une différence finie en fonction de différences
finies d’interpolation est une forme linéaire de celles-ci, dont les coefficients sont
les termes de la suite d'interpolation adjointe réduite.

Plus généralement, on peut déduire de (14) l'expression d'une différence
finie d'interpolation en fonction de différences finies d'un type quelconque. Rem-
_plagons la suite réduite au second membre de cette équation, par le produit diagonal

[w, 8, (8] [e] = [w, e, [a]]',
ce que nous savons &tre possible quels que soient 8 et [b]; on a alors

(15) [} = [b]: [8, @, [all'= (8] : [8, &)": ]

Dans ces conditions, (14) 8'écrit
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ZZwﬁ,[b ) oA mf()

»=028—0

=3 S pl & A0l

lIMs

En comparant ce second membre & l'expression que donne (14) du premier
membre lorsqu’on substitue g et [b] & « et [a], il vient

I+l

=3 A[alf (@);

y=8

en changeant 1+s et 14+% en » et », ceci s'éerit

(16) %[E] Sla)= > cir)—rl‘}{a] S(=),
ou encore, grice a (9),
(17) %[ﬂf(x) = D f(@).

Cette formule prend une forme aisée & retenir si l'on y remplace [¢]:[@] par

l'expression qu'en donne (15); on a ainsi, aprés changement de [b] en [b], I'identité
(18) %Ib] Sfle) = Avy-ip.r f(2),

et I'on remonte aisément de (18) & (17) en écrivant

(8]: 8, o) = [8]: (8, a]": [a] : [a].

Bien plus, pour [b] =1, (18) se réduit & l'expression remarquablement simple

(19) Z{}f(x) = Aoy f (),
d'oi l'on remonte immédiatement i (18), si I'on remarque que A=Ap;, et en
B B

faisant le produit diagonal par [b] des suites génératrices aux deux membres de
(19) (cette opération ne change pas 1'égalité de ces deux membres en vertu de ce
que l'on a vu au § 24).
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Prenons, par exemple, § = se, s désignant toujours un entier positif. (19)
donne, pour la différence finie du premier ordre,

sAaf(x) = Apre oy S ()

A S =3 e, A £

s—1

== aAZ (se, @) éf(x),

d'ou enfin
flatsa—fla) _ § ,
(20) et =0 3 b A S
En outre, sachant que le premier membre est justement
I s—1
g%éﬂf(x-}-va),
on voit que la formule classique
I s—1 s—1 »
(21) I3 fletva)= 3 e, o)) A S@)
v=0 =0

est un cas particulier de la formule générale (19).
On peut déduire de (19) d’autres formules classiques. Tout d’abord remar-

quons que, griace a (8), les relations établies jusqu'ici n'exigent pas que l'indice r

des différences finies d’interpolation considérées soit positif, pourvn que l'on
—_r
désigne par A f(xz), ou r est positif, une fonction particuliére dont la différence

finie d’interpolation d’ordre r soit f(z). Reprenons alors (19), avec @ =0, =1,
r = —1; cette équation s'écrit’

! La dérivée d’indice —1, au second membre de cette équation, désigne évidemment une
primitive de. f(x).

32 — 27377. Acta mathematica. 51. Imprimé le 10 février 1928.
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A= 3o TS

s=—1

d
en prenant la différence finie d’écart 1 des deux membres, et posant f(x) = —gg—),

on obtient une forme particuliére de la formule sommatoire d'Euler et de Maclaurin

(22 dole) _ g, 'l

Voici une autre conséquence de ces formules d'interpolation. Appliquons
aux deux membres de 'équation (12) 'opérateur (é[b] relatif & la variable z. 1l
vient, en faisant ensuite z = o,
r @ . r v
TR (Bortesale).)_ A stol

la comparaison de cette équation avec l'expression que (17) donnerait du premier
membre fournit la relation (5) déja établie au paragraphe 23.
26. En vue de ce qui suit, nous allons introduire un nouvel opérateur,

qui généralise la moyenne d’écart «

v /@) Lot
savoir
- Vio el = S A Sl

nous l'appellerons moyenne d'interpolation, d'écart a et de suite génératrice ou
base |a).

Si f(x) est un polyndéme et [a] une suite d'indice zéro, sa moyenne d’inter-
polation est un polynéme du méme degré. Pour [a] =1, cette moyenne se réduit
3 f(x) quel que soit «; elle se réduit & la moyenne ordinaire, de méme écart,
pour la base
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@
[@):1,> 0, 0,..., 0,...,
2
Plus généralement, si [a] = [se,a|’, s étant un entier positif, il résulte de (21) que
1 8—1
(24) av[sa, a)’ f(x) == S ZO f(w—i—va),

de sorte que le sym‘bole habituel V, que nous conserverons d'ailleurs, équivaut ici &
V[‘za, e]-
4
Il résulte immédiatement de la définition que le produit fonctionnel de

plusieurs moyennes d’interpolation de méme écart est fourni par l'identité

(25) Vi Vi Vig o f@) =V g - Sl@);

[+4

en particulier, les puissances fonctionnelles d'une moyenne d'interpolation sont
(26) Via (@) = Viar f(),

» prenant les valeurs 2,3,4,.... Lorsque [a] est d'indice zéro, cette identité peut
g'étendre a toutes les valeurs de », positives ou négatives, rationnelles ou non.
Prenons la différence finie d'ordre r et d’écart « des deux membres de (26);

il vient
AV f@) =3 o A fa)
ve=0
et, par suite,
(27) é?[a]f(x) = é[a] Sfx) =1,2,3....

Lorsque [a] est d'indice zéro, on déduit encore de (27) et (26) que, quel que soit 7,

r

(28 AV f@) = Aot fo)

Remarquons qu'il résulte de (27) que la moyenne d'interpolation est le quo-
tient fonctionnel de deux différences finies d'interpolation; nous généraliserons
ceci un peu plus loin. Notons d'ailleurs que ces deux opérateurs sont permu-
tables.
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27. De méme que les différences finies d'interpolation, une moyenne d’inter-
polation admet une infinité de représentations d’écarts et de bases différents.
Pour transformer la moyenne d'interpolation (23) en une moyenne d’interpolation
d’écart 3, exprimons les différences finies au second membre & l'aide des différences
finies d’'écart #; (19) donne alors

ol, en vertu de (16) Ch. I,

(29)

Ce résultat se traduit par la formule

(30) Vig flz) = ﬁV[a, g - (al:la g1 S ();

2

plus généralement, en vertu de (25) et (16) Ch. I, et quel que soit r si [a] est

d’indice zéro, on a
(31) Via f(#)= Vo S ).
Drailleurs (31) résulte directement de (30), ce qui permettrait de démontrer la

formule (16) Ch. I, compte tenu de (23).
Par symétrie, l'identité (29) entraine

(2o o = PERL

en particulier, pour [b] = [, 8]', (29)" donne [a] = [, a]'"Y, et (29) fournit l'identité
(32) (o, '® = (8, &] " : [a, B,

donc le quotient diagonal du carré homogéne d’une suite newtonnienne réduite par
celte suite est I'inverse homogéne de son adjornte.
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Dans ces conditions, (31) prend d'ailleurs la forme remarquable
(33) \Z[a. g fl@)= Vg, oy f ().

Signalons encore que la différence finie d’ordre » et d'écart 8 des deux membres
de (31) donne

94%

(34) Z;& (@ f (@) = é{b] Slx).

A titre d’application, posons

(33) 9@ = Via f@);

il résulte de (25) que l'on a alors
—1

(36) Sfle) = Via) 9 ().

g désignant un écart quelconque, et [a] étant égal & [8, «]' =7, ces formules s’écri-
vent, grice & (33),

(57) 016) = Vip.er S ) = Vi S ),
(59) Fle) = Vipor 96 = Yo o),
et I'on a

(39) L9 = A fl).

En particulier, étant donné un polynome f(z) de degré m, une solution de l'équa-
tion (39) est le polynome g(x) du méme degré défini par (37); réciproquement f(x)
s'exprime en fonction de g(x) en permutant les lettres o et § dans (37).

28. Reprenons (35), et, [b] désignant une suite quelconque, formons

@

Ap g(@) = D} bs—s AV Sx)

¢ 8=1

8+¢

at b3—1 A f(x)y

®

Ms

1

o~

8 0
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ou, en posant s+¢=,

o 71 »
A glx)= Dacbt A flx)
“ »=1 =0 ¢

= Lwa-w fla).
Nous avons ainsi démontré la formule remarquable
(40) Aw Via fl@) = A 0./ (@);

autrement dit, le quotient de deuwx différences finies d’imterpolation de méme écart
est la moyenne d’interpolation de méme écart qui a powr base le quotient homogéne
des deux bases.

Il résulte encore de (40) que

A Vial = Alat Vi) -
« [+4 a [+4

Plus généralement on voit que

2

(41) A Via Slx) = ANCHO Sl

[

(19) permet d’ailleurs de modifier I'écart de la premiére différence finie d'inter-
polation, et l'on en déduit

(42) %m ‘Z[u}f (x) = Ao w11p, a S,

la base de la différence finie an second membre ayant, suivant la convention
faite, la signification [a] - [[3]:[8, ¢]].

29. L'opérateur au second membre de (23), ol les différences finies ordinaires
sont remplacées par des différences finies d'interpolation, est encore évidemment

un moyenne d’interpolation. Considérons, par exemple
(43) gl@) =D ™ A fl);

en développant les différences finies d'interpolation au second membre, ceci 8'écrit



Mémoire sur les suites de polyndémes. 255

o) =3, D alliA £l

~ 3 &AsW,
avec

[d) = [a]* - [o]:[al,
done
(44) g(x) = Viart - a1 S ().

Prenons la différence finie d'interpolation Ap des deux membres, [b] étant une
suite quelconque. Il vient, grice 4 (40),

Aw 9(@) = D f(a),

24

le] == [8] - [a] ™ - [e]7*:[al;
en multipliant par [d]~! les deux membres de cette derniére égalité, compte tenu

de 18 Ch. I, il vient

donc on a
pour

c¢'est-a-dire, pour

(45) le] = (8] : [al;

dans ces conditions, la fonction définie par (44) vérifie I'équation

(46) A 9(x) = A flx).

4

D'ailleurs il résulte immédiatement de (40) que (46) est vérifié par
(44) 9(@) = Vi - - f(@),
ce qui est bien identique & ce que donne (44). Réciproquement on a

(47) S@)= V. gle).

o
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Par exemple, étant donné un polynome f(x) de degré n, un polynome g(x) du méme
degré vérifiant 1équation (46) est le polynome défini par (44); et Von a, réciproque-
ment, entre ces deux polynomes, la relation (47). .

Bien entendu, le fait que les deux différences aux deux membres de (46)

aient le méme écart n'est pas une restriction. Une équation

(46) Z{}m 9 @) = D f(2)

est de la forme (46) ol [b] serait remplacé par [b]:[B, ¢l
On a donc

(48) le] = (0] : 18, o]": [a].

L’expression de Ap) g(x) est assez simple. On a en effet
#

r r—1
%m glx)= ﬁA w At Sx),

ou, en introduisant la suite (48) et l'écart «,

r—1

Zﬁl[b] glx)= ANCHCPAD Slx)

v+1
= Z Cv—\—l—r A{a ( )

y=r—1

en changeant » en »—1, il vient donec enfin
(49) A[b] gl Z oy A

Par des considérations analogues, on peut résoudre formellement 1'équation

r

(50) é[b] g(x)= Awf(x),

o

ou 7 et s sont deux entiers quelconques. Ceci s'écrit

—8

(51) 9= A A )

ou, en introduisant la suite [¢] définie par (45),
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—$ r

r+v

—ch-i-sA[af()

r=—38

cette derniére expression n’ayant pas nécessairement une signification auvssi générale
que la précédente; enfin, en remplagant »+» par », une solution particuliére de
(50) est donec

(52) 9@ = 3 d7lr A flo).

v=r—§

Par exemple, si f(z) est un polyndéme de degré », une solution de (50) est
le polynéme g(x) de degré m = n-+s—r, bien déterminé par (52) lorsque s=<7.

En reprenant (51) et exprimant le second membre & l'aide des différences
finies d’'interpolation de base [b], il vient

glx) = Api ACHORD S(=),

donc en introduisant la suite adjointe de [c]

on a la solution de (50)

(@)= & A f (@)

ou encore

(52) =S . A f).

y=r—8

C'est d’ailleurs la solution (52) mise sous une autre forme.
Ces quelques applications montrent déja la commodité du symbolisme utilisé,

et des notions de différence finie et de moyenne d'interpolation.
33 — 27377, Acta mathematica. 51. Impriméle 11 février 1928.
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CHAPITRE 1IV.
Les polynoémes bernoulliens d’interpolation.

30. Appliquons les considérations du paragraphe 29 aux termes de la suite
d'interpolation [z, «,[d]]. Au terme d'indice %, on peut faire correspondre un
polynéme dépendant des deux paramétres «,f et des deux suites [a], [b], que nous.

désignerons par

(1) Lo (w3 0,6 al, [b) = 3 o At (2, @, @)

en particulier, les

x’ﬂ"n?

(x;0,1) Z B8 p—
sont les polyn6mes de Bernoulli, que l'on désignerait, suivant la notation habi-
tuelle, par -5 Bn( ), et que nous écrirons, en vertu d'une convention déja faite

pour les nombres de Bernoulli,
(4) L, (x;0,1) = B.().

Nous appellerons polynomes bernoulliens d’inlerpolation les polyndémes (1). Il résulte
d’ailleurs de leur définition que les suites de tels polynomes sont les produrts homogénes
d'une suite d'interpolation par une suite constante arbitraire [¢]™*, d’indice zéro, savoir

(s) (Ln (2; 0, 8; [a], [B])] = [e] - 2, &, (@] .

! Nous nous placons jei dans le cas de (46) Ch. IIL
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La loi d'homogénéité de ces polyndmes s’établit immédiatement. En effet, multi-
plions z,e,8 par ¢, et les suites |a,[b], terme & terme par o"; [d], et, par suite,
[z, e,[d]], sont multipliés terme & terme par ¢"; d'autre part, [¢], étant le produit
diagonal de trois suites multipliées terme & terme par ¢", est également multipliée
terme & terme par ¢*. Il en est de méme pour [¢]), et enfin pour le produit
homogéne du second membre de (5). En résumé, on a

(6) Ly{ox; e, 08; [o"au), -[e"bn]) = ¢" Ly (z; 2, 8; [al, [b]) .

En appliquant aux deux membres de (5) 'opérateur Ay, et se rappelant que

la suite d'interpolation au second membre se reproduit, au facteur [1,] prés, il vient
(7) Ata) Ln (@5 @, 8; [al], [B]) = Lu—1 (2; e, 6; [al, [B]);

ceci permet d’ailleurs de définir entiérement le polyndéme L, en fonction de Ln—1,
avec la condition

(8) Ly (0; , 8 [a], (b)) = e .

n

Plus généralement, on a’

(9) é[a] T @) = s (2.

D’autre part, les considérations du paragraphe 29 nous montrent que

(10) %[b] Ly (x) = (2, ¢, (@]},

et, d'une maniére générale, la formule (49) Ch. III donne

Z, o=y A[a] , @, (@),

=t

ce qui s'éerit encore

(1) [é[b] Lner (x)] — ([, ()

! Lorsqu'aucune ambiguité ne sera possible, nous nous abstiendrons d’écrire les paramétres
et les suites qui définissent un polyndéme bernoullien d'interpelation.
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Done une' suite de polyndmes bernoulliens d’interpolation se reproduil quand on luz
r r

applique Vopératewr Na. Par contre, Vopérateur Ap) la transforme en une nouvelle
« é

suite bernoullienne, dont le facteur constant est la puissance (1—r)® du facteur {c|=" de
la suite primitive. Réciproquement, toute suite de polyndomes liés entre eux par la
relation récurrente (9) constitue une suite bernoullienne. En effet, la formule d'inter-
polation (12) Ch. III, ol x=o0, exprime que cette suite est le produit homogéne
de [z, ,[a]] par [La (o).

L'expression de ¢, en fonction de «, B, [al, [b] est aisée & former. Kn effet
on déduit immédiatement de (13) Ch. I que le terme général de la puissance ¢ du
produit diagonal de trois suites s’obtient a partir du terme général de ce produit
en ajoutant r—1 aux indices supérieurs qui affectent les termes des trois suites;

autrement dit, on a

n »

(la) : (8] : [en =2 D) alf Bt et

v=0 §=0

done, ici, il vient

c(r——l) __2 Z br—~1) ﬂ o ’1+ss 1 aa,(:j:‘l) :

v=0 §=0

en particulier,

ll
i M§

2 "(s—l) atv—1
7 P—8 n—v

31. Il résulte de la propriété fondamentale qui a servi a définir la suite
d’interpolation [, «,[d]] que

L @+ y)] = [c] 7 - [, 0, d]] - [y, 0, [a]],

¢'est-a-dire que

{12) [Ln (@ + )} = [Ln ()] - [y, e, [d] .

Le développement du second membre donne done

n
95‘*‘9 :"Z y: a: )n—s,

en particulier,
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Bn (x + y) Ii Bs (x) yn‘«i-

§=0

n'est rien autre que l'identité que l'on écrit, suivant la notation symbolique
habituelle,
B (x+y) = (B(x) + 9)".

En effectuant le produit homogéne de r suites bernoulliennes d'interpolation

d’arguments x, ¥, 2,..., on déduit immédiatement de (3} que
[Ln(@)) - 1In )] - (L (2)] - =[e] " [ +y+2+ -, 0, [d]],
et I'on retrouve les suites bernoulliennes auxquelles donnent naissance les opéra-

teurs é[b]. Nous poserons
(13) (L) (@) = [e] " [», & [a]],
de sorte que cette suite ne doit pas étre confondue avec la puissance ¢ de Ly (z)];
d'une maniere précise, on a
(14) [La ()] = [LY) (ra)]
(Lo (@) - (L) =[L @ +y+ )],

le nombre des facteurs au premier membre de cette derniére équation étant égal a 7.
D’ailleurs, » est un nombre quelconque dans (13) et (14), en supposant toujours
que les suites [a] et [b] sont d’indice zéro.

Avec cette notation, la formule (11) donne

%mmbw}w%mew

=LY (@),

ou encore

(15) %mw=gm@

Toutes les suites bernoulliennes d'interpolation [L (v)] " se déduisent les unes des
autres par lopérateur Ap). En particulier s=7» donne
B
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(16) %[b] Lg) (.’IJ) = (J/‘, a, [d])n—i .

Quant 4 l'opérateur Ay, on voit immédiatement qu’il donne
(¢4

(17) A L () = Ly ().

[24

On peut d'ailleurs déduire (15) de (17) en écrivant la premier membre de (15)

n ) (N A ) (,
Awycig ey I (&) = Aler:1a) L’ ()

e Al LY (@).
[+4

AN

v

Cette derniére méthode permettrait d’exprimer
Ala) LS) ()

en fonction des L{)(z), quels que soient o et [d]. Bornons mnous au cas ol
[d] =1, qui fournit un résultat simple. Il vient

SD‘)

r r
Lns) (90) = Alw, o)’ Lif) (x) = Ao, e [@): [ Lgf) (x)
Q@ 144

done, en vertu de (17),

r n+r
A L (@)= (o, @)L, L)

=1

— 3 (e )Y L)

t=0

Ceci s'écrit encore

(19 | & 2| = (201 oo a1,

En particulier, pour » =1, s =0, (18) se réduit & la formule

[A (xi a, [a])n+1] = [.'E, a, [a]] ! [w) «, [a]]’;

w
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32. Il résulte de la définition des LY (%) que
(19) L7 @) - L) - (L) = (LI gty e,

Remarquons d'ailleurs que, pour une suite donnée de polynémes LY (), la paramétre g
et la suite [b] ne sont déterminés que par la relation (2) ot [¢] est connue; donc 8
est arbitraire, et [b] est déterminée par le choix de 8. Par exemple, le produit
de deux suites de polyndémes bernoulliens d’interpolation

(L (5 e, 8 1a), [B]) - [LS (93 @, 85 [a), [B]

est une nouvelle suite de polyndmes bernoulliens d'interpolation

LY (x+y; e, 8" al, [67])

avec
(20) [67]: (8", a)": [a] =[b]:(8,e]": [a] - [b']: 8, e]": a].

Grice & la remarque que nous venons de faire, il est permis de supposer §=g§=4".
Dans ces conditions, posons

(20) s'éerit

ou, en introduisant 'adjointe
(&) = [a]: [e, 6,
[6") = [[6] : (%] - (&) (%1} : [B).
En développant le second membre, il vient
8 v—8
=3 S S S b R
y=0 §=0 {=0 j=0
n n—~tn—j n

=D D b R E R,

1=0 j=0 s=1 v=s+§

et, en vertu de (26) Ch. I, ceci se réduit a
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n n—i n—j

Z Z Z bz b] ksl_';z ks—)—s—-j

i=0 j=0 s§=¢

n n—i

= 2 Z bi bj kn——z—p

¢’est-d-dire
(7] = [8] - [¥'] - [&].
En définitive on a
(21)  (L¥(50 6 [l [0)] - (L9 (y; e, 8; [a), 1)) = (L2 (@ +5; @, 8; [al, [67))),
avec

(22) vy 10181

On en déduit que, d'une maniére générale, le produit de m suites bernoulliennes,
différant par la seule suite [b),

L (; e, 8; lal, [b9)], i=1,2,...m,

fournit une suite analogue, ou [b?] est remplacée par

[60)] - [@]-- - [plm)]

N CHEY i

33. Un polyndéme LY (z; ¢, 8;a), [b]) s'exprime simplement & l'aide des ter-
‘mes de la suite d'interpolation [z,B,[b)]. On peut former cette expression en

remplagant, dans (), la suite [x,,[d]] en fonction de [x,8, [b]]. grace & la formule
(23) Ch. II. On peut également utiliser la formule d'interpolation (1z) Ch. III;
elle donne en effet
7 _ 8
Llw+2)= 3 @6 B L L),

8=0

et, par suite, en vertu de (135),

(23) LY (w+2)= ZL 2) (z, 8, [b))s.
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It suffit de faire, dans cette équation, z =0 et d’utiliser la formule

(L7 () = o,

pour obtenir l'expression que mous avions en vue
(s—r
(24) ch—s x, .81

Par exemple, on obtient, pour les polyndémes de Bernoulli, les formules

r—s) —I)--(x—s+1
" (@)= ZBﬁl ; ) Sl(x )

(x—s+1)

n
_gxlr—1) -
:ZBX—:) ( ) ; ,

St
§=0

données par N. E. Norlund, aux notations prés.!
34. Reprenons la formule d’interpolation (r2) Ch. III

fletz) = i (2, @, [@))s Aray flz)

et remplagons y les termes de la suite d'interpolation [z, e, [d]] en fonction des
L, (z;a,8;(al,[0]). En vertu de (5), qui s'écrit d’ailleurs

v lal] = Il - [Za(e),
on a
fletd) =3 B ems L) A
(26) = i L,(2) i Cs—s %s[a]f(x).

La derniére somme s'écrit

Dty D) 0 Aia) (@)
s=0

! Loe. cit. p. 191.
34 — 27377. Acta mathemeatica. 51. Imprimé le 10 février 1928.
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et nous avons vu au paragraphe 29 que

(27) #a) = 3, & Auaf (@)

avec
[e] = [b]: (8, ] [al,
vérifie 1'équation

(28) Apa) plx)= %w] Slx).

Ceci rappelé, (26) s’écrit
(20) flete)= ZL A[a] p(2);
v=0

on constate d'ailleurs que (27) se déduit de (29) en y faisant z=o0. En appli-
quant enfin V'opérateur Ap) aux deux membres de (29) relativement & la variable x,
P /

il résulte de (28) que
(30) A lz+2) = ZL AmA[al ().
=0

Cette formule sommatoire est justement, lorsque les L, (2) sont les polyndmes de
Bernoulli, la formule sommatoire d'Euler-Maclaurin?

¢'(w+ze) = i B,(2) Ap™ ().

Nous verrons plus loin que la formule sommatoire de Boole-Nérlund, ot inter-

viennent les polyndémes d'Euler, est également contenue dans l'identité (30).

On peut recommencer ces calculs, en substituant les Li'(x) aux La(x), r
étant un entier positif ou négatif. Sachant que

2, @, [a]] = [e] - [La (2));

(26) est alors remplacé par

! Bien entendu, il ne s'agit que de relations formelles, qui n’ont un sens réel que lorsque
les séries considérées sont absolument convergentes.
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&
(31) S+ = L6 S, Ao f(2)
»=0 s=v

la, derniére somme est

v

A o (x),

_ N A
= e A flz),
s=0
et nous avons vu au paragraphe 29 que @(z) est tel que l'on ait
L g (@) = %[b]f(x).

En prenant la différence finie Ap) des deux membres de (31) relativement a
8

z, on obtient donec la formule d'interpolation

r

(32) Aa}gox+z ZL{’ (&) Aw %[a]@(x)~

-

)

Dans le cas des polyndmes de Bernoulli, la relation (31) devient

(33) Sfle+e) i BE,')
avec .
(34) o ()= Af (2).

Cette propriété des polyndémes de Bernoulli est énoncée par N. E. Norlund dans
le mémoire déja cité.!

35. Les suites de polyndmes bernoulliens, pour lesquelles [a] = [b] = 1, possé-
dent des propriétés particuliéres analogues aux propriétés connues des polynémes
de Bernoulli. En posant

Ly (w; 0, ) =Ly (=; .8 1], [1)),

1 Cf. p. 164.
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on a, par définition,

(35) (L' (@ e, B = [8,6) 7 - (2,0,

et I'on sait que

(36) ALY (@; 0, ) =LE) 4 (w; 0, B),
(37) %Lif)(x;a,md;:” (z; ),

quel que soit l'indice 7; en particulier, si » est un entier,

(38) éLg) (x; e, ) = (z, @)n—r.

En remplacant, dans (335),  par = + 8, il vient

(L (@ +78;0,8)] = 8,0 =) - [rB,e] - [z,d]
=[8,a' =" - [B,d] - [x,0],
et, par suite, grice & (36) Ch. II,
L (@ + 7850, 8) = [, - [2,0];
nous avons ainsi démontré la formule remarquable
(39) Lz +18;a.8) =LY (z; e, — ).

En changeant =z et ¢ en —x et — @, ceci s'écrit encore, compte tenu du caractére

d’homogénéité des LY (x),

(39) LY (rB—;—a, ) = (— 1) L (z; . ).
Pour o = 0,8 =1, on retrouve la formule classique

(40) B (r—a) = (— 11 B (@).

Plus généralement, on peut former, quel que soit s,

(LY (@ +s8;0,8) = (8,0 = - [8,d) - [x.0]

e [ e
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et, par suite, en vertu de (36) Ch. II,

(41) L @ + 5870, 8) = [— 8o = - (L™ (w3 0, 6]
Pour ¢ = 0,8 =1, cette formule se réduit a

(42) B (@ + 8)) = [(— 1) B - [BL ™ ().

Cette identité,- valable quels que soient les nombres 7 et s, me parait nouvelle;

avec les notations classiques, elle s'écrirait, sous forme symbolique,

BY (x + 8) = (B9 (z)— B9), .
La formule!

r—1
o Bni(x + %) =" B, (vx)
§=0

s'étend également aux polyndémes L,(x;e,B). Considérons en effet la fonction

v

f(w;a,ﬂ)=vg:13n (,w+ 8, 15’);
elle est telle que L'on ait
) I(o+Eiap) —siad = Lnlo+ 80,0~ Tnlosa
=5%Ln(x;a,ﬁ)

=Bz, @),
done, en changeant x,«,8 en vx,va, 8, il vient
Sz +B;va,v8) — flve;ve,vf) =vB vz, va)—i,
c’est-d-dire, suivant une notation déja utilisée au paragraphe 24,
%vxf(’ll.’l}; va,vf) = v%wLn(vx; ve, f).

Par conséquent

S vz;ve,v8) = L, (vx;va,f) + C..

! NORLUND, loc. cit. p. 127.
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Prenons la différence finie A,. de ces deux membres. On retrouve la méme re-

o
lation relative & %-—1, ol la constante a disparu. Et enfin, en divisant z,¢,8

par », on obtient l'identité
r—1 Sﬁ ‘8
& — pl—n o — - =).
(44) SZE:O L, (x +5 a,ﬂ) " L, vx;ve,8) =vLy, (vc, a,y)

On peut déduire de {44) une conséquence intéressante. Tout d’'abord, supposons
que, ayant divisé les deux membres par », nous fassions croitre » indéfiniment.
1l vient!

z+p
(45) ;f Ln(e; 0, f)de = Ln(z; a, 0);

par exemple, si 8=1, ¢« = o0, (45) s'écrit

z+1
xn
f B.(2)dz= al
@
Reprenouns (43), et ajoutons membre a4 membre les équations obtenues en
remplagant x successivement par z,  + %, oot el g. 1l vient

n—1

fetsap—rwap=p3 (a+ L)
done, en vertu de (44),

»—1 6’/3 B " . (3
Z (l‘+ 7,a)n—ﬁ%Ln+1 (x,a,;) .

§=0

En multipliant 8 par », ceci s'éerit encore

(46) WZ-,(.’L‘%-SB, ) = Loy (x + 98, a,g) — Lpyi{z; e, B) ‘

Les polynémes L,(x;e,8) permettent done d'exprimer la somme des valeurs:de

' En dérivant (45) par rapport & x on retrouve I'une des propriétés fondamentales de Ln (x; o, £):
% Ln(x; &, f) = (m, e)n—1.
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z{x—ea) (x—®—1a)
n!

pour » valeurs de x en progression arithmétique de raison g.

36. Les fonctions génératrices des suites (8, a]'( Y et [x, ] étant respectivement

B e,

(1+at)*—1
la fouction génératrice de

L (@; ¢ 8)) = [, e - [x,¢]

sera

Ri®

(47) (i"—t% = 3 L0 ;0,01

(1+at)—1 n=0

En utilisant une méthode appliquée! par N. E. Norlund aux polyndémes de Ber-
noulli, dérivons (47) par rapport & £ Il vient

r—a z+p—a
SR "l 4+ al) ¢ [r+(z+ra)t] rgHE(1+al) ©
%nm(x;a,ﬂ)ﬁ_lzﬂ (1 +et) é[ (”f ro)t] rg (é.x)r+1
"= ((I-{—at)“—-l) ((I—i—at)"‘—l)

Multiplions les deux membres par £, et identifions les termes en #*. Nous obtenons

ainsi
rLET (w4 f—a; e, f)=r LY (@—a;a,8)+ @+ra) Ly (x—a;a,8)—nL (x;e,f).
En changeant x en x + «, et en vertu de (36) et (37), on en déduit
r LI (z;e, 5)—{-?*‘81/;:')_1(95;0:, B=r Lg')(x;a, B+{x+ret+a) Lﬁf).l(x;a, 8
—n LY (; @, ﬂ)—nangr)—l (x; a,8),
et, par suite,
(48)  r LT (w0, 8)=(r—n) LY (z; 0, )+ [e—r B+ (r+ 1—n) o LiL, (25 0, ).
Pour r=mn, ceel se réduit i

n LS:HI) (z;0,8)=(x+a—np) m, (z; a,B),

! Loe. cit. p. 185.



272 René Lagrange.
d’ou Von déduit par récurrence que

(49) LZLH) (z;¢,8)=(x+a—B,ph
En particulier?,

(@—1)(x—2)-: (x—n)

(49) Bl (@) =(e—1, == —
Pour z=—e, (49) donne

(50) Ly (—a; 0, 8)=(—B)",
et, pour x=23,

(51) LY (8 0, )= (e, B

Enfin, en faisant =0, on voit que

B, a) 5" =(a—B, B

En supposant r entier positif, on déduit de (49) que

(52) LI (0, §) = ZTXLQTZH) (x; e B)

— Alw+a—B, Busr;

il en résulte que, pour z=_F—aea, et grice a (5) Ch. III,

(53) L™ (8—a; 0, 8)=(e, )W,

et ceci est vrai quel que soit 7, puisque les deux membres sont des polynémes en 7.

En appliquant la formule (50) &
LY (3 8)== AL (@5 e, )= %[a, g L @5 a, 8)

n

= Z’ ((Z, ﬂ)’s Lgl:-f) (x) o, ﬂ)!
il vient

(55) (e, 85 LiS (— a5 0, 8) = (—f)-

=0

! Cf. NORLUND, loc. cit. p. 186.
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En particulier, on a, entre les Bff) , la relation de récurrence!

é (=1 go_
) —
n—s1
§=0
37. On peut établir une formule assez remarquable, i partir de la formule
d'interpolation

© g

f(x+y)=2%f(x)(y,ﬁ)s~

§=0 "

La différence fini A de cette équation, relativement a la variable y, donne
o

8

7

Afleto) =3 A S@) Ao,
et, par suite, en vertu de (52),
(56) Aflatyta=p= SASELE a8

Par exemple, y=o0 donne

T

(57 Afleta—=p)=

Ds

Af() 857
B

&

1

r

r 1
pour y=p@—e, (56) fournit 'expression déja vue de A f(x) en fonction des A f(x).
@ 8

En appliquant I'identité (56) au polynéme LY (z; a,B), on obtient l'identité

(58) LY (z+y+a—B;a,8 ZLJ—!‘S 20,8 LT (y; e, ),

§=0
remarquable en raison de l'intervention d'un indice arbitraire r au second mem-
bre seul. Pour r=o, (49) montre que (58) se réduit’ au développement de
Y (z+v; a,B8) en fonction des (y,8)s; on obtient la méme formule d'interpolation,

avec permutation des rbles de x et y, pour r=v—n—1. KEn prenant z==0, ou

! Cf. NORLUND, loc. cit., p. 192.
35 — 27377. Acta mathematica. 51. Ymprimé le 11 février 1928.
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bien x=y=0, ou bien r=8,y= — e, (58) se réduit 4 l'une ou l'autre des trois

identités

LY (y+a—B;0,0)= 2 8 &) LT (s a0, B,

§=0

L (a—f; @)= 3 (6,056,

=0

8, a)i = 2 LS80, H) L (— 050, 8)

8=0

En appliquant (58) et ces formules particuliéres aux polynémes de Bernoulli, on
obtient les identités

(50) BY ety —1) zB::;—s B

(60) B ly—1)= 3 BT B ),
8§=0

(61) —-Z Bn:r-—s (r+1+s) (I).

En particulier, pour r=v», y=o0, la premiére relation devient
n

x_l ZBL,—.‘Z 'v+s+1)

=0

n 8§
x
Z B§v+s+1)

=0

formule donnée par N. E. Nérlund.*

Reprenons la-formule d’interpolation (56) et appliquons la au polyndme

Sy = JL’( 8,a).

! Loc. cit., p. 194.
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Il vient

(62) LY (w+y+a—p;8,0)= ZLEZ—*! 8, LI (y; 0, ),

§=0

et le second membre contient, comme celui de (58), un indice fixe arbitraire 7. En
particulier, pour x=y =0, compte tenu de ce que [e, 8] et 8, ¢|” sont adjointes, on
retrouve 1'égalité (53). En annulant seulement 1'une des variables, (62) fournit
les deux formules

n

L w+a—p; g,0)=2 (e, /5" LT (@; o, ),

§=0

LY (a+ a—; 8,0 = 3, (6, = LI (3 B,

§=0

qui donnent la valeur du premier membre en fonction des polynbémes bernoulliens
formés avec les mémes paramétres, ou eces paramétres alternés. Enfin, pour
x=—a,y=4, (62) donne

- Z L (—a; 8,0 L{T Y (85 0, 8).

38. Appliquons ces considérations aux polyndémes de Bernoulli
BY (x)=L{ (; 0, 1)
et aux polyndmes, que nous appellerons polynomes de Bernoulli adjoints
BY (x)=L{ (z; 1,0).

Par définition, 1'expression de ces derniers est

Sy pn Ze—1) - w—s+1)
(63) By’ (z) —‘Z B~ 5! ’
8$—=0

et nous savons qu'ils sont tels que l'on ait

(64 T (@)= B @),
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(65) ABY (@)= Bl (@),

avec, pour les définir complétement 4 I'aide de ces relations récurrentes, la condition
(66) B (0)=B)".

En leur appliquant les formules établies pour les polynémes Lg ) (;a,8),(49) donne

— +1 scn
(67) W =) ="
et, par suite,
B (—1)=o, n>o,
or+1) l .
By Y

La formule (53), ot V'on fait « =1, §=0, puis e ==0, 8=1, donne les deux relations

JEE:’+1&+1) (__ 1) — ng-r)
(68)
llerﬂLnH) (I) . 17‘57”

et ces relations sont valables quel que soit 7. La formule (58) donne ici, pour
e¢=1,f3=o0, la relation

(69) B (x +4 Btz_; U (z) BIT (y)
Y+

En faisant y==1 dans (59) et y==—1 dans (69), compte tenu de (68), on

obtient les relations assez remarquables’

2 BY By (),
(70)
Z Bs :_—I—sr—s ) .

Pour z =0, ces relations coincident avec (33) Ch. II. Pour v=n+1, r=—1,1a

premiére de ces formules devient

! Nous changeons également r en —7.
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n

B;ZH-I) (x) ZZ (O, I),n-—s B§8) (x) )
§=0

c'est-a-dire, compte tenu de (49'),

n—s
— I

S () ;

(71) (r—1)(x—2) - (x—n _j

! n—s+1

pour z==0, on retrouve la formule qui termine le paragraphe 36. Pour les
mémes valeurs de » et , compte tenu de (67), la deuxiéme formule (70) donne

[+ &1 —®) (@)

72) nl _zl) (n—s+1)! B

Les fonctions génératrices des BY (x) et BY (x) s'obtiennent en faisant « = o,
B=1, ou a==1,8=0 dans (47); il vient ainsi®

] ¢ i < 7 n
¢ (et_l) —3 B @),

n=>0

(1+t)( )EB z)

En changeant ¢ en 2¢¢ dans la premiére de ces relations 'identification des

parties réelles et imaginaires fournit les formules

@w

cos (2x+7r)t (Si? t)r= Z (—1)* BS (%) (282

n=0

sin o+ (T = 3 (< B @G

n=0

qui, pour z=o0, se réduisent & (48) Ch. II.

En particulier, pour z= — ga on déduit de ces identités que

! Cf. N. E. NOorLUND, loc. cit. p. 185.
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74 () =S i (- 1) o,

n=0
2
B(2r7)z+1 (5) = 0.

Pour r entier positif, ce dernier résultat est compris dans une formule de N. K.

Nérland.! Pour lez_r, le deuxiéme développement (73') devient

e =S (o B (157) etre,
. , sin £\ ! .
et la comparaison avec le développement que (74) donne de e conduit,

aprés le changement de » en —7, 4 l'identité

r—1 : r+1y.
Bgn_l) (T) =‘—ZB¥7)¢+1 ( 2 ) H
—I__—

r
pour z = ———> on voit de méme que

r-+1 r—I
Bl (—;) :—Bé’,iﬂ( . )

Reprenons les relations (73), ot #==1; elles s'écrivent alors

(1+ 8 = I+t

LUYDS Buw)

§=0

l'identification des deux membres terme & terme fournit les relations

! Cf. loc. eit. p. 163, formule (19).
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:c(oc—l) (x—n+1 ——1”‘8\ (@),
' Zn——s+1 *

dont la comparaison avec (72) et (71) donne

BY (x)= B:(x+1),
(75)
B ()= B,(z—1).

Nous voyons ainsi que les polynomes de Bernoulli adjoints By (x) sont les polynomes
de Bernoulli B (x+ 1).

Dailleurs en prenant respectivement la différence finie et la dérivée des
deux relations (75) on retrouve les identités (67) et (49).

Par exemple, la formule sommatoire (30} qui, pour les polyndémes de Bernoulli
adjoints, prend la forme

ac+z '—=i

peut s’écrire, a l'aide des polynémes de Bernoulli,

(76) Aglx+z—1) ZB

=0

39. Par le méme procédé, les relations remarquables (75) s'étendent aux
polynémes L (x; «, ) les plus généraus. Pour y=pB—«a, (58) devient en effet,
grice & (53),

L (w5 0 8) =3, (e I (250,6);

s=qQ

pour y=n+1, il vient done, en vertu de (49),

(77) @+ a—B,Bn= 3 (& B L5 (w50,).

=0
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D’'autre part, la fonction génératrice des LY (x; 8, ) étant, en vertu de (47),

o tf(wﬂt"ﬁ i L (2 B,

(rppimi) =

il vient
(r+ﬂt)§'=(( +‘“ )an (@8,
l'identification terme 3 terme donne donc
= 31 (s ) e B,
5=0

dont la eomparaison avec (77) fournit l'identité

(78) LY (x;8,0) =LY e+ f—es0,f),

et ceci a lieu quel que soit 7, entier ou non. (49) est contenu dans cette formule,

et correspond au cas r =n + 1; pour » ==1, on a l'analogue des relations (75)

Lu(z;f,0) =Ly (@ + B~ a;0,8),

qui suffit d’'ailleurs pour définir la suite des polyndmes bernoulliens de paramétres
8, en fonction de la suite dont les paramétres sont permutés, si 'on se rappelle

que, pour ceux d'indice » quelconque, on a

28 @i, = 2 (%86 [

Pour les polyndmes de Bernoulli, la formule (78) donne les relations

Bt (@) = BY (x—1),
(79) B |
W (@) = BY (@ + 1).

40. Les analogues des polyndmes de N. E. Norlund! BY (7c Wy, Wg, . - . W)
sont, pour les polyndémes Ln(x;e,B), les termes de la suite

! Loc. cit. p. 158—177.
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(80) [Lg) (.’L', a, ﬂlalgih e 57')] = [611 O!]' =0 [ﬂ"’ a]’ - . [x7 a] )

r étant ici un nombre entier positif." Il est clair que, si ¥ des paramétres 8; de-
viennent égaux & «, on est ramené aux polynémes d'indice supérieur » —Z%, dont
les parameétres @ sont les 8; différents de ¢. Dans le cas ol tous les §; deviennent

égaux & B, ces polyndmes se réduisent aux LI (x;e, ). Il résulte immédiatement
de cette définition que

(81) (L (s + @+ - +@r; 0,61, s, - Bl =[Lnls; 0, 8,)] [Ln(y; 8] - Ll ),

ou encore, sous une forme plus générale,

B1) (LY@ + s+t ana, ey B =

L @30,80 - B LS s B - B -+ (LS (@15 0, Bt g 1, - 8]
avec vy + 1yt o+ =,

Lorsque tous les 8; sont nuls, (80) devient

(LY (@; 0,0,0,...0) = [e"B) - [,q],

et si certains seulement d’entre eux, les r —s derniers par exemple, sont nuls,

(81") oi =2 et o L'on fait 2, =0, r, =35, ry==1r—s, donne
(82) [Lg) (x’ avﬂl: e 138,0’ . 'O) :[anl—;"]rv—s : [LS) (x;a: ﬂl) e ﬂﬂ)] .

En multipliant la variable x, et les paramétres e, ,,0;, .. .8 par le méme facteur
¢, chacune des suites au second membre de (80) étant multipliée terme a terme
par [¢"], il en est de méme de la suite an premier membre; on en déduit la for-
mule d'homogénéité

(83) Vex; 00,08,,08 ---08) =" L (x; 0, 8,85, .. . B) -

Au point de vue du calcul aux différences finies, il résulte immédiatement de
(80) que

(54) ALs(wia By, 6) = L8 w50y, - B,

et cette relation permet de définir ces polynbémes par récurrence, grice aux con-
ditions initiales

! Par analogie avec les L;’) (x; &, #), nous désignerons par [Li;‘r) (x; e, By, . .. fr)] la suite in-
verse de [Lg) (—x;0,8,...8)

36 — 27377. Acta mathematica. 51. Imprimé le 11 février 1928.
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L4050, Buy - 8] = (B, - (B, - o (g, a0,

La différence finie d'ordre s et d’écarts B;,0,,...0Hs des deux membres de (81),
ot l'on pose x; + %, + -+ + 2, =2, donne, en remarquant que

A f(x)zA:L‘lAl‘g...Aﬁjaf(xl'l'xg'f'"'+xr),
Bus - . B B B Bs

[ﬁ A, L;’ls(x;a,m,...m)]=[x1,a]- ey o) (L e+ i By B

il en résulte, grice aux propriétés de la multiplication des suites newtonniennes, que

[ﬂ, A L (s 0,8y, . .5,)] =[LI (25 ¢, Bot1, . . . B1)],

ce qui 8'éerit encore

(85) , AﬁLﬁf’ (@;0,8,, ... 8)=LIZ(@;0,8511,...8).

On voit ainsi que les propriétés fondamentales des polyndmes bernoulliens

o (x; @, 8) s’étendent trés simplement 4 ces polyndmes plus généraux.

41. Reprenons (80), et ajoutons B & la variable z. Il vient
(LD @+ frs B - B =[] - [Bra) ™ - (L@, 81, B
ou, grice & (36) Ch. II.
L (@ + Br e, B, Bl = [— B o 0 - (L @508y, - o)
=LY (30,81, - . - Br1,— Br)].
On en déduit immédiatement par récurrence que
(86) Lstr)(x+51131+32 Bat o+ sefrie By, B)= g)(x;a,(— 048, (—1)28,,..(— 1))

Lorsque tous les §; deviennent égaux, cette formule se réduit & (41), ot s=s; +
8y +++-+ 8, mais -alors que-cette derniére ne contenait aucune hypothése sur s,
nous avons supposé ici que les s; sont des entiers positifs ou nuls. Pour ¢ =o,
~ (86) devient
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1({)(x+'5'151+5’216’2+ s BB, -ﬂr)ng)(x5("’ 8, (—1)% By, ... (—1)r 8,

formule donnée par N. E. Norlund." Enfin, lorsque tous les s; deviennent égaux
4 1, en changeant z en —x et compte tenu de 1'homogénéité, il vient

LY@+ B+ + sy, By, B) = (— 1) LT (s — 0, 81, B, - - )

La relation (44) s'étend aisément & nos nouveaux polynémes. Il suffit de
I'appliquer & 1'équation (81), relativement & la variable x,; en posant x,+x, + -
+ 2, ==, on a en effet

[EL sy, - ﬂr)] VL g+ A 2By, Brt)] [Ln(x,;a,%)]

:y'[L(,:" (x;a,ﬁl, B, ’i)] ;

on en déduit que, d'une maniére générale,

¥1—1 ¥—1

(87) DI Z LY ( 8‘ﬂl+8252+ %f—’;a,ﬁl,ﬁg,...ﬂ,.)

v
£=0 $,=0 8, =0 "1 2

=V vy Vr (x, fl' f: ...,‘%’),

les #,,7;,...7, étant des entiers supérieurs ou égaux & 1. Cette relation a été
établie par N. E. Nérlund® pour le cas ¢ =o0. L'opération au premier membre
de (87) ne modifie donc pas le premier paramétre e, mais remplace les paramétres
de deuxiéme espéce B;,0,,...0- par des parties aliquotes. Cependant il faut
remarquer que, en vertu méme de leurs définitions, deux suites quelconques de
polynémes bernoulliens d'interpolation généralisées, ayant le méme parameétre o,
sont dans un rapport homogéne constant.

Supposons que certains des nombres », ¥,41,%+2,...% par exemple, soient
égaux i 1, e, divisant les deux membres de (87) par le produit » v, --- »;, faisons
tendre vers l'infini les valeurs de ces facteurs. Le premier membre devient une
intégrale multiple d'ordre ¢, et l'on a

! Loe. cit. p. 167.
® Loec. cit. p. 169.
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B Ba B;

d f L+t b+ -+ By, ... 0) dt, dty ... dt;—

(88) ﬂlﬂz...'ﬁio : o

= LI (x; e,0,...0, Bit1y ... Br)

= ([a" B.) - (LY (w; @, Bisty - - - Br)))n-

42. La fonction génératrice des Lﬁl') (z; @ B, ... B se déduit également sans
difficulté de leur définition, puisqu'elle est le produit des fonctions génénatrices

des suites dont [L{(x; ,8,,...8)] est le produit homogéne. (80) entraine donc

immédiatement

|8

Q7 _ BiBy...B8t (1 +et)
(89) Z_OLn (z; 0,8y, ...8) "= 5 102 5 5

" (1+ate—1){(1+atl—1) - (1+at)*—1)
Lorsque certains §; tendent vers zéro, les fractions -—mﬁi—— correspondantes

(14+eat) —1
. . s «
deviennent égales & Ti+ad
D’aprés la fagon méme dont elles sont définies, les suites [LY (z; , 8y, . .. 6]

sont des suites bernoulliennes d’interpolation
(L (; @, 8; (1], [8]),
ou le parameétre g et la suite [b] seraient tels que

(90) [b] : [18) a],: [1311 a],' [527 a],' o '[ﬂ"a (Z]’.

CHAPITRE V.

Les polynémes bernoulliens d’interpolation (suite).

43. Nous avons vu que les polynémes bernoulliens d'interpolation
LY (; a,8; [a], [b]) sont liés entre eux par deux espéces de différences finies d'in-
terpolation, dont l'une conserve l'indice supérieure, tandis que l'autre diminue les

deux indices. En d’autres termes, on a
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(1) A L (@; 85 [a), b)) = L (@ 0, 8; [al, [B),
(2) L Lk (@; o,6; a), (B) = Lo~ (; o, 8; [a), [6).

Considérons alors la moyenne d'interpolation Vi, quotient fonctionnel de ces
7

deux différences finies d’interpolation, c’est-d-dire telle que l'on ait

(3) Ala) Vie) = App);
@ 7 B

cet opérateur, appliqué aux deux membres de (1), donne, grice i (2),

(4) Vi L1 (5 @, 8; al o) = L™ (; 0, B3 a), 8).
Nous voyons ainsi qu'il existe une moyenne finie d’interpolation qui lie entre eux
les polyndmes bernoulliens d’interpola,tion de méme degré; cette opération produit
donc le méme effet que la multiplication homogéne par la suite [¢] définie par
(2) Ch. IV.

Nous savons déja que, lorsqu’on prend les trois écarts «, 3, y égaux entre eux,
la base [¢] de la moyenne finie d’interpolation en question est le quotient homogéne

b ’ N s’ 2 . s 2 .
%. D’une maniére générale, on peut exprimer aisément [¢] en fonction de «, 8,

[a],[b], et de I'écart choisi y. En réduisant les trois opérateurs 4 posséder le méme
écart y, (3) s’écrit en effet

Ala):(aq) Vil = Apl:(gq" »
T v Y

done

(5) (€] [b: (8,7

(@] :[e, 7]

On déduit de (4), par récurrence, que
(6) Vil LD(; o, 8; [a], b)) = L (; , 8; [a); [B),

et cette égalité, démontrée pour » entier positif, est vraie quel que soit », car
les deux membres sont des polynémes en ». Elle est d’ailleurs valable quel que
soit r, ainsi que (1) et (2). En particulier, pour » =7, (6) devient
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(6,) V[e] Lg:) (x’ a, 187 [a], [b]) = (x7 @, [d])ni
4

et cette équation, ol [¢] est donné par (5), définit sans ambiguité le polyndme
bernoullien d’interpolation du premier membre.

Par exemple, supposons [a] = [b] =1, et prenons y = ¢; on a alors [¢] = [, ¢/,
et, par suite, (6") devient

(7) Vi,ar LY (w; ¢, ) = (=, a)a;

autrement dit, le polynéme LY (z; o, B) est défini par 1'équation en f(x)

n

36 & A fl@) = @ a.

§=0

Pour les polyndmes de Bernoulli, d'ordre r, cette équation prend la forme diffé-
rentielle

nl

et, pour les polyndémes de Bernoulli adjoints, elle s'écrit

(8’) Z Eg_r) Z.;f(x): x(x—l)(x_n+ I).

nl

Pour r =1, (8) et (8') se réduisent respectivement &

" I d‘Bn(ac)zx_"
s+1) dot  nl

et a
x(x—l)---(m—n+1)_

2(_; A Bn(x) = n!

44. En introduisant la moyenne finie d’interpolation définie par (3), on

peut donner a la formule d'interpolation (32) Ch. IV une forme également intéres-
sante. En remplagant la différence finie d'interpolation Ap) au second membre
B

de cette équation par son expression déduite de (3), cette équation s'écrit en effet
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@® v r
Aa]q) (+2)= ZL(f A[a]A[e] @ (x);

=0

en posant
%[a] 9’(37) = f(x):

on obtient la formule d’interpolation annoncée

w

0 Slot2)= 3 1063 2,8 la), 1) A Via S0

»=0

ou [e] est donnée par (5).

45. L'examen de l'expression (5) montre que les trois opérateurs finis asso-
ciés & une suite de polyndmes bernoulliens d'interpolation ne seront pas simulta-
nément simples, en général. — Nous avons étudié, au chapitre précédent, les suites
dont les deux bases [a],[b] étaient égales & 1; les deux différences finies associées
étaient alors des différences finies ordinaires. On peut se proposer 1'étude des
suites pour lesquelles, [a] restant égal & 1, la moyenne d'interpolation est une
opération simple. La base [¢] ne peut évidemment se réduire & 1, car, quel que
soit y, on a

Vym Sle)=f(z).

Un cas simple est celui ot cette moyenne d’interpolation est le quotient de
deux différences finies ordinaires dont les écarts sont multiples entiers I'un de
l'autre. s désignant un entier positif, on doit done avoir

(10) Av[e] = A,

Y

ce qui s’écrit encore
Dy = A= Aisy,qr»
7 sy v

et, par suite,

(11) el =s7,91’;

dans ces conditions, il résulte de (21) Ch. III que
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&—1

Viaf )=, 3 St 7):

En faisant en outre =y, (5) et (11) donnent

(8] =[a, 81" [s 8,8,

2

et 'on voit que le polyndéme défini par 1'équation
s—1

D/ @ty )= o

est
Ln (‘”) a, ﬂ, [I]v [a7 ﬂ]’ [Sﬂ; (3],)

En particulier, pour 8=1,e¢=0,s=2, on a le polynéme d'Euler’

(13) E, (2)= Ln(2; 0, 1;[1], B]),
avec b,=1 et

n—1
Y =1,
n{n+1) "

(14) bo=(0, 1)+ (0, 1fwa = (1)

On constate ainsi que I'expression des polynémes d'Euler et de leurs analogues
est assez compliquée, en fonction des écarts «, B, et des bases [al, [b].

46. Cependant, on peut définir simplement de tels polynémes, & partir de
polynémes bernoulliens d’interpolation simples. Nous partirons de la remarque
évidente que les suites de polyndmes bernoulliens d'interpolation qui appartién-
nent & la méme différence finie d’interpolation Apg) forment un groupe relative-

ment & la multiplication homogéne. En particulier, le quotient homogéne

(15) (La (2 +; @, 6; al, [B)]
[Ln (:’/; a, (3'; {a]a [b’])]

appartient & ce groupe; en le désignant par

! De méme que pour les polynémes de Bernoulli, nous désignons par E(,f) () ce qui, avee la
notation classique, s’éerirait l—'Eg) (x). Cette modification résulte encore de la remarque essentielle
nl "

faite au paragraphe 3.
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(16) [Ln (2; @, d; [al, [])],
on aurait, en vertu de l'expression (2) Ch. IV de ¢,

(1) [d):]s, a]’:[d]=é%'

Il y a toutefois avantage & conserver les éléments paramétriques surabondants

Rl

mis en évidence dans (15), et nous poserons

[La(z+y; @, 8; ], [b])]
[Ln (?/§ a, 15),5 [“]1 [b'])]

(I 8) [Mn (x; o, f, ﬂ’; [a]’ [b]s [bl])} =

Chassons le dénominateur de cette équation, et prenons ensuite la différence finie
Ap des deux membres, relativement 4 la variable y. Fn annulant cette variable
ﬂ'

dans le résultat, on obtient

(19) M, (x; a,8,8;a), [0], )= é}anH (x; @, 8; [a], [b]).

On voit ainsi qu' 4l revient au méme de diviser ume suite bernoullienne
[Ln (x; &, 8; ], B))] par la suite (Ln(0;e,f;lal, b)) que d’'en prendre la différence
Jfinie d'interpolation Ar.
ﬁl

Le caractére d’homogénéité de la suite (19), par rapport aux six éléments
paramétriques dont elle dépend, résulte immédiatement de la définition (18), et de
la propriété que le quotient homogene de deux suites est multiplié terme & terme
par [¢"] en méme temps que ces deux suites. On a donc

M, (ex; 00,08, 08 ; (0" ai}, [0"ba), [0"n']) = 0" Ma (x; 2, 8, 8'; a], (8], [b']).

En ce qui concerne les polyndémes d'ordre r définis par

@) = [ ()]

on voit sans difficulté que l'on a

b

(r)
7(Z‘) ‘a '; a b, b’ =[ n (x+./'/;a’13; [a], [b])]
(20) (My" (z; @, 8,85 [al, 8], [&']) L e 8 o], )

et le méme raisonnement que dans le cas 7==1 montre que
37 — 27377. Acta mathematica. 51. Imprimé le 11 février 1928.
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(21) MY (e, 8,8 (al, B, ) = By L (@; e, 8; lal, [B)).

La moyenne d'interpolation Ap) associée a ces suites, c'est-d-dire telle que
7

'on ait
(22) ve)M"“) (@; a,8,8;a], B, 1) =M (2; e, 8,8;al, b], b)),

est donnée par la formule (5); done, avec nos notations, on a

(23) e = [ ][ o

\

[d] et [6] étant assujettis & vérifier (17). D’autre part, on obtient directement
une expression simple de cette moyenne finie. Pour cela, remarquons tout d’abord
que pour =0, v =1, (22) se réduit a

(24) Y[C] Mn (x; a, 13) ﬂ’; [a]) [b]: [b,]) = ($, a, [d])"
= %[b] Ln+1 (.’L', a, ﬂy [a]a [b])’

transformons alors cette différence finie d'interpolation, grice aux formules (19)
Ch. IIT et (41) Ch. III, en

A[b] = A[b] 3 81= A[b]v[b] 18 61 -
T3]

Le dernier membre de (24) s'écrit ainsi, grice a (19),

Vo181 M (x5 @, 8,8 [a], [B], [¥]),
N (U

et sa comparaison avec le premier membre de la méme équation entraine 1'identité

(25) Vier = V15, 51

°t i o]

Par exemple, en prenant y = £, on voit que
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20 o — B 28]

]
ne dépend pas de « et de [a].

Profitons de ce résultat pour . établir une identité assez remarquable concer-
nant les multiplications homogéne et diagonale. Nous venons, en effet, de démontrer
que les égalités (17) et (23) sont satisfaites si 'on y fait y=§ et [¢] égale &
la suite (26). En outre, on peut supposer =46 =4g". (17) et {23} se réduisent

alors respectivement &

et I'on déduit de ces relations et de (26) que l'on a identiquement

8,87 :1d) () [B:18.8T
o]:1af [¥']

(] :[8,8] étant une suite arbitraire, cette identité peut s'écrire enfin, aprés ren-

versement des deux membres,

(27) ﬂ o] =

ou, en remplacant [b] et [¢] par [b]:[a] et [c]:]a],

, B, gy [b:ldl
e7) 4 Tl

L

- la],

sous des formes remarquablement symétriques, [al, b], [¢] étant trois suites arbitraires,
avec [a| et [¢] d'indice zéro. Bien entendu, la vérification directe de cette relation
n'offrirait aucune difficulté.

Une forme particuliére intéressante correspond au cas [¢] = 1; en remplacant
[a] par son adjointe, (27) se réduit &

(28) l:la] _ 1) - e fa) -

47. Ceci établi, prenons [b] = [b']| =1, 8= sy, s désignant un entier positif;
il vient alors
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e =Tls7.71,
et 'on conclut que les polynémes de la suite

(20) (Mo (@; @,57,7; [al (1], [1)] = [sz(;x,, Z@‘/ ?/a“yg[?aliﬂfll]g]ﬂ)]

sont solutions des équations

(30) Y[s'}'. 1) f(x) = ("L'1 «, ‘.d])nv

c’est-a-dire de

(30) ; E} flz+vy) = (@, e, (@)

‘Par exemple, pour [a¢] =1, ¢ =0, y=1, s=2, les polyndmes en question
sont les polynémes d'Euler, et sont donnés ainsi sous la forme

(51 Baloll = Ml 0,2, 3 5 1), 1) = Btz sl

on sait d’'ailleurs que ceci est équivalent 4
(32) En(-%') = AL (-’L'; o, 2).

Enfin la loi d’homogénéité permettant d’écrire
Ly(x;0,2)=2" L, (g, 0, 1) = 2"Bn(§),

(31) et (32) prennent encore les formes
(31) [an"( 2 )]

(52) Eufe) =2 ABun(2):

Ces deux formules ont été données par N. E. Norlund', et nous voyonms ici

! Ct. loc. cit. p. 136 et p. 139.
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quelles appartiennent & une catégorie étendue de propriétés. En désignant par
Ey(z;s) le polyndme M, (x;o0,s, 1;[1],[1],[1]), on aurait en effet

np (Z1Y
9 e [0
avec
(54 B (0i8)= 41 A Bua (2);

d’ailleurs s peut étre un nombre quelconque, mais dans ce cas l'équation (30)
peut contenir une infinité de termes.
Plus généralement, on peut se proposer I'étude des polyndmes

En(a; ¢,8,8) = My (2;0,8,6; [1], 1], [1]);
quel que soit », on a donc

_ L @+y;a,8)
(35) { "( ; ’/3713)] [ ;r)(y;a,ﬁ')]

(36) n (x a, B, 15) ,,,+r(x;a, )
et Uon sait que!
A Ela(w; 0 8,6) = By (w0,6,8),

A ﬁ o)’ E"+1 (x a Ag ﬂ) Eg)(x) «, 187 13’),
“16,af

et que, quel que soit »,
(37) gﬁm'En (#;0,88)=Ei " (@;0,8,8).

Enfin, la formule d'interpolation (9) prend la forme particuliére

(8, a]’

! Pour la deuxiéme différence finie d'interpolation, ceci résulte de ce que (17) donne [d] = (@ ]

lorsqu’on y fait, dans le cas actuel, d = .
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(38) Sflzte)= ZE (2;¢,8,8) é?[ﬁﬁ]f()

=0

Pour ¢ =0, on a, en vertu de

L, (z;0,8) = 8" B, (g)

(30) B (5 0,8,8)] - [p"" By (f?)] ~ [ﬂ" B! (f%ﬂ)]

(40) 1 (0, 8, §) = ﬁ"*’,{é B,.+,(g),

formules qui généralisent les relations (31), (32") entre les polynémes d’Euler et
de Bernoulli. En particulier, (40) donne, pour » =1,

o))

g

E’n (7/';0, ﬂy 18’) = ﬁn-‘-l
Pour z = o0, (39) donne

E’n (0; 07 ﬂ)ﬁ Z ‘86‘8/11——3 BS n———s

. a'n < Bg ‘@
= 3 (7)
en .particulier, pour 8= 2, 8'=1, on retrouve la formule

=2 B, 2®
En(o)zé( et I)

en donnant & x et y des valeurs particulidres, (31') fournirait de méme les rela
' 1
tions que N. E. Nérlund a établies entre les nombres B, (0), B G), E,(0), Ex (;) )

Pour ces mémes polyndémes, la formule d’interpolation (38) se réduit a
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(41) fle+z)= 2 ED () Vf‘

c'est-d-dire, aux notations prés, & la formule de Boole-Nérlund.!

48. Etablissons quelques propriétés des polyndémes (35) & partir de celles
que nous avons démontrées pour les L,(z;e,f). Il résulte tout d’abord de la
définition (35) que

ENx e, 8,0 =ES " (x; 0,8 8),

et, d'une maniére générale,

(42) (ES (@5 0,8,8)] - [EY (y; e, 8,8) = BN (@ +y; 0,8,6)),

le second membre se réduisant & [x+y,a] pour r=r".
Considérons toujours (35), et changeons y = en x+78; grice i (39) Ch. IV,
il vient

Ay L + y &, — )]
B (w+r8; 0, 8,8)] = L(f”@"—ﬁ,‘f’ ,
done
(43) ED@+rB; a,88) =LY (x;0,—8,8).

Le changement de y en y+ 78 dans la méme relation donne de la méme fagon

(B (2; 0, 8, 8)] = [L') $+rﬂ'+y, o f)
(y)a '—ﬂ’

c’est-a-dire

ED (20,8 8)=EY (x+78; a,8,—8),
ou encore, en changeant # en —§,
(44) E,(.')(x—rﬂ'; a,ﬂ,ﬁ')=E¥)(ﬂv;a,ﬂ, —£).

Les formules (43) et (44) traduisent done l'effet produit par le changement
du signe de l'un des deux paramétres 8, 8. En effectuant simultanément ces deux
changements, il vient

EY (w+r8—rf; 0,8,8)=ES (x; 0, —B, —F).

1 Cf. loc. cit. p. 147.
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En particulier, le cas ¢ = o fournit la formule remarquable

(4s) ED w+r(8—8); 0,8,8)=(—10 Ei) (—x; 0,8,),
qui, pour les polyndémes d'Euler, se réduit a la relation connue
ED (@+r) = (—1p ) (—a).

Appliquons maintenant la formule (44) Ch. IV au numérateur du deuxiéme
membre de (35) oit r=r1; il vient

8
(55 (o o) - [L;]_J(j;y; ﬁ;v)],
done
(46) gEn(oc+§§;a,ﬂ,ﬂ')=vE,.(x;a,§,ﬁ’).

En divisant les deux membres par », puis faisant croitre » indéfiniment, on déduit
de (46) l'identité

(47) fEnzaﬂ, Eu(z; ,0,8).

49. La fonction génératrice des E (z; a,8, ) est le quotient des fonctions

génératrices des L (z; a,f) et des LY (0; o, #), done

p
(48) (1 +at)® wﬁ ZE z; a,8,8)t.
( +at)a——-I n=

Lorsque « tend vers zéro, ceci se réduit a

f(ji,:g) ZEn z; 0,8,6)t",

d’ot l'on déduit, en remplagant ¢ par 27¢,
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it (2z+r8'—r ﬂsmﬂ't
g 8((3 sin ﬂt) ZE

n—0
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z; 0,8 8) (20t)";

enfin, en identifiant les parties réelles et imaginaires des deux membres, on

obtient les développements

cos (2z+rf —rp)t (ﬂ sin ﬁlt) 2

g sin gt
(49) ‘ i
s e =t (LG =S o
Par exemple, pour x = 1({1’7—5’)
(50) E2(r12+1 (Tg:z—ﬁ, O, ﬂ,ﬂ') =0
et
51 (FRE) =3 (—r w2

n=0

En particulier, pour =2, =1,

» E2 (z; 0,8, 8)(28)2"

i (@; 0,8, 8) (2841

, ces formules donnent

3

08,8 ) .

(49) se réduit aux développements®

cos (2x—7)t &
cos "t Z::' z) (24"
(52)
sin (2z—7r)t — 1P EP
jininni S S I f)2n+1
cos "t 112—0 +1(2)(24) ’

t (50) et (51) donnent

. r
]’12(:2+1 (5) =0,

cos "t =Z (— 1) B

n=0

(— ’5) (282,

! Cf. N. E. NORLUXD, loc. cit., p. 182-—185 et p. 1g6.

38 -~ 27877. Acta mathematica. b5l.

Imprimé lo 10 février 1928.



298 René Lagrange.

Reprenons (48) et dérivons les deux membres par rapport a {£. En posant

momentanément

( )E

1+ et)e —1

putitetirg,

(1+ atye—1

il vient
z—a z+f—a Fr1 z+f—e fr
x(1+at) ® fr4rp(iteat) « _T——r{)’(l-l—at) @ : B ==
(1+ atfe—1 (1+ate—1

K

Z(n-l— I)En+1(x «, ‘8 ﬁ)

=0

et, par suite, compte tenu de (48) lui-méme, et en multipliant les deux membres

B

par (1+eatfe—1 ,

8

“’L ) — o+ 1) EL (5 0, 8,8)) £

=0

— ri {(EV (2+8—0; 0,8,8) — EV ) @+ —e; 0,8 8)) .

n=0

L’identification des termes en #* donne enfin l'identité

(53) EV@+p—a; e,88)— Ef @+ —a; 0,8,8) =

n vy—1 .
r

Z (x—a; ,8,8)—@+1)E w+1w aﬂﬁ')

En remplagant z par x + e, l'identité

A +l(x a,ﬁ, ﬂ')=E£f)(x;a,ﬂ,ﬂ')

permet de mettre (53) sous la forme
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Ela+ 80,8 8)— s Vx+F;a,8,8)=

o — a ir) 3 v v+1 @, 9y
Z(x v )E (ﬂ'), ’ﬂaﬁ) ( +I)E (x 18 ﬁ)(

r

s a)’n—'v-——.l s

»=0

et enfin, en groupant les polyndmes de méme degré,

(54 rEDotge88) +n B (o0 8, 8)—r B @+ B a8, 8) —
n—1 @ )
Z (x -7 —ﬂj—_)Ey) (x; a, ;87 ﬂ,) ([37 05) n—p~1 +

En particulier, en ce qui concerne les polynémes d'Euler, on a

n—1 n—y—1
(r) {r) (r—1) 2y 2 {7}
rEY (x+2)+nEy () —rEy Ve + n:go(x—mﬂ HI)(% T EJ (x),

ou encore, copte tenu de
EM@+1)=2 Ef V(@) — EY (),

2n—w——l

(55) r+mEY (@) —3r By e) + 27 EY V()= "Z'l(xa —ZL) w—i @

n—y+1
=0

En dérivant directément la fonction génératrice des polyndémes d'Euler,

(e‘ + I)—r i En .

n=0

by

qui se réduit ici &

on formerait aisément la formule, beaucoup plus simple que (55), mais sans lien
avec la formule générale (54),

(56) r ESP @) =2(m +1) Efvi(x) — 2 (x — 7) EP (2),

et due & N. E. Nohrlund, aux notations prés." Cependant, cette derniére formule
s'étend aisément aux polyndmes EI (x;s) = EM(x;0,s,1), o s est un entier posi-
tif; la fonction génératrice de ces polyndémes est en effet

! Cf, loe. cit. p. 186,
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(s—1)¢ (s—2)t 1 ... —r ©
ewt(e +e S+ +e‘+1) — S B @9,

n=0

et, en dérivant par rapport & ¢, il vient

51
(57) w By (2;9) — (n+1) Enba (w;8) = = DB @+ ;).
=0

50. De méme que le quotient homogéne de deux suites de polyndmes
") (#; @, f) nous a conduits aux suites [EY (x; a,8,8)), de méme le quotient des

suites considérées au paragraphe 40 conduit aux suites

Ll(ir) (x+y; e B, B .. ﬂr)]
[LZ) (?/7 @, ﬂl’7 62’7 M ﬂ"’)]

(58) {E7(lr) (7); a:ﬂlrﬂm MR ﬁ") 51’7 182,’ s 13"’)] = [

Ces suites ne sont plus générales que les précédentes qu'a un certain point
de vue, car leur ordre 7 est nécessairement un nombre entier positif; elles se ré-
duisent aux suites étudiées aux paragraphes précédents lorsque les r couples g;, 8/
sont identiques au couple 3,5

Une premiére conséquence de cette définition est que les polyndmes en ques-
tion sont symétriques par rapport aux paramétres B, ainsi que par rapport aux
8/; en outre, en permutant les §; avec les 8/, on obtient la suite inverse de (58),
que l'on peut d’ailleurs désigner® par [ES " (x; &, 8, ...8r,8/,...8"). Le carac-
tére d’homogénéité de ces suites se traduit évidemment par

EY (0x;00,08,, ... 08,08 s 08)= "B (@; 0,81, .. .8, 8/, . B

Ces suites s'expriment d'ailleurs en fonction des suites précédemment consi-
dérées, car (58) entraine

(59) [ET(:) ($1+.7}2+ et e, ﬂlvﬂ% oo ﬂr’ 181” 52’7 e ﬂ"l)] =
[En (2; @, 181’131,)] [ En(2; @, (32:52’)] oo [Enlxr; @, Br, ﬂr,)] .

On en déduit immédiatement que

(60) B (@ 0,808s . 6B 8- B) = A 1;5{}, (€; 0,8y, 8e - - Br)-

L2200

! D'une maniére générale, on a

B @0, 81, e B B0 - B 50, B B Bar o Bl = [ + g, ]
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Supposons, par exemple, que l'on ait

By B _ B,
B 6 Br
En posant
Eﬁ:‘) (x’ «, Sﬂly 852,- . -Sﬁﬂ ‘31, ‘82, . .ﬂr) :E;,r, (x, «, 617 ﬁz, ‘. ﬂ"; 8)7
(60) donne

+(r) ntr x 70 [X. @
'En (x;a)ﬁlaﬁzv"‘ﬂf;s):‘g AL“'*‘T _;_’ﬂlaﬂm“'ﬂ’ :
Bu B - P s s

En particulier, ceci fournit, pour ¢=0,s= 2, la relatio.

Eg) ('17) 517 1827 . ﬂ,) = 2n+r A Bf;(:‘)"’ (fv 181) 521 s 18") )

démontrée par N. E. Norlund, entre les polynémes d'Euler et de Bernoulli gé-
néralisés.!
Il est clair également que (59) entraine

[E1(lrl) (m; a, ﬂb- . ‘187‘17 431,,' . 'ﬂh,)] ’ [ 7(:8) (y; o, ﬂ"ﬂLl:' . '181'2’ l@’h"'la' . 'ﬂ"zl)] o=
[Eilrl+1-2+- o) (x+y+ s a,ﬂl,ﬂg,. ) ',5‘1“321,' . )]’

ainsi que, en particulier,
(B (w5 8- - BB BN [, o = (B (g5 0,84, 0 B, 87

On démontre immédiatement, soit par un calecul direct, soit grice a (59) et
(37), que

(r) ’
(61) y[ﬁhﬁx']’ {Yr[ﬂz, g ﬁv'[(gi, ﬂi']'En (x) a, ﬁl’ .. 'ﬂﬁ ﬂl 1o 'ﬂr,) =
1 2 i

EF (@; &, Bit1,. - Brs Biv1- - 587),

1 Cf loc. cit. p. 170.
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En appliquant au numérateur du rapport (58) la transformation (86) Ch. 1V,
on voit tout de suite que

Egzr) (x+81 Bitsg et -+ 8By, By, .., ﬂll" . “8",):
B (50, (1) By (= 1 B (11 B )

en appliquant la méme transformation au dénominateur, il vient de méme

By (@t B+ +  +8:B8 0,8 Br B B =
E'(I:) (IL', a, 511 N 'BH (— x)sl ﬂl’) v (— [)ar ﬂ"’)7

et, d'une maniére générale, les s,,ss,...5r, b, by,. ..t étant des entiers arbitraires,

on a

(62) BV (ct+s, Bt +sft b A8 B BB B =
Eg‘r) (m7 a, (_1)8‘517- . '(_.1)8,-‘31_’(_.1)& ﬂl’a' .. (_I)trﬂ?‘,)'
Par le méme procédé, on voit que la transformation (87) Ch. IV entraine

vi—1 »—1 vyl

) 3 3 3 Eae Mt el )

Vr
=0 §=—0 8,=0

vy vy vy B (x;a,él,ﬂ_e,... OBl ,9)
Yy Vs

,
Vr

les nombres v,,7,,...7, étant des entiers supérieurs ou égaux a 1. Supposons

Vip1=¥ip2= -+ =v,=1 et, divisant les deux membres de (63) par »,»;...%, faisons

augmenter indéfiniment ces derniers nombres; on déduit ainsi de (63) la valeur

de l'intégrale multiple

B B B
(64) ff~--fEff)(x+tl+t,+ ot By BBl B At Aty . dti=
0 0 0

EV (2;0,0,...0,8i41,- . Br B+ - B7)-
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En particulier, =7 donne

pr

8.
Ed@+t+ - +tia .. BB, .8 ) At dt,. . dt. | =

0

(¢ Bu) - (LS (@ 0, 8/, . .8

— (@ B (B (@ @
By By

51. Je voudrais terminer cet exposé par quelques mots sur les polyndmes
d'Hermite. La remarque que nous avons faite au sujet de la formule (g) Ch. IV
nous apprend en effet que ces polyndmes, qui se déduisent les uns des autres
par dérivation, constituent une suite de polyndmes bernoulliens d'interpolation,
pour lesquels ¢ =0,[a] = 1. D'une maniére générale, considérons cette derniére
classe de suites; on sait que l'on peut supposer 8 égal & zéro, et, par suite,
les éerire

. o

(63 (Za(es 0,051, ) = oyt - [ 2]
nous supposons simplement, en outre, que (b] est d’indice zéro. En désignant
par H,(z;[b]) un tel polyndme bernoullien d'interpolation, il résulte des proprié-
tés générales que l'on a

d* H, (x; [b])

(66) = H,_,(x;[b]) y=0,1,2,...7,
' B n d2+1 Hn+1 (x; [b]) . mnr )
(67) %[b] H, 4, (x: [b]) = é) bs dztH al’
ou encore, compte tenu de (66),
n w‘n
(68) Z by Hp—s (CB; [b]) = ;f ’

8=0

d’ailleurs cette derniére relation ne différe pas de (63).

Supposons pour un instant que la série Z bs t* soit convergente; [b] étant

n=0

d'indice zéro, la fonction représentée par cette série entiére en ¢ n’est pas nulle
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a lorigine de sorte que son logarithme népérien est également développable en
série entiére de cette variable. En désignant ce logarithme par ¢(t), on a donc

(69) er = 3 bt
n=0

et [b]7' admet la fonction génératrice e ¢, D'autre part, [ ] admettant la

fonction génératrice e*¢, les polyndémes H,(z;[b]) sont les coefficients du dévelop-
pement

(70 o0 = 3 H (s [0 0.

n—=0

Dans le cas ou la série au second membre de (69) ne converge pas, ce ré-
sultat conserve une signification formelle, d’ailleurs identique & celle de (63).
Désignons par ¢’ (f) la série des dérivées des termes de ¢ (t), de sorte que

— 3 d,tr

n=0

est la dérivée de @(f) dans le cas de la convergence. La dérivation des deux
membres de (70) par rapport & ¢ donne l'identité, formelle ou réelle,

L]

@—g () et =3 (1+ 1) Hurs (&3 b]) 7,

n=0

et l'identification des deux membres terme & terme donne

(71) (n + 1) Huga (2; [B]) = ;b)) — ZA Hyy(a; [B]);

»==0

cette identité fournit l'expression d'un polynéme H,(x;[b]) en fonction linéaire
de ceux qui le précédent. Grice i (66), (71) exprime encore que Hy(z;([b]) est, &
un facteur constant prés, le seul polynéme qui vérifie 1'équation différentielle

linéaire d'ordre =

(72) "Z dw;‘ﬁ(l z) %g(:l) +nf(x)=o0
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La suite [4,] s'exprime aisément en fonction de (3] et de son inverse. En effet
la dérivation de (69) par rapport & ¢ donne

@) =e00 D(s+1)bate

8=0
= B (s+1)b Vb tet,
y==0 §=0
donc
(73) Aﬂ—Z(S‘i' 1)bs+1 bn:la).
8=0

On obtient une expression également simple de A, i l'aide des termes de
la série réduite de [b]. En remarquant que les H,(x;[d]) sont multipliés par
I'inverse de toute constante qui multiplie la suite [b], on peut supposer by =1
sans restreindre la généralité de la question; dans ces conditions le terme géné-
ral de la suite réduite

est

?
ba" = but1 n=0,1,2,...,

et l'on peut écrire, tout an moins formellement,

@ (f) = log (I+tz bs t)

8=0

tv-{-l ®

_2 7+I Zb (r+1) g

), b r(v+1)

— 2 g+ Z o I"~

on a donc

& (=1 o)
A-n:(n+ I)Z %‘

v=0

39 — 27377. Acta mathematica. 51. Imprimé le 10 février 1928,
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’
b

[4,] ne dépend que de la suite [b]’, et en effet, lorsqu'on se donne [A.], @[] est
définie & une constante additive prés, et [b] & un facteur constant prés, ainsi que’
les H,(x;[b]).

Par exemple, pour [4,] =1, on peut prendre ¢ (t)=¢,[b] = [L], (70) se

n!
reegnlel i)

n—=0

o [ ]) =5

ne sont pas des polyndmes nouveaux. Plus généralement, on voit que pour

o [17]) =5

résultat qui se rattache d’ailleurs au précédent en vertu de

réduit alors a

de sorte que les

[An] =%, on est conduit &

H, (ox; (" ba)) = 0" Hy (x; [b]).

2

Pour [4,] = [1,], on peut prendre ¢ (f)= t—z, de sorte que les polyndémes H, (x; [b])
correspondants sont les polynémes d'Hermite, au facteur ’% prés; nous les désig-

nerons tout de méme pér H,(x), avec la méme modification de la notation
classique que pour les polyndmes de Bernoulli et d’'Euler. (69) donne alors

i ©
& — b,
n=—0
c’est-a-dire
o 1
- 2%yl ’

b?ﬂ b2n+1=0.

Les relations (71) et (68) se réduisent respectivement a la formule de récurrence

n Hy (x) = 2 Hu—1 (x) — Hy—2 (2),
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et 4
n
=3
1 x"
()=
20286‘!11" 20(2) n!
—

qui définit complétement ces polyndmes..

D'une maniére générale, lorsque ¢ (¢) est un polynéme de degré p, ¢’ (f) étant
un polynéme de degré p — 1, la suite [A4,] est limitée 4 ses p premiers termes.
Dans ces conditions, les relations (71) demeurent, pour #» = p — 1, des relations
de récurrence entre p + 1 polyndmes consécutifs; ces polyndmes sont d’ailleurs, en
vertu de (72), les solutions d'équations différentielles linéaires et homogeénes d'ordre p

» » )
2 LI _ o110 4o pia) = o,

ne différant, d'un polynéme & l'autre, que par le coefficient de la fonction in-
connue.

Pour les polyndmes
HY (w; [b) = LY (z; 0,0; 1], [B),
dont la suite est égale au produit
1
(74 B ) = - | 5]

c¢'est-a-dire que

(75) [H3 (x; [8])] = [Ha (z; B,

la fonction génératrice devient » ¢(f), car

et — Z bl gn

n=0

L’équation différentielle analogue 4 (72) est alors

@t HY @) d HY (b)) )
(76) r vzzoA, A+ —x dz +n Hy'(z; [b]) =o.

Pour ces polynomes, la différence finie d’interpolation
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Ao B B) — HED 3 8) v—=o0v1,...m
0 -
 géerit '
2 & HY @ [B) e
(77) Z bs T dat H, = (x; [B)),

§=0

tandis qué, en vertu de (5), la moyenne d’interpolation correspondante étant Vs,
0
on a
' 2 @ HY @5 B) e o
o8 o L B0 e ),

nous savons d’ailleurs que (77) doit &tre une conséquence immédiate de (78) et de

& HY (x; [b))

_ g .
dx,, Hn_'v(x7 [b])'

Les polynémes de Bernoulli BY (x) appartiennent & cette classe de polyndmes, et
correspondent a la suite

de sorte que l'on a

n
Bn—-a

A":Zs!(s+2)'

8=0

Signalons encore que la suite [b] intervient directement dans la détermination
du développement d'une fonction en série de polyndmes H,(x;[?)); en effet la
formule sommatoire (9) s'éerit ici

vo) flota) = 3 Holesb) Yor /@),

=0

Par exemple, si f(x) admet le développement de Maclaurin
(80) f@=3 5
" nl

le développement, convergent ou formel,
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(81) f(x)=2 A Hy (2 [B])

=0

a pour coefficients

(82) ln = 2 bs ln+s '
=0

Réciproquement, si I'on remarque que permuter le réle des suites [H, (x; [b])]
T
et [g—-‘-] dans (65) revient a changer [b] en son inverse, les équations inverses de

(82), qui permettent de passer de (81) & (80), doivent 8tre

(83) ln = Z bg—l) ln+s,

=0

ce quon vérifie immédiatement.



