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PAR
EMILE PICARD

& PARIS.

1.

1. J'ai indiqué autrefois’ un exemple trés simple d'équation intégrale
singuliére du type de l'équation de Fredholm, ou la nature analytique de la
solution par rapport au parameétre A figurant dans 1'équation dépend de la fonec-
tion- placée dans le second membre. C’'est I'équation

+

wle) — [ w(@ete-s1as = f(o)

2

—0

dont la solution est donnée par

2Va

wle) = fle) + L2 f S te—aVige,

ot l'on. suppose que A n'est pas une constante réelle négative, et ot V4 a sa
partie réelle positive; suivant l'usage, |a| représente la valeur absolue de a.
J’indiquerai d'abord comment on peut obtenir trés simplement le résultat précédent.

b Sur un exemple simple d'une équation intégrale singulitre de Fredholm, ou la nature
analytique de la solulion dépend du second membre [Annales de 1'Ecole Normale Supérieure, 3itme
série, tome 28, page 313, 1911].

1—25280. Acta mathematica. 47. Imprimé le 10 aofit 1925.
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2. Cherchons d’abord l'intégrale générale de I'équation

LU u=pw),

(E) P

ol A désigne une constante qui n'est pas un nombre réel négatif, et ot flx) est
une fonction bornée de la variable réelle x, quand celle-ci varie entre — oo et
+ oo. En appliquant des méthodes élémentaires, on peut mettre facilement
I'intégrale générale de (E) sous la forme

AV =4 Be Vi,

en posant

d§ + «

_ [reevis
Aj[ Vi

_ [rwers

2

o et B étant des constantes arbitraires, étant entendu que le radical Via sa
partie réelle positive.

Les constantes ¢ et 8 doivent é&tre nulles, si l'on veut avoir la solution
U=AeV%» 4 BeTVie

de léquation (E), qui reste bornée pour toute valeur de . On obtient ainsi
pour la solution de (E) restant bornée entre — o et + o

+ @
1 - T
U= — —— e-1a—5Vige.
7 f G :
3. Ceci dit, partons de

(1) LA

dxz®

et soit » Ia solution bornée donnée par la formule précédente. Nous posons:
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(2 = ula),

u(x) sera bornée, et on aura
(3) u(@) = flx) — (1 — 4.

Nous pouvons donc écrire
e
o) =) + 2 [ pgente-aVia,
2Va

Mais, d’aprés (2), on a

Ceci démontre que Uéquation intégrale

(@ ) = [ wgenteatag = st
est vérifiée par
I —l+°'° VT
ule) = f@) + ;ﬁ./f(ﬁ)e =3IV gg,

comme il a été énoncé au paragraphe 1. Dans tout ce calcul f(x) a désigné

une fonction bornée. De plus A n'est pas réel et négatif, et Vi désigne la-
racine carrée de A ayant sa partie réelle positive.
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4. J'ai montré dans le mémoire cité, que la nature de u(x), regardée comme
fonction de A, dépendait essentiellement de f(x). Ainsi, par exemple, prenons
pour f(x) la fonction

@

Sla)= fcos’(hx) ph)dh,

0

flq)(h)ldh

ait un sens. On a alors pour l'équation () la solution

ou on suppose que l'intégrale

wl) = f LI plh) cos (ka) .,

0

la solution n'ayant de sens que si A n'est pas une quantité réelle négative. On
établit facilement que si la fonction @(h) n'est pas une fonction analytique de h
entre 0 et + oo, la solution u(x) regardée comme fonction de 4, aura pour cou-
pure naturelle toute la partie négative de 'axe réel. ‘

Nous avons donc avec l'équation (¢) des circonstances bien différentes de

celles qui sont classiques pour 1'équation habituelle de Fredholm.

11

5. Indiquons un autre exemple d'équation intégrale singuliére, ot vont se
présenter des particularités trés différentes.
Jenvisage 1'équation fonctionnelle

g

@) fla) + 2 f cos (@9).f(y) dy = ).

0

On obtient facilement sa solution. Rappelons & cet effet un résultat bien connue.
De l'équation
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@O

Slx) = f cos (xy)ply)dy,

0

on peut déduire, d'aprés des formules classiques de Fourier,
. [
70) =, [ 10 con )
0

Ceci dit, de l'équation (4), on tire

et par suite

(5 fla)= 75 [ cos a)- o) —~rtwl v

7T

®

L'élimination de f cos (xy) f(y)dy entre (4) et (5) donne
0

o«

zlfcos @y py)dy —2¢(z)
Slw)=—2

At — 2

et cette fonction est la solution de (4).
Comme dans le cas classique de Fredholm, f(x) est méromorphe en A. Mais
nous allons voir que aux deux péles

correspondent une nfinsté de solutions distinctes de 'équation sans second membre.

Prenons A= + l/:lv On va obtenir des solutions de l'équation sans

second membre:
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(6) Sla) + ]/% f cos (wy) fly)dy =o.

Partons de la formule

@®

a

fcos (xy)e~vdy = po {(a > o).

0

Or, considérous la fonction

—ax ___ a g,
(7) € z® + aQ]/n

On a

@ o0

_ a 2 a /; cos (xy)
ay __ Il — — fall gL
fcos(xy) [e y2+a2]/n] Y=y “l nfag-i-gf dy
0

0

a 3 !
— 5 — Zemax
22+ a 2
__ /=2 1/2].
2 x? -+ a® P

L'expression (7), renfermant la constante arbitraire a (a > o), est donc une

solution de (6). Il y en a évidemment bien d’autres. Ainsi on a la solution

f[e—” ot j— a? l/%] Y(a)da

a désignant une variable positive; 4 et B sont deux constantes positives quel-

couques, et 1(a) est une fonction arbitraire.

Une circonstance analogue se présente pour la seconde valeur singuliére

l__]/z
o s

Les exemples ci-dessus montrent combien des équations intégrales singuliéres
trés simples peuvent présenter des particularités différentes de celles qui sont

classiques pour les équations auxquelles est attaché le nom de Fredholm.
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