ESSAI SUR LES FONCTIONS ¢ DU QUATRIEME DEGRE.

Par
PAUL APPELL

a4 Paris.

Deuxieme partie.

XIV. Sur un probléme préliminaire d’algébre. Dans la premiére partie de
ce travail, j’ai considéré des fonctions du type général suivant. Soient z,, z,,
.. Zn des variables complexes et « une constante donnée dont la partie réelle
est négative. Les fonctions considérées sont des fonctions uniformes F, holo-
morphes ou méromorphes, de z,, z,,...x,, qui admettent, par rapport a chaque
variable, la période 2:c7 et qui vérifient, en outre, la relation

(35) F(x,+ow, 2.+, a5+ 2,,...,0a+t2a_1)=e"nFlx, x, ..., Ta),

ol « est un entier positif, négatif ou nul. En ajoutant une variable de plus

Zn41, on peut toujors ramener le cas général au cas ou « est nul; il suffit
en effet de poser

D, %sy ooy In, Inyy) = eTnr1F(x,, 2., ..., Tn)

pour que cette fonction admette la période 2:¢7 aussi par rapport & x4+ et vé-
rifie la relation

(36) D@, tw, &+, ..., &1+ Xa) =02, 2, ..., Tnt1).

Pour le développement de cette théorie et en particulier pour 'étude de la
transformation, il importe de résoudre la question suivante, dans laquelle w est
une constante quelconque différente de zéro:

Former toutes les fonctions uniformes f de n variables complexes x,, z,, ..., Zn
vérifiant la relation unique

(37) @, tw, 2,42, 2, + 2, ..., 8+ an_1) =[x, 2,, 25, ..., Tn).
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Nous résoudrons cette question 4 1’aide d’un changement de variables. Po-
sons, pour abréger,

. (2 —0) (@ —20) .. [, — (n— 1) o]
) Iz ... mo”

Si 'on désigne en général par la notation

(X, oy o ooy An)

la différence
P+ @, T+ Xy,y oy T A Bamr) — (T gy o v s ),

les fonctions X, sont des fonctions de z, telles que

I=JX1, X1=_IX2, ceey XP=J4Y1)+I-
Conservons alors la variable z, et introduisons, & la place de x,,z,, ..., rs,
d’autres variables y,,y,, ..., y» définies par les relations
z, =wX,,

z, =1y, +owX,,
(38) x3=y3+y2‘Xl+(’)X3y
=y, +y, X, +y. X, +wX,,

1n=yn+yn_.1Xl + yn_2X2+ . +yn—po+ ve. y,X,._2+wX,,.

On obtient les nouvelles variables, en fonction des anciennes, en résolvant
ces équations par rapport a y,,¥,,...,¥s. On peut alors calculer 4y,, Ay;,.
.., dyn; toutes ces quantités sont nulles; c’est ce que nous allons vérifier direc-
tement sur les équations (38). En effet, la deuxiéme des relations (38) donne

Az, = Ay, +wdX,;
mais on a

Az, =z, 41X, =X,

on a donc, d’aprés la premiére des relations (38),

Ay, = 0.
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La troisiéme des relations (38) donue alors
Az, =dy, +y, 4 X, + vd X,;
mais on a
Adx,=z,, 4X, =1, dX, =X,
on a donc
T, =AdY; +y, twlX,,
ce qui, d’aprés la relation précédente [deuxiéme des relations (38)], donne
Jy,=o.

La guatriéme des relations (38), traitée de la méme fagon, donne, en vertu
de la précédente,

Jy,=o.

En général, ayant établi que .7y,,..., 4yp—1 sont nuls, on tire de la gim*
des relations (38),

Axp=Ayp+yp_ 14X, + yp—2d Xo+ ... + 4y d Xp—o + 04 Xp;
mais on a
dap =25, JX ~1, 4X,=X,, ..., SXp_2=X,_s, JX,=X, 1,
on a donc
p—1 =AYpF+ Yp-1 +Yp—2X, +. ..ty Xp_s+ 00Xy,

ce qui, d’aprés la (p—i1)me des relations (38) montre que 4y, =o0. On arrive
ainsi, de proche en proche, & Jyn=o.
En résumé, la substitution qui remplace

T, Xy, ..., XIn
Par
2, +w, Ttx2, ..., Tunt+Tu_

laisse invariables les quantités

Yss Ya» -5 Yn.
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Soit alors
(39) f(xl'x'.’,'-',x“))

une fonction uniforme de z,, z,, ..., x.. Par Peffet du changement de variables
(38), elle devient une fonction uniforme

(40) EXN2 PPRRR
de x,, y,,...,yn, et la relation (37) devient
(41) f[xx+w’y23731-"vy"]:f[xl’yz!ysi""y”]'
La fonction (40) admet done, par rapport a z,, la période w. Inversement, si
Pon prend une fonction uniforme (40) de z,,¥.,...,ys, admettant, par rapport
a z,, la période w, cette fonction exprimée en z,,z,,...,2n devient une fonction
uniforme qui vérifie la relation (37).

En particulier, pour qu’'un fonction entiére de x,,z,,...,a, vérifie la rela-
tion (37), il faut et il suffit que, dans le systéme des variables z,,¥;,y,,...,¥n,

elle devienne une fonction entiére admettant, par rapport a z,, la période w.

Comme application, cherchons & déterminer le polynome
P(x,,zy,...,%a),

le plus général en x,,x,,...,xs, vérifiant la relation (37). Par le changement
de variables (38) ce polyndome devient un polyndéme

(42) P[xu?/z,ys=---»yn]
en x,,%,,...,Ys admettant la periode w par rapport a =z,:
Plz, + w]= P[x,].

Mais, pour qu'un polyndme P[x,] vérifie une telle relation, il faut et il suffit
qu’il ne renferme pas z,. Donc le polynéme (42) est indépendant de z,, et l'ex-
pression la plus générale des polyndmes cherchés est

Ply,,ys, .- > ynl,

c’est-a-dire un polyndéme arbitraire en y,,y;, ..., Yn.
En résolvant les équations (38) par rapport aux y, on trouve (n-—1) poly-
ndémes particuliers vérifiant la relation (37):
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Y, = Pz(xnxz):

Yy = Pyr,, 2;,7,),

Yn=Pp(x,,2,,...,%n).

Le polyndme le plus général vérifiant la relation (37) est alors un polynéme
quelconque composé avee ces polyndmes fondamentaux. On peut remarquer que
le polynéme P, est du degré p en z, et du premier degré par rapport aux autres
variables z,,2,,...,2,. Les équations (38) étant homogénes en w, z,, ,, ..., s,
Y2y Yy - - - » Yn, les polyndmes P, réduits au méme dénominateur sont rationnels en
© et ont pour dénominateur w?—1,

On voit par un raisonnement analogue que toute fonction rationnelle
R(x,, x,,...,x,) vérifiant la relation (37) est une fonction rationnelle de
Y2, Ys, .- -, Yn et inversement.

Dans le cas particulier n =4, en appelant z,y,z,t les quatre variables z,,
x,, %3, ;, on trouve, tout calcul fait, les expressions suivantes de y,,y,,y, par
trois polyndmes fondamentaux:

_zz—w)

y:=P(xr,y) =y 5

2

x x+ X —
y3 = Ps(x> y’ z) = z_yz + (‘i):)g—(u(—z——'—uv))

- it 2y e (+20)ztwjz(z—w)
y4_"Pd(x’y’z;t)“t—Z5+y'*2—(—o'z'"—*' 8w?

Le polynome le plus général P(z,y,z,t) vérifiant la relation
Pztw,y+tz,z24+y,t+2z)=P(x,y 21

est un polyndme arbitraire en P,, P, et P,.

Remarque. Les polyndmes précédents sont entiers en z,,%,,...,an et seule-
ment rationnels en . Mais il est évident que pour obtenir le polynéme le plus
général entier en w,z,,z,,...,%, et ne changeant pas quand on ajoute chacune
de ces lettres a la précédente, il suffit de prendre le polyndme le plus général en

¥ p—
©, OY,, @Yy ..., 0" VY, .

XV. Premiére application: dérivées partielles des fonctions F. Soit une fonc-
tion F(z,,z,,...,%,) possédant, par rapport & chaque variable, la période 27¢

et vérifiant la relation (36). Quand n =3, nous avons formé, dans le § XII de
Acta mathematica. 41. Imprimé le 8§ décembre 1917. 37
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la premiére partie, des combinaisous entiéres des dérivées partielles de F possé-
dant ces mémes propriétés. Le résultat que ncus venons d’obtenir permet, pour
n quelconque, de former toutes les combinaisons entiéres des dérivées partielles

du premier ordre possédant ces mémes propriétés.
En effet, désignons par

F
avec un trait, la fonction

Fla, +to,z,+2,...,Zn+2Zn—1),

par F  F, ..., F, les dérivées partielles de F par rapport & z,,%,,..

par F,,F,, ..., F, ce que deviennent ces dérivées quand on y remplace

Xy Toyen.y X

par
i+, %+ T, ., Xy T
L’équation
F=F
donne par dérivation
Fo=F,

Fn—l = Fn—l + F"
Fn—2 =f11—’_’+in—-l

Formons alors un polyndéme entier en

Fn,Fny,..., F,

., T, et

qui ne change pas quand, laissant F, invariable, on augmente chacune des autres
lettres de la précédente. Nous obtiendrons le polyndme le plus général P rem-
plissant ces conditions, en prenant le polynéme entier en w, wy,, wiy,, ...,

w2y, 1 du calcul précédent et en y remplacant

W, T, Xy, ..., Tp—1
par

Fn, Fn—.l, Fn—g,...,Fl.
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Le polyndme
P(F,, Fp_,y,..., F)
ainsi obtenu est le polyndme le plus général, formé avec les dérivées premi-

éres, conservant la méme valeur quand une des variables x, augmente de 2% ou
quand x,,%,, ..., ¥, sont remplacés par x, 4w, , + Z,, . . ., Tn + Tn—1.

XVI. Sur les zéros des fonctions précédemment défintes.
L’étude des zéros des fonctions

Flxy, 2y, ..., Ty)

admettant la période z:c¢ par rapport & chaque variable et vérifiant en outre la
relation

(43) F(‘Tl +(0’x2+x1» teey xn+xn—l)=F(x1» Ty oiny xﬂ)

conduit & des fonctions de méme nature, d’un nombre moindre de variables.

A. Soit d’abord une fonction analytique uniforme f(z,y) de deux variables
z et y, vérifiant les relations

f(x‘l" 271, y) =/(x’ y)’
(44) [,y +2ii) =[(x,y),
fe+ o, y+2)=fz19),
Considérons I’équation
f(x: !/) =0
qui définit y en fonction de z.
Supposons que, pour une valeur de x, cette équation admette, dans une

bande du plan des y limitée par deux paralléles distantes d’une période 21,
les solutions

Py, @ (x), ..., Palx), ...}

elle admettra, dans le plan entier des y, les solutions
Yy, =@ (x) + 2k, i,
Yo = P(x) + 2k, 77,
yﬂ=(pﬂ(x) +2kans,

k., k,, ..., kn, ... désignant des entiers quelconques.
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Quand x augmente de 2:r7, ces solutions se permutent entre elles.
D’aprés la troisiéme des relations (44), quand x augmente de w, les novelles
solutions sont, dans un autre ordre,

h+e, Yy, tx, ..., Yt ..

Done, les dérivées secondes des y,, ., ..., par rapport & z,

g =9 (@), v = @), o = @)

forment un ensemble dont les termes se permutent quand x augmente soit de
27t, soit de w. Les fonctions symétriques de ces dérivées secondes sont des
fonctions uniformes doublement périodigues, avx périodes z:rt et w.

C’est ce qu’on peut vérifier par dérivation directe de I’équation

flx, y) = o,

en calculant y" par la formule des fonctions implicites.
Soient, par exemple, 6,(z), 0,(z), ..., Op(x) des fonctions 6 elliptiques, aux
périodes 27t et w vérifiant des relations telles que

O.(x+ 20i)=0,(x), 0,(x + ) =e~ w24, (x)
(r=1,2,...,p)
les quantités «, «;, ..., ap étant des entiers positifs.
La fonction
(@, y)=0C,eu¥0,(z) + C,e:v0,(x) + - - + Cpep¥ O, (x)

ou les C, sont constants, vérifie les relations (44) et les fonctions y de x définies
par Péquation f(z,y) =0 possédent la propriété que nous venons d’indiquer.

B. Soit maintenant une fonction uniforme F (z,y, z) de trois variables, vé-
rifiant les relations

{ F(x+2nxi, y,2)=F(x,9,2),
F(x, y+2x1,2)=F(x, 9, 2),

(45) F(r,y,z+2m10) = F(zx,y,2),

Flatow,y+z,2+y)=Flz,v,2).
Admettons que ’équation en z,

Flz,y,2) =o,
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ait, & la période 2:¢71 prés, les solutions

2=, y)y Z=@(x,y), ..., zZa=(x,Y),

Ces solutions se permutent quand 2 ou y augmente de z:u¢; d’aprés la
derniére des relations (45), les fonctions ¢.(z+ w, y + ) sont, dans un certain
ordre, égales &

2yt Y, L, +Y, oo, 2 Y, o

Donc les dérivées secondes des z, par rapport & y,

g a{?’fi . 2= ’73’/’2 e, 2t — P

Yoy 2 dyt ’ T gy ’

forment un ensemble de fonctions qui se permutent, quand on change x en
x+z2ut, ou y en y+2x1, ou & en x+ wetyeny+ax Les fonctions symétriques
de ces dérivées secondes sont donc des fonctions uniformes de z et y, vérifiant
les relations (44).

C’est ce qu’on peut vérifier par dérivation de I’équation
F(x) Y, 2) = 0.

C. Boit G(z,y,z) une autre fonction vérifiant des relations de la forme (435).
Considérons les deux équations simultanées

Pz, y,2)=o0, Gz, y,z)=0

qui définissent y et z en fonctions de . Admettons qu’en négligeant des mul-
tiples de 2s¢ ajoutés & y et & 2, ce systéme admette un ensemble de solutions

Y2), (¥z)s ooy (Yn,2a),
Les dérivées secondes de ces solutions par rappert & z,

(y”17 z”l)’ (y”21 2”2), L] (!/"n, z"ﬂ)) ey

forment un ensemble déterminé.
Quand x augmente de 27t¢, ces dérivées des solutions se permutent.
D’aprés la derniére des relations (45), appliquée aux deux fonctions F' et G,
quand z augmente de w, les solutions sont, dans un autre ordre,

(Yot 2,ty,), (ot 5+y), ...

leurs dérivées secondes par rapport 4 z sont, dans un autre ordre,



294 Paul Appell.
(ylll, zlll '+y”1), (y”:, z”: + yll2)’ e, (yN”’ zl!n_*_yﬂn),

Donc les fonctions symétriques des y",, si elles existent, sont des fonctions
uniformes de z, doublement périodiques aux périodes w et 24,

Puis, si I'on désigne par 2", et y", les dérivées troisiémes par rapport a z,
les fonctions symétriques des quantités

e 1" 1 "
2 YooY v %y,

YV=T1,2,...,M ...,

sont des fonctions uniformes de xz, doublement périodiques aux mémes périodes.
Les dérivées premiéres par rapport & z sont, dans un autre ordre

(y'y+1, 2, +y), (¥.+1, 2, +y.),. ...
Si donc on considére le polyndme

rony r_y'(y'ji)
Py, )=z~

qui, d’aprés les considérations du N° XIV ne change pas quand y' croit de 1 et
z' de y, les fonctions symétriques de

P(!/'u 2!1): P(y"z, Z5),

sont des fonctions uniformes de x doublement périodiques aux périodes 2:7¢ et w.
D. Prenons, en général, une fonction F(z,, z,, ..., z,), admettant par rap-
port & chaque variable la période 2x¢ et vérifiant la relation (43). IL’équation

(46) F(xly xz;---,xn)=0

définit x, en fonctions de z,, x,, ..., x,—:. Admettons que, dans une bande du
plan des x, limitée par deux paralléles distantes de 2:c¢, cette équation admette
des solutions

(x")l =(pl(xn Loy ooy -Tn—l)

(Tn)y = @s (2, X3y -+« Tn—1)

Dans le plan entier des z,, elle admettra les solutions
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(), = @ (2, 3y ..., Tn_1) + 2k 000

(Xn)s =@, (2, 2y, ..., Xn—y) + 2ks700
k,, k,, ... désignant des entiers quelconques. Quand l'une des variables z,, z,,
..., Zn—1 augmente de 2m¢, ces solutions se permutent entre elles; quand z,
augmente de w©, z, de z,, ..., Tn_; de z,_2 les nouvelles déterminations des
fonctions ¢,, ¢,, ... sont, dans un certain ordre

(xn)l +x-n——1y (xn)3+xn~1, o e

Donc les dérivées secondes des (z,). par rapport & z,—

2 2
@y, = gy, P
mT Gk P
forment un ensemble de fonctions de z,, #,, ..., ¥»—1 qui se permutent quand

on ajoute zz4 & P'une des variables et quand on change

Ty gy oo oy T
en
T4 by, .., Tne1t Tns.
Les fonctions symétriques de ces dérivées secondes (x,),, (2"n)., . . . sont done
des fonctions uniformes de =z, #,, ..., 2,—; laissées invariables par ces mémes
substitutions.

En résumé, si 'on résoud 1'équation (46) contenant n variables par rapport
A x,, les fonctions symétriques des diverses déterminations de

Pz,
Jxh—1

sont des fonctions uniformes @(z,, z,, ..., Zn—1), de n—1 variables, admettant
la période z:r¢ par rapport a chaque variable et vérifiant la relation

O, + 0, 2,42, ..oy X1+ Tp—a) =D(2,, Xy, ..., Tn_1),
analogue & (43).

E. Prenons enfin le cas le plus général. Soient F,, F,, ..., Fnep, n—p
fonctions de z,, x,, ..., 2,, admettant la période 2:r: par rapport & chaque vari-
able et vérifiant la relation (43). Les équations simultanées
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( Fx,2,,...,2p)=0
|
(47) Fo(x,, 2oy ..., 24) =0
Fo plx,,z,,...,2,)=0
définissent x,, *n_1, ..., 2,4+1 en fonctions de z,, x,, ..., a,. Soient
[Tp*l-],v:(f'll'(xn Xy ovny -TP)
I
(48) {xp+2,v=(f’2r(xu Tyy ooy Tp)
I N
{ Zn,v = Puep,v{Zy, Ty ..., Tp)
Y=1,2,3,....

un des systémes de solutions: ces systémes de solutions sont déterminés a des

multiples de 27¢ prés; ils se permutent quand on augmente x,, x,,... ou
xp de 271,
Quand on change z,,z,,...,2%, en 2, +w, z,+%,, ..., T+ xp_1 ces sy-

stémes de solutions deviennent, dans un autre ordre
xp+1,v + Tp, Tp+2,v + Tp+1,vy - -+ 1‘"’1!—*_ Tp—1,v

a des multiples de 2:7¢ prés. Désignons par des accent les dérivées partielles de
ces solutions par rapport a4 z,. Les dérivées premiéres z'p+1,0, Zpt2,vs - -«
%'n,,» forment un systéme déterminé de sclutions, et quand z,, x,, ..., 2, su-
bissent la substitution

(49) rtw, T,tw, .., Tpt Tpo1

ces dérivées subissent la substitution analogue

(50) Tprt,v+ I, Tpiro, vt Tpstyws o vh TnvtTno1,e
Soit alors
P@pe1, Tprz, oo, 'n)
le polynéme le plus général en 2’541, 2’542, . - ., @'n laissé invariable par la sub-

stitution (50) qui consiste & remplacer

! !
Tp+1, Tp+2, - -5 Tn

par
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' ' N ' ' .
xp+1+1, xp+2+1p+ly---yxn+xn—1,

on sait former ce polyndme d’aprés la méthode du N° XIV en prenant o =1 et
en désignant les variables z,, x,, ..., @n—p par api1, Tps2, ..., Tn.

Les diverses valeurs P, que prend ce polyndme pour les divers systemes
de solutions des équations (47) sont des fonctions de z,, z,, ..., , qui ne font
que se permuter quand ces variables augmentent de 2:r¢ ou subissent la substi-
tution (49). Toute fonction symétrique des diverses valeurs de ce polyndme est
donc une fonction uniforme

Dz, 2,5 ..., Tp)

qui admet pour chaque variable la période 277 et qui est inaltérée par la sub-
stitution (49).

XVII. Deuxiéme forme des fonclions ©; transformation. On sait que les
fonctions 6 elliptiques, sont susceptibles de deux formes différentes, suivant le
role particulier que lon fait jouer & 'une ou & lautre des deux périodes. Ces
deux formes sont ordinairement désignées par les notations 6 et 4. Un probléme
de méme nature se présente pour les fonctions @ de degrés supérieurs.

J’ai amorcé la question dans les Comptes Rendus de la Séance du 7 sep-
tembre 1914: je ~vais, comme dans cette note, prendre d’abord les 0 elliptiques,
sous le point de vue actuel, afin de suivre la méme voie dans le cas général.

A. Soit done
N =+ ® nin—1) )
+ a—=" "4+ 3njo+lant Iz
=y e
Nn=—m

une fonction 6 ol « et g sont des entiers, ¢ > 0. Cette fonction vérifie les re-
lations

O(x+27m1) =0(z), 0(z+ w)=e"9%0(x).
Posons

(51) fx, y) = e2¥0(x);

cette fonction entiére vérifie les trois relations

f(x+27[i: .1/) =f(23, y)
(52) fx, y +2w8) = (2, y)
Hz+ o,y +2)=f(z,y).

Acta mathematica. 41. lmprimé le 8 décembre 1917. 38
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Faisons le changement de variable (38) qui consiste a conserver x et 4 poser

(53) Y=y +x(x_,—iu),

2(0
y, étant la nouvelle variable qui remplace y. On a alors
j(x’ .7/) = f[xl yz]

et d’aprés les résultats généraux du Neo XIV, la fonction f[z,y,] admet la pé-
riode w par rapport & z. C’est ce que nous allons voir directement.

On a

=3 ra'l(ll:i’+3n]m+(un+ﬂ)x

flay)=ev ¥ e 2

n=—x

Faisons le changement de variables (53); nous aurons, par un calcul facile

?l=:l-‘l7

f[flﬁ, yz] = e%Y: z

n=-—w0

2%(:c+n(u)(x+ no—o)+ iz+no)

ou la période w est en évidence, car ajouter w & z, revient & changer n en n + 1.
On peut alors écrire

r=4w 2Qraxi
+
f[x’ :’/lz]ze"",2 z A,e @
p=—x
avec
2 21,”:“.-i- “ (.t+nu)2+(~] (l}(.t'i-n())
_evazy 4 : 3= :
wd, = 2 J e o 20 2 dx

n'()

ce qu'on peut écrire en ajoutant i 'exposant —z2rns

n *

o .
v oa a 2va:
s (@dnoP+(3——" T @+ no)
wd, = 2/62(0 (F=s="0 ) dz
0

Faisons, dans chaque intégrale, le changement de variable

nous aurons
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n+1
e,

5 «
—~v'>~+(;‘l(u-‘(:)—21':zi g
A, = 2 e’ 2 /g
¥ d s
n
n

"y

c’est-a-dire, d’aprés une transformation classique

(56) Av =

(%
—

S

o
SO « iv s
et (Jo— o—=2vai) g
2 i 2
e =9

la variable d’intégration étant réelle. Cette derniére intégrale, portant sur une
exponentielle dont Pexposant est un trindme du second degré, est bien connue.
En terminant le calcul, on obtient la formule de transformation cherchée.
B. La méme méthode s’applique aux fonctions © de degrés supérieurs.
Nous nous bornerons & I'exposer pour les fonctions @ du quatriéme degré.
D’aprés des notations déja employées, désignons par «, 3, 7, 0 des entiers
dont le premier est positif, et posons

P (1) = P II).(;: —3 Zi (2. —3) +3 ",(f'.";.,lé) (/J —2) + ;’/;(!I:;z 1, 87,
()= +1)—pA) = c/“-(-’:»il'?;v(-%f’ﬁ)— + 17315-’1'--}1)- TN
AA—1)

() =g (A1)~ (1) = « =P ity

P3(d) =@, (A+1) — @, (A) =cd + 3.

Soit » un entier quelconque, la fonction @ la plus générale du quatriéme
degré est

n=+4+x
¢ ((u, Y, z) - 2 e oM +ry (m+yeg, () +2a,(n)
« 3,7, 0] 4
Introduisons une quatriéme variable ¢, en posant

s anlot Y2
F(x,y,z, t)=e O(G’ 3, d)

Cette nouvelle fonction entiére F posséde la période 2:1¢ par rapport & chaque
variable et vérifie la relation

Flatowy+zz+yttz)=F(r,y21).
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Ceci rappelé, faisons le changement de variables indiqué au paragraphe X1V: ce
changement consiste & conserver z et a remplacer y, 2, ¢, par trois nouvelles va-
riables v,, ¥,, y,, définies par

z(x—w),
y=y.+- 200
« r(x— o) (@ —20)
(55) 2-~J3+yz -+ T R
(x—w) (x——w)(z——?w)(:v—— 30))
t“J4+?/3 -*-‘/~ - 2.3 408

La fonction F(z,y,z,t) devient alors une fonction entiére

Flx,y,,95. 9.1,

qui admet, par rapport a x, la période w. C’est ce que nous allons vérifier.
Le changement de variables donne une expression de la forme

(5()) F[x372’ Y3 y4]=e"y426“"'+”-’/z +wy,

n

ou DPexposant est ordonné par rapport a ., v., y,, les quantités u, v, w ayant
pour expressions

w=g(n)+ Zop () + X0 )

x (x— o) (x— 2(0) ()+x(z (u)(x—zzu)(x—~3¢u)a

2.308 2.3.40

z(x _,“,')
2(0'

v =q,(n)+ Ly (n) +

«,

X
= ¢3(n) + (T)“-

D’aprés la théorie élémentaire des différences, on a

p(n+k)=eqp(n) + f(p,(n) 4+ h(h )fpz(n) + ﬂ’fziﬂ:—“ 2)
+h’(h:'— 1)(h—2)(h—3)

1.2.3.4

Pa(n) +

P (n).

En faisant h=z, on voit que les quantités u, v, w qui dépendent.de x et
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de n sont des fonctions de la seule quantité z +nw, qu'on peut écrire comme
il suit

(x + 'qu)
= (/‘ - )

)

x+ nw)

)

)
o)
)

x 4 nwy.
=’/’3( )’

)

Pexposant dans la série (50) est donc une certaine fonction de x + nw

UW + VY, + Wy, =Y (E—i:;%w)
en posant
x4+ nw x4+ noe r+nw r+nw
5 Dl——) =¢ —r— Sy | — A —— 1]
(57) Y ( . ) ufr( o ) + 9., ( " ) + Y55 ( ” )
et 'on a
n= -:-cc " "','f'_",”’)
F[x,yz,y,,“]:e“!h z e}( @
n=—w

Il est alors évident que la fonction F [, y,,y,,y,] admet la période v par
rapport a «, puisque le changement de z en z + w donne le méme résultat que
le changement de » en n+ 1 dans la série. On peut donc écrire

i 2‘1".1:51'
F[x”ln Ys .7/4]:3“”4 2 dre o s
rT=—"mn

4, étant une fonction entiére de y, et y,. Ce coefficient est donné par la for-
mule classique

[0
n=+» ‘_’]jnxi_‘_“,r-ﬁ-n“(_u
wd,= X [e7 o Tl e )dz;

ne=—ow

[\]

comme n est entier, on peut, en ajoutant —zrnat & l'exposant, écrire

(0]
.

—apgiitnO trne
('JA,.ZEJG AT +1l’( ) )d.’t

7«
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Mais alors, en faisant, dans chaque intégrale, le changement de variable

r+nw .
w T
on a
n+1
A”:Z g=2raii+ndgE
nn
et enfin
4+
A, — "e«r(s)—zmisd;
—lCC
+®
(s8) A, :femv(:wy:¢2<;)+y,v3<s)—2misd§,
~'%

la variable d’intégration étant réelle.

Le coefficient A4,, fonction entiére de ¥y, et y,, est ainsi exprimé par une
intégrale définie, dans laquelle I'’exposant de e est un polyndme du quatrieme
degré par rapport a la variable d’intégration.

Le coefficient A, étant calculé, on a la nouvelle forme de la fonction @:

[ =4 % . .
(59) eat 0 ((U, x, y, z) = e(ly: Z Avezl-([')xz’
o, ﬂ, 7, 6
P s —w

ce qui, en vertu des relations (55), réalise la transformation cherchée.

XVIII. Remarque sur ume intégrale définie. Dans le numéro précedent,
nous avons rencontré une intégrale définie portant sur une exponentielle dont
I'exposant est un polyndme du quatrieéme degré.

Considérons, d’'une maniére générale, une intégrale définie de la forme

4 ®
(60) D, (2, y, 2, 1) = ent ‘new'r(uHIff, Wy, Wtz =2vaui g,
Lo
v désignant un entier et la variable d’intégration u étant réelle. Cette intégrale
est une fonction entiére de x, ¥, z, ¢, qui vérifie la relation

D, (z+wy+z,z+y,t+2)=0,(x,9,21),

comme il est aisé de le constater en changeant « en u-+1.
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Le changement de variables (55), conduit & un calcul analogue a celui du
numéro précédent et transforme I'intégrale @, en
e T xr T
" op(utYry, o, wt YRy e, u g ) —2raug
D ([, 45, Y y4]=6“”4j e ( AN ”') s ) du

-—0

En posant

on trouve

i
2vaxi . ) (5)—2
R CTIC RS DRSNS
(I).,,[x, Yas Yss y4]=erzy4e w J e g (H+y, e Y; 93 d;,

—®

oli, dans le plan complexe des &, lintégration est faite sur une paralléle & I'axe
des quantités réelles. Mais il est aisé de voir que cette intégrale conserve la
méme valeur si on suppose la variable d’intégration & réelle. L’intégrale @, est
alors le terme général de la série (59), donnant la deuxiéme forme de la fone-
tion G.



