ABLEITUNG
EINER ALLGEMEINEN THETAFORMEL

VON

F. PRYM

in WI{RZBURG.

Dic in der vorhergchenden Arbeit zur Ableitung der Riemann’schen
Thetaformel angewandte Methode soll jetzt dazu benutzt werden, cine
Thetaformel von allgemcinerem Charakter herzustellen. Man gelangt zu
derselben, indem man von einem Producte von # Thetareihen ausgeht
und zur Transformnation der Variablen und der Summationsbuchstaben
eine allgemeine mit rationalen Zahlen als Cocfficienten verschene orthogo-
nale Substitution wverwendet. Die Anwendung ciner derartigen Substitution
erweist sich als nothwendig, sobald man die Bedingung stellt, dass durch
die Transformation Thetareihen entstehen, welche dieselben Modulen be-
sitzen, wie die urspriinglichen. Lin specicller Fall der so entstehenden
Formel, welcher dadurch charakterisirt ist, dass die »n* Coefficienten e der
orthogonalen Substitution der Bedingung e, = ¢, fur jedes 2 und » von
1 bis n gentigen, ist von mir schon frither, im zweiten Abschnitte meiner
auf Seite 201 citirten Arbeit, mit Hulfe functionentheorctischer Betrach-
tungen abgeleitect worden, und es musste bei dem dort angewandten
Verfahren die Bedingung e, =6, gestellt werden, um eine directe Be-
stimmung der Constanten zu ermdglichen. Die nachfolgende Untersuchung
zeigt, dass dicse Bedingung eine unnothige Beschrinkung war, insofern
als dic jetzt entstehende, von dieser Bedingung freie Formel (Formel (6)
des Art. 2), sobald man nur allgemein die Grossen ¢, und ¢, die darch
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r getheilt die Substitutionscoefficienten e,, beziehlich e, reprisentiren, als
identisch betrachtet, ohne Weiteres mit der fritheren tbereinstimmt. Nach-
dem so die allgemeinste Formel gewonnen ist, handelt gs sich nur noch
darum, aus ihr durch passende Verfiigung tber die Coefficienten e der
orthogonalen Substitution solche specielle Formeln zu gewinnen, die von
praktischer Bedeutung fiur die Theorie der allgemeinen Thetafunctionen
sind. Untersuchungen dieser Art bilden den Gegenstand der dieser Arbeit
unmittelbar folgenden Abhandlung. Die Ausdehnung der hier angewandten
Mcthode auf die Herstellung von Relationen zwischen Thetafunctionen
mit verschiedenen Modulen wird einer spateren Arbeit vorbchalten.

L.

Aus der in der vorhergehenden Arbeit zu Grunde gelegten p-fach
unendlichen Thetareihe:

my=+w mp=+w nu=p pu'=p n=p
. z z a,, m,m, + 2 Z’"u"'ﬂ
n=tn'=1 n=1
Sw, |...|w =Z ¢ '
( 1 | l r) St Mo
",'L{l' = "',l"q ’
kann unter Benutzung von 2p willkurlichen Constanten g,, ..., g,,
k., ..., h, die allgemeinerc Reihe:
9y 9p
19[h e | ey
b hy
my=+ow mp=-+o p=pp'=p n=p
2 Xam, 4 g )y + g,) + 23 (g + g ), + hy,)
_ | ) n=ipn'=1 n=1
my=—n My =~—0

gebildet werden. Die dadurch definirte neue Function 19{ ‘Z‘ o 'i" ](w1 | w,)
- My ol
ist dann mit der ursprimnglichen verkniipft durch die Gleichung:

15 - 665007 Acta mathematica. 3
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9y ---Gp r=p . r=p )
0[h e h,,](wl l . 'lwp) = &(w, + Zlgllalﬁ + ki l cre iwp + X 9.8, + h’P”l)
. Py

n=1

n=p p’'=p p=p
w la#‘u.g#g,‘. + 2 21 g‘u(w# + b"m)
s o

x e

und geht, wenn die Grossen g, b sammtlich den Werth Null annehmen,

in dieselbe iiber, d. h. es ist:

o oJou 1 lwy) = 8Gw, || w,).

Ahnlich wie die urspringliche Function genigt die allgemeinere den
Gleichungen:

N (G

1

wo|w,) e

, g9
w, + 7i|...|w,) =z9[hl N .h:](wl |...|w,

=12, ..., 9)

g, - ... g o —a —2h i
L etk = Ll

by e

welche sie zugleich bis auf einen von den Variablen w,, ..., w, freien

Factor bestimmen.
Das Symbol [Z' o Z"J wird die Charakteristik der Thetafunction ge-
o hy

nannt und soll, wenn dadurch kein Missverstandniss zu befiirchten, ab-
gekiirzt durch [i] bezeichnet werden. Dabei ist nicht zu ubersehen, dass

die hier gewihlte und im Folgenden ausschliesslich zur Verwendung
kommende Bezeichnungsweise von der in der vorhergehenden Arbeit an-
gewandten verschieden ist, und dass entsprechend auch der Begriff der zu
einer Thetafunction gehorigen Charakteristik sich gedndert hat. Will man

namlich aus 19[2‘ a .zp ] (w,]...|w,) die in der vorhergehenden Arbeit
ook
) g ... ¢ . .
mit 19[5, e'P] (w, |...|w,) bezeichnete Function erhalten, so hat man
L €
& r ¢, &y
G=Fr 0 9= 5, h, == . h, = zu setzen. Man gelangt

also in dem Falle, wo die Grossen g, & sammtlich rationale Zahlen mit
dem gemeinsamen Nenner 2 sind, von der hier angewandten Bezeichnungs-
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weise zu der in der vorhergehenden Arbeit benutzten, indem man in der
Charakteristik bei jedem Elemente den Nenner 2 unterdriickt. Eine
shnliche Vereinfachung wird man sich bei allen jenen Untersuchungen,
bei denen die Elemente der auftretenden Charakteristiken samntlich
rationale Zahlen mit einem gemeinsamen Nenner r sind, gestatten diirfen,
in der Weise, dass man alsdann bei allen Charakteristikenelementen den
Nenner r unterdriickt und das auf diese Weise entstehende, nur ganze
Zahlen als Elemente enthaltende Symbol in neuer Definition wieder mit
dem Namen Charakteristik belegt.

Ebenso wie in der vorhergehenden Arbeit soll auch hier, wenn die
Ausdriicke fir die Argumente einer Thetafunction sich nur durch untere
Indices unterscheiden, hinter dem Functionszeichen nur der allgemcine
Ausdruck fir die Argumente, mit Weglassung des Index, in doppelte Klam-

mern eingeschlossen geschrieben werden, also & [Z] () statt ﬂ[i] (w,|...|w,),

und entsprechend soll cin Grossensystem w, |...|w, cinfacher durch (w)
bezeichnet werden. Bezeichnet man endlich noch das System:

n=p

p=p
wl + zlg;‘am + h;?ﬂl ot lwl’ + zg/’tap,u + k;,?l'i,
p=

n=1

wobei die g’, &’ beliebige Constanten bezeichnen, symbolisch mit (w + ’gD )

so ergeben sich durch Betrachtung der die Function #[7 (w) definirenden
g o h )

Reihe leicht die im Spateren zur Anwendung kommenden Relationen:

p=p p'=p n=p
’ ’ —z z G’ g'ug'u' —2 Z y’u(w,u + hy.m. + h'p.n'i)
g 9 g + g =1 p'= ’ Y n= !
(A) @ [h]<w + lh}> = ﬁ[h-{-h’] (wye "= 1 ’
g,..- g+ 1...g gy ---Gv.--Gp
(B,) '9[1;1. L h ...hz]((“’» =19 _Zl...h,...h,,]«w»’
v=1,2, ...y P)
T P A -
B,) A G e =i e
9, g [— 94 —9
(©) 5 = w =[5 i),
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die fur belicbige g, b, g, &' gelten. Sind dagegen die Grossen g, &
ganze Zahlen, so geht aus der Formel (A) durch Anwendung der Rela-
tionen (B) die folgende einfachere Formel hervor:

n=p n'=p ne=p n=p
- Z E a,'L,’L'y.‘uy,‘L —2 Zg P + zz(-’]u n !Lh[l) 2
n=1 n' =1 n=1 n=1
) 8 [3)(w+[]) = o[4] tare “
P
Unter ™, ..., «P; o ..., a5 o0 0, oo d? sollen we Systeme

von je p belicbigen Grossen verstanden werden.  Bildet man daun, indem
man unter r cine noch unbestimmmnte positive ganze Zahl versteht, das
Product der » in der Form:

”‘gy) =4+« ml(:’)= + = w=p IL =p p=p

Z Zn,m ’L (/; + 2 zmp) )
8 (ru®) = L. = ~ P

m(l") = 1;15;‘): —

enthaltencn, den Werther v = 1, 2, ..., i cntsprechenden Functionen
S(ru®), s(ru®), ..., $(ru™), so erhalt man zunichst:

() B(ru) 8 (ru®) . .. §(ru)
—®, .t ®
n=p p'=p amp
Z z @ (Iig(l)m’(l, P '(ln) [(n)) + 2 Z (m(l)l(l, + ..+ "‘;L,,)HI(L"))
a=ipi=1 p=1

m

wobei die Summatior auf der rechter. Seite in der Weise auszufithren ist,
dass jede dér mp Grosser m unabhingig von den anderen dic Reihe der
ganzen Zahlen von — @ bis + oo durchliuft. In dic rechte Seite der
Forme]l (F) sollen jetzt an Stelle der Grossen #: una u neue Grossen
cingefithrt werden.
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Es mdgen ¢y, €y «ovy €5 Coty Copy +ovy Cony «vov3 Caty Cagy +v vy Con
ganze Zahlen bezeichnen, die fur jedes p und g von 1 bis # den
Bedingungen:

n?

f >
[0, wenn p' Z p,
cl;r.ci,m' I c?ch?/L’ I e I cn,uc

T .
l r:, wenn g’ = p,

genilgen, wobei die Grosse r, mit der das vorher eingefithrte r jetzt
zu identificiren ist, eine positive ganze Zahl sein soll. Es bilden dann

. . ‘1 12 Cin Co1  Co2 Con , Cn1 Cn2 Can
die Grossen T R T e or e STi el oy TEy ey
die Coefficienten einer orthogonalen Substitution, und es ist daher, wenn

man unter zV, %, ..., 2 beliebige Gréssen versteht und

nt® + ept® 4 L 0,0 = y®,

eV - 0pt® 4 oL A 02 = 1y ?,

©)

0"1',”:(1) + c1z2m(2) + .« + c;mm(n) == 7"!/("),

setzt, das so gebildete Gleichungensystem ein orthogonales, oder, was das-
sclbe sagt, es ist stets:

2 22 )2 ) 232 )2
2V L a0 = O g g
auch finden weiter noch die mit den obigen iquivalenten Relationen:

lo, wenn 4 Z u,

(llulcp.'l + c{L‘Zc[L'? + e + c/mQ[L’" = l N

r’, wenn y' = pu,

statt,

In die rechte Seite der Formel (F) fithre man jetzt an Stelle von
m,, u, allgemein, d. h. fur p =1, 2, ..., p, neuc Grossen n»,, v, ein,
welche mit ihnen verkniipft sind durch die (ileichungen:



222 F. Prym.

1 2 1 1 2) (n) — pepy(1)
enml’ + ¢ m? + .. 4 e = P, el + Ul + .+ oY =10

et + Cm® + ... - o™ = 1P, e + U + o+ CoU = 10,

1 ? . 1 7 (M) g™
m( ) + 4 2m( ) + e + cnnmfln) = 1"/(4")7 u‘( ! + cn?“}t + + Cimu :.") - rv;z." ’
oder auch durch die damit iquivalenten Gleichungen:

1) 2 1 1 2) (M) — g, (1)
enny’ + 021”,(1) + ..+ cnln’;(:.) = rm,(u e+ 021”:; + o e = Uy,

1) 2! 2 1 2) (n) __ (9)
e + Cgn?® + o 0 = 1mP, 000 + et 4+ 0V = 1u,

(&)

D e S O A S T ST S S ST R e 8 e s e s e o 4 e s 6 » s s o e s+ »

1) 2 1 2) (n) Y
P + P + o 4 €D = rmP, 0,00 + 0P + o Y = rul.

In Folge dieser zwischen den Grossen m und n wie zwischen den Grossen
u und v gesetzten Beziehungen wird das Gleichungensystem (O) erfullt,
wenn man allgemein, d. h. fiur vy =1, 2, ..., n:

1) 2¥ durch m® und gleichzeitig ¥ durch »?,
2) : 2 durch m{? und gleichzeitig y* durch n,
3) ¥ durch «? und gleichzeitig y* durch ¢

ersetzt. Dasselbe System wird daher auch erfillt, wenn man

4) x® durch m$ 4 m$ und gleichzeitig y* durch nY 4 ng,
5) #® durch m{ + 4’ und gleichzeitig y* durch z$’ 4 o

ersetzt. Es bestechen daher, entsprechend den fiinf soeben aufgestellten
Lasungen, die Relationen:
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mY w4 = " o ol

me” 4+ m 4 4w = w4 el

u” o A = o0 P 4 o
(md + m@)? .. (P 4+ m@)? = 0P 4+ 2PP 4+ .+ 0 4 2P,
o T R I (i S ) el O B ) L S

aus denen durch passende Verbindung schliesslich die Gleichungen:

(1), (1) 2)39(2 1),,(1 2),,(2 Yy (7))
m,u. m/l.' + Ir"’,fl. "n‘sz') + s + ?n‘fln )m'f:’) = n}L )n,fl.') + nfl. )n;l.') + L + nitn nsﬂ.ﬂ ’

z“)u“) + m(‘l)u(‘l) + . + ,nl(l")uflﬂ) ",(‘”0,9) + ”(2),',(2) + + n(")/v(")

f

hervorgehen, die fur jedes ¢ und 4’ von 1 bis p gelten. Mit Hulfe dieser
beiden Gleichungen kann man nun auf der rechten Scite der Formel (F)
die Grossen m und u durch die Grossen n und v ersetzen und erhalt dann
die neue Formel:

(F,) Brud) B ru®) . .. #(ru)
oresr (1) (1) (n) (n) N7 _(1) (ﬂ) (n)
_ 2 Dol ) ¢ 2 20 )
- b

wobei jedoch die Art und Weise, wiec tiber die Grossen % zu summiren
ist, noch einer naheren Bestimmung bedarf.

Bei der Ausftihrung der auf der rechten Seite der Formel (F) an-
gedeuteten Summation tritt im allgemeinen Gliede an Stelle des Systems
der n einem belicbigen Index u entsprechenden Grossen:

mePy, mP, ..., mP
jede Variation zur n*® Classe mit Wiederholung, die man aus den uber-

haupt existirenden negativen und positiven ganzen Zahlen als Elementen
bilden kann, und entsprechend muss daher bei der Ausfiuhrung der auf
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der rechten Seite der Formel (F,) angedeuteten Summation — da das
allgemeine Glied dieser Summe aus dem allgemeinen Gliede der auf der
rechten Seite von (F) stehenden Summe durch Einfuhrung der Grossen
n, v unmittelbar erhalten wurde — an Stelle des Systems der n Grossen:

nv, n®

(n)
2 ;L?"')n,u.

jedes System von Werthen und jedes nur einmal gesetzt werden, welches
sich aus den Gleichungen (S) ergibt, wenn man darin an Stelle des Systems
der Grossen m die genannten Variationen treten lasst.

Denkt man sich nun far jedes p von 1 bis p das System der »
Zahlen m®®, m®, ..., m® in die Form gebracht:

B

M — D 1) ?) 2) ® ) g () Q)
m,) = rm® 4 o) mP = rm® 4 pP, ..., mP = rm” + o7

indem man allgemein unter p¢’ den kleinsten positiven Rest der Zahl m{’
nach dem Modul r versteht, und fithrt diese Ausdriicke an Stelle der m
in die Gleichungen des Systems (S) ein, so ergibt sich zunachst, wenn
man noch unter &, o, ..., &’ Grossen versteht, welche sich aus =

gegebenen Grossen o, o, ..., a® den Gleichungen:

1y __ 1 9 (m)
“,(u) == cua,ﬂ’ + cl‘la.'(l.) + . 1 G’

2 1) 2) (n)
aj:. - c?la}z + 022a,(:. + L + c?na,u. ’

o 1 2 (n)
a? = cnhal + ¢ a® + ... F o
gemiss linear zusammensetzen, dass die n Grossen:

1) (2)
n, n

(n)
iy o ooy Ty

stets in der Form dargestellt werden konnen:

Z(l) ;(‘2) ;(n)
D . (D Lan 2) __ A (D L n) __ A fid
np = oy +_r_' ’ n}(L)-nfL +T 9ty n,u _ny T’
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wobei die # ganze Zahlen bedeuten, die in den linearen Formen a vor-
kommenden a aber ausschliesslich Zahlen aus der Reihe o, 1, ..., r—1
bezeichnen, und dass eine solche Darstellung, wenn man zur Abkiirzung:

1
cll”’ﬂrll.(l) + cl27n‘lll.(2) : v + cl",,nl(n) = r( )’

n n

1) "2 (n) . A2
c?lm‘u.( + 022m/1.() + v + c‘lnm[t" - r/l. ’

cnlm'/’L(l) + cn2m,rll.(?) L + c,,,,m‘,'f") = r/(l." )’

setzt, durch die Gleichungen:

A1) (D A() D) A(n) ___ n)
e A i N e
A _— ) () — L, n) __ )
a,u. - p[l. ’ a,u. - p,u. y vy a/t - P/L ’

reprasentirt wird. Die weitere Frage ist dann, ob bei gegebenen m und
dadurch bestimmten » die Grossen #, a nicht auf mehrere den auf-
gestellten Bedingungen entsprechende Weisen bestimmt werden kdnnen.

Man nehme an, es existire eine zweite solche Bestimmung der Grossen
%,a, und es sei dieselbe reprasentirt durch:

2 (D)
WP =s

"y

52 — o
0 = 8§

A o)
ey neeey My = Sy

1) __ Ll 2) . (2 ) 4

gl =adb, P =60 ...., a =g/,
wobei die s also wieder ganze Zahlen, die o Zahlen aus der Reihe
0, 1, ..., r— 1 bezeichnen. Aus den beiden jetzt vorhandenen Dar-
stellungen der Grossen n:

P p
M) — D 2 @ _ e
n#_rﬂ+—r—, nD = L L

3
=
z

(1)
— oD O (2 __ o ) o™ O
(] S,I(t+,,.’ n/t_sn'*' g eeeey My = S, +

“(n)

— Pn
=n A+

—(n)

y ’
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wobei die p, o von den p, o beziehlich in derselben Weise abhingen, wie
die a von den a, ergeben sich danun unmittelbar die Beziehungen:

1 1
7 = — (s — ),

HY _ @ 12) ___ (D
"fl = Pn r(sl‘ T# )’

52(4”) — IB[(&") - ,r(s:‘n) _— ,’.:‘u)>,

und man erkennt daraus, indem man an Stelle der & die ihnen ent-

sprechenden linearen Functionen der o setzt, dass die Grossen o}, o, ..., o
eine von der Losung o, o, ..., pi verschiedene, d. h. derselben nach

dem Modul r nicht congruente, Losung des Congruenzensystems:

1 — (1
C“.’E() + mem + ... 4+ c,nx‘")=,o,,‘)(m0d ,r)’
1 2 — A2
€, 2P + €, 2P + ... 2™ = pP (mod 1),
©)
1 2 —_—
en® + Cqt® + ...+ ™= (mod 7),
bilden mussen. Bezeichnet umgekehrt #°, 7, ..., 7’ eine beliebige
von p, pP, ..., p® verschiedene Losung dieses Congruenzensystems,

deren Elemente r man sich auf ihre kleinsten positiven Reste nach dem
Modul r reducirt zu denken hat, so kann man stets mit Hulfe der Grossen
7, indem man sie an Stelle der a treten lasst, eine von der urspriing-
lichen verschiedene Darstellung der Grossen n erhalten. Setzt man namlich:

c

in) ___ 1 (1
nh et 4+ o+ aan? =p0 + 1Y,
) __ 2 (2
e+ 0t + L+ 6T = 0+ 1,

-

.
.
.
.
.
.
.
-
.

0 F et o T = A0+ TR
oder in kiirzerer Bezeichnung:

1

A R R SRRRTE AL AR

¢
T,
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so sind £V, £®, ..., f™ ganze Zahlen, und es ergibt sich daher aus der
urspriinglichen Darstellung:

‘;(1) /‘)(2) n)
M) __ (D) " 2) . D " ") __ () fF
" =T +T’ M = Ty +T’ e M =T +,-’

mit Hualfe der letaten Gleichungen sofort die neue:

s 3] il )] Hn)

T 7 T
(1) . (D (1) " (2) __ 42 2) ® (n) __ ,d{n) (n) fad
n = 1) — f! +—r,nﬂ—-r,‘ — I —}———r,--.,n,l = 10—/, +—r’

bei welcher also die Grossen %, a die Werthe:

(1) (D) (1) A(2) . (2) (2) A(n) __ p(n) n)
no =1, no n, =17, f;: sy By =T f,‘f,
1y __ @) __ ) ) __ i)
a,’ =71,’°, a,) = 1,7, e ey =17

besitzen. Daraus folgt aber, dass die n zu gegebenen Grossen my’, m?, ..., m
gehorigen, durch die Gleichungen (S) in jedem Falle eindeutig bestimmten

Grossen nd’, #®, ..., n® auf s verschied¢ene Weisen in die Form:
pre) 2® )

a o a
1)y __ 2 (ud (2) ___ A9 Jas (n)y __ A “r
nﬂ—nﬁ—}——q_, n, = n, +——r, ----,n,‘-——",;'i'r

— wobei .die # ganze Zahlen, die in den lineaten Formen a vorkommen-

den a aber Zahlen aus der Reihe o; 1, ..., r— 1 bezeichnen — ge-
bracht werden konnen, wenn man unter s die Anzahl der ausschliesslich
von Zahlen aus der Reihe o, 1, ..., r — 1 als Elementen gebildeten

oder, was auf dasselbe hinauskommt, der nach dem Modul 7 incongruen-
ten Losungen des Congruenzensystems (C) versteht. Diese Anzahl s ist
aber dieselbe, wie die Anzahl der nach dem Modul 7 incongruenten
Losungen des Congruenzensystems:

€ 20 + ¢, 2P + ... + gV =0 (mod 7),
' ") —
qglx“’ + 6,8 + ... + a2 =0 (mod ),

. . . . . . . . . . . . . -

Ca2® + uz2® + ... + cux™=o0 (modr);



228 F. Prym.

man erhilt namlich dic simmtlichen socben erwihnten Losungen des
Systems (C) und zwar jede nur cinmal, wenn man zu einer beliebigen
von ihnen, z. B. zu o0, o, ..., p°, der Reihc nach die sdmmtlichen
nach dem Modul r incongruenten Losungen des Systems (C;) addirt und
die dabei auftretenden Zahlen stets auf ihre kleinsten positiven Reste
nach dem Modul r reducirt.

Auf welche der s moglichen Weisen man nun auch die zu gegebenen

Grossen m’, m®, ..., m® gehorigen, durch die Gleichungen (S) be-
stimmten Grossen n, »®, ..., »” in die Form:

a(l) (2 '(")
1 Al il 2 A (2 1t (m) __ 2(
= a0 4 B = 2 e = B

bringen mag, es werden die bei irgend einer solchen Darstellung auftre-
tenden ganzen Zahlen #0, #, ..., A% immer eine gewisse Bedingung
erfullen, die zudem vollstaindig unabhangig ist von dem speciellen Sy-
steme der Grossen n, auf das sich die Darstellung bezieht. Fithrt man
namlich die soeben aufgestellten Ausdriicke an Stelle der Grdssen 7 in
die Gleichungen (S') ein, indem man zugleich die a durch die ihnen ent-
sprechenden linearen Functionen der a ersetzt, so erhialt man unter Be-
rucksichtigung der Relationen, denen die ganzen Zahlen ¢ gentigen, die
Gleichungen:

(€ A0 + €, 3D + ... F ) + ra = rm?,
(D + €2 4+ oo+ o) + el = rmD,

")

. . . . . . » . . . .

1 A
(Catty + e + ...+ en ) + ra = rm?,

und erkennt daraus, dass fur die » Grossen #°, AP, ..., %" nur solche
ganze Zahlen auftreten konnen, fur welche die n Grossen:

(1D ( ¢} (n) (1) (")
cllnp. + v + cnln[:l)7 12”/4) + + Cn?”’/:. y cln + ¢t + cnn"’,u

simmtlich durch r theilbare ganze Zahlen sind. Setzt man umgekehrt
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in den Gleichungen (S”) an Stelle der n Grossen a0, 4, . . ., a4 irgend
welche ganze Zahlen, fur welche dic n Grossen:

5(1) 3 (n) 5 () A ) (o
(S oo eam”y ety oo ey oy ety A e Gty

simmtlich durch 7 theilbare ganze Zahlen sind, und zugleich an Stelle
der n Grossen o, of, ..., o irgend welche Zahlen aus der Reihe

nwo ) i
0, 1, ..., r—1, so liefern diese Gleichungen fiir dic Grossen m immer
ein System ganzer Zahlen m’, m® ., m%, denen als Grossen n dic

w2 "oy

aus den gewahlten # und « gebildeten Grossen:

2O 2® ) ~)
M _ A0 2 D) A 7 w g g e
ne =, + 7 T TN + S B =y + T

entsprechen.  Daraus folgt aber unter Beruicksichtigung des frither ge-
fundenen Resultates, wonach bei gegebenen m und dadurch bestimmten
n die Grossen # und a« auf s verschicdene Weisen bestimmt werden
konnen, dass an Stelle des Systems der n Grossen m, m, ..., mP;
die mit den Grossen # und o immer durch dic Gleichunger. (S”) verkniipft
sind, jede Variation zur n'® Classc it Wiederholung, dic mar aus den
uberhaupt existirenden positiven und negativen ganzen Zahlen ale Ele-
menten bilden kann, und zwar eine jede s-mal tritt, wenn man an Stelle
des Systems der n Grossen o, of?, ..., o der Reihe nach dic simimt-
licher 7* Variationen der Elemente o, 1, ..., r — 1 zur #*® Classe mit
Wiederholung setzt und dabei jedesma! an Stelle des Systems der u
Grossen 7%, A, ..., A" jedes Systemr von % ganzer Zahlen tretcn lasst,
fur welches die n Grossen:

3 (1 5 () (1) i (1) (1) )]
s S R R A e 7 1A NI i SR S (4

saimmtlich durch r theilbarc ganze Zahlen sind.

Aus dem zuletzt gewonnener Resultate ergibt sich nun schliesslick,
dass man die auf der rechten Scitc der Gleichung (F,) angedeutete Sum-
mation in der Weise ausfithrer kann, dass mar im aligemeincn Gliede
~fur jedes x vor 1 bie p:

. a® a® L
& — Hd o (2) __ A o (ny __ A0 i
meo= s ) = sy ey P =0
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setzt, hierauf an Stelle des Systems der n Grossen o, o, ..., o der
Reihe nach die simmtlichen #* Variationen der Elemente o, 1,...,r—1
zur n** Classe mit Wiederholung treten liasst und zu jeder solchen
Variation an Stelle des Systems der n Grossen %, 52, ..., # jedes

System von n ganzen Zahlen setzt, fur welches die n Grossen:

140} 5 n) % (1) 4 (n) (1) ; (n)
) + oo a4 e, o) ety

simmtlich durch r theilbare ganze Zahlen sind, endlich die Summe der
so entstchenden Terme bildet und diese Summe noch durch s? theilt.

Die in Bezug auf dic Grossen # auszuftthrende Summation kann von
der ihr anhaftenden Beschrankung auf folgende Weise befreit werden.
Beriicksichtigt man, dass das System der n Grossen:

A

3 (1) 5 () (1) 5 () 1) (")
P e, e AP e, e e Gty

zwar jedesmal in ein System ganzer Zahlen, aber nicht jedesmal in ein
System durch r theilbarer ganzer Zahlen ubergeht, wenn man an Stelle
der Grossen % beliebige ganze Zahlen setzt, beriicksichtigt auch, dass ein
jeder der aus den n Grossen:

(1 () —(n)

74 a a
Ny __ A(D il (2 2(2) It (m)y ___ A(m i
n[l. — Yy + T’ n,u.) - n/:. : + T’ R 'n‘u — n/l. + —1"—
cbildeten analogen Ausdriicke:
O
1) » (n) (1 (n) [¢3] (n)
(A% R S LSRR ANE i SN S PN 2 O'ilie eIRTPIE Sy ey

mit dem ihm entsprechenden, die Grossen # an Stelle der Grossen n ent-
haltenden Ausdrucke — da fur jedes y von 1 bis n:

and + o F P =, 0 4 .+ A F ra?

ist — immer gleichzeitig eine durch r theilbare oder eine durch r nicht
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theilbare ganze Zahl ist, so erkennt man, dass man die Summation in
Bezug auf die Grossen # von der ihr anhaftenden Beschrinkung dadurch
befreien kann, dass man das in (F,) hinter dem Summenzeichen stehende
allgemeine Glied .mit einer Function F der sammtlichen pn Grdssen
nyy nP, .., 0, p=1, 2, ..., p, multiplicirt, dic so beschaffen ist,
dass sie immer den Werth o besitzt, sobald auch nur cine der pn Grossen:

(¢3] (n) (1) ( 1) (n)
Cat oo ey e o e, e 0D o Gt
p=1,2,...,p,

eine durch r nicht theilbare ganze Zahl ist, dass sie dagegen den Werth
1 hat, sobald diese pn Grossen sammtlich durch r theilbare ganze Zahlen
sind. Summirt man nimlich, nachdem man eine solche Function F hinter
dem Summenzeichen als Factor eingeschoben hat, in Bezug auf jedes #
von — o0 bis + oo, so wird der Werth der entstehenden Summe der-
selbe sein, wie der der urspriinglichen, da bei der neuen Summe alle
diejenigen Glieder, fur welche die pn Grossen:

5 (1) ¢ A(1) .Y ¢ A1) 5 (n)
Caty o B, € 0 2 LA A e AT e
pL=1,2 ..., p,

oder, was dasselbe, die pn Grossen:

¢V} (n) [¢)] ( (1) (n)
cllnll- + M + cnln;‘ y c]gn‘u. + e + cﬂ?"p.”)’ S ] clnnﬂ + v + crm”/l. ’
=1, 2y ..., P

nicht simmtlich durch r theilbare ganze Zahlen sind, und welchen daher
auch keine Glieder der urspriinglichen Summe entsprechen, in Folge des
bei ihnen stattfindenden Verschwindens des Factors F den Werth Null
besitzen, wihrend der Complex der ubrig bleibenden Glieder, da bei jedem
derselben der Factor F' den Werth 1 besitzt, mit dem Complex der die
urspringliche Summe bildenden Glieder identisch ist. Line Function F
mit den erwihnten Eigenschaften soll jetat gebildet werden.
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Man setze, indem man unter p eine Zahl aus der Reihe 1,2,...,p

versteht:
n

o _ on) \

,9( =r—] 1 15'{‘ =r-—]1 (n)—i

n " (1) (n)
(cln u. LR | crm"p )

) .
2 £ m (l) (n)
Ll 2 —E— (e + o+ D) ) z -
r" e € ;

die so definirte Grosse f, besitzt dann immer den Werth o, wenn auch

nur eine der n Grossen:

1 1 -
S S Y A L S R S R O SR N [

eine durch 7 nicht theilbare ganze Zahl ist, dagegen den Werth 1, wenn
diese n Grossen sammtlich durch r theilbare ganze Zahlen sind. DBringt
man nun, indem man zur Abkirzung:

: { 7!
11/91) + ¢, ,&2) + ...+ cluﬂﬁn) = ﬁu)y
B+ 2+ o+ af =8P,

nlﬂ( + cn? ]l + M + (,"nﬁﬂ) = ‘H,;Z')’
setzt, die Grosse f, in die Form:

/J‘(l)—r— =r—1

2
(i DFD 4 nDFD PG
z 2 — (05D + nPED & A4 )
')-0

und bildet das Product:
Ol om 2 (nDED + n@ED 4+ oo 4 nPF)
1 n=1
6

Feff..h=m% 4

wobei die auf der rechten Seite angedeutete Summation se¢ auszufithren
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ist, dass jede der pn in den linearen Ausdricken § vorkommenden Grossen
j unabhangig von den anderen die Werthe o, 1,...,r — 1 annimmt, so
ist ' eine Function mit den gewinschten Eigenschaften, und man darf
daher, wenn man sie auf der rechten Seite der Formel (F,) hinter dem
Summenzeichen als Factor eingeschoben und auch bei ihr fir jedes 4 von
1 bis p die Grossen:

(1) (2) (5)
n’ n/z’ "-.'7”/:

o] (e ™

o a «
A (1D fid 2 (2) r_ s (%) "
7P 4 pat IR0 . Coe oy N

r

beziehlich ersetzt hat, die Summation alsdann in der Weise ausfuhren,
dass die 7 unabhingig von einander die Reihe der ganzen Zahlen von
— o0 bis 4 oo durchlaufen, wahrend gleichzeitig jede der pn in den
linearen Ausdriicken « vorkommenden Grossen a unabhingig von den
anderen die Werthe o, 1, ..., r — 1 annimmt. Man gelangt auf diese
Weise nach einfacher Umformung des allgemeinen Ghedeq der Summe
und passender Anordnung der Summatxon, wenn man zugleich noch linke
und rechte Seite mit 7"”s” multiplicirt, zunachst zu der Glexchung.

(F,) (r"s)" 8(ru®) B(ru®) . . . S(ru™) =

n=pp=p 2V 2 ™ a(tg)
z z a,:.p,' (l) + — I‘ ;ll(‘lr) + £ +..+ ;':‘") + L) A(")
0,1r—1 —®,..,tw p=1 =1 r r 1‘
Z Z e
n=p a ﬁ(l) / ™ E(n)
M, % ) P’ alny | 1 w) e
22[( + ><rv,‘ +-—r—1n>+...+ knﬂ + . )("”p + . n)
X .

n=1
—0,y ey o

wobei also die durch 2 markirte innere Summation so auszufthren ist,
= ,

~dass die pn Grossen 7 unabhingig von einander die Reihe der ganzen
Zahlen von — oo bis + co durchlaufen, die ebendaselbst vorkommende
dussere Summation aber so, dass jede der 2pn in den linearen Ausdriicken
a, B vorkommenden Grdssen a, f§ unabhangig von den anderen die Werthe
O I, ..., ¥ — 1 annimmt.

16 - 665007 Acta mathematica. 3
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Die auf der rechten Seite der Formel (F,) hinter dem ersten .Sum-
menzeichen stehende np-fach unendliche Reihe ist aber, wie ein Blick auf

die in Art. 1 aufgestellte, die Function 0[1]((10)) definirende Reihe zeigt,

identisch mit dem Producte aer 2 die Functionen:

a® a? )
3 /5:1) (rv®), @ ;2) (rv®), ..., 8 /?‘r"’ (ro™)
v g i

— bei denen die Charakteristiken, dem friher getroffenen Ubereinkommen
entsprechend, in abgekiirster Form geschrieben sind, sodass allgemein, d. h.
for y =1, 2,..., n:

¥ ¥)

"
X
A

— 4.2
das Symbol | | die Charakteristik | % *
vertritt — beziehlich darstellenden Reihen. Setzt man nun in (F,) an

Stelle der genannten mp-fach unendlichen Reihe das Product dieser n
Thetafunctionen ein, so erhalt man schliesslich die folgende Hauptformel:

(6) (rs)? 8(ru®) 9(ru®) . . . (ru)
01,071 ;(l @ @
= E 8 1-92 (ro ) 8 2‘3 (ro®) . . . 8 E‘_’ (ro™),
a, 8 r r r

bei welcher die Summation in der Weise auszuftihren ist, dass jede der 2np
in den linearen Formen:

7D — (1 1y 1 2

@’ =c,a’ + a4 ... + ¢ al, BPr=c, B0+ c B0+ ...+ e,

(2 (1 7. 1

a/‘ _cﬂla,u)+cgga;12)+"'+c2na;:)’ 4112)-‘: 21 p.)+cg.2 ;1.2)+"'+02nﬂ;(4n)7
L)

o __ ' (
a"n) == Lnl a,fl.l) + ca?.af?) + cre + cnna;:‘)’ E}.ﬂ) = cnl,B;(l.l) + cu? ,u?) + bl + cnnﬁ:)’
L=1, 2, .., Py
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vorkommenden Grossen a,  unabhingig von den anderen die Werthe
o, I, ..., r— 1 annimmt. Da ferner die Grossen » und » pur den
Gleichungen:

ru) = ¢, v + ¢, vP + ... + P,

117p 217
ru® — o) @ (n)
ru, == €0, + €0 + ...+ Cal,
®=12..p)
(n) __ (1 (2 | (n)
U = ¢ 0 4+ ¥ 4 ...+ Cat),

zu geniigen haben, im Ubrigen aber vollstandig willkurlich gewahlt
werden diirfen, so kann man in der gewonnenen Formel (6) die Grossen
v als unabhingige Verinderliche betrachten, und es vertreten dann die
Grossen  die durch die soeben aufgestellten Gleichungen definirten line-
aren Functionen derselben. Der Werth von s endlich hangt, da s die
Anzahl der nach dem Modul 7 incongruenten Losungen des fruher auf-
gestellten Congruenzensystems (Co) bezeichnet, von den Werthen der Grossen
¢ ab und muss in jedem Falle besonders bestimmt werden.

3.

Die gewonnene Formel (@) ist einer bedeutenden Verallgemeinerung
fahig. Um zu derselben zu gelangen, lasse man auf der rechten Seite
dieser Formel die Systeme:

)
™ . o ™. D

indem man unter o, ..., pP; ...o; P05 ory P 00, ey 05 RIS &,y &
beliebige ganze Zahlen versteht; es gehen dann gleichzeitig die auf der
linken Seite stehenden Systeme:

(1)
P

o

(1
(rv®), ..., (rv™) tbergehen in (rv“) + l";m) D, ey (rv"" +

. r ( r
(ru®), . .., (ru™) tber in | ru® + | ) ru™ 4 =

1]
J



236 F. Prym.

wenn man allgemein, d. h. fur p=1, 2, ..., p:

(1) N ¢)) (n) =(1) . LD . ) my . 7
Py F e+ e = p,, ¢,0, + c?\laﬂ + ... +cnol =09,
) O] () __ =) . 4D &) , ) )
€ F ol + o e =p0, 0 el . e = a2,

(1 2 =m) 1 {2) n) __ —n)
clnpu)+c2np:z)+ cre +cnnp;:l)=‘ﬁ§:! clnG;A +c2n0‘a v +cnnafz - /tn’

setzt, und man crhilt, wenn man auf die rechte Scite der so entstandenen
Gleichung die Formel (D), auf die linke die Formel (A) des Art. 1 an-
wendet und unter Beriicksichtigung der Relationen:

y= v=n y=n

v=n v=n v=n l =N
=0) =) __ o) ) =), ) __ (v) () l D=ty __ ) %)
Py Py —‘zlloﬂ Oy z.lp/t w, =7 zlp# Uy, P o0, = 2/% "ft
Y= y= Y= y= y=_

1 n
-3
4 y=1

dic den beiden Seiten gemeinsamen Exponentialfactoren durch Division
entfernt, die allgemeinere Formel:

=)

v £
/ n r
(6" (rs)" ¢ =) (ru®) . ..
Y
°"’"£{1 2 am” 2w ‘e ISV (@ o) — B )
v v . i e wor
= Z 8 20 (rv®™) ... 8 4o (rv™) e g
a, B T —r—

Lasst man jetat weiter auf der rechten Seite dieser letzten Formel
die Systeme:

1
rP s

() r
ol v +,,<-> ’
-

r

(ro®), ..., (rv™) tbergehen in { ro® 4

indem man unter A2, ..., A o A 7 00, e, O P, L, O
zunichst beliebige ganze Zahlen versteht, so gehen dadurch die auf der
linken Seite stehenden Systeme:
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r'(l) o(n)

(ru®), ..., (ru™) uber in | ru® 4 " ru™ 4-

g0
\ 1 \

~

~
b

FALD]

wenn man ailgemein, d. h. far p =1, 2, ..., p:

1 b Kt , — 1
et T enry oo car =10 6, 60 + 6,00 + ..+ 10 = 13,7,

. D 2) my ___ ,(2) o ) __ (z)
"12# "Fcnrﬂ +---+ann —TT €y /4 —}—C“ n +"'+(’nlo =70,

1) (2) 0 vz o )
th + CZn + + cnnru - "T “) clno + clu ) + + Cun @ ’L = ro e

setzt. Die Anderungen, welche auf diese Weise die Systeme (ru), (rv)
erfahren haben, kann man nun mit Hualfe der Formel (A) des Art. 1
durch entsprechende Anderungen der Charakteristiken unter Hinzufugung
von Exponentialgrossen wieder wegschaffen. Stellt man dann die Be-
dingung, dass die auf der linken Seite entstchenden Charakteristiken den-
selben Typus besitzen wic die auf der rechten Seite auftretenden, d. h.
dass ihre sammtlichen Elemente sich in die Form von Britichen mit dem
gemeinsamen Nenner r und ganzzahligen Zahlern bringen lassen, so missen
die Grossen y', ¢ ganze Zahlen sein. Die nothwendige und hinreichende
Bedingung dafur ist aber, dass die ganzen Zahlen r, ¢ die Eigenschaft
besitzen, dass jedés der p, den Werthen p = 1, 2, ..., p entsprechenden
Systeme 7, ¥2, ..., ¥, und ebenso jedes der p Systeme &, ¢ m

0,5 0,y «evy 0,
eine Losung des Congruenzensystems:

¢, 8 + ¢, 2P + ... + ¢,2™ =0 (mod ),
¢, 8 4+ ¢, 8P + ... + €,2™ =0 (inod 1),

2P + 6,85® + ... + ¢, 2™ =0 (mod r),

ist, und es sollen die bis jetzt noch beliebigen ganzen Zahlen y, ¢ von
nun an dieser Bedingung unterworfen sein. Dann ist aber jedes der p,
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7(2) /(n)

den Werthen 4 = 1, 2, ..., p entsprechenden Systeme ., r,®, ..., /",
und ebenso jedes der p Systeme o, 6%, ..., 6™ eine LOsung des in
Art. 2 aufgestellten Congruenzensystems (C,). Wendet man jetzt, nachdem
die y, ¢ der angefithrten Bedingung unterworfen sind, auf die linke wie
rechte Seite der in angegebener Weise geinderten Gleichung (6) die Formel

(A) des Art. 1 an und entfernt unter Beriicksichtigung der Relationen:

v=n V=N

Z 7(v) r(v) ZT( r;‘v), Z (v)u(v) z (v)v(v)’ zrl(v) t\;(v) — z {v) &(u)

v=1

die den beiden Seiten gemeinsamen Exponentialfactoren durch Division,
so erhilt man schliesslich die Formel:

0 4 O oy _ _? i E W30
& n\p r (1) T (n) v=1p=1
(8") (rs)s S0, g0 (ruV)...8 = , g (ru™) e
r _ r -
R )’(1)_ r;(n) + 7 _7:_ =Zl i‘: 7’,(:);,(:)
= r (1) r (ny =1p=
| 8 B 4 g (rv'?) ... 8 7 4 oo (rv'”) e
a, B r . r

_r"_" =z i ( ) (v) ﬁm /’ff))
xe 1

Diese Formel umfasst die Formeln (), (#) als specielle Falle und ist
zugleich die allgemeinste derartige Formel.
Die auf der rechten Seite der Gleichung (#") als Summanden auf-

2np

tretenden 7*" Thetaproducte kénnen in I Gruppen geordnet werden,

indem man zu einer Gruppe jedesmal diejenigen Thetaproducte, immer

s” an der Zahl, zusammenfasst, fur welche sich die Werthe der 2np
PO YO

Grossen “2, 22 npur um ganze Zahlen &ndern, wenn man von einem
r r »

dieser s Thetaproducte zu einem anderen derselben tibergeht. Man zeigt
dann leicht, dass die s* in einer Gruppe vorkommenden Thetaproducte
denselben Werth besitzen, und kann daher in obiger Summe jede solche
Gruppe von Summanden durch das s”-fache eines beliebigen Summanden
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2np
. . e s . r
ersetzen. Fihrt man diese Vereinigung fur jede der ~_ Gruppen aus,
)

so geht die rechte Seite der Gleichung (8”) in das s’-fache einer Summe

2np

r ~ wesentlich verschiedenen, d. h. durch Anwendung der Formeln (B)
s

von

des Art. 1 nicht auf einander reducirbaren, Thetaproducten tiber. Man
erkennt auch leicht, dass die Formel (6”) nichts von ihrer Allgemeinheit
verliert, wenn man simmtliche Grossen p, ¢ der Null gleich setzt, oder
wenn man bei unbeschrinkter Verinderlichkeit der ganzen Zahlen p, o
far die Grossen y, &, die im Ubrigen stets den aufgestellten Bedingungen
zu geniigen haben, nur. Zahlen aus der Reihe o, 1, ..., r — 1 zulasst.

Wiirzburg, im Januar 1883.




