UBER DIE EINER BELIEBIGEN DIFFERENTIALGLEICHUNG
ERSTER ORDNUNG ANGEHORIGEN

SELBSTANDIGEN TRANSCENDENTEN

VON

LEO KOENIGSBERGER
in WIEN.

Einer homogenen linearen Differentialgleichung m*" Ordnung gehdren
bekanntlich hochstens m algebraisch von einander unabhangige Transcen-
denten als Integrale an, indem jedes Integral sich als homogene lineare
Function von m Fundamentalintegralen ausdriicken lasst; &hnliches gilt
far jede lineare nicht homogene Differentialgleichung beliebiger Ordnung,
und ich habe diese Frage, welche identisch ist mit der Untersuchung des
algebraischen Zusammenhanges zwischen dem allgemeinen und einer be-
stimmten Anzahl von particularen Integralen, wenigstens for diejenigen
Falle, in welchen in jenen algebraischen Zusammenhang far Differential-
gleichungen erster Ordnung nur 1, 2 oder 3 particulare Integrale ein-
treten, schon frither behandelt(’). Ich lege mir nunmehr das Problem
ganz allgemein vor, simmtliche Differentialgleichungen

(1) F (w, 2, %:—;) =0

anzugeben, fir welche sich alle Integrale durch n selbstindige nicht algebraisch
mit einander verbundene Transcendenten und durch wicht weniger algebraisch
ausdricken lassen oder anders ausgesprochen, welche nur n algebraisch von
einander unabhingige tramscendente Integrale besitzem, oder endlich auch, da
in das allgemeine Integral eine willkithrliche Constante eintreten muss, alle

(') »Uber den Zusawmenhang swischen dem allgemeinen und den particaliren Inte-
gralen von Differentialgleichungen», Journal f. Math. B. 91, H. 4, und in meinem Buche
»Allgemeine Uuntersuchungen aus der Theorie der Differentialgleichuogens, § 9.
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Differentialgleichungen (1) zu charakterisiven, fiir welche das allgemeine Inte-
gral z eine algebraische Function von n algebraisch von einander unabhingigen
transcendenten -Integralen 2., z,,...2,, der unabhingigen Variabeln x und
einer willkihrlichen Constanten

(2) z=f(2, 3, %,.- %, C)

ist, wobei angenommen werden darf, dass n die kleinste Anzahl der von
einander unabhangigen transcendenten Integrale ist, fur welche diese Dar-
stellung moglich ist.

Setzen wir die Gleichung (1) in die Form

dz
(3) dz == sﬁ(z, %),
wodurch ein in % irreductibler Factor von (1) dargestellt sein mag, so
ergiebt sich vermdge der far diesen Factor geltenden Voraussetzung (2)

f

f + ES”‘(% Z,,),

@ 9@ S nn ) =L+ Lo n) + 5

olz, 2,) +
und da wir angenommen haben, dass zwischen z, 2,, 2,,...2, nicht schon
selbst ein algebraischer Zusammenhang stattfinden soll, so wird diese
Gleichung eine in =z, 2, 7,...2,, c identische sein missen, worin die
einzelnen ¢ Functionen Zweige der algebraisch vieldeutigen Function ¢(z, 2)
darstellen werden. Differentiirt man die Gleichung (4) nach einer der
Variabeln 2, und der willkahrlichen Constanten ¢, was wegen ihrer Iden-
titat for alle Werthe dieser Variabeln gestattet ist, so erhalt man die
Beziehungen

Sp(x, fla, 2,,...2a, ¢)) f(x, 2,,...2,, ¢)

5
5) (@, 2,,...2., c) %2,
_°f of of af‘?so(a; 2,)
_axazp-q- 52.5%, o, 2)+ ... + 3ena, o, z.) + 32,, e
und
(6) ¢ (z, f(z, Z,,...24, ¢) f(x, z,,...24, €)

f(®, 2,,+..2x, ) d¢

ot o
M{; + 923 oz, 2) + . +az".3f;; ¢, zn),
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und durch Elimination von VACIENTER %)) zwischen diesen beiden
3f Z, %, ..., C)
Gleichungen
of 3 of f F &f o 3f
(7) o 929z, ~.3‘.2; dxde + ¢l z‘)léz 92,92, az,, 9z,9¢c t-

oF B of B | o of dplea) _
+ 90(2’/, Zn)!éz aznazp azp 91,,3(3 ac 92 azp = 0

oder auch
of
dp(z, z,) l_ . 3 3__3_;,
(8) azp gl ? + 2;‘?)(21 zﬁ)glog al 3
3 ! ¢

welche Gleichung wiederum fiir alle Werthe der Variabeln identisch erfallt
sein muss. Setzen wir ¢(z, 2,) = Z,, fassen Z, nur als Function von g,
auf und setzen die Gleichung (8) in die Form

of of A
dz, d 2, 3 3z, ) d %2,
o o 7 og | el =~ og | e | —log| 221,
(9) 2, + Z, o log | = T 51981 3 T Eu ¢z, z) 52, 18 ¥
3 o
worin das der Summe angefugte (p) bedeuten soll, dass g = p auszu-

schliessen ist, so giebt die Integration der in Z, und 2, linearen Differen-
tialgleichung erster Ordnung -

af of of ) 3f
Bc Q—Z; ) 5;,, azp 9z, ‘
(10) Z, —L f -éf gf——a—log Sf 72 (, z,‘)a og Sf dz,,
%2, 0z, £ ¢ 3 !

/2 p

worin L eine im allgemeinen von w, 2,, 2,,...4, (2, ausgeschlossen) und
¢ abhiangige Function sein wird, oder

/A of of of
% 2 2122, % L» 2 |2z,
g - <

5;, 92, % 3—5,,
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in welchem Ausdrucke fir ¢(z, 2,) auf der rechten Seite die Werthe

B yeeZp1y By4ny.. -2, ¢ vollig willkihrlich gewahlt werden konnen, (")

oder auch symmetrischer geschrieben:

() Es mag nur woch bemerkt werden, dass die willkithrliche Wahl dieser Grossen so
zu verstehen ist, dass ihnen allgemeine, villig von einander unabhiingige Werthe beigelegt
werden koonen, dass jedoch die Festsetzung gewisser Beziehungen zwischen ihnen zu un-
endlichen oder unbestimmten Ausdritcken fihren kann, welche erst wieder durch eine be-
stimmte Wahl von L beseitigt werden kérnnten; wir wollen. dies an einem Beispiel erliutern.
Fir die Differentialgleichung erster Ordnuog

% = w(z)s® + A(z)z + (),

in welcher w(x), A(z), m(x) beliebige algebraische Functionen von z bedeuten, findet
swischen dem allgemcinen und 3 ihrer particuliren Integrale (s. meine »allg. Untersuchun-
gen aus der Theorie der Diff.-gleichungen», S. 99) dic Beziehung statt

. ¢,3,(2, — 2,) + c2,(s, -— 2,)
ca(’a _za) + c(zs _51)

b

und da in diésem Falle fur die oben gewihlien Bezeichnungen sich fir p = I

of

—a_z_ — (zs - 51)(51 - zx)
F T (e, — ez —3,)
9z

1
ergiebt, so geht die Gleichung (11) in

L(a,—z,)(z,-—z,)_z,— 2, —2

i oz, 2,)—
(cs - c:)(za - za) 5, — 3 Tt
@ber, also in der That in einen Ausdruck von der Form w(z)s* + A(z)z + n(z); setzt

man aber 3. B. 2, =2,, so wiirden die einzelnen Posten unendlich werden, und bringt man
die letzste Gleichung in die Form

p(2, 5)= * ¢ (@, 2,)

2, — 2

L(’a '—'51)(5: '—31)

€ —¢

(s —2,)¢(®, 2) + (s, —2) 0, 3,) + (5, —3,)¢(%, 2,) = ’
so folgt in der That, wemn ¢ (2, 2) = w(2)s' + A(z)z + n(%) eingesetst wird, wie un-
mittelbar zu sehen

L = (¢, —¢,) (X3, — 3,),

s0 dass die durch Qleichsetzen von 5, und s, hervorgebrachte Unendlichkeit aus dem Aus-
drucke fur ¢(z, s,) wieder herausfillt.
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. kA ry
d 9z, ° 9z,

2’150(27, ZI‘) 87# ? dzp = L —_— 5‘; 5.7 dﬂp,
1 2% oc

worin p irgend eine der Zahlen 1...7 sein darf.

Wir konnen an diese fur die rechte Seite der Differentialgleichung (3)
gefundene Form schon einige allgemeine Schlusse kniipfen. Da unter der
Annahme, dass nicht schon zwischen #, 2, 2,,...2, ein algebraischer Zu-
sammenhang stattfinde, die Gleichung (4) firr alle Werthe von z, 2, 2,,...4,,
¢ identisch befriedigt sein musste, so wird sie also auch bestehen, wenn
man fir z, z,...2, willkihrliche andere Integrale Z, Z,...Z, der
Differentialgleichung (3) einsetzt, und somit

Nz, Zoy.. T, ©) . Of(a, By, ... D
(12) ol f@ B, 5,,... 5, c)) = f (=, .,ez G)+ f(= > C)go(z, Z)

+ e, Z,,...2,

» ©)
aZ,, ¢ (xi Z”)

sein; da aber

. dz
(l3) sﬁ(-’ﬂ, dp)z'—(if

ist, so ergiebt sich

flx, Zy,... 2., ¢y  °f(x, &,,... 2, c)dZ, f(w Z,,...2%,, c) %

(14) % + VA % Tt 2z, dz
=¢(x, fz, &,... %, c))

oder

df(z, 4,,...7%,, c)

dx

(15)

p— sc(w’ f(z’ Z“ e Zuy 0)),

woraus folgt, dass wiederum
(16) Z=f(x, 2,,...7Z, ¢)

ein Integral der Differentialgleichung (3) ist, und zwar wird es das all-
gemeine Integral derselben sein, wenn durch Einsetzen der Integrale
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Z,...Z, m flw, 2,...2, c) statt der Grdssen z, ...z, die willkithrliche
Constante ¢ nicht herausfallt(*). Wir erhalten somit den folgenden Satz,
welcher als ein specieller Fall des von mir bewiesenen Satzes (s. allg. Unter-

suchungen et¢. Kapitel II) von der Erhaltung der algebraischen Beziechung

(") Es mogen hier noch einige Bemerkungen zu dem eben bewiesenen Satze Platz
finden, die theils zum allgemeinen Verstindnisse desselben nothig sind, theils noch zum
Zwecke anderer Betrachtungen im Laufe dieser Arbeit verwerthet werden. Da man io
der Bezichung

() s=f(x, 2, 2,,...%, €)

fiir z, irgend ein aundeves Integral setzen darf, wenn bur fir z ein anderes passendes Io-
tegral substituirt wird, so kann man auch z, = 2, annehmen; da man jedoch vorausgesetst
hat, dass das allgemeine Integral sich nicht schon durch # und # — I particulire Integrale
algebraisch ausdriicken lassen soll, aodererseits aber z doch wieder nach dem bewicsenen
Satze ein Integral der Differentialgleichung bleibt, so folgt, dass, wenn man in dem Aus-
drucke (@) zwei Iategrale der rechten Seite einander gleich sctzt, die Constante ¢ von
sclbst herausfallen muss, und die Beziehung (¢) eine identische sein wird, und dies ist eine
charakteristische Higenschaft jener algebraischen Relation; so wird die fiir die Differential-

gleichung
dz .
T w(@)2’ + A(@)z + n(2)
geltende Beziehung
_cyz,(z, —2,) + cz,(2, — 2)
T ey(z,—z,) + ez, —2,)

weil z sich nicht schon durch #, z, und 2, algebraisch ausdriicken lisst, fiir die Substitu-
tion 2z, =2, in 2z =12, ibergehen, also in eines der particuliren Integrale. Kine weitere
Bemerkung, die ebeuso wie die frithere, vorziiglich im Hirblicke auf die analogen Unter-
suchungen fiir Differentialgleichungen hoherer Ordnung gemacht werden mag, bezicht sich
auf den Fall, dass die Differentialgleichung algebraische Integrale besitzt; man sieht sogleich,
dass, wenn man in («¢) dem c denjenigen Werth giebt, welcher das allgemeine Integral z
in das particulire algebraische Integral iberfithrt, sich schon zwischen 2,, z,,...%, und
eine algebraische Bezichung der Voraussetzung widerstreitend ergeben wiirde, es muss der
entsprechende Werth von ¢ in diesem Falle also stets derart sein, dass die entstehende
Relation an sich eine identisch wird. So liefert nach S. 82 meines Buches die Differen-
tialgleichung
dz

—=Az"+4+ Bz + C,
dr

worin A, B, C algebraische Functionen von z bedeuten, fiir den Fall, dass dieselbe zwei
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zwischen Integralen von Differentialgleichungen betrachtet werden kann,
aber, wie man durch Vergleichung mit dem allgemeinen Theoreme sieht,
far Differentialgleichungen erster Ordnung eine vollige Willkthr aller
Integrale bis auf eines gestattet:

Findet zwischen dem allgemeinen Integrale einer Differentialgleichung
erster Ordnung und n algebraisch von einander unadbhingigen particuldren
Integralen derselben, der unabhdngigen Variabeln wund einer willkihrlichen
Constanten eine algebraische Beziehung statt, so darf man n der Integrale

particulire algebraische Integrale & wund &, besitst, die folgende Bezichung zwischen dem
allgemeinen z und einem particuliren Integrale z,

_ (0051 —_ 65,)20 + (c — 00)5161
® P T =, + (6, — k)

und setzt man hierin 2 = £, so folgt unmittelbar
cfx(‘% - 61) = cf,(zo — $l)

d. h. ¢ =0, und fiir diesen Werth der Constanten fillt 2, gans aus der Beziehung heraus.

Andererseits ist klar, dass, weon man in (a) irgend eines der Integrale z,, z,,... 2%
durch e¢in algebraisches Integral der Differentialgleichung ersetzt, die Copstante ¢ von selbst
herausfallen muss, weil sonst das allgemeine Integral wieder algebraisch durch nur n —1
Integrale ausdriickbar sein wiirde; so wird, wenn in (J3) 2, = §, gesetzt wird, z = §,, also
wieder eines jener particuliren algebraischen Integrale. Es mag noch hiozugefiigt werden,
dass sich die Relation (), wie man unmittelbar sieht, in die Form setzen ldsst

G b,

~ ~
£ Co %%

woraus, folgt, “dass, wenn

72— 2, —¢&
) L () R
@) t—§ 7, —& ’
gesetzt wird, die Beziehung in
¢
© i="1,

mithin in einen von @ freien Zusammenhang iibergeht, in welchem das allgemeine und ein
particulires Integral der durch die Substitution (&) hervorgehenden Differentialgleichung
erster Ordoung

dz

= A —8)2

stchen.



8 Leo Koenigsherger.

durch willkwhrliche andere, die aber mit den friheren zum Theil dberein-
stimmen konnen, ersetzen, immer wird ein (n 4 1) Integral der Differen-
tialgleichung existiren, welches mit dem n neu gewdhlien wieder denselben
Functionalausdrick befriedigt.

Setzt man nunmehr in (2) z2=2, so wird nur eines der Integrale
der rechten Seite z. B. 2 durch ein anderes zu ersetzen sein, und da
jedes andere wiederum nach (2) die Form hat

S 2, 2,,... 24, k),

worin k irgend einen constanten, hier einen im Allgemeinen von ¢ ab-
hangigen Werth haben wird, so wird die Gleichung

(17) 2=f(2, 2, 2,,...%, €)
die Beziehung
(18) ' zl=f{x,f(z, 2y, Byy . B, k), 2y, 2, c}

hervorrufen (*), welche, da z,, 2,,...%, nicht schon selbst in einem alge-
braischen Zusammenhange stehen sollten, eine identische sein muss.

(") So wird, wenn in der in der vorigen Aanmerkung gegebenen Beziechung

_ ,2,(2, — 2,) + c2,(z, — 2,)
T ey (7, —2,) + ¢z, —2,)

z durch 2z, ersetzt wird, wie unwitielbar zu seheo,

. = ¢,2,(2, — 2,V + kz,(z, — 2,)
' ez —25) + k(z, — 2,)

zu substituiren sein, worin

cCy

0—63

k=

ist. Es mag hier noch folgende Eigenschaft einer algebraischen Beziehung zwischen dem
allgemeinen und einer Anzahl von particuliren Integralen Erwihnung finden. Sei die alge-

braische Beziehung wieder

(@) z=f(z, 2,, 2,,...2n, €)
oder
)] 2 + Sz, 2, 2, .. 2., c)zl*‘ + -+ file, 2, 2,,...2,, €) =0,

worin f,, f,,...f« rationale Functionen der in ihnen enthaltenen Grossen sein mogen, und
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Untersuchen wir nun zuerst den Fall, in welchem f(z, 2,, ,,...2,, ¢)
cine ganze Function der Grdssen z,, z,,...2, darstellt, und denken uns
dieselbe nach Potenzen von 2z, in der Form geordnet

(19) f(zr Zl, Z’,...Z., c)

=f;(z) z,,...z,,, c)zlﬂ +f,(a:, 5,,...2,, c)‘glﬂﬂ-l + nee +j:“(z’ B:;""’H C),

die in dem Sinne als irreductibel aufgefasst werden mag, dass sie sich nicht in Factoren ger-
legen ldsst, deren Coefficienten rational aus 2, 2,, 2,,...2. susammengesetst sind, oline
Riicksicht auf etwa eintretende Conmstanten. Vertauscht man in (@) zwei der Integrale der
rechten Seite mit einander z. B. 2, und z,, so wissen wir nach dem allgemeinen Satse
von der Erhaltung der algebraischen Beziehung, dass, indem nar 2, statt s, und 3, statt s,
gesetzt ist, nothwendig 2 wieder ein Integral, und da ¢ im Aligemeinen nicht herauefilit,
das allgemeine Integral der Differentialgleichung bleiben wird; setzen wir

9] Z=f(z, 2,, 5, 2,,...5, C)
so wird auch Z nach («) in der Form darstellbar sein missen
@ Z=f(z, 3, 3,,...%, k),

worin k eine Function von ¢ sein wird. Nach (f) wird nun Z durch die irreductible
Gleichung definirt sein

z + [, 3, 2,...2, k)ZA"l+...+ﬂ(z, 5, 8,,...5, )=o0

und wird mit der nach (a) und () bestehenden Gleichung

Zl+f,(w, B,y 8,y %, G)Zl—l+---+f;z, By, 8yy...%, €)=0

eine Lisung gemein haben, also mit ihr identisch sein, und es wird somit fir die ratio-
palen Coefficienten der Gleichung () die Beziehung bestehen

(e MM, 2, 3,,.. .5, ¢)=fAz, 3,, 3,,...5, ),

und eine Vertauschung der Grossen z,, z,,...3, daher keine Verinderung der rationalen
Functionen hervorbringen, wenn pur atatt ¢ eine passende Constante k gesetst wird; so
wird die oben behandelte Relation

__y%,(3, — 5,) + ca,(s, — z,‘)
= 03(5, —53) + ¢z, _51) ’

. N . : & .
die selbst schon rational ist, wenn 2z, mit 7, vertauscht und ¢ durech k= 7’ ersetst wird,

unveriindert bleiben.
2 - 665007 Acta mathematica. 3
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so dass sich also
(20) SCe, 2, 2., ... 20, k)
=f@ 2y, ... 2, B2+ fi@, 2y, 2, D2+ F >, 7,2, K
ergiebt, so folgt aus (18), (19) und (20)
(21) z, =
So@, 2y, . 2a, ©) {fo(x, Zy, oo Zn, B2 i@, 2, 20, B2 e F ful2, 2y, 2, Bi”
+ fil®, 2, ... 2, f@ 2, . 2, B2+ . A fly 2y, e, BT
+ ...+ ful=, 2, ... 2., ©),

und hieraus, da die Gleichung eine fur alle 2z, 2,,... 7, identische sein
soll, wenn pu > 1,
f@, 2y, 2, O f(®, 2y, .. .2, k= o0;

da nun aber keiner der beiden Factoren verschwinden kann, weil k& ebenso
wie ¢, indem es eine von dieser Grosse abhangige Constante bedeutet,
vollig willkahrlich ist, so wird g = 1,(") und also z eine ganze lineare
Function von 2z sein miussen, und da dasselbe auch von den anderen
Grossen 2,, 2,,...2, gilt, so wird z eine ganze lineare Function der =
Grossen z,, 2,,...2, sein, die wir, ohne die Allgemeinheit des Resultats
zu beeintrichtigen, nur der Kurze der Rechnung halber in der einfach-

sten Form voraussetzen wollen

(22) z=m, + mz + m,22 +mzz + - + mya2,2,
1
+myz, A omyzz e + ManZeZn
2372
P

+ Mp—-12n—1 + Mp—1n¥n—1%n
+ M2y
=f(‘t1 21,2 5002, c),
worin die Grdssen m von z und ¢ algebraisch abhiangen.
Nachdem fur diesen Fall die Gestalt der Function f der Gleichung.

(2) gefunden, wird wegen

af 3m° aml aml 3 3‘ml’l
=% T at e ant T am
I R LI AP
om
+ 5, %

(") und nach (21)
Jo@s 2y -2y O fo(@, 2y, 2y K) = 1.
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und

)
a;zf = My + M2 + M2 + -0+ Myp2a
1

der Gleichung (11) gemass far p = 1

of _
a_zl _ ml + mmzz + m;szs + frr + MynZn ,
f amo om,, Ome
2 + 1+ +—¥le,‘+~'~+ aczn
also

of

0z,

f‘dz,

oMy mygty s M2y lo amo+3m1z + +3
— 4 3

T om am om dc
- 12 %y + + acmzn

ERE SRR & 3 &n

¢
und
f
2 azl
a f dz, =P lOg o
M Oy g Tt L Py
+ My + Mty + + Mz, ¢ l o et ¢ i 9
om, amlz om,y, ) om, = om, oMy 9_1":
e T3 Bt % T S—Gz'+m+ dc A

worin der logarithmische Posten nur seiner Form nach bezeichnet ist;

daraus ergiebt sich

of ' 9f
3% 2
== 5 dz = Rlo
of 3, f gQ
oz, %
om,  9m,, omy_1, ,.,‘+1 Ompn
T Gt e T T g -
om,  om,, omy, omyq
Be Tt g ettt
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und ebenso, weil

af
)
a—; f dz = s log o
2
3'm, m, om,
L +3c9z et Z s acéz
om om aﬂl,. 9 i
AR n et e o + - 4o 22 5 o +
ist,
of of dm, ’m, *m,
x_a_ 35,d 11 s T oot +39 ;e "+ e
_ai Oz 9f e g0+ amx amn amm
93, %x + o s ot

Setzt man diese Ausdriicke in (11) ein, so folgt, wenn man beachtet,
dass. o(z, 2,) eine algebraische Function von z und z sein muss, die lo-
garithmischen Glieder aus dem Endausdrucke also herausfallen mussen,

om, °m, om,, omy,
B Tttt

o ) = L T

?'m, 2 m,

Y + Sc%z' +-- + 5,% +-- + acaz
31» om,, OMyn
+ ac l + + a l
3 3 a 133
n a__"i" m“‘ 2, + + F“‘F zp—l + ml‘l““ z}l+l + e m, P
2 (=, 2.) c ¢ ¢
-— b
,"p T a’”‘+a’"" +3'”",+ +a"""

worin L von =, 2, z,,...2, und ¢ algebraisch abhangt. Setzt man nun,
‘da die linke Seite der Gleichung nur von # und z abhangt, 2, z,,... 2,
gleich beliebigen Constanten, so folgt, dass far willkuhrliche 2 die Func-
tion p(z, z,) eine lineare ganze Function von 2z, bedeutet, und dass daher
in diesem Falle die Differentialgleichung (3) die Form annimmt

dz
=@ + 7,



Uber die einer Differentialgleichung angehdrigen selbstiodigen Transcendenten. 13

fiur welche bekanntlich die gesuchte Relation zwischen dem allgemeinen
und particularen Integralen fur willkohrliche Functionen ¢, (z) und ¢,(z)
lautet (s. S. 9o der »allg. Untersuchungeny)

€ — ¢ c— ¢

z = 2
€, — Cy G — ¢

2.

Wir erhalten somit den Satz:

Die’ einzige Klasse wvon Differentialgleichungen erster Ordnung, fir
welche das allgemeine Integral eine ganze Function irgend einer Anzahl par-
ticuldrer Integrale sein soll, deren Coefficienten von der willkihrlichen Con-
stanten wnd der unabhingigen Variabeln algebraisch abhdingen, ist die der
linearen.

Gehen wir jetzt zu dem allgemeineren Falle tiber, in dem sich z als
rationale Function von z, z,...2, ausdriicken lisst, deren Coefficienten
algebraisch von z und ¢ abhangen, so wird wiederum aus der Gleichung
(18) unter der Voraussetzung, dass

Ji®, 20y 20y )3 + [i(, 22y 2y V2T [, 20,2y )
Oy 23y...%0, €)2 + O\, Z2y.. .24, PYARE TR X R e )

Sf@, 2, 24,...%,, ) =

ist, aus den auf S. 77 meiner »allg. Untersuchungen» angegebenen Griinden
sich =1 =1 ergeben, und da dies far alle Variabeln z,, z,,...2 gilt,
so erhalt man die nothwendige Form einer solchen rationalen Beziehung
als eine in allen particuldren Integralen linear gebrochene Function

m, + m,3, + M, 32,2, +--
5 =
o + me + H13%,%, + -

= f(@, 2, 2,2, )

oder kirzer geschricben

Ao + 4,3
Bo + szt,

(23) 7=

|

worin A4,, 4,, B,, ‘B, lincare ganze Functionen von z,,...2, und alge-
braische Functionen von # und ¢ sind. Da nun aus (23) folgt, dass

af
5, A,B,— AB,

or . oA 3B, 24 B o4 B ' 94, aB.) ’
woalply—a]ea| (- a%) (B -aR) ] (B - AR
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also
of :
o, , A,B, — A,B, 7, —a
Efdzl - B an A an b log z —b
2% 130 A5, Jle—b)

ist, worin @ und & als Losungen des obigen Nenners algebraische Func-
tionen von z,,...2,, # und ¢ sind,(") so erhalt man

(") Sind die beiden Losungen @ und b einander gleich, so wird

of
-aidz — A,B, — A B, I
¥ B o4, — 4 9B, 5, —a
¢ 1 3¢ v 2
und daher
‘af Ja
2 % .. _ 4B, — A,B, 2z, 4! 2 / A,B, — 4,B,
B | YT A B G —ar T a—adm (g oA B
o ! 3¢ ' 2e 1 3¢ 1 3¢
und
of oa
3 %, . _ 4B, —AB, e P 4,B, — 4,B, \
o ¥ o4, °B, (3, —a)* " 5, —adx| 5 24, 3B,
ex e A o T %
woraus sich
Bl a_A_l' - Al a—:\Bi_‘
(%, 2z,) =1L % < (2, — a)*
¢ p] 1 AlBo — AoBl 1
JA, °B,
+a—¢‘l_Bl?c’_‘Al§E—3 AoBl—AL.BL (z——a)
%  A,B, — A,B, o 24, 3B, ™
oA B — 4,5
oc dc
n g o4 _ 4 %8B
a ' 2 1 3 2 4,B, — A4 B,
+ 2# Sp(x) zlt) az—ll'—' AI-BO —-—AOB, 9_2;,. B aAl 4 aB‘ (zx a)
2 13 Mo

also wieder wic oben als eine ganze Function zweiten Grades in z, ergiebt.
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, of
o [ a
gz; ?f dzl =P IOg Q +
¢
[ab Ba] <bg_ Q)
(A4,B,— A,B,) Na "3 1 T\, T e
a—0b a4 B, 24, 5B 24, 8B,>] ( 24, aB,)
Z?[BIT,J‘A'%?]”'[(BI—‘;;—AIa—c")ﬁ‘(Box—Ao 30 ) [P\ Bege 4o,
und
of
) oz,
3 87; dz, = S log
En
b Qda <b3a a@b)
z — e — @ —
+ (AIBO e Aon) "oz oz 3 2 s

a—b | o4 °B I oA °B )
2 1 } } o 0

und hieraus nach (11), wenn man wiederum aus den angegebenen Grin-
den die logarithmischen Glieder fortlasst

oz, 2,) =
[ .24, o8, 54, ., OB, 24, 2B, 24, 8B0>
LZ‘[B‘;—;_A‘ﬁ]+z‘[<B‘W~Ala—c>+<B°—80——A°9—c>]+<B°9_c —Aoa—c
AIBO_AOBI
b 2a da b . b da da 3b>
Z*[a—féé]*<”a—f“a7) Y o I[_*TJ““(%—*T' |
N a_b - 2#90('67 z#) a——b N b]

also eine ganze Function zweiten Grades in der willkithrlichen Grosse 2,
und es wird daher in diesem Falle die Differentialgleichung die Form
annehmen

d
(24) = a@F e + g,

worin ¢ (2), ¢,(x), ¢, () algebraische Functionen von z bedeuten; um-
gekehrt wissen wir aber auch nach S. 99 meines Buches, dass fir alle
Differentialgleichungen der Form (24) unabhangig von der Beschatfenheit
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der Coefficienten eine lincargebrochene Beziehung statt hat, und wir er-
halten somit den Satz:

Die einzige Klasse von Differentialgleichungen erster Ordnung, fiir welche
das allgemeine Integral gine rationale gebrochene Fumction irgend einer An-
zahl particuldrer Integrale sein soll, deren Coefficienten von der willkiihr-
lichen Constanten und der unabhdngigen Variabeln algebraisch abhdngen, ist
die durch die Gleichung

2 e @5 + 0,(e)2 + 0@

dargestellte, und fir alle diese besteht zwischen dem allgemeinen und drei
particuldren Integralen die Beziehung

cszx(za - zs) + cz:(zs - z:) (!
(25) #= c,(z’ —‘a) + c(zs '—zl) ( )

(") Es ist wohl nicht iuberflissig zu bemerken, dass, wenn auch fiir die der Differen-
tialgleichung
ds

(@ = 0@ + 9@ + £,@)

zugehdrigen 4 Integrale 2, 2,, z,, 2, die durch die Gleichung (25) ausgedriickte Besiehung
besteht, welche von dem expliciten @ frei ist, doch unter gewissen Umstinden das allge-
meine Integral schon durch zwei particulire Integrale in rationaler Form darstellbar sein
kann, in welche jedoch die unabhiingige Variable # explicite eiatritt; denn bekanntlich

geht die obige Differentialgleichung durch die Substitution

1 dlogu
@ s=—
2 o,(2) dz
in die homogene lineare Differentialgleichung
d*u du
67] gt P tdu=o0
tber, in welcher
", (2)
@ P——(B40@) e=rene

ist, und es driickt sich das allgemeine Integral von (a) mit Hiilfe zweier particulirer Inte-
grale z | z, eben dieser Differentialgleichung und den beiden diesen entsprechenden particu-
liren Integralen u,, w, der Differentialgleichung (7) in der Form aus

u,z, + cuz,

9 7= u, + cu,

7
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Dic Untersuchung wire somit fiir alle diejenigen Fille abgeschlossen,
in denen das allgemeine Integral sich als rationale Function irgend einer
Anzahl von particuliren Integralen ausdrucken lasst, deren Coefficienten
algebraisch aus x und der willkithrlichen Constanten zusammengesetat
sind; dass es aber noch ausserdem Differentialgleichungen erster Ordnung
gicbt, fur welche das allgemeine Integral algebraisch, wenn auch nicht
rational, aus einer Anzahl von particuliren Integralen, der unabhangigen

worin ¢ eine willkiihrliche Constante bedeutet. Wenn nun z. B. der Quotient der beiden
Integrale #,, w, eine algebraische Funetion, also

() Z—j = o(2)
oder

L o'z) 1
© TR T 0@ p@

ist, so wird (¢) in eine Beziehung der oben angegebenen Form iibergehen

_ % + co(z)s,
@) £= I + co(z) ’

und zu dieser Form mag noch die folgende. erginzende Bemerkung hiozugefiigt werden.
Ich habe nimlich im § 9 meines Buches gezeigt, dass, wenn zwischen zwei Fundamental-
integralen einer homogenen linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung und der unab-
hiingigen Variabeln « irgend cine algebraische Beziehung stattfindet, dann auch zwei parti-
culire Fundamentalintegrale existiren, welche homogenen linearen algebraischen Differential-
gleichungen erster Ordnung geniigen, also die Form haben miissen

S )az _ 2@ ar
U,=e ? U, = ef ’

worin £, (2) und £,(z) algebraische Functionen bedeuten; dann werden aber pach (f) die
entsprechenden particuliren Integrale der Differentialgleichung (a)

_ 'Ql(z) . 7 = ‘Ql(x)
= — =, , = — =2
¢:(2) ,(2)
algebraische Functionen von 2 sein, nod nach dem S. 82 meines Buches bewiesenen Satze

driickt sich dann das allgemeine Integral schon mit Hiilfe eines particuliren in algebra-
ischer Weise in der Form aus

. (6,2, —cZ)z, + (¢ — ¢))2,Z,
T (e, — ey + ek —c,Z,
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Variabeln und einer willkithrlichen Constanten zusammengesetzt ist, geht
schon daraus hervor, dass eine willkithrliche algebraische Substitution

(26) 2 = F(z, %)

auf die Differentialgleichung (24) ansgeiibt dieselbe in eine andere al-
gebraische Differentialgleichung erster Ordnung

dz

iiberfithrt, fur welche die algebraische Bezichung zwischen dem allgemei-
nen und drei particuliren Integralen erhalten wird, wenn man den
Ausdruck (26) fur z=2, 2, z,, 2, mit den ecntsprechenden Werthen
Z=212Z, Z, Z,, Z, in die oben gefundene rationale lineare Relation (25)
einsetzt.

Man konnte nun zur Untersuchung der Moglichkeit einer beliebigen
algebraischen Bezichung zwischen dem allgemeinen und n particaliren
Integralen wiederum von der Relation

z, =f{x, S, 2,5 2,y .. .20, k), 2,5, .. 2Za,y c}

ausgehen und, wic es eben fur rationale Functionen geschehen, hier fir
algebraische Functionen nachweisen, dass dies nur fir solche algebraische
Functionen moglich ist, welche aus einer rationalen, also nach dem bisher
bewiesenen aus einer rationalen linearen durch eine algebraische Substi-
tution von der Form (26) abgeleitet sind, und fiur diesen Nachweis wire
es, wie schon aus den Betrachtungen uber rationale Beziehungen ersichtlich
ist, gleichgultig, ob z in die f-Function explicite eintritt oder nicht.
Ich ziehe es aber vor, mich hier einer anderen Methode zu bedienen,
um die Anwendung der Prarr’schen Differentialgleichung auf derartige
Probleme zu zeigen und die Untersuchung der Integrabilitatsbedingungen
einmal an einer grosseren Klasse solcher Differentialgleichungen durch-
zufohren. Es wird nach dem obigen gentigen, hier den Fall zu erortern,
in welchem die unabhingige Variable in jene algebraische Relation nicht
explicite eintritt, die Function f in (2) also z nicht enthalt; da dann in
der Gleichung (11)

of
o 2,
3_1: 5]. dz,, =0

e
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ist, so wird, wenn wir 2, z,,...2, (2, ausgeschlossen) willkithrlichen Con-

stanten gleichgesetzt denken, die Function ¢(r, 2z) die Form annehmen

(28) ;0(27, 2,) = V’l(z)?/’l(zﬂ) + 502(”)9/’2(2.0) +-e 4+ ;0,,(:&)(,0,,(%)

und die nothwendige Form aller Differentialgleichungen, fiir welche das all-
gemeine Integral eine algebraische Function von n algebraisch von einander
unablhingigen Integralen und der willkihrlichen Constanten ist, in welche die
unabhdngige Variable wicht eintritt, ist somit

(29) E = 0 @B + p@HE) + o+ p@ale),

worin die rechts stehenden Functionen simmntlich algebraisch sind.

Wir gehen nun auf eine genauere Untersuchung der Differential-
gleichungen von der Form (29) ein, fur welche zwischen dem allgemeinen
und 7 particularen Integralen eine Beziehung

(29.2) 2=f(z,, 2,,...%n, C)

existirt, in welcher dic Variable z explicite nicht vorkommt. Beachtet
man, dass fir 2, 2,...2, die Gleichungen bestehen

g—i = 501(37)9/’1(2) + ¢2(x)¢2(z) + -+ ¢"(x)¢,,(2)

(30) Z_j;i = 501('3)9/)1(21) + %(w)sbz(zl) +--+ ¢11($)¢,‘(Z1)
30

% = ¢, (@) ¢, (za) + @,(®)D,(2n) + <+ F (@) Pa(2n),

aus denen sich die Differentialgleichung zusammensetzt

dz dz dz . dzn

¢l(z) ¢l(zl) ¢1(22) e 9!}1(211)
(3 I) 9/}‘(2) 962(21) ¢2(zz) Ut S!'x(z'l) = 0,

.....................

du(a)  dulz)  Puz) - - Pulza)

8o kann man (30) als eine dieser Differentialgleichung gentigende Bezie-
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hung betrachten, fiar welche nur zu untersuchen ist, in wie weit die
Variabeln 2, z,...2, als von einander unabhangig zu betrachten sind.
Bildet man aus (30) das Totaldifferential

_ of o
(32) ds = - da, + 5 doy 4 45 da,

und setzt aus (30) und (32) die Ausdricke far z und dz in die Differen-
tialgleichung (31) ein, so ergiebt sich ein Ausdruck von der Form

(33) Pds + P,ds, + -+ + DPadzy = 0,

in welchem P,, P,,...P, algebraische Functionen von z,, 7,,...2, be-
deuten. Wire 2z ein Integral von den » unabhangigen Variabeln z,, z,,...2,,
- 80 missten

(34) P,=0 P,=0.--P,=0

identisch befriedigt sein und umgekehrt; wir wollen beweisen, dass dies in
der That im Allgemeinen der Fall ist. Denn seien die Grossen P alle
oder zum Theil von Null verschieden, so wird die Gleichung (33) vermoge
der Beziehungen (29.2) die Gestalt annehmen

(35) P;{?;(”)S/J;(z;) + -+ S"n(‘”)‘}/’n(zx)} + P:{%(“’)Sb:(za) +--- ¢"(w)¢"(22)} +
s P"{?l(‘”)?”l(zn) +--+ ?"(Z)S‘(J"(z")} =0,

und diese Gleichung wird vermodge der Annahme, dass zwischen 2, 2,,...2,
und z eine algebraische Beziehung nicht stattfinden sollte, eine fir alle
Werthe dieser Variabeln identische sein miissen. Differentiirt man nun
dieselbe 7 — 1 mal nach einander nach z, so erhalt man = lineare
Gleichungen in den Grossen P, P,,...P,, deren Determinante, wenn
nicht saimmtliche P Null sind, verschwinden misste; es wire somit

Spl(z) 9/’1(21) +--+ Spu(z) sbn(zl)) Sol(z) be(zi) + .-+ ¢n(z)¢n(zﬂ)’ e ?1(x)¢1(zn) + -

L ¢,‘(Z) ¢,‘(Zn)
CA@(5) + -+ + @) Pulz)y GA@GE)F o+ UD D), - PO PE) +
et @) | = ©

U@ ) + -+ pE@GE), PEIRNE) + - + P S,
Pt T @) + -+ o) Paa)
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oder
7@ e - el?) ACHRE XCHREREXCA)
50’1 ("v) ¢’2 (z) e 5”'» (z) ¢1(z:) ¢n(zs) T ¢.(Z,)
(36) - = 0,

Sp(l"‘”(a;) ,pf,"“’(z) s ;05,'—1)(37) ¢|(5-) UXCHERE ¢~(z~)

so dass also fir den Fall, dass nicht ssmmtliche P verschwinden, die
eine oder die andere dieser beiden Determinanten verschwinden miusste.
Sei zuerst

?1(‘5) 501(2;) e ?u(z)

S"'x (x) fola(w) e 10',.(31'—)
(37 ) =0,

I S OB O

so folgt nach einem bekannten Satze,(?) dass zwischen ¢, (2), ¢,(2),. .. ¢.(7)

(*) der von Herrn FroBENIUS herriihrt und im Journal fur Mathematik B. 77 be-
wiesen ist. Es mag hier bewerkt werden, dass man diesen Satz auch suf einem anderen,
unmittelbar ersichtlichen Wege herleiten kann; es ist n#mlich leieht einzusehen, dass mao
beliebige » Funetionen von z

¢:(2), 9,@) - - - a(@)

stets als particulire Integrale einer linearen homogenen Differentialgleichung n'* Ordoung
darstellen kann, da, wenn man

(a) y=r¢ pr(z) + e ¢:(z) + s C-S"a(“’)

setat, worin ¢,, €,,...¢c, willkiihrliche Constanten sein sollen, und diese Gleichuog (@
n mal nach eivander differentiirt, also

y’ =, 90’1 (") + c, Sols (z) +--- 4+ 0»50'-(“)
) ‘ o
Y = ¢, o0 V@) + ¢, 0@ + -+ + (@)
Y = ¢, g(@) + ¢, g@) + - - + Cup(@)
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eine lineare homogene Relation mit constanten Coefficienten ven der
Form

(3% a, o @)+ a0,z + - -+ appn(x) = O

besteht; sctzt man den sich aus dieser Beziechung ergebenden Werth von
¢.(x) in die Differentialgleichung (29) ein, so geht diesc in

Az, X
dz qDl( )lanyl(z) a Vn(z)f + V’x( ){ansj'(z) —_ a.,g!/,,(z)} + .-
i Son—l( %) {anyn——l(z) — Q- 1(,’1,,(Z)}
erhalt, durch Elimivation der Grossen 1, c,, ¢,,...C, aus den n + 1 Gleichungen @)

und () die lineare homogene Differentialgleichung n' Ordoung herleitet

y ¢,(@ (@) o eu®)
¥ @ @ - ¢l
® e = o,
YO AN ) )
¥y e @@ - el

welche offenbar jedes y zum Integral haben wird, welches aus («) durch willkithrliche
Wahl der Grossen c,, ¢, ...c, hervorgeht, also auch die Integrale ¢,(¥), ¢, (@), . .. enle);

2
da pun aber der Coefficient von y™

Spn(z) 90,(27) e fon(w)
9@  ¢@ - 9@

D) A )

vermoge der Gleichung (37) verschwindet, so werden die Functionen ¢,(2), ¢,(®),. . - ¢.(2)
Integrale ciner linearen homogenen Differentialgleichung (n — 1) Orduoung scin, und es wird
somit zwischen ihnen eine homogene lincare Beszichung von der Form (38) bestchen missen.
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itber, deren rechte Seite somit nur aus der Summe von n — 1 Producten
algebraischer z- und z-Functionen bestiinde. Wird ferner die Determinante

¢1(z1) ¢2(zx) e ¢ﬂ(zn)

¢1(z2) ¢’2(Z2) e ¢,,(Z,)
(39) =0,

¢1(Zn) Sbg(zn) tot ¢n;(zn)

so muss diese Gleichung der Voraussetzung gemiss eine in den Grossen
2,y 2,,...2, identische sein, und man darf daher z,, 2,,...2, willkiihr-
lichen Constanten gleich setzen, woraus sich eine homogene lineare Be-
ziehung mit constanten Coefficienten von der Form ergeben wiirde

(40) a, S'/}l(zl) + ay ¢z(zx) +--- 4+ a”¢"(z1) =0,

welche wiederum fur jedes 7, gelten misste, und die Benutzung dieser
Beziehung wiirde die Differentialgleichung in die Form

ﬁ — Uy spl(x) e al Sain(m) ay 50’(35) -_ azgo,,(z)
(4[) dx = @ ¢1(z) + a, ¢s(z) +---
@ gl
uberfihren — wir finden somit, dass in allen Fillen, in welchen nicht

sammtliche P der Gleichung (33) identisch verschwinden, die Differential-
gleichung sich auf die Form bringen lassen muss

(42) g% = ¢1(w) W;(Z) + wg(z) w;(z) + et + ¢n—p(x) ﬂ—p(z))

worin die @ und ¥ wiederum algebraische Functionen bezeichnen, und
nunmehr angenommen werden darf, dass weder zwichen den @ noch
zwischen den ¥ eine homogene lineare Relation mit constanten Coefficien-
ten bestche. Fur den Fall also, dass sich die Differentialgleichung (29)
nicht anf eine Differentialgleichung (42) mit weniger ahnlich gestalteten
Summanden der rechten Seite zuriickfuhren lasst, wird (30) ein mit einer
willkithrlichen Constanten behaftetes Integral der Differentialgleichung (29)
mit den » von einander unabhingigen Variabeln z, 2,,...2, liefern.
Lasst sich jedoch die Differentialgleichung (29) auf (42) reduciren, so werden
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je n—p + 1 Integrale derselben wiederum wic frither die p 4 1 totalen
Differentialgleichungen liefern

dz dz, dz, dzn_,
LAOREE ACH R ACO NI AC )
43) e e ¥E) - Y- | =0

Vao(s) Pup(z) Wﬂ-—n@:)' R S C A

dz ds, dz, cor day_ppn
TG Fe)  FE o )
.o 0GE) FE) o )| =0,

...............................

4 | .. e et e e e e e

LAOREEE ACOREEN ACHREEEIN ACH
%) %6 ¥6) - FE)|=o0
Vod®) Puiols) Pailt): - Paolon)
mit der Reihe der resp. Variabeln

y By Bm—p-1 Zn—p
1 % .. Bxp-1 Za—p41

2 " 3‘ .« e '.'_P—l Z"

und es fragt sich, wie der Ausdruck (30) als Integral des Systems dieser
p + 1 totalen Differentialgleichungen mit » + 1 Variabeln aufzufassen
ist. Setzt man den Werth fur z aus (30) und

¥ Y a
d"—"s';‘d'n +37’dz, + .- +37“dz,.
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in die Gleichungen (43) und (44) ein, so erhalt man die Beziehungen
Z,dz, + Z,,dz, + ------.- + Z,ndz, =0
Zydz, + Zpda, -+ n- e + Zopdz, = O

(45)

................................

Zoyn1da, + Zpgrodz, + -+ - + Zyp10dz, = O,

und wenn auns diesen p 4 1 Gleichungen die p Differentialien
A2y pr1, don_pie,...dz

eliminirt werden, so ergiebt sich eine totale Differentialgleichung

(46) Tdz + Tdz, + -+ + Tapdze_, = 0,

in welcher T\, T,,...T,_, algebraische Functionen von ¢, 2, 2,,...2,
sind. Wéaren nun die 7-Grossen nicht identisch Null fir alle Werthe
dieser Variabeln, so folgte aus (46) mit Benutzung der Differentialglei-
chung (42)

4D T 0D ¥E) + o+ o) b)) + T 0,) ¥i(ay) + - + Ouf@) ¥a_ fz,)
+ ot Tap{ @@ Fyeny) + - + Pus (@) P lnp)) = O,

welche wieder, weil der Fall, dass schon eine algebraische Relation zwischen
T, 2, %,,...2, besteht, ausgeschlossen war, identisch bestehen muss, und
es wird daher genau wie oben durch successive Differentiation nach z
sich ergeben, dass, wenn nicht alle 7' identisch verschwinden, zwischen
den n—p @(x)-Grossen oder zwischen den n — p ¥(2)-Grossen eine
lineare homogene Gleichung mit constanten Coefficienten bestehen mitsste,
was als modglich ausgeschlossen ist, da die rechte Seite der Differential-
gleichung (42) bereits auf die kleinste Anzahl von Summanden reducirt
angenommen wurde. Es werden daher die identischen Beziehungen statt-
finden

=0, T, =o0, T,_,=o0,

und somit z,, #,,...2,_, unabhingige Variabeln sein; es ist daher (30)
in diesem Falle ein mit einer willkithrlichen Constanten behaftetes Inte-
gral mit # — p willkithilichen Variabeln des Systems von o + 1 totalen

Differentialgleichungen (43) und (44) von # 4 1 Variabeln.

3 -665007 Acta mathematica. 3



206 T.co Koenigsberger.

Fassen wir die beiden Fille, von denen der erste ein specieller Fall
des zweiten fiir p = o ist, zusammen, so erhalten wir den folgenden Satz:

Wenn eine Differentialgleichung erster Ordnung die Eigenschaft hat,
dass awischen ihrem allgemeinen Integrale wund w ihrer particuliven Integrale
eine von einer willkiihrlichen Constanten abhingige, aber von der unabhingigen
Variabeln x freie algebraische Beziehung von der Form statthat

(48) z=f(2,, 2,,... 2, C)

wobei vorausgesetzt wird, dass nicht schon zwischen z,, z,,...2, und x eine
algebraische Beziehung besteht, so hat die Differentialgleichung die Form

dz
(49) o= ¢, (@), (2) + ¢, @ y(2) + - - + Enp(@) Pnp(2),

in welcher angenommen werden darf, dass zwischen ¢ (), ¢,(¥), ... ¢. (%)
sowohl als zwischen ¢,(2), ¢,(2), ... Pa_,(2) nicht mehr eine homogene lineare
Relation mit constanten Coefficienten eristirt, und es ist dann die Bezichung
(48) ein mit einer willkihrlichen Constanten versehemes Integral des Systems
von p + 1 totalen Differentialgleichungen von n Variabeln

dz dz, dz._, dz dz, ce dz, |
sbl(Z) ¢1(z|) L sl'l(z"—P) ¢l(z) 9,}1(21) fr S!}l(z")

(50) =0,... =0,
In_,(2) ¢n—p(z;) cee ¢n-p("n——p) 9”"—»0(2) Pn—p(2,) - .. 90"-9(2")

welches n — p unabhdingige Variabeln enthdlt. Umgekehrt wird aber auch,
wenn das System von Differentialgleichungen (50) ein Integral von der Form
(48) besitzt, jede Differentialgleichung erster Ordnung von der Form (49),
was auch ¢ (1), ¢,(x),...¢._(x) fiir Functionen von x sein mdgen, die
FEigenschaft haben, dass das allgemeine Integral eine wie oben charakierisirte
algebraische Function von n particuldren Integralen ist,

und dies letztere ist unmittelbar daraus ersichtlich, dass, wenn z das
allgemeine und 2, 2,,...s, particulare Integrale von (49) darstellen, aus
den durch Einsetzen dieser Werthe in (49) hervorgehenden Differential-
gleichungen sich die Reihe der Differentialgleichungen (50) ergiebt, fur
welche dic Existenz eines Integrales der Form (48) angenommen wurde,
das somit die verlangte Beziehung zwischen dem allgemeinen und z par-
ticularen Integralen liefert.
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Beschaftigen wir uns zunichst mit dem Falle, in welchem p = o

ist, und somit der Zusammenhang (48) einer Differentialgleichung von der
Form zugehort '

(51 % = @HE + B DHD + -+ 2Dl

fir welche weder zwischen den ¢(z)- noch zwischen den ¢(z)-Functionen
eine homogene lineare Beziehung mit constanten Coefficienten stattfindet,
und stellen die Frage, in welchen Faillen die Differentialgleichung

dz dz dz, ...dz,

1 2

961(2) ¢, (2) ¢ (2) - - - d(20)
(52) 0(2) Pa(2) Pu(e) . (@) =0

¢ne)  Palz)  Puz) - - - Palen)

ein algebraisches Integral
(53) 2= f(z,5 245+ 2u, €)

besitzt, worin ¢ eine willkiikrliche Constante und z,, 2,,. ..z, von einander
unabhdngige Variable sind.
Bringen wir (52) auf die Form

(54) Rdz + Rydz, + R,dz, + -+ + Rudza =0

und setzen nach (53)
of of of
dz = a—z‘ dz, + a—z:dz, +-+ 2g‘dzn

in diese Gleichung ein, so erhalt man

of o ) ( i )d —o
(RS—ZI+R,>dz, +<R372+R, doy + -+ (R + Ra)dm=o,
deren Coefficienten der Annahme gemass identisch verschwinden miissen,
und es ergiebt sich somit

R R ¥ _ R

%2 R’ % R’ o, R’
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‘woraus die Integrabilititsbedingungen folgen

o(B) o(B) o(B) o) () (%)

(55) R oz, %, on Oz
deren Anzahl 'i(ﬁzll_) ist, oder auch

3R, OR, 3R R, 3R, R .,
(56) R 9—;'— az’]+R‘[§Z-“§;]+Rg[’§;*azl =0(")

und die ahnlich gestalteten, in denen nur die Combination 12 durch irgend
eine andere af zu ersetzen ist. Beachtet man nun, dass nach (52)

$(2) d(z) .. Pem) 6.0 @) . )
P LN L G g |0 e )
$l2) Pz - e 6) uz) - )

6@ dz) ¢z) .- Pila)

R — 0@ da(a) ). Plan)

Ou(e) Pa)  Pnlzs) - - - dalza)

und dass, weil die Glieder je einer Verticalreihe immer nur von einer der
Variabeln abhangig sind, das Differential einer jeden dieser Detcrminanten

() Bekanntlich kénnen dieselben auch, wenn z durch z,, B durch R, crsetzt und

3R, OR;

g——a—za—=(’l, b)

gesetzt wird, durch die Detcrminante ausgedriickt werden
(00) (o1) (02)
(10) (11) (12)|=o0
R R R

0 1 3

und die #hnlich gestalteten.
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nach einer der Variabeln aus der entsprechenden Determinante erhalten
wird, wenn man die entsprechenden Functionen einer Verticalreihe durch
die Ableitungen derselben ersetzt, so geht die Gleichung (56) in

() ¢.@)+ ¢ @) @) d)| |46) $@) d)- - i)

(58) s’)’(z) 9”2 (zl) + 9,)’2 (Ze) ¢z(zs) e 9/}2(:") 9”:(21) ¢a(zs) ¢a(zs) M ¢i(z")

.................................................

G(e) ¢a(a) + ¢a(@) dale). . dulzn)| 19x2) Pnz) dalz) - - - dalan)

9,}1(31) ¢'1 (zi) + ¢’1 (Z) ¢l(zs) ot 9”1(2") ¢1(z1) ¢|(z) 9,}1(23) e ¢'l(z")
@) ¢h@) + @ diz) . hla)| (@) @) diE) - fy()

.................................................

Pl2) ¢a@) + Pa@ Gulz) .- Gaz)| () dalD)  Palz) - - - halan)

Gm) ¢,@+ 9@ $@) - h@)| |60 4@ 6 -+ e |
$e) @+ ¢ B )| (4@ ) G ... d()

.................................................

Gul) @) + ¢al@) dulz) - Palan)| 19aD) dalz) Paz)- - dalza)

tiber, und die Gleichung muss eine far alle Werthe von 2, ¢,,...2,
identische sein, weil sie von der willkithrlichen Constanten ¢ frei ist, also
mit der Gleichung (53) nicht zusammenfallen kann, andererseits aber ein
gleichzeitiges Bestehen dieser beiden Gleichungen durch Elimination von
z einen Zusammenhang zwischen 2z, z,,...2, liefern wirde, wahrend
diese Variabeln von einander unabhangig sein sollten. Betrachten wir in
der Gleichung (58) die Grossen 2, 2,,...27, als Parameter und sehen sie
nur als eine Gleichung in der Variabeln z an, welche fur alle Werthe
von z identisch sein muss, so erkennt man unmittelbar, dass die Ablei-
tungen der ¢-Functionen der Variabeln # nur in dem Ausdrucke vor-
kommen
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¢1(zn) ,’1 (2) ¢1(zs) ce be(zl) ¢':(zg) ¢|(z) Sbl(zs) oo by (2m)

A) %) ¢,@) A@). . )| |6E) 3G d@) - d)

.........................................

O2) @) Puz). . Pale)| |9na) Ia(D) Pn(zy) - - - Pulan)

(@) ¢,@ ¢&)... 4| |4@) 6@ ¢ dw)
¢:(zx) ¢': (z) ¢:(zs) < 9”3("") . 9!}:(21) 5!}:(2) 9”3(23) cc 9”1(25)

..........................................

Pal2,) On(a) Pulz,)- . Oazn)| | Pn(z)  Pal2)  dnl2,) - - - Palza)
wahrend alle anderen Ausdricke nur eine homogene lineare Function der
Grossen ¢,(2), ¢,(2),...¢.(7) liefern. Sctzt man nun den ersten Posten
von (A) in die Form
(4,6, + 4,6,@ + - + 4:.0.@NB,4,() + B,b@ + - + Buthld)],
so sicht man unmittelbar, dass, weil der zweite aus dem ersten durch
Vertauschung von ¢,(2) mit ¢,(2) hervorgeht, dieser die Gestalt annimmt
[A1¢1(z) + A,¢,(Z) + -+ An¢n(z)][Bx 5!’11 @+ Bi¢ls(z) + oot Bn¢ln(z)]’
und dass daher die Gleichung (58) auf die Form gebracht werden kann
(59 Zl- n (GO0 — @] = T,6,6) + 1,6, + - - + Tud(a),

n(n— 1)

worin A p die Combinationen verschiedener Indices von 1 bis n

annehmen, und a,, sowie T,, T,,...T, algebraische Functionen von
2, 2,5...2, bedeuten, die als Parameter aufgefasst wurden. Da wir aber

auch *—1)

solcher Integrabilititsbedingungen (56) haben, so werden sich

ebensoviele der Gleichung (59) analoge Gleichungen ergeben, und man

n(n —

wird aus diesen in den d) Klammern der linken Seite linearen

Gleichungen diese homogen linear in den rechten Seiten in der Form
ausgedriickt erhalten

©60)  hE.0) — @) = UM 6,6) + U0 + -+ + U daa),
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worin- die U-Grossen wiederum algebraisch von 2z, 2,,...2, abhingen.
Wahlen wir A = 1, setzen ferner

(61)

¢[L(z) = dz = dit
g " (2

7

so erhalten wir aus (60), wenn u = 2, 3,...n gesetzt wird,

dv,

dt

(62) dt

.« .

worin die U wieder

22 73 32 73

=U, + U,v, + U,v, + -+ + Uy,

= st + Ussva + Ussvs + oo+ Uy,

.............................

saimintlich als Constante in Bezug auf », und ¢ zu

betrachten sind. Bestimmt man nun n — 1 Constante Ay, &, ... a, derart,

dass
U.
U,

U

w + Ussa, + Uya,+ -+ Uypa,=o0

+ Upa, + Uyya, + -+ + Upa, =0

............................

+ U?nag + USnag + st + Uunaﬂ:"o

ist, so gehen mit Hulfe der Substitution

(63)

v, =W, + q,

die Differentialgleichungen (62) in

dw
Tt’ = U,,w, + U,,w, + -+ + U,w,
dw

64) Tts = Ueaws + Usaws + + Uyw,
d n ng
= U, + Upw, + -+ + Upo,
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tiber, deren Integrale bekanntlich, wenn v,, v,,...», die Losungen der
Gleichung

Un 4 Uu U,,,
U,, Uy—v... Uy

(65) =0
U, U, ... U,—v

bezeichnen, und ein Constantensystem aus den Gleichungen bestimmt wird

(U"—vp)A(,P) + U" A;’”) + -+ U"Aflp) -0
(66) U, AL + (U,, —v)AP + - - + Und® =0

................................

U A + Ul + - + (Upy— ) AP =0,
durch die Beziehungen dargestellt werden
w, = ¢, AP e + ¢, AP 4 o b AT

(67) w' = c’ Aga)e“!‘ + c’ A(as)eyl‘ + . + c”A(s")e".‘

Wy = €, Ag)av" + ¢, A?)ev,t + -+ cuAs:‘)ev't'

Man erhalt somit vermdge der Substitutionen (61) und (63) die nach-
folgenden Beziechungen

dz dz

¢:(z) = a,¢,(2) + 0.4(22)9”1(2)0” LS SR an(;)s'l'l(z)e R
. de dz

68) 4@ = a, @) + ,ALS@eY BT 4 ... 4 0, 4P (e 5

...............................................

ds dz

In() = @ (&) + ¢, AV g (e Y FO ..t AV Y (e FD,

worin ¢,(2), ¢,(2),...¢.(2) algebraische Functionen von z scin missen;
wir durften die Grossen y,, v,,...», hier als verschieden betrachten —
waren sie nicht verschieden, so wiirden zu den Exponentialfunctionen noch
algebraische Functionen von ¢ hinzutreten — weil die Coefficienten der
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GI’eitﬁhung (65) von den vollig willkthrlichen Grossen g,, 2,,...z, ab-

hingen, welche wir als Parameter betrachteten. Aus der Beziehung

$1) @ v f oy ® " f ey ) '-f =
(69) Xe) =ay + c, Ay e Y A e ATV HO 4 ... 4 e, AR A
1

folgt aber durch (» — 2)-malige successive Differentiation nach z ein Sy-
v [ 22 " f dr_
stem von #— 1 in den #—1 Grdssen @ ~ % .. .e 7 % linearen Glei-

chungen ("), aus denen sich

’ ds
(70) e ?) 7O = F,()
ergiebt, worin F(z) eine algebraische Function von z sein muss — und

dass das lineare System auflosbar ist, geht daraus hervor, dass die De-
terminante nur fur gleiche Werthe der »-Grossen verschwinden wiirde;
aus (70) folgt aber

v [ w [ 2\ 22 2

F,2)=¢e " s = (e % ) v = F(2) %,

worin 2 eine rationale Zahl sein muss, da der Ausdruck eine algebraische
yi

Function sein soll, und da ¢,(7) nach (70) far p = 2 durch den Aus-

druck definirt ist

v, Iy (8)
9/}1(3) = F', (Z) I

so folgt, wenn F(¢) = F(z) gesetzt wird, aus (69) das Gleichungssystem

v, F(2)
¢1(z) = W
by(e) = 24 F(z) + k"!.uiF(g). + kas Ve F(Z):'—!'+ ' e kasy, -F(z)%+ '
gn " F(e) F(e) F(e) B E0)
1) = 2@ | Ty, Fe) oy Fg)n Faaty F0)%
PO=TFS tTrm T P9 Yt @
() Der Fall, in welchem ¢, = ¢, = -- - = ¢, = O ist, darf ausgeschlossen werden,

weil dieser ¢,(2)%= a,¢,(2), . . - Pu(2) = au,(2), also lineare homogene Relationen swischen
den ¢)-Functionen liefern wiirde, was gegen dic Anpahme wiire.
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worin die k& Constanten bedeuten. Setzt man diesc Werthe von ¢, (2),
¢,(2), ... ¢.(2) in die Differentialgleichung (51) und fithrt die abhingige
Variable Z durch die Bezichung ein

(72) F(z) =2,
so geht die Differentialgleichung uber in

73) Y FE+ ST + f@E + - + [@8",

worin ¢, ¢,,...¢, rationale Zahlen bedeuten; setzt man endlich

an
e =%

—_ gi —_ e, = >

ﬁa ) " l@‘ 4.+ En /9"
und bezeichnet durch B das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von
Bs» Bus- - Puy setzt ferner

&

B T3y %~74" /g;=7"
und
(74) Z=,

so ergiebt sich die Differentialgleichung

(75) Y o @+ F@ + -+ @,

in welcher p, p,,...p, ganze positive oder negative Zahlen bedeuten,
und wir finden somit, da die Differentialgleichung (51) als eine vermoge
der algebraischen, die unabhangige Variable z nicht enthaltenden Substi-
tutionen (72) und (74) aus der Differentialgleichung (75) ahgeleitete be-
trachtet werden kann, den folgenden Satz:

Sammitliche Differentialgleichungen erster Ordnung, fiir welche das all-
gemeine Integral eine algebraische, von der umabhdingigen Variabeln z freie
Function von n particuliren Integralen ist, die nicht schon selbst mit x und
unter einander in algebraischer Beziehung stehen, haben die Form

d
2 e 0O + DU + -+ DD
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unter den hierin enthaltenen Differentialgleichungen werden unter der Vor-
aussetzung, dass weder die Functionen ¢,(%),...¢,(x) noch &, (2),...¢u2)
unter einander in homogener linearer Relation mit constanten Coefficienten
stehen, nur diejenigen jene Eigenschaft besitzen kinnen, welche die Form haben

d
T =@ + 0@+ -+ @

WOTEN fh,, [ty .. [t, ganze positive oder negative Zahlen bedeuten, oder die-
jenigen, welche aus dieser Form durch eine von der wnabhingigen Variabeln
freie algebraische Substitution fir die abhingige Variable abgeleitet sind,

und es ist unmittelbar einzusehen, dass, wenn fiir eine solche Diffe-
rentialgleichung die verlangte Eigenschaft statthat, dieselbe auch besteht
fur jede andere Differentialgleichung, die durch eine derartige Substitution
aus der ersteren abgeleitet ist.

Untersuchen wir fun, welche Differentialgleichupgen erster Ordnung
von der Form

G L @ G@P gD

die verlangte Eigenschaft besitzen, oder, was nach den fritheren Aus-
einandersetzungen dasselbe aussagt, fur welche Werthe g, g,,...n, die
totale Differentialgleichung

dz dz, dz,...dz,
z#l Z’f‘ g;\ o Zﬁ‘
(77) g A (=0

der oben aufgestellten Bedingung der algebraischen Integrabilitat mit n von
einander unabhingigen Variabeln genugt.
Machen wir in (77) die Substitutionen

(78) T =t gt o e =1 (),

(") Ist g, = 1, so kann diese Substitution nicht angewandt werden; wir machen dann
eine andere Horizontalreihe zur zweiten und setzen z. B.

~pat+1 S —pntl __
£ =, A =4, .2 = by
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so geht die Determinante (77) in

1 by 1
APy A g,
—¢ + 1 ol —¢ + 1
M @ ces 2
Ha—hy Ha—M e =0
Mg —mt! Z’;l tl_/"l+l ... tn—llri-l
Han—/ly Hn—thy Ha—
gl gagmmtl o gl
oder nach Weglassung der Factoren in
dt dt, L'lta ... dt,
1 I ... 1
Jr s | He— Mo
(79) gl tf"‘“ L P o
Ha—ry Ha—iy Ha—ihy
gt tl—.ﬂrH o t;ﬂr”

iiber, und es wird auch fir diese Gleichung der Voraussetzung -gemiss und
in Folge der algebraischen Substitutionen (78) ein Integral von der Form

(80) t=f(ty tyy-- . tny 0

cxistiren missen, worin f, cine algebraische Function und ¢, ¢,,...¢,
von cinander unabhiangige Variable scin werden. Setzt man in (79) und
(80) die unabhingige Variable ¢, = o ("), so folgt, dass die totale Diffe-
rentialgleichung

(') Das Bedenken, dass, weon ¢, = O gesetzt wird, die Glieder der letzten Vertical-
reihe mit ctwaigem ncgativen Exponenten unendlich wiirden, kano dadurch gehoben werden,
dass man die Theile der rechten Scite der Differentialgleichung (76) so ordnet, dass, wenn
simmtliche g unter der Kinheit liegen, man fir 4, die kleinste dieser Zahlen withit —
dann sind die Zihler und Nenner der ¢Exponenten simmtlich pesitiv —, wenn dic
alle grosser als die Einheit sind, daun fucr g, die grésste dieser Zahlen nimmt — daon
sind Zibler und Nenner simmtlich "negativ — und wenn endlich einige der y-Grossen
kleiner, einige grosser als die Einheit sind, so wihle man fiir 7z, unter allen denjenigen
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dt dt, dt, dt,_,
Ha—py Fa—ph Bty 2t
gl grmtl gemdl el
(8[) i =0
Po—piy’ Pty Ha—ily =l
— 1 —_ — — 1
AR A R S U s

das Integral
(82) t=f(t, tyy---tao1, O, €)

besitzt, worin ¢, £,,...%,_, von einander unabhingige Variable sind; setat
man hierin wieder, indem man zur Abkirzung

I S W i Sl Y . ..—————’/1"—”'—:1/“—1
—mtr T —p e+ T —p 1
macht,
(83) = gy, M =, 0 = we

so geht die Differentialgleichung wieder in

du du, du, ... du,,

I I I ... 1
vg—h va—¥y Vo—Wy Vy—¥y

—n¥1 —v+1 Ly 41 —n+1

(84) wt ug "t w gt =0

Yl — ¥y Yn—1—V, Va1 —¥) Yn—1—V)
—_ 1 _ 1 — 1. —»+1

w L gt gt Tt

iber, und diese letztere hat ein algebraisches Integral.

(85) = fy(u,, Uyy... %1, C),

worin %,, u,,...%,_, unabhingige Variable bedeuten. Setzen wir auch

/t, welche unter der Einheit liegen, die kleinste, es werden dann Zihler und Nenner wieder
positiv. werden; der Fall, dass eine der p-Grossen der Einheit gleich ist, ist offenbar nicht
ausgeschlossen.
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hier wieder genau wie oben w, , = 0, so erhalten wir die totale Differen-

tialgleichung mit # — 2 unabhingigen Variabeln

du du, du, R AT
Ya—¥y Va—¥1 Yo—Vy Ya— 9
W T gt et
(86) = 0,
Yu_t —V; Y1 —Y Yn—1—V¥y Ya_1—V)
= — — pu—
@ +1 Uy y+1 ug v +1 . 'un—v{+
welche ein Integral
87) u=f(u,, uyy... %3, O, ¢C)

mit » — 2 unabhingigen Variabeln besitzt. Schliesst man so weiter, so
folgt, dass unter der Voraussetzung, dass die Differentialgleichung (77)
der oben aufgestellten Bedingung der Integrabilitit geniigt, nothwendig
auch die Differentialgleichung

dv dv, dv, dv, dv,
11 1 I I

(88) o et e v 9P (=0
v o2 vpr v o
oo o

ein Integral von der Forin

(89) v =ow@,, v,, v, v,, )

wird haben mussen, worin v, v,, v,, v, von einander unabhangige Va-
riable bedeuten. Wir werden nun nachweisen, dass dies nie der Fall sein
kann, und dass daher auch die urspriinglichec Annahme fiir die Differential-
gleichung unstatthaft war, wenigstens so lange 7> 3 ist('). Denn ange-

(') Ich untersuche die Integrabilititsbedingung der Determinante (88) nicht unmittel-
bar, weil ich die bei der oben gewihlten Methode fiir die Reduction des Problems sich
ergebenden Resultate fir die Integrabilititsbedingungen von Determinanten von niederer Ord-
nuog als der §*° im Folgenden brauche.
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nommen (89) wire unter der gemachten Voraussetzung ein Integral der
Differentialgleichung (88), so wirde, wenn v, wiederum Null gesetzt wirde,
auch die Differentialgleichung

dv  dv, dv, dv
,v.”l ,vllh ,Ugl ’Ug‘

(90) =0

WPz P P: P
v v 12 ’lJ22 ’032

das Integral
91 v=w(v,, v, v, 0, ¢)

mit 3 unabhingigen Variabeln besitzen und musste somit der oben auf-
gestellten Bedingung der Integrabilitit gentigen. Dies letztere ist aber nur
moglich, wenn p,, p,, p, bestimmten Bedingungen unterliegen; denn sei
p, eine von der Einheit verschiedene Grosse, so wirde die Substitution

~p+1 —p1t+1 —p+1 —p1+1
(92) AT =g, o™ =&, vy Pt =&, ”3P‘+ =&

die Differentialgleichung (90), genau wie oben, in die Gleichung

dg g, dg, dg,

I I I 1
(93) =0

5": 0y 5t Oy
1 2 3

£ & & &

tiberfuhren, fur welche
(94) §= 'Q(En en es) ¢),

und £, &, & von einander unabhangig wiren, und wir untersuchen
nunmehr direct die Bedingungen fur die Integrabilitat dieser Gleichung.
Bildet man fir dieselbe die Gleichung (56), so ergiebt sich
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95) (r&r—E&ner—EPEr - EREr FEPEr—EPEN ) 0,60 e — o &0

+ 0, 80— 50T 0, 60T — 0, 6067 0,676 — 0, 6777 6%)

H{ErEr—Epep—EEr + Epent £ 8p— Ll — 0 &6 + 0, 08
— o, 806 0, 80— 0, 8T+ 0,60 67 + 0,60 — 0,677 67

+{E0Er—EnEp—EnEp + P&+ £ 8 —EP &0, 8 e — 0, G165

— 0, 8+ 0, 606 T F o ST — 0, 80T — 0, E0T 6D + 06780 =0,

welche Gleichung fir alle Werthe der Grossen &, &, &, £ erfullt sein
musste; nehmen wir g, > g, an, und suchen in dieser Gleichung das
Glied mit der hochsten Potenz von §,, so ist diese &% und ihr Coefficient,
welcher wiederum identisch fiir alle Werthe von &, &, &, verschwinden
miusste:

o, {e;\ 1”\—1 - i"x ;‘r‘l S E;I E"l—‘ + 6"15;1—1 + E"l—“ E]"l _ E"l 6{"1—1},

und man sieht sogleich, dass dies nur dann moglich ist, wenn o, = 1 ist;
suchen wir weiter in der obigen Gleichung (95), jetzt unter der Voraus-
setzung o, = 1, den Coefficienten von &3+ = £2*') s0 wird dieser

66 —&&r T L8 L6 - S8R —£,657),

und es ist hier wieder unmittelbar zu sehen, dass dieser nur dann iden-
tisch verschwindet, wenn o, = 2 ist; wir erhalten somit den Satz, dass
unter allen in der Determinantengleichung

d¢ d§ df, d§;
I I I I
= O’
5"1 l”x > ;1 ;1
£+ & & &

in welcher o, und o, rationale Zahlen bedeuten, enthaltenen Differentialglei-
chungen nur
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¢ d§, d&, dE,
11 1 1

(96) e & & =0
& & & &

der Bedingung der Integrabilitat fir drei unabhingige Variable &, &,, &,
gentgt ().

Da nun also, wie aus der Substitution (92) mit Rucksicht auf die
Form (79) hervorgeht, die Determinantengleichung (9o) dann und nur
dann der Bedingung der Integrabilitat gentigt, wenn

_. Ps 0 __ _ Ps— b —
AT+ D R

also
(a) P = Py p=1, Py =—p +2

ist, so folgt, dass die Determinante (88) nur dann der Bedingung der
Integrabilitat geniigen konnte, wenn sie die Form hat

dv dv, dv, dv, dv,
1 I 4 i I
(97) v % Yy T3 Yy =0,
e /Ullﬂl ’l)g' Ivgl /l,i’l
p—ot? ,v'l'"Pl+ 2 1);’)' +2 1’3_#. +2 ’l):p' +2

(') Dass die Determinantengleichung (96) aueh wirklich der Integrabilititsbedingung
geniigt, ist unmittelbar ersichtlich, da die Gleichung (56) in diesem Falle in

(51 - 52)(51 - es)(es - 5:)(5— 53)(51 + 52 - es - 6)
+ (5"“52)(5_ Es)(& - 53)(61 - Es)($+$a - 51 - ES)

+E—ENE—ENE —EXS, —6XE +E—§—&)=0
oder

(Ei —51)(51 + es _53 —'é) + (5'—52)(5 + ea_—el —_es) + (51 —s)(sl +&— 5:_53) =0

tibergeht, welche fir alle Werthe von &, &, &,, & erfillt ist.
4 - 665007 Acta mathematica. 3
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und es soll endlich gezeigt werden, dass diese fur kein rationales p, der
Integrabilitatsbedingung far 4 unabhangige Variable v, , v,, »,, v gentigen
kann. Um dies nachzuweisen, kénnte man mit Benutzung der Gleichung
(58) zeigen, dass die Beziehung

! °. 1 i i I I 1
v 2 : v, v, v, v, A v,

" 10‘1 (’l)fl—l + ’l,’gl—l) ’bgl fpi’l * vii’l ’l?g' 'p:’;l zyi’l
vkl (—pl + 2)(7;‘1—!’1*'1 + v, " + ‘) ’l)s—‘"'+2 v‘—f’x‘” Ui’l’ﬂ'? U;P1+2 va—pl+2 ,v;PH»?

v 2 v v v v v v
1 3 4 2 3 4
+ . -
o o (0 o) o v A A

~pits —ptl g o=+l p-pt2 L~ 42| a2 a2 g2 —p+2
DAL (—pl'+2)(v, Aty PH")vs At gret?| gat? a2 et et

I (o] 1 I I I 1 I
v, 2 Y, v, v v, v,y v,

+ . =0
il I (’v”"‘ + ""’1"_1 ) o o ] o o v

— 2 — . o422 | T o —p 2 —p 2 —py+2
’l)sp"" (‘-P1+2)(” Pn+l+vl PH‘I) V3 At v; nt?] | y—pt V] At vy it 2] nt

nicht fiur alle Werthe von v, v,, v,, v, v, identisch erfullt werden kann,
doch wirde dies eine etwas umstandliche Rechnung erfordern, und wir
wihlen daher eine wesentlich davon verschiedene Betrachtung, die un-
mittelbar zu dem gesuchten Resultate fithrt. Durch Vergleichung von (97)
mit (52) ergiebt sich, wenn die Variablen v durch z ersetzt werden,

b@=1 gE=2: =" ga=:""

also
Vi@ =o V(@) =1 Vo (3) = pa" Y (z) = (—p, + 2)e "1,

und es wird nach (60), worin die U-Grdssen von z unabhingig sind, in

unserem Falle

(98) "jl(z),,l)lp (a) —¢#(Z)?‘A (Z) = U{lll) + U;ll‘)z + Ux(’lll)zpl + Uill‘-)z“l’ri-?
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sein, welches anch die ungleiche Combination Ae ans den Indices 1234
sein mag; setzt man aber A= 1 und g = 3, so ist

sbl (z) Sb’:‘l (Z) - ¢3 (z) ¢'l (Z) = plzpl-l H

und es muss somit vermdge der Gleichung (98) p, — 1 = 0 oder 1 oder p,
oder — p, + 2 sein; da aber fur p, = 1 zwel Horizontalreihen von (97)
zusammenfallen, fiir p, = 2 die letzte Horizontalreihe wieder nur wie die
zweite aus Einheiten bestehen wirde, so muss p, — 1 = —p, + 2 d. h.

O ————% scin, und nur in diesem Falle wiirde der nothwendigen Bedingung

“~

(98) geniigt sein; setzen wir aber A = 1 und p = 4, so folgt

‘/’1(Z)¢"4 ( ) - 5/)4(.2)50'! (z) = ("’ o + 2)z—pl+l7

und es miisste somit — p, + 1 = 0 oder 1 oder p, oder — p, -+ 2 sein,
was zur Folge hat, dass, weil p, = 1 und p, = o wieder zwei Horizon-

. . I . . v
talreihen zusammenfallen liessen, p, = 5 sein muss — da sich also die

beiden Bedingungen p, =g und p, = - widersprechen, so folgt, dass die

I
2
Gleichung (98) nicht allgemein bestcht, die Differentialgleichung (97)
somit fir keinen Werth von p, der Integrabilitatsbedingung Gentige leistet.
Da dies aber nothwendig war, wenn die vorgelegte Differentialgleichung
(77) mit » unabhangigen Variabeln integrirbar sein sollte, so folgt, dass
diese ebenfalls nie der Bedingung der Integrabilitit Genuge leistet, so lange
n > 3 ist; ist jedoch » = 3, so ergab zugleich die for die Determinante
(90) durchgefiihrte Untersuchung, dass nach den Bestimmungen (a) nur
die Determinante

dv dv, dv, dv,

v ?)1 ’1)2 1)3

el ,vl;l vgl vgl =0
p—mt? ’l)l—P'+2 v;m+2 v;PH'B

die verlangte Eigenschaft hat und zwar fur jedes rationale p, (da wir
nur algebraische Functionen in Betracht ziehen) oder die durch die alge-
braischen Substitutionen (92) daraus hergeleitete (96).
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Wir erhaiten somit den folgenden Satz:
Unter allen totalen Differentialgleichungen der Form

dz dzy dz...dz.

................

hat nur die durch die Gleichung

dz des, dz, dz,
I 1 I 1
=o0
z & & 2
2 2 2 2
2 & 4 &

repraesentirte die FEigenschaft, dass eine Variable derselben sich als Function
der anderen Variabeln wnd eimer willkithrlichen Constanten ausdricken ldsst
und zwar so dass diese letzteren Variabeln von einander unabhingig sind.

Im Zusammenhange mit der oben gefuhrten Untersuchung, welche
die Frage nach der Abbangigkeit des allgemeinen von den particuldren
Integralen einer Differentialgleichung erster Ordnung auf die Untersuchung
der Integrabilitat einer Prarr’schen Gleichung zurickfihrte, wird sich
somit das folgende Theorem ergeben:

Sammtliche Differentialgleichungen erster Ordnung, fiir welche das all-
gemeine Integral eine algebraische, von der unabhingigen Variabeln x freie
Function von n particuldren Integralen ist, die micht schon selbst mit x und
unter einander in algebraischer Beziehung stehen, haben die Form

(99) L %:—; = ¢, (@) (2) + ¢, @) (D) + -+ + @n(®) Pn(2);

unler den hierin enthaltenen Differentialgleichungen haben unter der Voraus-
selaung, dass weder die Functionen ¢, (), ... ¢, (), noch ¢,(2), ... P.(2) unter
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einander in homogener linearer Relation mit constanten Coefficienten stehen,
nur die Differentialgleichungen

(100) Z—Z =) + ¢,@)z + ¢, (@)

und die aus dieser durch eine willkiihrliche, von der Variabeln z freie alge-
braische Function, welche z mit der neuen abhingigen Variabeln verbindel,
abgeleiteten Gleichungen wund zwar olle diese die verlangte Figenschafl; fir
alle anderen Differentialgleichungen erster Ordnung, welche in der Form (99)
enthalten sind, werden also die unendlich vielen particuldren Integrale auch
selbstindige, wenigstens nicht durch von x freie algebraische Beziehungen unter
einander im Zusammenhang stehende, Transcendente sein, wihrend die Diffe-
rentialgleichungen (100) hichstens 3 selbstindige Transcendenten definiren.

Nachdem wir aber die Untersuchungz fur den Fall durchgefihrt,
dass in der Gleichung

dz

Bz = 9@ + ¢,@¢E) + - + pu@)da@)

weder. die ¢-Functionen noch die ¢-Functionen unter einander in homogener
linearer Beziehung mit constanten Coefficienten stehen, gehen wir zu dem
allgemeinen Falle uber, in welchem fur die vorausgesetzte Beziehung

(to1) 2 =f(2,, 2,,.- .2, )

die Differentialgleichung die Form hat
d.
(102) 3‘; =¢.@¢,() + 9,2, @) + - - + pap@) Pu—sp(),

in welcher die Functionen ¢ und ¢ nunmehr linear irreductible Func-
tionen sind; fir diesen Fall wurde oben nachgewiesen, dass die Beziehung
(1o1) fur das System der p + 1 totalen Differentialgleichungen von n
Variabeln

dz dz, ... dz., dz dz

¢, (2) @) ... di(zn—p) ¢1(2) de(z) ... di(2a)
(103) =o,... =0

¢""P<z) S’/,”—P(zl) e ¢“—P(zﬂ—ﬂ) ¢x-—p(z) ’bl—p(zl) e Sbl—p(en)
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ein mit einer willkiihrlichen Constanten behaftetes Integral von n — p
unabhangigen Variabeln darstellt, fiir welche wir die Werthe

21y gy e By, 2 p

wihlen wollen, wahrend 2,_,,,, Zu_py9+++ 2, als Functionen dieser ersteren
zu betrachten sind. Da nun das Integral (101) dann dic Form annimmt

(r04)

z2=F(z, 2,,...2.—,, c),

so wird die erste der Determinanten (103)

dz dz, . dze_p dz,_,

5”1(3) S!'l(zx) e $’fl (in—p—l) S-,}x (zn——p)
(ro5)

‘r/’ﬂ—P (z) 5!’"—-#(21) cee ‘rlj’lfp (zn—p-l) ¢n~p(zn—p)

ein mit einer willkiihrlichen Constanten ¢ versehcnes Integral (104) mit
einer Anzahl unabhangiger Variabeln besitzen, welche um die Einheit
kleiner ist als die Anzahl der Variabeln der Differentialgleichung (105)
Gberhaupt; dies war aber grade der oben durchgefuhrte Fall der Diffe-
rentialgleichung (52), und es war dort gezeigt, dass dann und nur dann
die Bedingung der Integrabilitat erfullt sein kann, wenn die ¢-Functionen
die durch die Gleichungen (71) geforderte Form besitzen, dass daher die
Differentialgleichung (102) shnlich wie (76) die Form haben muss

(106)

und dass somit nur die Determinante

dz dz, dz, . de,,
" P 23! .,

(107) =0
sin—r  gfnor  gfn—r | .z,’:_"_;f’

% = ¢l(z)zh + s (z)z", +--+ Soﬂ—P('”)zp"_P’
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ein Integral mit # —p von einander unabhiangigen Variabeln  besitzen
konnte; dies ist aber der vorher angestellten Untersuchung zufolge dann
und nur dann der Fall, wenn die Determinante die Form hat

dz dz, da, dz,

I I 1
(108) = 0
z oz 2 %

2 2 4 &t
oder eine solche, welche erhalten wird, wenn z = Z* gesetzt wird, worin
k eine rationale Zahl bedeutet; es muss somit wieder # — p = 3 sgin,
und die Differentialgleichung jedenfalls wieder — von algebraischen Sub-
stitutionen fur die abhangige Variable abgesehen — die Form haben

d
7= 0@+ @2 + 9,@)7,

die bereits oben behandelt ist.
Wir erhalten somit jetzt den folgenden allgemeinen Sataz:
Unter allen Differentialgleichungen erster Ordnung

(109) F(m, z, d—z> =0
dz
haben nur die in der Form
dz ‘ 4
(110) P AU SACOLE FNOE

enthaltenen und die durch algebraische Substitution aus diesen abgeleiteten die
Eigenschaft, dass sich ihr allgemeines Integral als eine algebraische Function
einer bestimmten Anzahl particularer . Integrale ausdriicken ldsst, und zwar
gilt fir alle Differentialgleichungen (110) die Beziehung

7 = €%, (za - zs) + sz(zs - zx) R
ey (2, — 2,) +.c(z, — 2,)
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oder, wie leicht aus den obigen
Form

oder anders ausgedruckt:

Leo Koenigsberger.

Formeln zu entnehmen, in symmetrischer

Fir jede Differentialgleichung erster Ordnung bilden die particuldren
Integrale unendlich viele selbstandige, nicht durch algebraische Beziehungen
auf einander surickfihrbare Functionen; die Differentiolgleichungen (110)
und die durch algebraische Substitution aus diesen abgeleiteten allein haben
die Eigenschaft nur drei, in dem angegebenen Sinne, wesentlich verschiedene

Functionen zu definiren.




