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Kinleitung.

Ist f(2) eine in einem beschrinkten Bereiche B der z-Ebene stetige, komplex-
wertige Funktion von z=x + ¢y, so bildet das iiber den Rand R(J) eines ab-
geschlossenen, zu B gehorenden Intervalles J erstreckte Integral

[re)az
R{J)
eine in B (beschrinkt) additive Intervallfunktion @;(J). Wird die Ableitung von
@(J) = die areolire Ableitung von f(2) in einem Punkte z€B, D.®s(J), durch
den Grenzwert

Jr@de
. Q)
i
definiert, wobei € ein 2z enthaltendes, in B. liegendes, abgeschlossenes, achsen-
paralleles Quadrat mit Rand R(¢) und Flichenmass m(Q) ist, das sich in z zu-
sammenzieht, so beweist man leicht, dass aus der Existenz einer (endlichen) Ab-
leitung f'(2) in z die von D, ®@(J) folgt; und zwar ist dabei immer D. @y (J) ==o.

Umgekehrt, hat f(2) in jedem Punkte von B eine areolire Ableitung gleich
Null, so ist die additive Intervallfunktion @;(J) identisch Null, und dadurch auch
fiir jede samt seinem Innern in B liegende, einfache, geschlossene, rektifizierbare
Kurve

[r@)az=o,

somit, nach dem Moreraschen.Satze, f(z) analytisch (differenzierbar) in B.
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Die BEigenschaft in den Punkten von B eine areolire Ableitung gleich Null
zu haben charakterisiert somit die in B analytischen Funktionen unter den da-
selbst stetigen, komplexwertigen Funktionen.

Man kann sich nun die Frage vorlegen nachzusehen in wie weit die Eigen-
schaften der analytischen Funktionen sich auf in B stetige, komplexwertige
Funktionen iibertragen lassen, die in jedem Punkte von B eine endliche areolire
Ableitung besitzen; ohne dass diese darum immer den Wert Null zu haben braucht.
Die ersten Untersuchungen derartiger Funktionen, areoldr-monogene (areolir-analy-
tische) oder, abgekiirzt, a-monogene Funktionen genannt, rithren von Pompriv® her.
Diejenigen in B «-monogenen Funktionen, deren areolire Ableitung in B stetig
ist, werden a-holomorph genannt. Die von Pompriv untersuchten, e-holomorphen
Funktionen besitzen in jedem Punkte ihres Existenzbereiches stetige partielle
Ableitungen nach x und nach y; E. Kasner fithrte fiir sie den Namen von
polygenen Funktionen® ein.

Die Analogie zwischen der Theorie der monogenen Funktionen einerseits und
der Theorie der harmonischen Funktionen zweier Veriinderlichen andererseits
fithrt naturgemiiss zur Frage ob sich neben der Klasse der ¢-monogenen Funk-
tionen nicht auch eine Klasse von a-harmonischen Funktionen einfithren lisst,
welche die harmonischen Funktionen umfasst, und welche Eigenschaften hat, die
in analogem Verhiltnis zu denjenigen der Klasse der harmonischen Funktionen
stehen wie die der ¢-monogenen Funktionen zn denen der monogenen Funktionen.
Im folgenden wird sich zeigen, dass diese Frage bejahend zu beantworten ist.

Als Analogon zu den Cauchyschen und Moreraschen Sitzen in der Theorie
der analytischen Funktionen haben wir bei den harmonischen Funktionen das
Theorem: »Ist u{x,y) in dem beschrinkten Bereiche B harmonisch, so verschwin-
det das iiber eine samt seinem Innern in B liegende, einfache, geschlossene,
rektifizierbare Xurve C erstreckte Integral der nach der inneren Normale ge-

nommenen Ableitung von u:

ou ,  [Ou du
pe

«

! Sjehe D. PoMPEIU, Rend. Circolo mat. Palermo 37 (1912), 8. 108—113. Eine Ubersicht iiber die
Literatur der areolir-monogenen Funktionen findet man in einer Monographie von N. THEODORESCO:
La dérivée aréolaire, Ann. Roum. de math., cahier 7 (1936), 62 8.

® E. R. Heprick gibt in Bull. Amer. Math. Soc. 39 (1933), 8. 75—0906 eine TUbersicht der
Eigenschaften dieser Funktionen und der zugehdrigen Literatur.
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Umgekehrt, verschwindet dieses Integral fiir jede derartige Kurve C bei einer

in B mit stetigen partiellen Ableitungen g%; g—g versehenen, reellen Funktion
u(x,y), so ist diese in B harmonisch.» Dies fiihrt uns dazu im Punkte (z,y)€B
als areoldre Ableitung, D,y @u(J), einer in B mit stetigen partiellen Ableitunger

%y Ou versehenen, reellen Funktion u(x,y) die Ableitung der Intervallfunktion

dx Oy
ou
D, (J)= %ds: ou
R %ds
Diyy @(J) = lim %Y
w0 Qul) e~y m(Q)

zu betrachten; @ ist dabei wieder ein (z,y) enthaltendes, abgeschlossenes, achsen
paralleles Quadrat.

2
Dann folgt aus der Existenz und Stetigkeit von 0—“» Qu 0"u 0

2
3 und —;—; in B,

ox’ 0y’ ox 0
. . Pu  0*u . . ..
dass in jedem Punkte von B, in welchem Fyp + 0_g/”==0 ist, die areolidre Ab-

leitung von u existiert und den Wert Null hat. Gibt es, umgekehrt, fiir eine
in B mit stetigen partiellen Ableitungen erster Ordnung ausgestatteten Funk-
tion # in den Punkten von B eine areolire Ableitung gleich Null, so ist « har-
monisch in B.

Die oben angedeutete Klagse der zn B areolir-harmonischen Funktionen soll
nun von denjenigen in B mit stetigen partiellen Ableitungen erster Ordnung
versehenen Funktionen gebildet werden, welche in den Punkten von B eine end-
liche areoliire Ableitung haben. Die harmonischen Funktionen bilden somit die
Teilklasse, deren Funktionen eine areolire Ableitung identisch Null haben. Sie
spielen in der Theorie der ¢-harmonischen Funktionen die Rolle von Konstanten
(ebenso wie die monogenen Funktionen in der Theorie der e-monogenen Funk-
tionen); denn die Differenz von zwei in B ¢-harmonischen Funktionen mit gleicher
areolidrer Ableitung ist immer eine in B harmonische Funktion.

Wir definieren auch den Begriff von a-harmonisch in einem Punkte.

Kapitel I enthiilt Untersuchungen iiber a-harmonische und (in einem Bereiche)
fast iiberall e-harmonische Funktionen. Die Sitze I-——IV sind als Analoga zu dem
oben gegebenen Theorem iiber harmonische Funktionen zu betrachten.

In Kapitel IT werden hohere areolire Ableitungen eingefiihrt. Dies ermég-
licht die Definition von a-harmonzschen Funktionen n-ter Klasse. Es lisst sich zeigen,
dass diese wmit den polyharmonischen Funktionen #-ter Ordnung zusammenfallen.
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Kapitel III enthilt u. a. eine Behandiung von Randwertproblemen bei -har-
monischen Funktionen mit hoheren areoliren Ableitungen, welche als Erweiterun-
gen von Randwertaufgaben bei harmonischen und polyharmonischen Funktionen
zu betrachten sind.

In dem kurzen Kapitel IV findet nian einige Betrachtungen iiber eine mit
der Klasse der fast iiberall e-harmonischen Funktionen verwandte Funktionen-
klasse. Zu diesen Betrachtungen fithrte uns die Lektiire von zwei Arbeiten von
Evaxs und von Binnev®.

Endlich werden in Kapitel V Differentialgleichungen mit areoliren Ablei-
tungen ebenso wie eine zugehirige Integralgleichung behandelt. Ausserdem wer-
den zwei Anwendungen in der Theorie der harmonischen Funktionen und in der
mathematischen Physik besprochen.

Kapitel L.

Areoliir-harmonische Funktionen.

§ 1. Wir beginnen mit der Formulierung eines im folgenden oft angewandten
Lemmas.

Lemma 1. Es sei C der Rand eines von endlich vielen, einfachen, rektifizier-
baren Kurven begrenzten, beschrinkten Bereiches B der xy-Ebene. Wenn die
Funktionen p(x,y) und ¢(x,y) in dem abgeschlossenen Bereich B reell und stetig
sind, und die im offenen Bereich B definierte, reelle Funktion f(x,y) iiber B
integrierbar (L) ist, und wenn daneben fiir jedes abgeschlossene, im offenen
Bereich B liegende Intervall 7, mit dem Rande R(I),

fff(m,y)dxdy=fpdm+ qdy
1 )

R
ist, dann ist auch

fff(ac,y) dxdy =fjodac + gdy.t
B «

Eine etwas allgemeinere Fassung dieses Lemmas, deren Beweis sich nach dem
gleichen Verfahren geben lidsst, ist bisweilen niitzlich; sie lantet:

® Siehe G. C. EvANS, Acta Litt. Sci. Szeged 6 (1932), 8. 27——33, und J. H. BINNEY, Traps.
Amer. Math. Soe. 37 (1935), 8. 254—265.
4 Siehe J. RIDDER, Nieuw Arch. Wiskde (2) 27, 1 e. 2 (1941), 8. 28—30.
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Lemma 1's. Der Rand C eines beschrinkten Bereiches B der xzy-Ebene sei
Summe von endlich vielen, einfachen, rektifizierbaren Kurven; p(x,y) und ¢(z,v)
seien im abgeschlossenen Bereiche B definierte, reelle und stetige Funktionen.

FE gei eine aus endlich vielen, abgeschlossenen, nicht iibereinander greifenden
Intervallen (¢x) aufgebaute Teilmenge von B; der Abstand der Riinder von B
und von F sei §(E). Wenn dannp

(1) D [pdz+qdy

5 B(ix)

einem Grenzwert G zustrebt fiir 6(¥) ~> o, so ist
f pdx + qdy=G.S
¢

§ 2. Satz 1. Es sei C der Rand eines von endlich vielen, einfachen, rektifizier-
baren Kurven begrenzten, beschrinkien Bereiches B der xy-Ebene. Hat u(z,y) in

B stetige Ableitungen g—’—; und %’ welche auf C (endliche) Grenzwerte annehmen,
die wir ebenfalls durch Q_’_‘ bew. Ou andeuten, existieren in B endliche Ableitungen

0%u %y

2
—— und 4 "%, und sind diese iiber B integrierbar (L), so st
dx? ay?

R T [ xer

® Auch wenn der allgemeine Grenzwert von (1) fiir 6(E)— o nicht existiert, gibt es doch eine
Folge von wie im Texte aufgebauten Mengen (E,) mit §(Epy)— o fir p— oo, deren zugebdrige

Summen (1) mit zonehmendem » nach f pdx + g dy konvergieren. Auch das folgt mit dem loc. cit.

4) benutzten Beweisverfahren. — Ist B ein von einer einfachen, gesehlossenen, rektifizierbaren Kurve C
[oder von endlich vielen derartigen Kurven] begrenzler Bereich, so ist das Flichenmass von B gleich

3 f xdy —ydx. Dieser iiblicherweise unter weniger allgemeinen Voraussetzungen bewiesene Satz

folgt aus Lemma 1% man nehme ¢(x,9)=3}x; pl@,y)=—-%y.

0 .
8 o%g ist die Komponente des zn Z—;—", g% gehorigen Vekiors in der Richtung der inneren Nor-

male in allen denjenigen Punkten von C, in welchen es eine Normale gibt; in den iibrigen Punkten

i} . .
von C setze man (—9—1—; gleich Null. — Es geniigt schon in Satz I anzunehmen, dass es cine abzihl-

bare Teilmenge E von B und zwei tiber B— E mnach Lebesgue integrierbare, endliche Funktionen
S, y) und g(a,y) gibt, welche in den Punkten von B—E bzw. mit einer der vier extremen Derivierten

u . . . Ou o
von o nach x und einer der vier extremen Derivierten von 0—y nach y zusammenfallen; dobei darf

die extreme Derivierte von g—;— ebenso wie die von g—z auf B—E von Punkt zu Punkt wechseln.

14-632046 Acta mathematica. 78
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Beweis. Fiir jedes abgeschlossene, in B liegende Intervall 7, mit Rand R(7), ist

Ou du . ,
@d.’l“‘"——dij‘—- jf( ()/)d.ﬁd7
1.(1)

Dadurch folgt Satz 1 unmittelbar aus Lemma 1.

Satz 2. B una’ C seien definiert wie in Satz 1. Hat u{x,y) in B stetige Ab-

. du
lettungen P und é’é’ welche auf C (endliche) Grenzwerte annehmen, und sind in

Jedem abgeschlossenen, in B liegenden Intervail 5?; tolalstetig nach x fiir fast alle y
. Ou . . . 9* 9% . . .
und :;;! totalstetig nach y fiir fast alle x, wihrend &9; und Eﬂ}z diber die Terlmenge’

von B, in deren Punkien beide existieren, integrierbar (L) sind, so ist wieder

fﬁu {j ((9“u ) dzd
on Oxt y?
¢

Der Beweis verlduft analog wie der des Satzes 1.
Aus Satz 1 oder Satz 2 folgt, dass fur jede in B harmonische Funktlon

deren partielle Ableitungen % ) g—; anf ( Grenzwerte annehmen,
du
(3) ) %ds 0

ist. Dasselbe gilt natiirlich fiir jeden von endlich vielén, einfachen, rektifizier-
baren Kurven begrenzten Teilbereich von B.

Definition 1. Wenn die (endiichwertige) Intervallfunktion @(J) definiert ist
fiir jedes Intervall JJ, das samt seinem Rande zu einem Bereiche B gehort, so
heisse @(J) stetig ¢n B, falls @(J,) mit zunehmendem n gegen Null konvergiert
fiir jede Folge von in B liegenden, abgeschlossenen Intervallen {J,}, deren Masse
gleichzeitig gegen Null gehen.

2w
5—5
2

; ; P
dies nicht der Fall ist, nehme man nun in (2) — u

In fast allen Punkten von B existieren dann und d‘g—;’ in denjenigen Punkten, in welchen

8
0 s gleich Null.
” Man beweist leicht, dass diese Menge das glelche Mass (L) wie B bat.
2, 2
® In den Punkten von B, in welchen g L: und g l; nicht heide existieren, nehme man

gleich Null an,

O'u  Ou
ox* " ay*
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Definition 2. Die obere und wuntere Derivierte von @(J) in einem Punkte

(z,4)€B, D ,) @ (J) baw. Dy , @ (J), seien definiert als
@(J) {J)

li bzw. lim inf -—=%,
f,fff,)i“}’ m(J) 2w wlbl(?)_l.l(l) m{:J)

wobei J ein (achsenparalleles) Quadrat darstellt, das (z, y) im Innern oder auf
dem Rande enthilt. Sind sie einander gleich, so definiere ihr gemeinsamer Wert
die Ableitung, Dy, @(J), von ®(J) in (z,y).

Die zu einer in einem Bereiche B harmonischen Fuuktion #(z,y) gehorende

Intervallfunktion
D (J) = g%ds (wobei R(J)= Rand von J)

o/

R(J)

besitzt somit in allen Punkten von B eine Ableitung gleich Null

Definition 3. Eine in einem Bereiche B definierte Funktion u(z,y), welche
daselbst stetige Ableitungen Z—;L g% hat, heisse in einem Punkte (x,y)€B
areoldr-harmontsch oder a-harmom’sch: falls die =zugehorige Intervallfunktion
Dy (J) = f %d s in (z,y) eine endliche Ableitung Dy, , @.(J) besitzt; diese Ab-

on
R (J)

leitung nennen wir die areolire Abledtung von u(x,y) in (x,y).

Die Definitionen der oheren und der unteren areoliren Derivierten, Dy, @u(J)
bzw. Diy,y @u(J), vor u(x,y) in (x,y) liegen hiernach auf der Hand.

Aus einer bekannten Eigenschaft des Lebesgueschen Integrals folgt sofort,
dass die in den Sétzen 1 und 2 betrachieten Funktionen w(x,y) in fast allen Punkten

thres Definitionsbereiches a-harmonisch sind; der Wert der areoldren Ableitung ist
2 2
dabei fast iiberall im Bereiche gleich — (gﬁ + g?;ﬁ)

»

§ 3. Fiir diese Funktionen ist @,(J) = / gg ds im zugehoérigen abgeschlos-

BN
senen Bereiche B eine totalstetige Intervallfunktion. Dass hierzu die Stetig-
keit der partiellen Ableitungen g—Z» % allein nicht geniigt, zeigt das folgende
Beispiel. In dem abgeschlossenen Quadrat O A BB’, von der Seitenlinge 1 und

mit O A lings der x-Achse, OB’ lings der y-Achse, sei eine Funktion u(x,y)=

Yy

f @(y)dy definiert, wobei ¢(y) stetig und monoton nicht-abnehmend, mit ¢(0)=o,
0
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@(1) =1, und konstant in einem jeden der komplementiren Intervalle der auf
O B’ liegenden, durch fortgesetzte Dreiteilung entstehenden, Cantorschen perfekten
Menge. Bei Zerlegung von OB und von A B in drei gleiche Teile durch.die
Punkte P, @, bzw. Py, @, (wobei OP, <0 @,, und P, P, und @, Q, parallel zu 0 4)
gerfillt auch das Quadrat in drei gleiche Teile. Dabei ist

du ou
—ds + —dg=—1,
on J O0n

R{OAP,P) R(Q:Q:BB)

Bei einer erneuten Drittelung von OP, und @, B und den zugehdrigen Dritte-
lungen der zwei benutzten ebenen Intervalle erhiilt man, bei Fortlassung jedes

]

mittleren Intervalles, durch Integration von g—g iiber die Rinder der vier iibrig-

bleibenden Intervalle fiir die Summe der Integrale wieder den Wert — 1. Das
bleibt so bei wiederholter Fortsetzung des Verfahrens. Da das Lebesguesche
Mass der Cantorschen perfekten Menge Null ist, folgt hieraus, dass die Inte-

gration von Ou zu einer nicht totalstetigen Intervallfunktion fiihrt, obgleich

an
g—z (=o0) und Z—-—Z (= @(y) stetig sind.

Diese Intervallfunkiion besitzt in fast allen Punkten von O A BB’ eine Ab-
leitung gleich Null; da sie ausserdem nicht immer Null ist, folgt auch daraus
schon, dass sie nicht totalstetig sein kann. (Man vergleiche hiermit das Korollar
zu. Satz 3.) v

Sie ist dagegen wohl von beschriinkter Variation; man sieht leicht, dass ihre
Totalvariation in O A BB’ den Wert p(1)=1 hat.

Dass es Funktionen u(z,y) mit stetigen partiellen Ableitungen nach z und
nach y gibt, fiir die die zugehdrige Intervallfunktion @,(J) sogar nicht von

beschrinkter Variation zu sein braucht, zeigt das folgende Beispiel. In O A BB’
X
sei u{x,y) = f @(x) dx, wobei p(z) stetig und nirgends differenzierbar®.
0
§ 4. Auch ohne Existenz von partiellen Ableitungen zweiter Ordnung an-

zunehmen lassen sich einige Klassen von fast iiberall e-harmonischen Funktionen
angeben. Das zeigen die beiden, in diesem Paragraphen folgenden Sitze.

® Man vergleiche diese Beispiele mit Beispielen, welche G. BOULIGAND fir gleichartige Zwecke
in der Theorie der ¢-monogenen Funktionen konstruierte. Siehe dazu N. THEODOREsco, La dérivée
aréolaire et ses applications & la physique math., These Paris 1931, 8. 54~—57. — Wir bemerken,
dass es im letzten Beispiel in keinem Punkte eine areoliire Ableitung gibt.
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Lemmsa 2. Ist ®(J) eine in einem Bereiche B, der xy-Ebene stetige, (be-
schrinkt) additive Intervallfunktion, deren obere und untere Derivierte nur in
abzihlbar vielen Punkten unendlich sein kGnnen, und deren obere Derivierte iiber
jedes in B, liegende, abgeschlossene Intervall integrierbar (L) ist, so ist fiir jedes

derartige Intervall J
o(J) = ffDJr Q- -dxdy
J

Satz 3. Es se C der Rand eines von endlich vielen, einfuchen, rektifizierbaren
Kurven begrenzten, beschrdnkten Bereiches B der xy-Ebene. Hat u(x,y) in B stetige

Ableitungen Z—g, g—z, welche auf C (endliche) Grenzwerte annehmen, und kinnen die

oberen und unteren areoliren Derivierten von w(x,y) nur in den Punkten ciner
abzihlbaren Teilmenge E von B unendlich werden, wihrend D,y @, (J) iber B
integrierbar (L) ist, so ist

o
(4) f&‘%ds=ff1)(+1,y)mu(27)dwd?/.

o B

u(x,y) ist in B fast iiberall a-harmonisch.

Beweis. Die Intervallfunktion @,(J)= f ?7% ds geniigt in jedem in B lie-

R(J)
genden, offenen Intervall I, den Bedingungen von Lemma 2. Daraus folgt fiir

jedes in einem solchen I, liegende, und somit auch fir jedes in B liegende,
abgeschlossene Intervall J:

ad
(s) [Sas= [ [Pt outr)dzay

EW) J
Anwendung von Lemma 1 fiihrt hieraus zu (4).

Schliesslich folgt aus (5) die Existenz von D,y @.(J) in fast allen Punkten
von B,

10 Siehe J. RIDDER, Nieuw Arch. Wiskde (2) 76, 1 (1929), 8. 63 u. 64.
! In der Theorie der x-monogenen Funktionen folgt aus Lemma 2: Wenn B und C die gleiche

Bedeutung wie . in Satz 3 haben, f(2) eine im abgeschlossenen Bereiche B stelige, komplexwertige
| fr@az]
E(Q

m(Q)
geschlogssenes Quadrat) endlich in den inmeren Punkten (2) von B, hichstens abzihlbar unendlich
viele ausgenommen, wnd wenn Hy(2) iber B integrierbar (L) ist, so existiert in fast allen Punkten
von B die areoliire Ableitung, D, Ps(J), von f(2), und es ist

Punktion von z=uw+1iy ist, mit Hy(z) = lim sup (wobei @ éin 2z enthaltendes, ab-
Q-2
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Ou
Oy
und konnen die oberen und wunteren areoldven Derivierten von w(x,y) nur in den

b

Korollar. Hat u(x,y) ¢m beschriinkten Bereiche B stelige Ableitungen gg )

Punkten einer abzihlbaren Teilmenge von B unendlich werden, wihrend Dif, ) @u(J)
Sfast itberall in B den Wert Null hat, so 7st u(z,y) in B harmonisch.

Beweis. Satz 3 lisst sich anwenden auf jeden Kreis K, der samt seinem

Innern in B liegt; es ist dadurch

du
fd—_ﬂds =0.
r

Nach einem Satze von Korse und Bocuir'? folgt hieraus, dass » in B har-
monisch ist.

Ein etwas allgemeineres Resultat findet man auf 8. 281 unserer in Ann.
Scuola norm. super. Pisa (2) ¢ (1040) erschienenen Arbeit!®.

Satz 3%, Hat u(x,y) ém beschrinkten Bereiche B stetige Ableitungen g—g ) %,

konnen die oberen und unteren areoliren Derivierten von w(x,y) nur in den Punklen
einer abzdhlbaren Teilmenge von B unendlich werden, und gibt es eine in' B stetige
Funktion ¢(x,y), welche fast iiberall in B mit D ) @u(J) zusammenfdllt, so sst
w(z,y) in B e-harmonisch; die somit iberall in B existierende areolire Ablestung

von w{x,y) fallt mit der stetigen Funktion @{x,y) zusammen.

Beweis. Aus zwei allgemeinen Sitzen iiber Intervallfunktionen® folgt, dass

ff(z) (lz=fszQf(.])dwdy.
¢ B

S (2) ist hierbei in B somit fast tiberall e-monogen.

Anwendung von Lemma 3 zeigt, dass die Ausnahmemenge allgemeiner eine Summe von ab-
zihlbar vielen Mengen, deren jede endliches lineares Mass hat, sein darf.

Auch zu den Sitzen I und 2 gibt es Analoga in der Theorie der «-monogenen Funktionen.

¥ Siehe z. B. 0. D. KeLLoaG, Foundations of potential theory, Berlin 1929, 8. 227.

13 Qiche auch RIDDER, loc. cit. 10, 8. 61 (erster Satz von § g und erster Satz von § 10); diese
Stitze ermdéglichen eine Ableitung des allgemeineren Resultates aus obigem Korollar.

4 Diese lauten: a) Ist die Intervallfunktion @ (J) stetig und additiv im abgeschlossenen Inter-
vall 7, und konnen ihre extremen Derivierten nur in den Punkien einer abzihlbaren Teilmenge
unendlich werden, so bleiben obere und untere Grenze einer jeden Derivierten in T ungesindert,
gleichviel ob man die Mengen vom Mass Null vernachldssigt oder nicht; b) Ist ausserdem in einem
Punkte (z,y) € I etwa D(:, v) D(J) stetig, so ist D ” @(J) es auch; die Intervallfunktion hat dann

in diesem Punkte eine Ableitung. Siehe RIDDER, loc. cit. 10, 8. 61 u. 62. — In der Theorie der
o-monogenen Funktionen leitet man auns diesen Sitzen ab: »Ist f (2) im beschrinkten Bereiche B



Uber areolir-barmonische Funktionen. 215

D ) @.(J) in jedem Punkte von B stetig ist und mit @(z, y) zusammenfillt, und
dass in einem solchen Punkte D, @.(J) existiert. - Damit ist der Beweis fertig'®.

Lemma 3. Ist @(J) eine in einem Bereiche B, (beschrinkt) additive, stetige
Intervallfunktion, fiir die: 1.in jedem Punkte (x,y)€ B, lim o)

J = (z, ) d(J)
0(J) der Diameter eines abgeschlossenen Intervalles J ist, welches (z,y) enthilt,

= 0 ist, wobei

und sich in (x,y) zusammenzieht, 2. D* @ und D~ @ nur in den Punkten einer

Teilmenge I = Z E;, wobei jede Menge E; endliches lineares Mass hat, un-
j=1
endlich sein kinnen, 3. D* @ und D~ @ iiber jedes in B, liegende, abgeschlossene

Intervall J integrierbar (L) sind, dann ist fiir jedes derartige J:

o(J)=[[Dt@-dxdy".
J

Satz 4. B und C seien definiert wie in Satz 3. Hat u(x,y) in B stetige

) ou du . . ..
Ableitungen 9z’ 5;, welche auf C (endliche) Grenzwerte annehmen, wund kinnen
die oberen und unteren areoldren Derivierten von w(x,y) nur in den Punkten einer

Menge E=EE]~, wobel jede Menge E; endliches lineares Mass hat, unendlich
j=1

werden, wihrend Di&,p @) und Di, ., @u(J) iiber B integrierbar (LY sind, so ist

| [ 1@ dz|

der z-Ebene stetig, kann lim sup @

Q-rz m()
nur in den Punkten einer abzihlbaren Teilmenge von B unendlich werden, und gibt es in B
stetige, reellwertige Funktionen @(2), ¥(z), welche fast iiberall in B mit der oberen Derivierten
[allgemeiner: mit einer mittleren oder extremen Derivierten] von Real- bzw. Imaginirteil von

(wobei @ ein z enthaltendes, abgeschlossenes Quadrat)

[ F(2)dz zusammenfallen, so ist f(2) in B a-monogen; ihre areolire Ableitung ist gleich @ (z)-~iy(2).»
R
Der Satz folgt auch aus Lemma 2. Spezialfille findet man bei THEODOREsCO, loc. cit. 9, 8. 41
u. 43. Aus Lemma 3 folgt, dass die Ausnahmemenge in unserem Satze ullgemeiner Summe von
abzahlbar vielen Mengen, deren jede endliches lineares Mass hat, sein darf, wenn man daneben
apnimmt, dass Real- und Imagindirteil von f f(2)d z fast tberall in B eine areoldre Ableitung haben.
RAJY

5 Der Satz folgt auch aus Satz 3. — Unter Beachtung von Fussn. 13 (erstes Zitat) lisst sich
beweisen, dass es schon geniigt, dass @ (x,1) fast iberall mit einer mittleren oder extremen Derivierten
(welche von Punkt zu Punkt wechseln darf) von D,(J) zusammenfillt.

16 Das Lemma folgt leicht aus einem Satze von SAKs und ZyaMUND. Siebe S. Saks, Theory
of the integral, Warszawa, Sec. Ed. 1937, 8. 193; S. SAKS und A. ZYGMUXD, Ann. Scuola norm.
super. Pisa (2) 2 {(1934), S. 30, 31 (Th. 5.1). '
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(6) fg_%d‘Q:ffD(i;,y)wu(J)dxdy
¢ B

w(x,y) ist in B fast diberall a-harmonisch'’.

Beweis. Die Intervallfunktion @.(J)= f g—z ds erfiillt in jedem in B lie-

R{J)
genden offenen Intervall die Bedingungen des vorangehenden Lemmas. Dadurch

ist fiir jedes in B liegende, abgeschlossene Intervall J:
(7) ~—ds _f Dlr 0 Puld dy.

Mit Lemma 1 folgt hieraus die Gleichheit (6).
Aus (7) folgt die Existenz von Dy, ,) @.(J) in fast allen Punkten von B.

§ 5. Satz 1 wird erweitert durch

Satz 6. B und C seien definiert wie in Satz 1. Haben u(x,y) und v(z,y) in

B stetige Ablectungen nach x und nach y, welche auf C, ebenso wie u und v selbst,

(endliche) Grenzwerte annehmen, existieren in den Punkten von B — E, wober E eine
*u (?’u 0%v v

und —» und sind

abedhlbare Teilmenge von B, endliche Ablestungen o7 oy oa oy

diese iiber B(— E) integrierbar (L), so ist

(8) j(ugf——b——-) s*--—ffudb—-zdu dxdy*.
g\

Beweis. Fiir jedes in B liegende, abgeschlossene Intervall 1 ist

dv
f(ua;—@%) §== ——ff (udv—rvAu) dxd/
R(I)

Anwendung von Lemma 1 fiihrt zu (8).
Ohne die Existenz von partiellen Ableitungen zweiter Ordnung vorauszusetzen
hat man die folgende Erweiterung der Sitze 3 und 4:

Satz 6. B und C seren defintert wie tn Satz 3. u(x,y) und v(x,y) seien tn
B stetig differenzierbar nach x und nach y, und die partiellen Ablestungen sollen,

" Vergleiche bei harmonischen Funktionen RIDDER, Ann. Scuola norm. super. Pisa (2) ¢ (1940,
8. 284 (Satz 5). Der zitierte Satz folgt auch als Korollar aus obigem Satz 4, sogar in leicht ver-
allgemeinerter Form.

8 Der Satz lésst sich in analoger Weise erweitern wie dies fiir Satz I in Fussn. 6 angegeben
wurde.
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ebenso wie w und v selbst, auf C (endliche) Grenzwerte annehmen. Erfillen nun die
extremen areoldren Derivierten von u und die von v gleichzeitig entweder die fiir
sie in Satz 3 oder die fiir ste in Satz 4 gemachten Annahmen, so ist

dv ou
f(u% —u 57)) tfs——ff uDu w @ulT) — var 2 @uld)} dx dy.
p

D,y @u(J) und Diz, o @.(J) existieren in B fast iiberall.

Beweis. Beschrinken wir uns vorerst auf den Fall, dass die extremen areo-
liren Derivierten von # und von v die in Satz 3 gemachten Annahmen erfiillen;
E, und E, seien die zugehorigen abzihlbaren Ausnahmemengen. Zu (z,,y,) €
B—(E,+ E,) sei ein in B liegendes, abgeschlossenes Quadrat @, mit dem Mittel-
punkte (&, %), gewihlt, das (z,,y,) enthdlt. Dann ist

‘P’(Q)Ef(ug—z - vgﬂ)ds*—f{u_ w(& )} Q-yds——f ds

R(Q) R(Q) R(Q)

du
i f%ds—v 6o [

. N R(@ ElQ
Die oberen und unteren Grenzwerte von

wen) [ 52as o) [0 as

R
@ und von 11| —

m(Q) m(Q)
bei Zusammenziehung von @ auf {zy,¥,), sind
4
u (o, ?/o) Dizyy @c(J) bzw. v (xg, yo) D\%—'o- v PulJ).
Es gibt ein positives I' mit

ou
oz

Ju
dy

v

ox

v

oy

< T, <T,

< T und <T

in jedem Punkte von B. Dadurch ist

[tw— w5 as <1V [Vie=F+ w—nt ds,

@ rl@

somit, falls £z die Seitenlinge des Quadrates ¢ ist, nmsomehr

<T*Vz-} ?cV;fds =4 T1*m{Q).

RQ)
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Auch das Quotient
v

Jtu—ugmgas
R(Q)

und ebenso das Quotient

hat endliche extreme Grenzwerte, bei Zusammenziehung von @ auf (x,,y,). Somit
sind Dik, 9 ¥ (J) und Dig, sy F(J) endlich in jedem Punkte (2,,y,)€B —(Ey+ Ey);
dabei ist

PR —_
(9) l D(Eo: Yo ¥ (J) l < IM (x01 ?/o) l X das Max. von ' D(-;o: Yo) (Dvl und l D(To, %) (Dl"
+ IU(.Z'O, !/0) l X das Ma‘x‘ von (D(_;o: Yo) (D“ l und I D(;on o) mul
+ 872

Aus Satz 3 folgt, dass nicht nur D¢ @, und D ,, @,, sondern auch D,y @
und D, @P,, welche ja fast iiberall in B mit der zugehdrigen oberen areoldren
Derivierten zusammenfallen, iiber B integrierbar (L) sind. Das letzte gilt, wegen (o),
pun auch von D{,, ¥ (J) und Dg, % (J).*?

¥ (J) geniigt in B den Bedingungen von Lemma 2. Daraus und aus Lemma 1
folgt, dass Dy, ,) #(J) in fast allen Punkten von B existiert, und dass

(10) f(ug—s——vg%)ds=ij(m,y)W(J)dxdy
B

¢

ist.
Auch wenn die areoliren Derivierten von # und von v die in Satz 4 fiir sie

angegebenen Bedingungen erfiillen, beweist man, unter Zuhilfenahme des Lemmas 3,
dass Dy, ) P (J) fast iiberall in B existiert und die Relation (10) erfiillt.

Um die Behauptung des Satzes in den beiden Fillen bewiesen zu haben
brauchen wir, wegen (10), nur noch zu zeigen, dass in fast allen Punkten von B

Do,y ¥ () == (@, y)* Dia, ) @ — v (2, 4} Dia, ) @u
ist.
Nach Lemma 2 oder 3 ist ¥(J) eine in B totalstetige, additive Intervall-

funktion. Diese ldsst sich zu einer fiir alle nach Lebesgue messbaren Teilmengen

% Thre Messbarkeit (L) ist eine allgemeine Eigenschaft von Intervalifunktionen. Siehe 8. SAKs,
Théorie de U'intégrale, Warszawa 1933, 8. 47.
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von B definierten, totaladditiven Mengenfunktion ¥ (M) erweitern, deren Wert
fiir jede derartige Menge M durch

yD(”’ ¥ (J)dzdy

dargestellt wird. Auch fiir jeden Kreis K (zy,#,; ) mit dem Mittelpunkte (x,, %p)
und dem Radius r, welcher samt seinem Innern I'(z,,y,;7) in B liegt, gilt die
Relation (10), mit K statt C, I" statt B. Dadurch wird

W(P)———Lf(u%—vg%)ds

sein. Ebenso lassen sich die Intervallfunktionen @,(J) und @,(J) zu totalstetigen

Mengenfunktionen @.(M) bzw. @,(M) erweitern, die fiir jede nach Lebesgue mess-

bare Teilmenge M von B bzw. gleich ff Dy, ) @u(J)dzx dy und ff Dy, @ (J)dzdy
o M

sind. Anwendung von Satz 3 und von Satz 4 auf I'(xy,y,;7) liefert

du . ov ,
f%ds—— @, (I') und f{?hds_ @,(I).
4 i

In fast jedem Punkte (x,, y,)€ B fallen Dy ) ¥ (J), Dy yy @u(J) und

D, yo @v(J) mit den Grenzwerten zusammen, zu welchen die Quotienten

¥(r) @, (I) @, (T)
~———m(1_,) ZwW. ——m(F) ZW. —‘m(l“)

sich nibern, wenn der Radius » des zugehdrigen Kreises K(x,,#,;7) nach Null
geht. In einem solchen Punkte (xy, o) ist

(11) m(lr)f(ug—s——vg—:) ds= m(ll,)f[{u——u(xo,yo)}%'——{v—v(xo,yo)}(?—:] ds

(@, 9o) [Ov v (o, o) [ Ou

m(I) ) an®* T Tm(I) J om

ds.

Wegen der Stetigkeit der partiellen Ableitungen erster Ordnung von % und von v
gibt es zu willkiirlich positivem ¢ ein positives ¢ derart, dass fiir jeden Kreis mit
Mittelpunkt (, y,) und Radius r<<d in jedem Punkte (z’,y’) einer Verbindungs-
strecke von (zy, y,) mit einem Punkte (z,y) des Kreisrandes

ou,., , Ju
%(w,y) M(w,y)

v, , , 0Ov
<& und ,%(x,y)—-an(x,y) <e
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ist; dabei ist die Differentiation nach % gemeint in der Richtung von («',y') und
von (z,y) nach (x,,¥,). Dadurch lisst sich schreiben:

;l%ﬂi‘[ [{u —'u(x()»?/o)}g"}; - {U — v(xovyo)} Z_:_:] ds =

;;7—;:) f [{3-: (e, 9) +n,(, y)} g—g {w,y) — {g_: (, y) + 5 (x, y)} g% (, y)] ds,

mit |5, (z,y)| <& und |5.(z,y)| <& Daraus folgt, dass dieser Quotient fiir » -0
nach Null konvergiert. Dies fithrt mit (11) zau:

. 1 [ Ov du
Deans #1) =lim i [ (w7 =055 o=
k
U (x()v ?/0) ‘ -D(ﬂ‘o, %) ‘Dl’ (J) - (390, ?/0) ‘ D(f\)y o) mu (J)'
Der Beweis ist damit fertig.
Aus Satz 6 lisst sich nun das folgende Analogon einer bekannten Integral-

darstellung harmonischer Funktionen ableiten®.

Satz 7. B und C seien definiert wie in Satz 3. u(x,y) sei in B sletig differen-
zierbar nach x und nach y, und die partiellen Ableitungen sollen, ebenso wie u selbst,
auf C (endliche) Gremzwerte annehmen. Erfiillen nun die extremen areoldren Deri-
merten von u entweder die in Satz 3 oder die wn Satz 4 gemachten Aunnahmen, so
ldsst sich u(x,y) tn B in folgender Weise darstellen:

I oh Ou 1
(12) u(m,y)~;v(f(u5;2~h%)ds+ ;;zj};fh(&n,w,y)'Dﬁ,m‘l’u(J)dNn,

daber ist
. I
h’(g’ 7, %, !/) = lOgé + w (§1 77):

wobel ¢ = der Abstand von (§,%) 2u (x,y), und w (& %) eine in B harmonische Funk-
tion ist, welche, ebenso wre thre partiellen Ableitungen erster Ordnung, auf C (end-
liche) Grenzwerte annimmd.

Beweis. Umgeben wir (z,y)€ B mit einem Kreise K(x,y;r) vom Radius »
und heben wir die abgeschlossene Kreisschreibe I'(z,y;7) aus B fort, so ldsst

2 Man vergleiche auch die Darstellung ¢-monogener Funktionen durch die Formel von POMPEIU.
Siehe THEODORESCO, loc. cit. 9, 8. 30—33, 57—59. Die loc. cit. angenommenen Bedingungen lassen
Erweiterungen zn, die in gleicher Richtung liegen wie die in Satz 7 benutzten Bedingungen. Ver-
gleiche Fussn. 11.
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Satz 6 sich auf den neuen Bereich B— 1" anwenden, wobei h statt v genommen
werden soll. Wir erhalten so:

2n

(13) f7'(u%~k§%)d6+f(u%—h%) ds=— {[h-}.)(g,,,)@u(ef)dgdny

0 ¢ B-F

dabei riihrt das erste Integral von K(z,y; ) her.
Am Kreise K(x,y;) ist

Oh 1 dw
on= T on
27 2z 2r
ru(—?—@d0= ~fud0 +fru0—w—d0.
on aon
0 0 0
Wegen der Stetigkeit von u ist
2z
lim — /‘udf):—--?ﬂu(x,y),
r—=90 B
und
2
lim fru(z-@do =0.
r—=90 an
Ebenso ist
2n
lim 7'h%(10=o.
r—0 on
0
Aus (13) folgt hierdurch:
ah dul | ) ' v
{14) —2 mulx,y) +’f(u(—7—7-2—h(;;)ds:-«rlinzf‘/hh-})(g_m @O,y dE d.
B—r

Das ist (12); dabei ist das in (12) auftretende Doppelintegral im allgemeinen ein
unetgentliches Integral einer (durch den in (14) angegebenen Limes definierten)
speziellen Art.

Nimmt man insbesondere k(g 7;x,y) = log I, so erhilt man als Spezialfall
von Satz 7: ¢
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Satz 5. Unter den in Satz 7 fiir u angenommenen Bedingumgen ist in jedem
Puynkte (x,y)€ B:
u(x,y)———z%tfw;—*nlog:;ds—;—nfl g Z—Zd +~* flog - Dz, oy @) dE dy,

¢ ¢
wobei ¢ = der Abstand von (§,n) und (z,y).

Die fast tiberall in B eo-harmonische Funktion lisst sich somit darstellen als
Summe eines Potentials einer Doppelschicht, eines Potentials einer einfachen
Schicht (beide harmonisch in B) und eines Doppelintegrals, welches im Falle ab-
soluter Konvergenz (was u. a. der Fall sein wird bei Beschrinktheit von D, @u(J)
auf einer massgleichen Teilmenge von B) ein Flichenpotential ist.

Als Analogon einer Formel von AxeerEsco bei ¢-monogenen Funktionen®
hat man hier:

Satz 8. Unter den in Satez 7 fiir u angenommenen Bedingungen ist in jedem
Punkte (x,y) ¢ B:

(16) 0~;—— w- (—;—)—-log ds———f ! 0“4 —4—-——fflog~ Dis, oy @ () dE dy,
C

wobei ¢ = der Abstand von (&, ) und (z,y).

Beweis. Man nehme in Satz 6 v(E, n)=log§-

Satz Tr. B und C seien definiert wie in Satz 3. wu{x,y) sel eine in B stetig

nach x und nach y differenzierbare Funktion, die, ebenso wre gg und g—g: auf C
(endliche) Grenzwerte annimmi. Die extremen areoldren Derivierten von u sollen
entweder die in Satz 3 oder die in Satz 4 fiir sie angenommenen Bedingungen er-
Silllen. Haben dann die Ableitungen nach & und nach v der zum Punkte (z,y) als
Pol gehirenden Greenschen Funktion g (&, 7; x,y) des Bereiches, wie auch (z,y)€B
gewdhit sein mag, auf C (endliche) Grenzwerte®®, so gilt in jedem derartigen Punkte
dve Darstellung:

(M)_Lbf w34 s+—ff (&.7: 2,9) D @ul) dE .

2! iehe A. ANGELESCO, Mathematica, Cluj, I (1929), S. 108 (n° 2), und THEODORESCO, loc.
eit. 1, 8. 16 (Formel 2.32). Die loc. cit. angenommenen Bedingungen lassen sich erweitern. Ver-
gleiche dazu Fussn. II.

2% Dies ist u. a. der Fall, wenn der Rand aus analytischen Kurven besteht. Das folgt aus
W. F, 08600D, Lehrbuch der Funktionentheorie 1, Leipzig-Berlin, Fiinfte Auflage 1928, 8. 703 (Satz 3).
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Beweis. Man nehme in Satz 7 fiir A die Greensche Funktion g.

Das einfache Integral stellt unter niiheren Voraussetzungen®® eine in B har-
monische Funktion w (z,y) dar, welche auf C mit «(z, y) zusammenfallende Grenz-
werte annimmt.

Ist unter jenmen Voraussetzungen ausserdem fast iiberall in B D , @u(J) =0,

so ist in jedem Punkte (z,y)€B

u(x, y) = wlz,y).
Dies fiihrt naturgemiiss zur Frage, wann eine in B fast iiberall e-harmonische

Funktion daselbst subharmonisch ist. Darauf antwortet der

Satz 9. Hat ul(x,y) ¢n etnem beschrinkten Bereiche B der xy-Ebene stetige
partielle Ablettungen nach x und nach y, und geniigen thre extremen areoldren De-
rivierten entweder den in Satz 3 oder den in Satz 4 fir ste angegebenen Bedingungen,

Auch geniigt schon, dass jede Randkurve endliche und stetige Kritmmung besitzt. Das lidsst sich
ableiten aus einem durch M. BRELOT, Apn. Ecole norm. (3) 48 (1931), 8. 177 von n=3 auf n=2
iibertragenen Satz von J. SCHAUDER, Math. Zischr. 33 (1931), weicher lautet: »Hat die Randkurve
C eines beschrinkten, einfach zusammenhiingenden Bereiches B endliche und stetige Kriimmung,
und gibt es auf C eine stetige Funktion u(s), welche auf einem Teilbogen C’ eine Ableitung in
bezug auf die Bogenlinge s hat, die dort einer Holderschen Bedingung geniigt:

w(e)—w(s)| <M-|s, —s,|" tiir jedes Wertepaar {s,,8,} auf C’, mit |s; —s,|{<e
2
(M, « und ¢ positiv und fest),

so hat die eindeutig bestimmte, in B harmonische Funktion, welche suf C Grenzwerte gleich u(s)
hat, in B stetige, partielle Ableitungen nach z und nach y, welche in den inneren Punkten des
Bogens C’ (endliche) Grenzwerte annehmen.» Ein weitgehend mit dem SCHAUDERschen Satze zu-
sammenfallendes Resultat, welches fiir unser Ziel ebenfalls geniigt hatte, rithrt, nach dem Enzyklo-
paedieartikel von L. LicHTENSTEIN, II C. 3, 8. 243, schon von A. KORN her.

2% Qjehe z. B. R. NEVANLINNA, Eindeutige analytische Funktionen, Berlin 1936, 8. 28 (Fussn. 2),
wo die Randkurven analytisch und die Randfunktion u(s) in bezug auf die Bogenlinge der Rand-
kurven stetig differenzierbar angenommen werden; dann nehmen die partiellen Ableitungen nach
x und nach y der in B harmonischen Funktion w (z,y), welche auf C Grenzwerte gleich «(s) hat,
ebenfalls auf C (endliche) Grenzwerte an. Anwendung von Satz 7% aunf w(x,y), u(s) in B liefert:

1 L0
w(x,y) = s fu(s;(—y—;’ds.
¢

Diese Relation liisst sich auch ableiten, wenn die Randkurven endliche und stetige Kritmmung
haben, und die Randfunktion w«(s) eine Ableitung wu’(s) hat, welche auf jeder Randkurve einer
Holderschen Bedingung geniigt. Der Beweis folgt sofort mit dem in Fussn. 22 gegebenen Satze
von SCHAUDER und BrELoT und Satz 7',

Da jede stetige Randfunktion wu(s) sich gleichmissig anniihern lidsst durch Randfunktionen,
welche eine Ableitung nach s haben, die einer Holderschen Bedingung gentigt, gilt die Relation
ebenfalls, wenn nur Stetigkeit von wu{¢) und endliche, stetige Kriimmung einer jedon Kandkurve
vorausgesetzt wird.
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so ist ulx,y) dann und nur dann in B subharmonisch, wenn Dy ) @u(J) in fast
allen Punkten threr Existenzmenge = o ist.

Dieser Satz ist eine unmittelbare Folge von Ripper, loc. cit. 17, 8. 282
(Satz 3), 284 (Satz 7) und 279 (Drittes Korollar).

Beispiel: — 1+ (2®+»?) im Innern des Kreises vom Radius 1 um den Ursprung
des Koordinatensystems,

Bemerkung zu Satz Te*. B sei cin beschrdankter Dirichletscher Bereich, mit
Rand C; ulx,y) sei eine in B stetrg nach x und nach y differenzierbare Funktion,
die auf C Grenzwerte u(t) annimmt, und in B beschrinkte areoldre Derivierte hat.
Dann gibt es eine Folge von Bereichen (B,) mit

Bl<Bg<<Bn<<B,

deren jeder von endlich vielen, in B liegenden, einfachen Kurven, mit endlicher
und stetiger Kritmmung, begrenzt wird, und it der Eigenschaft, dass jeder Punkt
(x,y)€B von einem gewissen Index #(z,y) an zu allen Bereichen (B,) gehort.
In jedem Bereiche B, von geniigend hobem Index gibt es eine harmonische

Fanktion w,(x,y; z,,9,), welche auf dem Rand C, von B, die durch 100»1—, mit
Se

o=Vi@—azf + (y — v)*t, (2, 9%)€B uund fest, angegebenen Grenzwerte hat.

Die Greensche Funktion von B, und (z,,y,) ist dann gleich logé — it (2, ¥; X4, Yo);
sie geniigt nach Fussn. 22 den Bedingungen von Satz 7tr, Mit Fussn. 23 folgt,

1 /] 1 g e . .
dass Py f o [log Pt (z,9; 2, 3/0)] ds eine in B, harmonische Funktion v,(x,y)
'n - >

ist, welche auf C, Grenzwerte gleich «(x,y) hat. wu(x,y) geniigt in B, den Be-
dingungen von Satz 7', Nach diesem Satze ist somit fiir geniigend hohem #:

(17)  wly, vo) = valxg, ¥o) + z%;ff [logé — 1w (@, ¥} :co,yo)] D,y @S dir dy;
By

das Integral ist dabei ein gewdhnliches Lebesguesches. Ist v(x,y) die in B har-
monische Funkiion, welche auf C Grenzwerle gleich u(t) hat, und ist w {x,y; 2y, ¥o)

die in B harwonische Funktion, deren Grenzwerte auf C gleich log :; sind, so
gibt es zu willkiirlich positivem ¢ ein N (¢} derart, dass fiir jedes » = N{e) in

jedem Punkte (x,y) € B, +

(18) fo(e, o) — vz, o) <& und (e, y; @ 4o) — tnli, w5 20, 90) | < &
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ist**. Aus (17) und (18) folgt:

. .
(19) u (X0, ¥o) = v (X0, ¥o) + ;rfj 9@, y; Ty, Yo) Dz, o) Qu(J) dxc dy,
B

wobei g (z,y; zy,4o) die Greensche Funktion von B und (x,,¥,) ist.

Die Darstellung (19) gilt fiir jeden Punkt von B®®.

Als Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes bei harmonischen Funktionen
haben wir

Satz 10. Im beschrinkien Bereiche B der xy-Ebene sei u(x,y) stetig differen-
zierbar nach x und nach y. Ihre extremen areoldren Derivierten sollen die in Salz 3
oder die in Satz 4 fiir sie angenommenen Bedingungen erfiillen. Umgeben wir dann
(z,y)€ B mit einem Kreise K(x,y;r) vom Radius r, welcher samt seinem Innern
I'{x,y;7) in B liegt, so ist

27 r
(20)  wulx,y)= qu(x +7rcosf, y+ rsin)do + % [@ffl)(,:,m @, (J)dE dn.
27:0 27, gpmy;e)
In dem in Satz ¢ betrachteten Spezialfall der subharmonischen Funktionen
folgt hieraus die bekannte Eigenschaft der subharmonischen Funktionen:
2z
wlx, y) = 217; [u (x+rcos8, y+1rsin) do;®
0
ebenso die Eigenschaft, dass #(z,y) dann in keinem inneren Punkte von B ein
Maximum baben kann ohne in geniigend kleiner Umgebung dieses Punktes

konstant zu sein?S.

Beweis. Nach Satz 3 oder Satz 4 ist.

oun .
) (,—)-—n(ls=ff])<g,n) Q. (J)dEdn,

Kz, y:0) ' ;0
oder
27
Ou L, 1 { c
jagde——— Z)l f—D(;ﬂ;)(D“(‘J)db d"]
0 rzu; e

#* Nach T. RaDO, Subharmonic functions, Berlin 1937, 8. 37 (n° 5.23).

%5 Mit Hilfe der WIENERschen Konstruktion ldsst sich ableiten, dass Formel (19) fiir jeden will-
kiirlichen, beschrinkten Bereich B gilt, wenn v{(x,y) die Losung des verallgemeinerten Dirichletschen
Problems fiir die Randwerte % (f), und ¢ die zungehorige generalisierte Greensche Funktion ist.

2% Siehe RaDO, loc. cit. 24, S. 3, 6.
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Integration auf beiden Seiten von o bis » liefert

(21) [dg —dez—fd"ffp \@,() dEdn.

Iz, y: o)

Das erste Glied von (21) lisst sich schreiben.

fd@f—dg oder fd@ (x + rcos 0,y + rsin 6) — u(z, y)}
25
oder fdﬁ-u(x + 7 cosd,y + rsinb)— 2 wulx,y).
Damit folgt (20) aus (21). ’

Satz 11. Der Rand C eines beschrinkten Bereiches B der xy-Ebene bestehe aus
endlich vielen, einfachen Kurven mit endlicher und stetiger Kriimmung. uy(z,y) und
uz(x,y) seien in B stetig differenzierbar nach x und nach y. Die extremen areoliren
Derivierten beider Funktionen sollen entweder die in Satz 3 oder die in Satz 4 fiir
sie angenommenen Bedingungen erfiillen. Nehmen nun uy und uy, ebenso wie thre
partiellen Ableitungen erster Ordnung, auf C (endliche) Grenzwerte an, sind diese
Grenzwerte fiir uy und wuy dieselben, und vst in fast allen Punkten, in welchen beide
existieren,

D, qy @, (T) = Dy, n) @, (),
so sind die Funktionen wy(x,y) und wus{x,y) einander gleich (Eindeutigkeits-
theorem).

Beweis. Man wende Satz 7' auf die Ponktion #; —u, an (siehe auch
Fussn, 22)¥

Satz 12. Im beschriinkten Bereich B sei jedes Glied der Funktionenfolge {uy(x,y)}
stettg  differenzierbar mwh x und nach y. Die Folge konvergiere in einem Punkte

(g, yo) € B; die Folgen }md f—-——} seten tn jedem abgeschlossenen Teilbereich

0=
T von B gleichmdssig konvergent. Die extremen areoliiren Derivierten einer jeden
‘unktion  w(x,y) sollen in B entweder die in Satz 3 oder die in Satz 4 fiir sie
angenommenen Bedingungen erfiilllen. Ist dann weiter in jedem abgeschlossenen Terl-

* In dem Fall, dass die in Satz 3 gemachten Annahmen durch die extremen areoliiren Deri-
vierten erfiillt werden, braucht der Rand nicht stetig gekriimmt zu sein, und konnen die Grenzwert-
bedingungen fiir die partiellen Ableitungen von u, und w, fortbleiben. Der Satz folgt dann durch
Anwendung von Satz ¢ aus Fussn. 14 auf u,—u, und des Eindeutigkeitstheorems bei harmonischen
Funktionen,
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gebiet T die Folge der areoliren Ableitungen {Dig ) @u (J)} gleichmdssig konvergent
auf der Teilmenge von T, in deren Punkien sie alle existieren, so konvergiert

u(@,y) = lim w(z,y)
k00
glezchmdsstg in jedem abgeschlossenen Teilbereiche von B, ist in B stetig differenzierbar

nach x und nach y, wnd dort fast iberall a-harmonisch, wobei in fast jedem Punkte
(x,y)€B

(22) D,y @u(J) ‘—“kl_i,'g D,y @, (J)

ist (Satz iiber gliedweise Differentiation von Reihen).

Beweis. Nach Verbindung von (z,,¥,) mit einem willkiirlichen Punkte (x,y) € B
durch eine ganz in B verlaufende, gebrochene Linie -o(%y,¥,; =,y) folgt durch
gliedweise Integration lings ¢*®

. OQuk , . dur
(23) khjr;, s ds = klirg s 0F
o (30, Yo3 %, ¥) a{xo, Yo; %, y)
= Lhm {Mk (x: !I) — Uk (xo: y())}'

Aus (23) und der Existenz von lim wu;(x,,y,) folgt, dass anch in jedem weiteren
k=~ o0 -

Punkt (z,y)€B klim we(z,y) (= u(x,y) existiert, und iiberdies die Existenz und
C Ou Ou , . .
Stetigkeit von et 7y in jedem Punkte (z,y)€ B, mit
Ou_ i O On o O
01 iomdz 0y  inedy
Die gleichmiissige Konvergenz von lim u:(x,y) in jedem abgeschlossenen Teil-
k- o0

gebiete von B ist ebenfalls eine Folge von (23).
Fiir jedes abgeschlossene, in B liegende Intervall J ist wegen Satz 3 oder
Satz 4

Ou
o 1= f {D@,,,) @ (T) dE d,
R(J) J hd
slso, wegen der pleichmilssigen Konvergens der Polgen {7} und Dy Ouy (7)),
ou .
(24) 0_ndS= klin:oD(g,,z) q)uk(J) d& dn.
R(J) J

" 28 Die Differentiation ist gemeint lings ¢ in der Richtung von (x,, 3,) nach (z, ).
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Daraus folgt, dass u(x,y) fast tiberall in B e-harmonisch ist, mit
Dz, vy @u(J) = lim Dz, o) @y (J)
k->o0

in fast allen Punkten von B.

Erginzung. Ist ausserdem bekannt, dass die Funktionen der Folge 1n B a-har-
monisch sind, mit stetiger areolirer Ableitung, so ist auch w(x,y) in B a-harmo-
nisch, wobet in jedem Punkte von B die Relation (22) gilt.

Das folgt sofort aus {24).

§ 6. Im weiteren Verlauf dieses Kapitels betrachten wir Klassen von Funk-
tionen, welche unter den in Satz 3 und in Satz 4 eingefiihrten Klassen von in
ihrem Existenzbereich fast iiberall c-harmonischen Funktionen®® fallen.

Lemma 4. @(x,y) sei in einem beschrinkten Bereiche B der zy-Ebene messbar

(L) und beschrinkt. Dann existiert in B die Funktion (ein logarithmisches

Potential multipliziert mit ;—n)

(25) g(w,y)Ez—I;ffqv(é n) log-:;d§dm mit (z,y)€B, ¢ =V{E— 2+ (n—y?},
B

und es ist fiir jedes in B liegende, abgeschlossene Intervall J:

Beweis. J; und J, seien in B liegende, abgeschlossene Intervalle, mit
Jy < <oy
Zun willkiirlich positivem ¢ gibt es eine feste positive Zahl r <’;€—7—[» so dass jeder

Kreis K (z, y; r), mit Mittelpunkt (x, y) € R(J) und Radius r, samt seinem Innern
I'(x,y;7) in B liegt, und dass

* Wie man leicht sieht, ist die in Satz 3 cingefiilhrte Klasse Teilklasse der in Satz 4 ein-
gefiihrten.

0 vl
% Da, bekanntlich, —Z und 27 in B existieren und stetig sind (wegen der Beschriinktheit von

Oy
@(z,y)), gilt diese Relation nach Lemma 1 auch fiir abgeschlossene Teilbereiche von B, weleche von
endlich vielen rektifizierbaren Kurven begrenzt werden. — Das Doppelintegral (25) spielt hier die

gleiche Rolle wie das Integral — ;rff Z%E_% dedy, mit z=x-+1iy, {=2x+if, in der Theorie der
B

a-monogenen Funktionen. Man vergleiche Lemma 4 mit einem Theorem von N. THEODORESCO,
Ann. Mat. pura appl. (4) 77 (1933), 8. 330.
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og $d§(lrf”<ff ~d§dn= f] —ododp=2nrnr<e¢
x/l/,bu

ist; die gleiche Abschiitzung gilt gleichmissig fiir jeden Punkt (x,y)€ R(J) und
jeden Teilbereich von I'(z,y;7). Ist in B |@(r.y)] <M, so hat man weiter

(27) |ff‘}’§7l log *d§d1] < {[lﬂ ~didn < M- —m(f —dJ)<e M,

f»—'J1 (=1}« Jo— Jx (J»—‘Jn)
Iz, y;7) rlr,y;r)

wenn nur, was wir annehmen wollen, m(J, — J;) < &-» ist.
Aus (26) und (27) folgt dann

(28) ’fds——f[loé §n)d§dnl

KT,
fdsjf log ~- @& n) dEdy| < s[R(J)] 2 Me,
R (J) Sy Jy ¢
wobei s[R(J)] die Linge von R(J) darstellt.
Nun ist
ad aJ
(29) f—gds —fdsf p& ) %logédﬁlwy
By T
b 0 I
+ ;;fdﬁffm(’s’,%%bg (—)dﬁd?)
B BT,
+ (lS[[(p(’g’ n)- é—loald§d17'°’1
27, JJ Voo T )
Ry n

Fiir die beiden letzten Integrale lisst sich schreiben

(30) f[dgdn ¢p§nfds——lg—;

FX¢))
bzw.

0 I
(31) ffd§dn'q>(§,n)fds-%10g 5
J, B!

# Die hier auftretende Normalableitung ist die Ableitung im Punkte (x, y) in der Richtung
der inneren Normale von J; in den vier Eckpunkten von J nehmen wir diese Normalableitung
gleich Null an.
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Betrachtet man eine Funktion u(x,y) mit dem festen Werte 1 in allen Punkten

von J, so liefert Anwendung der Formeln (15) und (16), dass das in (30) vor-

kommende Integral f ds-% log i—) immer den Wert Null, dasselbe in >(31‘) vor-
B ;

kommende Integral immer den Wert 2 hat. Dadurch ist das Integral (30) gleich

Null, das Integral (31) gleich 2nff¢ £,n)d§dy. Damit folgt aus (28) und (29)

f——qu——ffq> E,m)dEdy.

Das Lemma ist bewiesen.

Satz 18. Jede in e¢inem beschrinkien Bereiche B der xy-Ebene beschrinkte,
nach Lebesque messbare Funktion @(x,y) tst in fast allen Punkten des Bereiches
areoldre Ableitung einer somit fast viberall o-harmonischen Funktion, deren extreme
areoldre Derivierte in B beschrdnkt sind. Alle in B fast iiberall o-harmonischen
Funktionen, deren areoldre Ableitung fast iiberall in B gleich ¢ (x,y) 7st, und deren
extreme areoldre Dertvierte in B beschrdnkt sind, werden aus eimer von thnen durch
Addition der in B harmonischen Funktionen erhalten.

Beweis. Aus Lemma 4 folgt, dass die dort definierte Funktion g{z,vy) fast
iberall in B eine areolire Ableitung gleich ¢ (x,y) hat, und dass ihre extremen
areoldren Derivierten in B beschrinkt sind.

Ist h{x,y) eine zweite in B fast tiberall o-harmonische Funktion, mit in B
beschrinkten areoliren Derivierten, deren areolire Ableitung in B fast iiberall
gleich @ (x,y) ist, so wird die Differenz h(z,y) —g(z,y) in B fast iiberall eine
areolire Ableitung gleich Null haben, wihrend ihre extremen areoliren Deri
vierten daselbst beschriinkt sind. Nach Fussn. 14 (Satz @) hat die Differenz in
allen Punkten von B eine areolire Ableitung gleich Null. Sie ist somit in B
harmonisch.?® Hieraus folgt leicht die letzte Behauptung des Satzes.

Satz 14. In einem beschrinkten, Dirichletschen Bereiche B sei ¢ (x,y) beschrdinkt
und messbar (L); u(t) sei eine auf dem Rande C von B stetige Funktion. Dann gibt
es in B eine und nur eine fast iberall a-harmonische Funktion, mit beschrdnkten
extremen areoldren Dertvierten, deren areoldre Ableitung in B fast iberall gleich
@ (x,y) ust, und welche auf C mit u(f) zusammenfallende Grenzwerte hat (Losung
eines Randwertproblems).

8 Nach dem Korollar zu Satz 3.
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Beweis. Die durch (25) definierte Funktion ¢(x,y) hat in B beschrinkte
extreme areolire Derivierte, fast iiberall eine mit ¢ (z,y) zusammenfallende areo-
lire - Ableitung, und besitzt auf C (endliche) Grenzwerte g(t), da sie nach einem
bekannten Satze der Potentialtheorie in der ganzen (endlichen) Ebene stetig ist.
Somit muss eine Funktion &(x,y) gesucht werden, welche in B harmonisch ist
(vergleiche den Beweis von Satz 13) und aunf C Grenzwerte gleich u(¢) — ¢(¢) hat;
dann ist g(x,y) + h(x,y) die gesuchte Funktion. Da es nun immer méglich ist,
und zwar nur auf eine Weise, eine diesen Bedingungen geniigende Funktion h(z,¥)
zu finden (Losung eines Dirichletschen Problems), gibt es auch immer eine und
nur eine den Bedingungen des Satzes geniigende Funktion.

§ 7. Neben den o-holomorphen Funktionen (siehe die Einleitung) haben wir
hier die e-harmonischen Funktionen, welche in ihrem Existenzbereiche stetige
areolire Ableitungen haben; wir wollen sie as;harmonisch nennen. Sodann haben

wir den

Satz 15. Jede in einem beschrinkten Bereiche B der xy-Ebene beschrinkte,
stetige Funktion @(xz,y) ist in den Punkten von B areolire Ableitung einer daselbst
asharmonischen Funktion. Alle in B asharmontschen Funktionen, deren areoldre
Ablestung in den Punkien von B mit @lx,y) zusammenfillt, werden aus einer von
thnen durch Addition der in B harmonischen Funktionen erhalten.

Der Beweis verliuft wie der des Satzes 13.

Satz 16. In einem beschrinkten, Dirichletschen Bereiche B sei ¢ (x,y) beschrinkt
und stetig; u(l) sei eine auf dem Rande C 1on B stetige Funktion. Dann gibt es in
B eine und nur eine asharmonische Funktion, deren areolire Ableitung in B mit
oz, y) zusammenfillt, und welche auf C mit u(t) zusammenfallende Grenzwerte hat
(Léosung eines Randwertproblems).

Der Beweis verliuft wie der des Satzes 14.

Neben Satz 3% haben wir bei as-harmonischen Funktionen noch den

b

Satz 4", Hat u(x,y) 9m beschrinkten Bereiche B stetige Ablettungen 2—33 31;
konnen die oberen und unteren areolirem Derivierten von u(x,y) nur in den Punkt‘en
einer Tetlmenge E =2Ej, wobet jedes FE; endliches lineares Mass hat, unendlich

j=1
werden, und gibt es eine in B stetige Funktion @ (x,y), welche fast iiberall in B

gleick Dy yy @u(J) ist, so ist u(z, y) in B as-harmonisch; @ (x,y) 25t in jedem Punkte
von B gleich Dy @u(J).
Das folgt aus Satz 4 und Definition 3.
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Spezialfall. Der beschrinkte Bereich B sei Summe von einer rektifizierba-
ren Kurve L und zwei Bereichen B; und B, welche L zur gemeinsamen Grenze
haben. Ist w(z,y) in B stetig differenzierbar nach x und nach y, ist »w in B;
und in B, o, harmonisch, und nehmen die areoliren Ableitungen von # in B,
und die in B, auf L dieselben Grenzwerte an, so ist u auch esharmonisch in B.

Ist # in B; und in B, harmonisch, so sind die Annahmen iiber die areoliiren

Ableitungen von selbst erfillt, und folgt somit schon aus der Stetigkeit von
du du

— und — in B allein die Harmonizitit von » in B.
ox 0y

Dass die von gﬁ und Z—Z geforderten Bedingungen sehr wohl erfiillt sein

konnen, ohne dass dies fiir die areoliren Derivierten und Ableitungen der Fall
zu sein braucht, zeigt folgendes Beispiel. B, sei ein Quadrat, dessen Punkte (z, y)
den Bedingungen — 1 <& << 0, 0 <y < I geniigen, B, ein Quadrat, fiir dessen
Punkte (r,y) o<z <1, 0<y<1 gilt, wihrend L aus den Punkten (z,y) mit
x=0, 0 <y <1 bestehen soll. In B, sei u{x,y)=1+x, in By=¢* auf L=1.
g—%’ und g——g in B stetig, wihrend in B, Ju= g;z + %;—% =0, in By = ¢*
ist. Die in B; und in B, mit — 4« zusammenfallende areoliire Ableitung geniigt

Dann sind

somit den Bedingungen von Satz 4% und des Spezialfalles nicht. u(z,y) ist in
B sogar nicht einmal o-harmonisch.

Ein zweites Beispiel erhilt man wie folgt. Auf dem linearen abgeschlossenen
Intervall [0, 1] der wx-Achse sei eine perfekte, nirgends dichte Menge P, mit
m{P) =0, gegeben. Dann lisst sich eine auf [0, 1] monotone, stetige Funktion
g (x) konstruieren, welche in jedem der zu P komplementiiren Teilintervalle
von [0, 1] konstant ist, mit g(o)==0; ¢g(1)=1. Im abgeschlossenen Intervall

Io£x=1;, 0=y=1] sel u(x,y)=fg(x)dx. Dann ist u(x,y) in I stetig dif-
0

ferenzierbar nach x und nach y, und die Punkte, die Umgebungen haben, in
welchen % (x,y) harmonisch ist, liegen in I tiberall dicht. Wiire Satz 4% hier
anwendbar, so miisste ¢ (z,y) in I identisch Null sein. u(z,y) selbst wiire dort
gsomit konstant. Das ist jedoch nicht der Fall, woraus folgt, dass die Unendlich-
keitsbedingung fiir die areoliren Derivierten hier nicht erfiillt sein kann.

§ 8. Diejenigen Funktionen u(x,y), welche in einem beschriinkten Bereiche

. . du du 0w O%u

B stetige Ableitungen iy 5}/ P
es ist in jedem Punkte (z,y)€B

besitzen, sind in B esharmonisch, und
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Pu  0%u
(32) Dig,y) @u(J) = (()x"' + 5?) :
Nicht jede in B beschréinkte und stetige Funktion @ (x,y) kann als areoldre Ableitung
2 2
einer in B asharmonischen Funktion u(x,y) mit partiellen Ableitungen Z—;Z, g—?—‘

aufgefasst werden. Denn nach Lemma 4 und Satz 15 ist jede in B esharmonische
Funktion u(z,y) mit der areoliren Ableitung ¢(z,y) als Summe einer in B har-

momschen Fanktion und der Funktion g¢(x,y —~—ffcp & 17 log d§ dzn, mit

%u 9*u

(,9)€B, o=V {{x —&? + (y — y)*}, darstellbar; existierten in B und oy’
2 2

so miisste somit dasselbe von ggcgg und Z—y% gelten. Aus der Potentlaltheorie ist

jedoch bekannt, dass dies nicht immer der Fall zu sein braucht.®®

Eine von Pereint herriihrende, notwendige und hinreichende Bedingung zur
g 9%g
Existenz von -3 und aygs*
dingung zwr Existenz einer in B ayharmonischen Funktion u, welche in B Able:r-

2 2
tungen Z_}—:’ g;}; hat, und fiir die dort Di,y @u(J) = @ (x,y) ist; sie lautet: fiir

jeden Punkt (x,y)€ B existiert

gibt sofort eine notwendige und hinreichende Be-

0210g—
lim f] (&) gdgdn, wober g—V He—2)* + (p — )"}

T—>0
z, Y57
und T (x,y;r) = das Innere eines Kreises mit Mittelpunkt (x,y) und Radius r.*®
Die Klasse der in einem beschrinkten Bereiche a,harmonischen Funktionen
2 2
6—9;’ g—?; ist als Analogon zu der Klasse der von
Pomperv herriihrenden, in dem Bereiche polygenen Funktionen zu betrachten

u(x,y) mit stetigen Ableitungen

(vergleiche die Einleitung).
Eine Funktion ¢(x,y) sei in einem beschriinkten Bereiche B beschriinkt, und
geniige dort der Holderschen Bedingung:

I‘P(xn?/l)_ép(fz,?/z)' <M‘V{(’ — 25)* + (g1 — ¥2)*1“

3% Siehe H. PrTRINI, Journal Math. pures appl. (6) 5 (1909), S. 137, 138.
34 Siehe PETRINI, loe. cit. 33, 8. 132—134.
% Auch ist dann in jedem Punkte (x,y)€ B die Relation (32) erfiillt.
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fiir jedes Paar {(zy,#), (x5, ¥,)} von Punkten von B, deren Verbindungsstrecke
ganz zu B gehort, und eine Linge <¢ hat (M, e und ¢ positiv und fest). Dann

hat das Integral g (x,y)= El;t-ffqv (& n) log:;d§dm mit ¢ = Vi@ —&* + (y —n)*},
B

. a*g 0° R . . .
in B stetige partielle Ableitungen 5;%’5@%'% Die Holdersche Bedingung ist somit
hinreichend eur Existenz von in B a-harmonischen Funktionen w(x,y) mit stetigen

u 0%u

partiellen Ablertungen Z*z—c-gv oy und einer areoldren Ableitung gleich @ (x,y).

Kapitel 11.

Hohere areoliire Ableitungen.

§ 9. Wichtige Klassen von areolir-harmonischen Funktionen erhilt man in
folgender Weise.

Definition 4. «(x,y) sei im beschrinkten Bereiche B stetig differenzierbar
nach  und nach y. Die extremen areoliren Derivierten existieren somit in jedem
Punkte (x,y)€B.

Ausserdem konnen wir fordern:

I. in jedem Punkte (x,y)€ B existiere die areolire Ableitung von « und sei
Null; nach dem Korollar zu Satz 3 ist «(x,y) dann in B harmonisch; die Klasse
derartiger Funktionen nennen wir die Klasse 1, und sprechen daher von Funk-
tionen, welche i B a-harmonisch von erster Klasse oder a'“-harmonisch sind;

II. die in jedem Punkte (r,y)€B existierend angenommene areoliire Ab-
leitung Dy, @ (J) besitze selbst in den Punkten von B stetige partielle Ab-
leitungen nach x und nach y, und eine areolire Ableitung gleich Null, m. a. W.
D,y @u(J) = u'V(x,y) sei in B «-harmonisch (oder harmonisch); wir nennen
#(z,y) dann in B a-harmonisch von zweiter Klasse oder «®-harmonisch;

ITI. u(x,y) habe in jedem Punkte (x,y) € B eine areolire Ableitung Dy, ,) @u(J)

W(x,y) besitze ebenso in einem solchen Punkte eine areolire Ab-

=u"(z,y); w
leitung Dy, y) Puw (J) = u® (x, y); diese sei in B «'“-harmonisch, ¥ somit (nach II)

¢'®-harmonisch; wir nennen nun u(x,y) a®-harmonisch in B;

8 Vergleiche THEODORESCO, loc. cit. 9, 8. 6¢ u.75. Indirekt folgt obiger potentialtheoretischer
Satz aus dem Theorem von THEODORESCO; man beachte nur, dass

0g_ .0g 1 (&7
ox zﬁy—zn./f;f t—z dedn,

mit {=§&+ iy und z=x + ¢y, ist.
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IV. u(x,y) sei in B ¢“-harmonisch, wenu ihre areolire Ableitung «'" in B
existiert und «®-harmonisch ist;
allgemein: u(x,y) sei en B «P-harmonisch (p = 2), wenn ihre areolire Ablei-

(1)

tung «'Y in B «'P~Y-harmonisch ist; dann existieren somit in B eine erste, zweite,

bis p-te areolire Ableitung von u(x,y):
-D(fC, v) Pu (J) = u‘”(x, y): Dg?y) a)lL(J) =y (.Z', 9), SERT Dggg!/) D, (J) = (xa .7/),

und die letztgenannte hat den Wert Null.

Lemma 5. Besitzt « (x,y) im beschriinkten Bereiche B eine areolire Ableitung
u® (x,y),%" welche daselbst beschriinkte partielle Ableitungen (p — 1)-ter Ordnung
hat, so hat u(x,y) in B stetige Ableitungen erster bis p-ter Ordnung (p=>1).

Beweis. Nehmen wir p=2. Fir jeden samt seinem Innern I'(z,%;r) in B
liegenden Kreis K(%,#;7) ist, nach Satz 7%, in jedem Punkte (x,y)€r (&, ;7

(P e tgs— 1 1 0me b L
u(x,y)—znfu OnIOggds 2nf10gg (?ndb+?‘ﬂ:»/‘./.lo,;,-r(J w' (&) dEdn,

Kz, ;1) K@y;r) Iz, y;r

wobei ¢ = der Abstand von (£, n) und (z,y).

Die beiden einfachen Integrale in (33) liefern in I'(#,#;») harmonische
Funktionen; sie besitzen somit stetige partielle Ableitungen aller Ordnungen.
au(l) 0,“(1)

EP und By
I'(@,%;7) folgt nach einem bekannten Satze der Potentialtheorie, dass das Doppel-
integral

(34) v = [ f log £ - (§,1) a5 d

2
r,y;n

Aus der Existenz und Beschrinktheit von in B, somit auch in

in I'(&,4;7) alle partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung hat, und dass
diese daselbst stetig sind.’® Daraus folgt das Lemma sofort fiir diesen Fall.

Nehmen wir nun p = 3. Wieder existieren die partiellen Ableitungen erster
und zweiter Ordnung von # in I' (%, 7;7). Wegen der Harmonizitit der einfachen
Integrale in (33) geniigt es fiir diesen Fall zu beweisen, dass das Doppelintegral
(34) stetige partielle Ableitungen dritter Ordnung hat.

¥ Dies impliziert die Existenz und Stetigkeit der Ableitungen (9_u’ gu in B. Sjehe die
i dx 0y
Definition 3.

% Biehe den letzten Absatz von § 8.



236 J. Ridder.
In (%, 7;7) ist

0_7,'_._,___ (1) = I e
(35) e ff En- xlo 45 dn

:b(/?

oder, wegen eines Greenschen Integralsatzes,®

1 ou'? I W I
A;;;fj 5 1oo~—d§d +;;‘fu ~logédy.

r&,y;r K@ y;n

Wegen der Harmonizitit des letzten Integrals brauchen wir nur das Integral

(1)
o(x,y) ____ffdu 10g§dwd'n

T, y;n

niher auf seine Differentiationseigenschaften hin zu untersuchen. Aus dem scho:

benutzten potentialtheoretischen Satz folgt, wegen der Existenz und Beschrink
u®

heit der partiellen Ableitungen von e dass w in I'(Z, §;r) stetige partiel

Ableitungen erster und zweiter Ordnung hat. Dasselbe gilt somit von —g—; -]
derselben Weise beweist man diese Bigenschaft furg—y Daraus folgt das Lem:
fiir p = 3.

Nehmen wir den Fall p=4. Jede Ableitung zweiter Ordnung von u
I' (%, §;r) ist, nach dem Vorigen, Summe eines Doppelintegrals und einig
einfacher Integrale, welche in I'(#, #;7) harmonisch sind. Das Doppelintegr:
welches dieselbe Form wie (35) hat, lisst sich, wieder mit Hilfe des Greensche
Integralsatzes, umformen in die Summe eines eine in I'(Z, #; ) harmonisck
Funktion darstellenden, einfachen Integrals und eines Doppelintegrals, desse

+
Integrand das Produkt von —;?I log :; und einer Ableitung zweiter Ordnung vo

,u(l}

ist. Da u‘¥ beschriinkte partielle Ableitungen dritter Ordnung hat, hat da
Doppelintegral nach dem eher benutzten potentialtheoretischen Satz in I'(%, ;7
stetige partielle Ableifungen zweiter Ordnung. Das liefert das Lemma fiir p =4
Es wird deutlich sein, dass dieses Verfahren sich zu jeder willkiirlich ge

wiblten natiirlichen Zahl p (> 2) fortsetzen lisst. —

3 Siehe RIDDER, loc. cit. 4, 8. 30 n. 28 (Fussn. 1). In der anzuwendenden Formel

fpdm+qdy ff(aq )d zdy

nehme man p =o, q =u'" log 5
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Wir erinnern hier an die Definition der in eimem beschrinkten Bereiche B
polyharmonischen Funktionen p-ter Ordnung als die in B definierten Funktionen,
welche daselbst stetige partielle Ableitungen bis zur 2p-ten Ordnung haben, fiir
die in jedem Punkte (z,y)€B

APu(x,y) =0
62 02

i =1). abei 1 P = p-1 > l= = =
ist (p=1). Dabei ist 2= A44P7 (p>1), A'=4 (,)xg—!» P

Nun haben wir den

Satz 17. Die Klasse der in einem beschrinkten Bereiche B o'P-harmonischen
Funktionen fallt mit der Klasse der in B polyharmonischen Funklionen p-ter Ord-
nung zusammen (p = 1).

Beweis. Der Fall p = 1 ist schon erledigt.?’
Fir p=2 hat u(x,y) in B, nach Lemma 35, stetige partielle Ableitungen aller
Ordnungen, falls sie dort «®-harmonisch ist. Es ist in B

du=—uM Lu=AdJu=— Au" = 0.

#(z,y) ist in B somit polyharmonisch zweiter Ordnung.

Dass, umgekehrt, eine in B polyharmonische Funktion # zweiter Ordnung
dort «®-harmonisch ist mit einer areoliven Ableitung gleich — #u, folgt sofort
mit Satz 1.

Ist 4 in B ¢®-harmonisch, so ist #'" dort «®-harmonisch, und diese besitzt
in B, nach dem Vorigen, stetige partielle Ableitungen aller Ordnungen. Nach
Lemma 5 folgt daraus dieselbe Eigenschaft fiir w. Nun ist in B*

Au=—u"Y, Su=—AuY, Su=— 14" =o0.

u ist in B polyharmonisch dritter Ordnung.

Umgekehrt folgt aus der letztgenannten Higenschaft wieder, dass  in B
a®-harmonisch ist mit der areoliren Ableitung — A u.

Vollstiindige Induktion zeigt die Giiltigkeit der Behauptung fiir jedes ganze
p=1. —

Die Definition der «®-harmonischen Funktionen ist ganz analog der Defini-
tion der areoliren Polynome in der Theorie der e-monogenen Funktionen.** Man

40 Siehe das Korollar zu Satz 3.

4! Siehe Satz I.

% Siebe THEODORESCO, loc. cit. g, 8. 13—20. Real- und Imaginiirteil eines areoliiren Polynoms
sind ¢®-harmonisch.
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wird daher auch analoge Bigenschaften erwarten diirfen. Aus Satz 17 folgt, dass
die Entwicklung von Armaxsr der polyharmonischen Funktionen p-ter Ordnung*®
als eine Entwicklung von e'P-harmonischen Funktionen zu betrachten ist; sie
ist das Analogon der von THEoporEsco gegebenen Darstellung der areoliren
Polynome als Polynome in 7 mit Koeffizienten, welche holomorphe Funktionen
(in 2) sind.*®

§ 10. Satz 10, Im beschrinkten Bereiche B der xy-Ebene sei u(x,y) stetig
differenzierbar nach x und nach y. Erfillen die areoliren Derivierten von u ent-
weder dve in Safz 3 oder die in Satz 4 fiir sie gemachten Annahmen, so ist fiir
Jjeden Kreis K (x,vy;r), mit Mittelpunkt (x,y) und Radius r, welcher samt seinem
Innern I'(x,y;7) in B liegt,

(36) w(z,y ——-—f (x+7 cos 8, y+rsin6)db+ ~—fflog— Dy, @u(J)dE dy,

Tz, y;7)

mit ¢="V{x— &+ @y —nPh
Beweis. Nach Satz 7%, angewandt auf I'{z,y;), ist in diesem Bereiche

‘I 0 I 1 1
wioy) = = fugrtoglas— L frog]-S4a +——fflog— Dig, @ulT) dE dn,

Kz, y;7) K(x,y;7) iz, y;r)
oder

1 1 [O0u I I
= uds—-;—;‘log; %do+%fflogé-D(g,,,)(Du(J)d§dn.

Kz, y;7) Kz, y;7) rizy;r

Nun ist, nach Satz 3 oder Satz 4,

0
fai‘ds_.ffn(g,mwu(J)dgdn.
Kz, y;r) Iz, y;r)
Daduarch wird
w(z,y ————f (€ +rcosb,y+rsin6)dé + -——jfloer— D, ) @ (J)dE dn.*

Iz, y;r)

3 8iehe M. NicoLEsco, Ann. Ecole norm. (3) 52 (1935), 8. 185—102.

“ Fir die Art des Doppelintegrals vergleiche das Ende des Beweises von Satz 7. Sind die
extremen areoliiren Derivierten von % in B beschrinkt, so ist das Doppelintegral ein gewohnliches
Lebesguesches, und folgt Satz 10™ anch leicht ans Satz Io.
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Definition 5. Wir setzen

o (w; 2,43 7) =L‘[u xz+recos, y+ rsin)dl

y (u; 2, y;7) f u(&,n d§dn—“fﬂo(uxye) ede

I'(x y;r)

im allgemeinen (fiir p = 1)

r

2
pp u; 2, 9;7) = —g[up— (w; 2,9;0) e do.

0

Definition 6. Es sei

Jo[qo(r)]=flog§-eqv(e)de,
0

JP=dy, JO[pE)]=J, [T 1] (t=2,3,...;

ausserdem sei

JP [ ]——fJ(”) @) -0de (p=1,2,...;8=1,2,...).

Bemerkung. Sind Dy, , @u(J) und D v @u(J) in B beschriinkt, so lisst sich
(36) schreiben:

r
u(z,y) = polu; ¢, y;7) + fd("lOgZ)'Q#o {Dg,n @u(J); 2, 9; 0}
[}

= o (u; , y; ) + Jo [ {Dig,  @u(J); 2, 95 1],

(37) tro (w; 2,y 7) = wula,y) — Iy [wo {Dis, ) @ulT); 2, 935 7}].

Satz 18. In einem beschrinkten Bereiche B besitze eine Funktion u(x,y) erste
bis (p—1)-te areoldre Ableitungen, wihrend ihre p-ten areoliren Derivierten dort
existieren und beschrinkt sein sollen (p = 1). Dann ist fiir jeden Kreis K (x,y; 1),
welcher samt seinem Innern I'(z,y;1) in B liegt,
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2 -\ 4
(38) o ln; 2, 1/;r)=u(x,y)——(g) * D,y @u(J) + (;IT)-Q (é) DRy @l I) +
I P\ =D ) Tip) (p)
# (e s ()T DS 0u(9) + (=102 T [ | DIEy 472,457

(verallgemeinerte Formel von Pizzrrri).??

Beweis. Da Formel (38) fiir p=1 mit (37) zusammenfiillt, brauchen wir nur
noch aus ihrer Giiltigkeit fiir p = v die fiir p=1» + 1 abzuleiten.

Wir nehmen dazu die (v + 1)-ten areoliren Derivierten in B beschrinkt an.
Dann darf in (37) «(£,5) durch fog,)y,) D, (J) ersetzt werden; das gibt

B

i (D{E?n) Dy; 2, y; r) = D&) w @ — Jy [uy {Dgﬁrzl)) DQy; 2, y; ril.

Hieraus und aus (38), mit p=yv, folgt:

7\ 2 1 Pyt y—
to (s 2, 95 v) =ulz, y) — (%) D,y @u( T )+ -+ (—I)""’m (?:) Dy @)

+ (— 1) JA()W) [Dgr) ) Pu— Jo(ﬂo {fotj) Dy, Y, 7’})],

) 1 S\ 2 ” "
+ (" 1) 2 (';) : ])En'f y @y + (-" [)Hl JS;VH) [M-o {Dé;n])) D, x,y, 7}]
Das ist Formel (38) mit p =» + 1.

Satz 19. Unter den gleichen Bedingungen wie in Satz 18 gilt fiir jede natiir-
liche Zahl s.

* Vgl. M. NicoLESco, Bull. Soe. Math. France 50 (1931), 8. 78—80, und 6o (1932), 8. 130—133.

2p
— Da Jf,")(l)=(pl')2 (2) ist, lisst sich in Formel (38) statt (— 1)f J((,p)l-‘ -] auch schreiben:

1 \2» \ .
(=P —s L -A(p) (w; 2, y; r), wobei AP (w; x,y; 7) zwischen oberer und unterer Grenze von
{(piPiz ’

D((;?.)ﬂ) D (1) in I' (x,y; r) liegt.
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(39)  melw;z,y50) = ul2,y) +

p—1 A\ 2¢
+ 3=t i (5) - D @) + (=102 T g (D DY 2,9 1
i=1

(verallgemeinerte Formel von Pizzerri-NicoLesco)?s.

Beweis. Fiir s=o0 fallt (30) mit (38) zusammen. Wir brauchen also nur die
Giiltigkeit fiir s =9 + 1 aus der fiir s =» abzuleiten.

Nehmen wir darum die p-ten areoliren Derivierten von # in B beschrinkt
an, und setzen wir die Giiltigkeit von (39) mit s=9» yoraus. Integration liefert:

r

2 ;
um(u;a",?/;r):;g fm(u;x,y;e) ede
v

p~1

—ulmg)+ S (= L D0 0. [ () ede +
= x, Y ,Z (1,'+I)" ('L')s (z, y) Wu rg 2 eae
1]

i=1

r
2
odor + (—I)”r—sz‘f" [t {DZ @u; 2, 9; 0}] - 0 d o,
1]

toir (s 2, ;1) =ulx, y) +
p—1

.1 1 (r\* W n) (p) -
+ Z(— l)lm @) (5) Dig,y) @u + (—1)P T 51 [uo {DE ) @ 2, 5 7}].

=

Das ist Formel (39) mit s=1» + 1.

Satz 20. In einem beschrdnkten Bereiche B sei u(x,y) o'P-harmonisch {p = 1).
Dann ist fiir jeden samt seinem Innern in B liegenden Kreis K (x,y;r)

p-1 2¢
. ) IR S N A T .
(40) s (u; 2, ?/,7) u(x, y) + zzzl( ‘) C+1F G (2) D,y mu(’)-
Hat, umgekehrt, u{x,y) in B areolire Ableitungen erster bis (p — 1)ter Ord-
nung, und sind die (p— 1)-ter Ordnung dort endlich (p = 2),** so ist u(x,y) in B
a'\P-harmonisch, wenn (40) fiir jeden wie oben gewdhlten Kreis gilt.

¢ Vgl. M. NICOLESCO, loc. cit. 45. — Da Jgp)(x)r— —~I——[—— (1)2" ist, lisst sich in
P+ (PP \2

(ond D O

, @+r Y

ng) (u; x, y; ») zwischen oberer und unterer Grenze von ng)m @y (J) in I'(x, y; v) liegt.

2,
Formel (39) statt (— 1)? Jff’) {*++] auch schreiben: (g) L, Bf,") (u; x, y; ), wobei

" Fiar p=1 soll Beschrinktheit und Integrierbarkeit (L) von u(x,y) in B und auf jedem
Kreis, der samt seinem Innern in B liegt, vorausgesetzt werden. Daraus und aus der Relation

16~632046 Acta mathematica. 78
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Beweis. Anwendung von (39) liefert unmittelbar die erste Hilfte des Satzes
Beweisen wir nun die Umkehrung.

Aus der Stetigkeit von g—fv und g_’! folgt, dass in jedem Punkte (z,y)€ B, in
welchem g, (u; z, y; 7) existiert (s =1),
” 0s—2
fus(u T, Y5 00) " 0 40y = fdeo fdel ----- fdes— o ffu §n)d§dn,
0 0 1'(:1: U 98—\)

(]

(41) %{fﬂ«(u;r,y;@)-ede} fdeo fdol

:—tfu(x + g1 €088, y + gc—1 5in 0)- cos §dG*®
0
und

r

? - 2 ’ 2
(42) axg{fus(u,x,?/,e)'ede} -fdeo-ajdg,-am

Q0

—fdax{ (@ + @s—1 €080, y + gs—18in 6)} - cos 0 d6

ist; beide partielle Ableitungen sind somit stetig in (xz,y). Fiir s=o0 erhilt man

fuo(u x,y; 0 9——~jfu (§, ) d& dn,
0

rxy;r)
. .
(43) 0xlf“° w; 2,9;0) gu’g} m]u(m-!—vcos@,y—%—a sin 8)-cos 0 d6
o

27

a2
(44) d(;g{ polu; z,y; 0) - } f — {u(x + rcos @, y -+ »sin )} - cos 6 d6,

wieder sind beide partielle Ableitungen stetig in (z,y).

du
us(uy a2, y; 7y =u(x,y) folgt dann die Existenz und Stetigkeit von —— F und %& in B (nach N1coLESCO,

loc. cit. 45, 8. 77 u. 78 (lemme fondamental)), so dass auch fiir diesen Fall der Beweis des Textes
in seinem zweiten Teil giiltig bleibt.
8 vgl. KELLOGG, loe. cit. 12, 8. 224—226, und J. HADAMARD, Princeton Un. Bulletin 73 (1902),

S. 49—52.
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In derselben Weise beweist man die Stetigkeit in (x,y) der aus (41) bis (44)
durch Ersetzung von x durch y entstehenden partiellen Ableitungen.

Aus der Existenz und Stetigkeit von (41) und (43) in (x,y) folgt mit (40)
dasselbe von

o (f , 9 , :

- wo—1 .g2p—1 = — 4B (o . 2p—1

3 {fu (x,9) ¢ de} 5,47 V(= 9) fe de,
[

x
also auch von 9 uw'P=Y (2, y)
dx e

/]
Ebenso beweist man die Existenz und Stetigkeit in (x,y) von —u®~(x,y).
ay
Da die areolire Ableitung

w (@, y) =— 4 {[ us(w;2,y;0) ede}, mit wlx,y)= [ p(u;z,9;0)-ede,
0 0

in (z,y) stetig ist {s=0), folgt mit (40), dass auch «?{z,y) in (x,y) existiert und
stetig ist.
Aus (39), mit Fussn. 46, und (40) folgt

B (u; 2, y31) = o,

wobei B (u; z, y;r) zwischen oberer und unterer Grenze von P in I' (x,y; r) liegt.
Daraus und aus der Stetigkeit von u(® in (x,y) folgt

ul? (z, y) = o

% (x,y) ist in B «!P-harmonisch. —
Der zweite Teil dieses Satzes ist eine Verallgemeinerung eines Satzes von
F. SBranva.®®

§ 11. Satz 21. E=Z Ej, wobei jede Menge F; endliches lineares Mass hat,
j=1

ser Teilmenge eines beschr]a"nkten Bereiches B. w(z,y), ¢1(x,¥), . .., @n-1(x, ) seien
in B stetig differenzierbar nach x und nach y; ithre extremen areoldren Derivierten
sollen nur in den Punkten von E unendlich sein kinnen, wdhrend fast iiberall in B
die areoldiren Ableitungen von u, @y, . .., Pu—2, Pa—1 bzw. gleich @y, @q, . .., Pn_y und
Null seien. Dann 7st w(z,y) in B a™-harmonisch; @, @, ..., o1 sind dann in
jedem Punkie von B bzw. gleich der ersten, zweiten, . .l., und (n—1)-ten areoldren
Ableitung von wu.

4 Siehe F. SBRANA, Rend. Lincei (6) 2 (1925, 1°® Sem.), 8. 369, 370. — Das von SBRANA
benutzte Verfahren lisst sich hier nur fiir den Fall s =0 anwenden.
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Beweis. Aus Satz 4% folgt nacheinander: ¢,-; ist in B harmonisch; @u-2
ist in B arbarmonisch mit einer areoliren Ableitung gleich @u—1; @n-s ist in B
as-harmonisch mit einer areoldren Ableitung gleich @n-2; ..., u ist in B eshar-
monisch mit einer areoliren Ableitung gleich @;. Daraus folgt der Satz.

Spezialfall. Der beschriinkte Bereich B sei Summe von einer rektifizierbaren
Kurve L und zwei Bereichen B; und B, welche L zur gemeinsamen Grenze

haben. Ist # «™-harmonisch in B, und in B, und sind u, @, @, ..., Pa—y in B
stetig differenzierbar nach x und nach y, wihrend @,, @,. ..., gn-1 in B, und in
B, bzw. mit der dort existierenden ersten, zweiten, . . ., (n—1)-ten areoliren Ab-

leitung von % zusammenfallen, so ist # auch «™-harmonisch in B.%®

Die durch die Werte von u in B, definierte Funktion ist als eine Fort-
setzung der durch die. Werte von # in B, definierten Funktion zu betrachten.
Wir bemerken, dass es nicht moglich ist zwei voneinander verschiedene derartige
Fortsetzungen zu finden. Das soll heissen: Gibt es Funktionen #, ¢y, . . ., @gn-1,
welche untereinander in gleichen Relationen wie die Funktionen im Spezialfall
stehen, und fallen « und % in B; zusammen, so tun sie dies notwendig auch in B,.

Zum Beweise betrachte man die Differenzen u— @, ¢;—g; (j=1,..., n—1).
Die Differenz gn_1—@n—1 ist harmonisch in B, und identisch Null in B, also auch
in B. @u-2—@a—2 ist in B e-harmonisch mit areolidrer Ableitung @n—1— gn-1 =0,
also harmonisch; sie ist idemtisch Null in B;, also auch in B. So fortfahrend
finden wir nach endlich vielen Schritten: ¥ —#@=o0 in B.*!

Kapitel II1.
Randwertprobleme.

§ 12. Satz 22. B und C seien defintert wie in Satz 3. u(z,y) und v(x,y)

sollen in B ersle bis (p— 1)-te areolire Ableitungen, uV, . .., w®=V oV plo=1

besitzen (p >'1); die in B somit existierenden und stetigen partiellen Ableitungen
von u, u¥, ..., u?=D und von v, v\Y, ..., = nach x und nach y sollen, ebenso wie
u und v und die areoldren Ableitungen u®, ..., u®=2 o@=1 0 =2 yip—1)

in jedem Punkte von C (endliche) Grenzwerte haben.

% PFiir den Fall der Ebene umfasst dieser Spezialfall ein Theorem von M. NicoLksco, Bull.
Math, Soc. Roum. Sci. 37, 2 (1936), 8. 87. Siehe weiter § 21,
¥l Man vergleiche den Inhalt dieses Paragraphen mit THEODORESCO, loc. cit. 9, 8. 24, 25.
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Daneben nehmen wir an: uw?~') und v'?~V besitzen in B stetige partielle Ab-
leitungen nach x und nach y, welche auf C (endliche) Grenzwerte annehmen; und
ausserdem entweder:

1. die oberen und unteren areoliren Derivierten von w!P~Y und von v'P~1 kinnen
nur tn den Punkten einer abzdhlbaren Teilmenge E unendlich werden, wdhrend
Dy D, p-1(J) und Di.y @, p—1)(J) tiber B integrierbar (L) sind, oder:

I1. die oberen und wunteren areolidren Derivierten von w®™V wund von v#—1
-]
kinnen nur tn den Punkien einer Menge E =2E}', wobel jede Menge E; endliches
J=1
lineares Mass hat, unendlich werden, wihrend Diey @, p-1{J), Dig,ypy @yip-1)(J),
D, @, p-1)(J) und D,y @ p-1)(J) iiber B integrierbar (L) sind.
Dann st

(45) fjuf’——b pi=1) — g )ag ulp=i= ”}ds =

.7"0 ¢

=ff[u-D(J-;,,,) @ p-1(J) — v+ D,y Oyp-1 (J)] da dy.*
B

Die p-ten areoliren Ableitungen w'? und v'P existieren fast iiberall in B.

(verallgemeinerte Formel von MATHIEU-GUTZMER).

Beweis. Nach Satz 6 ist

j{u%v—va—ar-lu}ds=ff[uv‘”——vu“’]dxdy.
¢ B

Ersetzt man in dieser Formel das eine Mal « durch «", das andere Mal » durch v
so folgt:

[{u‘”%b _v(;;um lds* _f [0 v — pu®] dz dy,
¢

f{ 50__ ) — gt -—u ds ff[uv"’-u‘”u‘”]dxdy.

' (x, y) bedeute immer dasselbe wie % (x, ). — Vgl. Satz 22 mit NICOLEsCo, loc. ¢it. 50, S. 84.

und
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Addition liefert
Zf1 J)—lx =) — it 7)~—u(f ds——ff[uv —vu®]dzdy.
Jj=0¢
Fortgesetate Wiederholung des Verfahrens®® liefert schliesslich (43).
Satz 28. B und C seien definiert wie in Satz 3. u(x, y) und die aus ihr

abzuleitenden Funktionen sollen dewn gleichen Bedingungen wie in Satz 22 geniigen
(p = 2). Dann st in jedem Punkte (x,y)€B

-1
(=1t 02 piomim1 — po=i-v 9
(46) wulx,y)= 2 e ;Zc'). w ﬁnhp P~ ¥ ds +
c

Tk Vi ffh VdEd
27tap Pu 7]1

I
hy (8, 7; 2, y) = @21 logé + wy (8, 7),

daber ist

mit ¢ = der Abstand von (§,7) und (x,y), und w, (& n) eine in B o'P-harmonische
Funkition, welche mit den aus thr abzulestenden Funktionen dieselben Grenzbedingungen
wie w und die aus dieser abgeleiteten Funktionen erfillt; es ist

(47) ap = 22 (P=0. {(p— 1)1 )2

Beweis. Ist eine Funktion f(z,y) in einem Bereiche 7' polybharmonisch %-ter
Ordnung, und ist ¢ der Abstand eines Punktes von 7 zu einem ausserhalb 7
liegenden, festgewiihlten Punkt, so ist ¢*- f(x,y) in T polyharmonisch (% + 1)-ter
Ordnung. Umgeben wir den Punkt (x,y)€ B mit einem Kreise K(x,y;7), und
heben die abgeschlossene Kreisscheibe r (z,y;7) aus B fort, 80 ist in dem mnewnen

Bereich B—T log ! harmonisch, wenn ¢ der Abstand zu (x,y) andeutet, und somit

@?P~1 log é polyharmonisch p-ter Ordnung (oder o'P-harmonisch). Das gleiche gilt

nun auch von der im Satze eingefithrten Funktion h, (& 7; z,y).
In B—T ist

(p~1}
W (e [ermiog |7 = et @trmtiog | < ay1og 45,

wobei ap und b, Konstanten sind; der Wert von a, wird durch (47) gegeben.

8 Bei der Summation von o bis 2 z. B. gehért die Zerlegung wv®— vu® =(uv®— 2P V) 4
(0 p® D D) L (33 D _p g8y,
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In B—T ldsst sich Satz 22 auf » und h, (statt v) anwenden. Das liefert
1 2n

(49) f {u” ——h p=j— 1)-—h(1 _Nu p—j— 1)] a0 +
=0 ]

pl

f{u(ﬂ’ 2 hip=i=1) —h(f)—a%u“"J ”1ds == f[h,, D » Dyp-1 (J) dE d;
BT
dabei rithrt die erste Summe vom Kreisrande her.
Wegen (48) ist
27 . 2
fru:—nh},p‘” dé = fru [(—1)1"‘1 ap* — :— + ;—nw(”“”] de
0 0 2n 2n

a
=(—1)T"2apfud0 + rfu%w(f"”do.

0

Aus der Stetigkeit von # und 0'_0n w1 in B folgt nun

27

0

i -y — hip—1) = (— )72 :

}1_{1}) 7“(‘)nh7‘ do=(—1)"22ma,ulx,vy);
0

daneben ist .

7]

lim | rhy —ul?~9 df =0,

rr0 J Pon
0

also der Grenzwert der Differenz dieser beiden Integrale gleich (—1)*~% 2 wa, u(x, y).
Die iibrigen, in der ersten Summe von (49) auftretenden Integrale haben fiir
r - 0 den Grenzwert Null.

Aus {49) folgt hierdurch:

_ o S R RPN PR
(50) (—1)P22mapu(ry)+ ; / {um%hp” =0 — R P 1)jd.9—

=0

o,

= —lim ff by D n @, o) (J) dE d.
Das liefert (46); dabei ist das in (46) vorkommende Doppelintegral im allgemeinen
etn unergentliches Integral einer (durch den in (50) angegebenen Limes definierten)
speziellen Art.

(46) ist eine Verallgemeinerung einer Formel von Boee1o.*

3¢ Siehe NICOLESCO, loe. cit. 50, S. 86, 87. Vergleiche die Darstellungen von w-holomorphen
Funktionen bestimmter Klassen bei THEODORESCO, loc. cit. 9, 8. 23.
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Nimmt man in Satz 23 (& %) = o, so folgt:

Satz 23", Unter den in Satz 23 fiir u gemachten Annahmen ist in jedem
Punkte (x,y)€B

_Ip'lpl

7 . , ad
[ 2 gpmimn |
(g1) wlz,y)= ma, Z [lu b t a0t st-f-
(—1)p-1 /f (
S S caln) JE
+ anay . tp-utrdE dny,
B

(52) tlE ;2 y) = P Vlog =, mit o=VI{E—af + n—y}

wobez

o

ap, wird durch (47) gegeben.

Satz 24. Unter den in Satz 23 fiir u gemachten Annahmen st in jedem Punkte

(x,y)éf?
ff,,, » dg d;

-t 2l
0= Z fju(i).__t p—j- l__.f(n—J 1)_—.ul)1d +
27cu,, -

dabei hat t, die gleiche Bedeutung wie tn Satz 23

Beweis. Man nehme in Satz 22 fiir v(§,n) die Funktion #,(&, %; z,¥).

Satz 26. Wenn in einem beschrinkten Bereiche By u(x,y) areolire Ablettungen
aller Ordnungen besitzt, so hat sie dort auch stetige partielle Ableitungen aller
Orduungen.

Geniigt ein samt seinem Rande C in By liegender Bereich B den Bedingungen
von Satz 3, und gibt es eine Zahl M = 1 derart, dass

||
M2

l (p}
fiir j = p] = lim sup

lim [obere Grenze aller im SUp Bra

DR

(mit ulP = p-te areoldre Ablestung von )

in B gleichmdssig gegen eine dort beschrinkte Grenzfunktion konvergiert, so ist in

jedem Punkte (x,y)€ B

(54) u(xc,y) = lim

P> ...7tap

Z [{JJ % -0— APty — gP-I1 g, 56— 47 u} ds

dabei wird der Wert von ap durch (47), und t, (& n;2,y) durch (52) gegeben.
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Beweis. Aus der Existenz der p-ten areoliren Ableitung «'#) von w in B,
folgt, dass u®~1 daselbst stetige partielle Ableitungen erster Ordnung (Def. 3),
und somit, nach Lemma 5, u/®~? stetige particlle Ableitungen zweiter Ordnung
hat; so fortfahrend findet man, durch wiederholte Anwendung von Lemma 5,
dass » selbst in B; stetige partielle Ableitungen erster bis p-ter Ordnung hat.
Da p willkiirlich ist, ist der erste Teil des Satzes hiermit bewiesen.

In B hat man fiir «(x,y) die Darstellung (51).

Es gibt natiirliche Zahlen N und P, so dass fiir p = P und jeden Punkt
& nenB

Iu(p)| < M?r.N

ist. Dies und (47) liefern fiir das in (51) vorkommende Doppelintegral die Ab-
schitzung:

—xvlff umdgdn‘ J\rzur*.{((')le)p~

275ap 2 (p—l

falls p= P ist; d ist der Diameter von B. Das rechte Glied ist fiir geniigend
grosses p kleiner als ein willkiirlich positives ¢, unabhiingig von der Lage von
(z,y) im Bereiche B. Daraus folgt (54) fiir jeden Punkt (z,y)€.B.%

§ 13. Satz 26. Jede in einem beschrinkten Bereiche B beschrinkte, nach
Lebesgue messbare Funktion @ (x,y) ist in fast allen Punkten des Bereiches zweite
areoldre Ableitung einer in B acharmonischen Funktion. Alle in B a-harmonischen
Funktionen, deren zweite areoldre Ableitung fast diberall in B gleich ¢ (x,y) ist, und
deren extreme areolire Derivierte sweiter Ordnung in B beschrinkt sind, werden aus

etner von thnen [etwa 5—5:;1 f [ (&) o? logé dEdmy, mit o=V {lx —&°+ (y—n)”}]
B L3

durch Addition der in B polyharmonischen Funktionen zweiter Ordnung erhalten.

Beweis. Aus der Potentialtheorie ist bekannt, dass
f[(p(En)-loold§d17 und ffq)(g n)-—é—loold§d1)
J o 7 ce g Uox T e

% Die Konvergenz in B ist sogar gleichmissig. Die in (54) auftretende Summe ist in B
«P.harmeonisch.




250 J. Ridder.

unter den Bedingungen  des Satzes in der ganzen xy-Ebene stetige Funktionen
darstellen. Das Verfahren, das dazu fiihrt®®, Lisst sich ebenfalls zum Beweise der
Stetigkeit in jedem Punkte (x,y) der nachfolgenden Integrale anwenden:

® (,_ == 2log - ) dé:
- ff¢ ot log L ag dn, U. jf ( log )dgdn,
oo )
U, = ff(p (g log— )d§(ln, Dm-,—gnff(p
B
Uyy= _Iffcp (g log — )dgdn,

o Soeveosin [ ool s

Man beweist in der Potentialtheorie, dass unter den Bedingungen des Satzes

III

(55) U

( * log )d§d77,

in jedem Punkte (z, )

7 I Y U,
B B

ist. Das dabei benutzte Verfahren®” fithrt ebenso in jedem Punkte (z,y) zu fol-
genden Relationen:

d d . o® 9% .
d__.;c U—— Um, 5‘:‘2/ U-—~ (Iy, U—E' U—— (]xm, ‘d_’yj U-—- U!,y,

schliesslich zu

7] . a .,
%V——h,- und a;/?-—Vy,

(56) V(x,y)E—gI;ffqv'd(eglog:;)dgdn-
B

U ist somit in B esharmonisch mit der areoldren Ableitung gleich V (z,y) =

1 i 1 . - . I
‘f—tfj q7-[logz)—— I] dEdny. Da die areolire Ableitung von ;;ffq) dtdny
B B

6 Siehe W. STERNBERG, Pofentialtheorie T, Berlin-Leipzig 1925, S. 9g6—102, 127.
51 Siehe STERNBERG, loc. cit. 56, 8, 102, 103 n. 127.
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in B identisch Null ist, und da, nach Lemma 4, die areolire Ableitung von

%z f f (p.log:;d§d1) fast iiberall in B gleich ¢ ist, ist in fast jedem Punkte
B

= y)eB D) @v (J) = @ (. y).

Ausserdem folgt aus Lemma 4, dass die extremen areoliren Derivierten von
V(x,y) in B beschrinkt sind. U besitzt hierdurch die durch Satz 26 verlangten
Eigenschaften.

Hat U, die gleichen Eigenschaften, so wird die Differenz U (z,y)— U, (x,¥)
fast iiberall in B eine zweite areolire Ableitung gleich Null haben, wihrend
ihre extremen areoliren Derivierten zweiter Ordnung daselbst beschrinkt sind.
Nach Fussn. 14 (Satz a) hat die Differenz in allen Punkten von B eine zweite
areolire Ableitung gleich Null. Sie ist somit in B «®-harmonisch oder, was
nach Satz 17 auf dasselbe hinauskommt, polyharmonisch zweiter Ordnung. Um-
gekehrt gibt Addition einer derartigen Funktion zu U wieder eine Funktion mit
den im Satze verlangten Eigenschaften.

Satz 27. In einem beschrinkten, Dirichletschen Bereiche B sei ¢ (x;y) beschrinkt
und messbar (L); u(t) und v(t) seien auf dem Rande C.von B stetige Funktionen.
Dann gibt es in B eine und nur eine o harmonische Funktion mit beschrdinkten
extremen areoliren Derivierten zieiter Ordnung, deren zweite areoldre Ableitung fast
tiberall in B gleich @ (x,y) ist, welche selbst auf C mit u(t) zusammenfallende Grenz-
werte, und deren erste areolire Ablettung auf C mit v(t) zusammenfallende Grenz-
werte hat (Losung eines Randwertproblems).

Beweis. Die in (55) eingefiihrte Funktion U (x,y) hat (siehe den Beweis des
vorigen Satzes) in B beschriinkte extreme areolire Derivierte zweiter Ordnung,
fast iiberall eine mit @(z,y) zusammenfallende zweite areolire Ableitung, und
besitzt auf C Grenzwerte gy(¢), da sie in der ganzen Ebene stetig ist; auch ihre
durch (56) dargestellte, areolire Ableitung V(x,y) hat auf C Grenzwerte g,(¢).
Somit muss eine Funktion H (x,y) gesucht werden, welche in B polyharmonisch
zweiter Ordnung ist (vergleiche den Beweis von Satz 26), auf C Grenzwerte gleich
%(t) — g1(t) hat, und deren areolire Ableitung K (x,y) auf C Grenzwerte gleich
v(f) — go(¢Y) hat. Die in B harmonische Funktion A (x,y) ist hierdurch eindeutig
bestimmt (Losung des Dirichletschen Problems). Nach Satz 16 gilt das nun
auch von H(x,y), welche ja K(x,y) als areolire Ableitung, und %(f) — g,(f) als
Grenzwertfunktion hat.
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Es wird deuatlich sein wie sich die beiden vorigen Sdtze auf den Fall von
p-ten af@old'ren Ableitungen, mit p > 2, ausbreiten lassen.”® Das hiermit, auch fiir
p > 2, geloste Randwertproblem ist eine Verallgemeinerung eines von Riquier
herrithrenden und von Niconescc® in etwas allgemeinerer Form behandelten
Randwertproblems.

§ 14. Die Beweise der beiden folgenden Sitze verlaufen wie die der beiden
vorigen.

Satz 28. Jede in einem beschrinkien Bereiche B beschrénkte, stetige Funktion
p(&n) ist in den Punkten des Bereiches zweite areolire Ableitung einer daselbst
agharmonischen Funktion. Alle in B e-harmonischen Funktionen dieser Art werden
aus einer von ihnen durch Addition der in B polyharmonischen Funktionen zwester
Ordnung erhalten.

Satz 29 geht aus Satz 27 durch Anderung von >messbar (L)» in »stetigs, und
von »fast tberall> in »iberall> hervor.

Auch hier wird es deutlich sein wie sich die Sdtze auf den Fall von p-ten
areoldren Ableitungen, mit p > 2, ausbreiten lassen.

Schliesslich weisen wir noch auf die Moglichkeit einer hierher gehdrenden
Erweiterung von Satz 21 hin, bei der die letzte @-Funktion in B nicht identisch
Null, sondern stetig angenommen werden soll.

§ 14%. Das Problem von Dirichlet lisst bekanntlich Generalisierungen zu,
welche von N. Wigxer, O. D. Kriroe, O. Perror u. a. behandelt wurden. Es
ist moglich die in den §§ 6, 7 und 13, 14 behandelten Randwertprobleme in
gleichartiger Weise zun verallgemeinern. So haben wir als Analogon zu einem
WieNerschen Satze bei harmonischen Funktionen®® den

Satz 30. C se: der Rand eines beschrinkten Bereiches B. w (1), 'V (t), . . ., u®=V(f)
seien auf C definierte, stetige Funktionen (p Z1); @(x,y) set in B beschrinkt und

% Als Beispiel einer in B ¢-harmonischen Funktion, deren p-te areolire Ableitung fast iiberall
in B existiert und gleich @(§,7) (beschrinkt in B) ist, und deren extreme areoliire Derivierte p-ter
Ordnung in B beschrinkt sind, hat man:

(—n?
2% ap

[ o&n-e o 0g Lazan,
B ¢

wobei g, durch (47) gegeben wird.

¥ Sishe M. NicoLksco, C. R. Acad. Sci. Paris 79/ (1932), 8. 682, 683.

® Siehe N. WIENER, J. Math, Physics, Massachusetts Inst: Technol. 7 (1924), 8. 25, oder G.
BoULIGAND, Ann. Soc. Polon. math. ¢ (1925), 8. 74, 75.
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messbar (L). Wir konstruieren in B + C stetige - Funktionen v(x,y), v,(x,y), . . .,
vp-1(x, y), welche auf C bew. mit u(t), ' (t),. .., u?~ V(1) zusammenfallen; daneben
eine Folge von Dirichletschen Bereichen (B™), mit den Rindern (C™), und mit
B""<B, B+ WM< B, welche jeden Punkt (x,y)€ B von einem gewissen Index
n(x,y) an enthalten. Zu Jedem B™ gibt es eine eindeutig bestimmte Funktion ug(x,y),
welche in B™ beschrinkte, fast vberall mit @ (x,y) zusammenyallende, extreme areolire
Derivierte p-ter Ordnung hat, welche selbst auf C™ mit v(x,y), und deren erste lis
(p—1)-te aredldre Ableitun:&en dort bzw. mit vy(x,y) bis vy—1l(2,y) zusammenfallende
Grenzwerte haben (nach Satz 27 mit p=2, und Satz 14).

In B existiert der Grenzwert u(x,y) = lini un (2, y). Sein Wert ist von der beson-

deren Wahl der Funktionen v(x,y), vy(2,¥), .. ., vp—1{%, y) und der approximierenden
Bereiche (B™) wunabhingig; er hat in B beschrinkte, fast iiberall mit ¢ (x,y) zu-
sammenfallende, extreme areolére Derivierte p-ter Ordnung.

Wir nennen «(xz,y) Wienersche Lisung des verallgemeinerten Randwertproblems
fiir den Bereich B.

Beweis. Beschriinken wir uns auf den Fall p=2; fiir p > 2 verliuft der Beweis
ganz analog, fiir p=1 sogar einfacher.

Denken wir uns eine bestimmte Wahl der B™ und der Funktionen u{(x,y),
23 (x, y) getroffen. Die Funktion

gz, g)=—— | [log:-@(E n)dEdy, mit o=V{w—B +u—n}
27 0

Bin

konvergiert in B+ C mit zunehmendem » gleichmiissig gegen

g(w,y)z—%fflog:;-qﬁ(&n) d§dy.
B

2

Jede Funktion «{!)(z,y) hat in B™ beschriinkte, fast iiberall mit g (x;y) zusammen-
fallende, extreme areolire Derivierte, und nimmt auf C™ Grenzwerte = v, (x, y)
an. Die . Differenz u{)(x,y)} — gn(x,y) ist, nach Lemma 4 und Fussn. 14, Satz a,
in B™ harmonisch; ihre Grenzwerte anf C™ gind gleich vy(z,y)—ga(2,y). Nach
einem Satze von Lusescur®' lisst sich die durch die Differenz vy (x,y) — gn(x, %)
auf den C™ definierte, stetige Funktion erweitern zu einer in B stetigen Funk-
tion, welche auf C Grenzwerte gleich «'(f) — g(¢) hat. Nach dem Wienerschen

®! Siehe BOULIGAND, loc. cit. 60, S. 74, oder C. CARATHEODORY, Reelle Funktionen I, Leipzig-
Berlin 1939, S. 155.
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Satz hat u(x,y) — ga(x,y) fiir » -~ o eine in B harmonische Grenzfunktion.

Somit existiert in B auch u'® (z,y) = lim u (x, y); sie hat dort beschriinkte extreme
n-> 0 :

areolire Derivierte, welche fast iberall gleich ¢ ({x,y) sind; die Funktionen
ul(x, y) — gn(x,y), und somit auch die Funktionen «(z,y), sind in B gleich-
missig beschriinkt. Ausserdem geht aus dem Wienerschen Satze hervor, dass

bei einer anderen Wahl von (B™) und 1;(x,y) dieselbe Funktion u™ (x,y) er-
halten wiire.

Die Funktion hy(x,y) = Z—I;fflog:;-u;” (§,m)d&dn konvergiert in B+ C mit
Bl

zunehmendem # gleichmiissig gegen ;I;fflog:—) 'V (&, 9)dEdy. Jede Funktion
B

n(x,y) hat in B™ die areolire Ableitung «(2,y), und nimmt auf C™ Grenz-
werte = v(x,y) an. Die Differenz un(x,y) — ha(x,y) ist in B™ harmonisch; ihre
Grenzwerte auf C™ sind gleich v(x,y) — ha(x,y). Nach dem Wienerschen Satz

hat wua(x,y) — hu(x,y) filr » > oo eine in B harmonische Grenzfunktion. Somit

existiert in B auch w(x,y)= lim u,(x,y); sie hat dort eine areolire Ableitung
n— o0

gleich u®(x,y), und besitzt somit in B beschriinkte, fast tiberall mit ¢ (z,y) zu-
sammenfallende, extreme areolire Derivierte zweiter Ordnung. Auch hier geht
aus dem Wienerschen Satz hervor, dass eine andere Wahl von (B™) und v(z, y),
v (2, y) dieselbe Funktion u(z,y) gegeben hiitte. —

Aus der Konstruktion der Wienerschen Losung folgt, dass diese fiir jeden
Dirichletschen Bereich mit der durch die Sitze 27 (mit p = 2) und 14 festgelegten
Losung des zugehdrigen (beschrinkten) Randwertproblems zusammenfillt; man
nehme nur v(z,y)=u(x,y), vilx,y) =4 (z,y) (j=1,... p—1), wobei u(xr,y) die
Lisung dieses Randwertproblems ist.

Aus dem Beweise von Satz 30 geht hervor, dass jede Wienersche Losung
unseres verallgemeinerten Randwertproblems Summe eines in der ganzen Ebene
definierten und stetigen Doppelintegrals und einer Losung des verallgemeinerten
Dirichletschen Problems ist. Daraus folgt unmittelbar, dass das Verhalten un-
serer Losung am Rande C von B weitgehend mit dem der Lisung des verall-
gemeinerten Dirichletschen Problems tibereinstimmen wird.

Definition 7. Bin Punkt ¢ des Randes C eines beschrinkten Bereiches B
heisse reguldrer Punkt p-ter Ordnung (p =1), wenn bei jeder Wahl der stetigen
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Randfunktionen «(f), «V(#), ..., «®~1(¢) und jeder Wahl der in B beschriinkten,
nach Lebesgue messbaren Funktion ¢ (z,y) fiir die Wienersche Losung u(z,y)
des zugehorigen verallgemeinerten Randwertproblems immer

lim u(x, y) = u(t), lim w9 (a, y) = u'd) () (j=1,...,p—1)
(z, ) = t; (2, W)= t;
(%, ) €B (x, m) €B

ist.
Dann hat man den

Satz 31. Die reguliren Punkte p-ter Ordnung fallen fiir jede Wahl von p mat
den reguldren Punkten beim verallgemeinerten Dirichletschen Problem zusammen.
Daraus folgt der

Satz 32. Die ¢rreguldren Punkte p-ter Ordnung {d. h. die nicht-reguliren
Punkte p-ter Ordnung) des Randes C eines beschrdinkten Bereiches B bilden eine
Menge von der Kapazitdt Null (im Sinne von pe rna Varnke Poussin), dieselbe
Sfiir jede Wahl vonr p.

& 15. Definition 8. B sei ein beschrinkter, Dirichletscher Bereich. Als
Greensche Funktion p-ter Ordnung von B fiir den Punkt (x,y) € B (p= 1) definieren

wir eine Fuunktion g, (§,7;x,v), welche sich in B als Summe von g*®—t logé,

mit @ =V {(§ — z)* + ( — y)?}, und einer «!®-harmonischen Funktion w,(£,7;z,y)
schreiben lisst, und welche, ebenso wie ihre ersten bis (p — 1)-ten areoldren Ab-

leitungen, auf C mit Null zusammenfallende Grenzwerte hat.®®

Satz 33. Zu jedem beschrinkten, Dirichletschen Bereiche B gibt es eine ein-
deutig bestimmte Greensche Funktion p-ter Ordnung (p = 1).

Beweis. Es geniigt p = 2 anzunehmen.

Es muss eine in B «/?-harmonische Funktion w,(£,%; z,y) bestimmt werden,
welche selbst und deren erste bis (p — 1)-te areolire Ableitungen auf C Grenz-
werte annehmen, bzw. gleich

a(p—1) ! 2 (p—1) o 2(p—1 1 L
— o2p logz), — fot - logz) e — @(”")logz .

~

Nach Satz 29 (fiir p = 2, und mit ¢ =0 in B) wird w,(§ ;) durch diese

% Fiir p=1 erhdlt manr die-Definition der gewdhnlichen Greenschen Furktion zuriiek. —
Fiir pz2 ist die areolidre Ableitung von g, (&, ; x, ) gleich —2°(p—1)% g, (& 7; =, ).
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Bedingungen eindeutig festgelegt. Die Summe ¢?*®~1 log :—) + wp (&, n; x, y) Hefert

die somit ebenfalls eindeutig bestimmte Greensche Funktion p ter Ordnung.®®

Satz 23'r. B und C seren definiert wie in Satz 3. Unier den in Satz 23 fiir
w angenommenen Bedingungen (p = 2) gilt, wenn die (immer existierende) Greensche
Funktion, gy(§, n; x,y), p-ter Orduung von B, unabhdngig von der Lage von (x,y)€B,
mit den aus thr abzuleitenden Funktionen dieselben Randbedingungen wie w und die
aus dieser abgeleiteten Funktionen erfiillt, fiir jeden Punkt (x,y)€ B die Formel

=Y (=1

o= A 0 _L‘ff ) P :
(57) “(vay) an=0 22_7'('_7'!)2(:/-(” dng.i"‘lds_*’- 27lftl2, : gp(ganv'l"z?/) up dgd"?»

ap wird durch (47) gegeben.®

% Es gibt eine Folge von Bereichen (B,) mit
B, < Byl +++ I By - B,

deren jeder von endlich vielen, in B liegenden, einfachen Kurven, mit endlicher und stetiger Kritm-
mung, begrenzt wird, und welche die Bigenschaft haben, dass jeder Punkt (i, 4,) € B von einem
gewissen Index n(%.%,) an zu jedem Bereiche B, gehort. Ist g(x, y; Cy; oo, 4o) die Greensche Funk-
tion von B, und (%, ¥,) so gilt in jedem Punkte (x,y)€ B, die Darstellung
1 Ogls:Cp:x,y) 1 "
@) gplx,y; @0, yo3=;; f.cp<s;xu, yo>-—~——0—7':~—1(l81~ Py /.9(§,n; Coi vy 43 ~2%(p—17-
e, By,

Io-1 (& ms %o Yo) A d g pz2).
Das folgt ans Satz 7', mit Fussn. 22, und einer Bemerkung in Fussp. 62.

Das einfache Integral stellt eine in B, harmonische Funktion w(x, y; Cp; Xy, Yo) dar, welche
auf Gy, mit gp(s; o, %o) zusammenfallende Grenzwerte hat, wie aus dem im letzten Absatz von
Fuassn. 23 abgeleiteten Satz folgt. Mit zunehmendem #» konvergiert ihr Wert in B gleichmissig
gegen Null. Ebenso konvergiert g (&, #; Cu; 2, %) in B gleichmiissig gegen die Greensche Funkiion

ter

von B und (x,9), ¢:(§ 7 £,y man lege dabei g(§ 4; Cy; 2, %) in den Punkten von B—3B, den
Wert Null bei.
Fiir n — o folgt dadurch fiir jeden Punkt (r,y)€ B aus (a):

—2(p—1¥
(1

9p (@, Y5 X0 Yo) = f[ 9105 %9 91 (& 03 To Yo) AE iy
B

der Integrand ist in B entweder nicht-negativ oder nicht-positiv, das Doppelintegral somit ein
Integral im Lebesgueschen Sinne.

Vergleiche auch NicowLesco, loc. cit. 59.

®* Hat der beschriinkte Bereich B endlich viele ana'ytische Randkurven, gibt es in B eine
Funktion w(x,y) mit ersten his (p—1)}ten areoliren Ableitungen, u™,..., u® ", welche aut dem
Rande C von B ebenfalls durch u, bzw. ', ..., bzw. ©?"V darzustellende Grenzwerte annebmen,
die in bezng avf die Bogenlinge stetig differenzierbare Funktionen bilden, und sind die extremen
areoliren Derivierten p-ter Ordnung von u in B beschriinkt, so folgt schon darauns allein, dass u
und die aus ihr abgeleiteten Funktionen alle in Satz 23 fiir % gemachten Annahmen erfiillen.
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Beweis. Man nehme in Satz 23 fiir &, die Greensche Funktion ¢,, und

beachte, dass
0 =gy (=1 29 (p— ) (p—2) - (p — )P
ist (j < p).

Bemerkung I zu Satz 23'%r. Aus der zweiten Hilfte von Fussn. 64 und
Satz 23t folgt: »Hat der beschriinkte Bereich B endlich viele Randkurven mit
endlicher und stetiger Kriimmung, und gibt es in B eine «P-harmonische Funk-
tion u(x,y) (p=2), welche, ebenso wie ihre ersten bis (p — 1)ten areoliren
Ableitungen, auf dem Rande C von B Grenzwerte annimmt, bzw. gleich u(s),
uV(s), . .., ul?~U(s), die in bezug auf die Bogenlinge Ableitungen haben, welche
einer Holderschen Bedingung geniigen, so ist in B

p—1 :
= e S T
= ¢

Da jede stetige Randfunktion sich gleichmiissig annihern lisst durch Rand-
funktionen, welche eine Ableitung nach s haben, die einer Holderschen Bedingung
geniigt, liisst obiger Satz sich verallgemeinern. zu: »Die Relation (58) gilt in B

Zum Beweise vergleiche man die Beweise von Satz 27 (mit p=2) und Satz 14, und die Bemerkung
in Fussn. 23, erster Absatz. Dasselbe Verfahren zeigt, dass die Greenschen Funktionen p-ter
Ordnung eines derartig begrenzien Bereiches und die zugehdrigen ersten bis (p—1)ten areoliiren
Ableitungen im Bereiche partielle Ableitungen nach z und nach y haben, welche auf dem Rande
Grenzwerte annehmen, wodurch die Greenschen Funktionen die Bedingungen von Satz 23T erfiillen.

Das Verfahren zeigt cbenso: 1. Hat der beschriinkte Bereich B endlich viele Randkurven mit
endlicher und stetiger Krimmung, gibt es. in B eine Funktion %(x,%) mit ersten bis (p—1)-ten
areoliiren Ableitungen, u‘,...,u?"", welche auf dem Rande C von B ebenfalls durch u, bzw.
u, ..., bzw. w? " darzustellende Grenzwerte annehmen, die in bezug auf die Bogenlinge Ab-
leitungen haben, welche einer Hélderscher Bedingung geniigen, und sind die extremen areoliren
Derivierten p-ter Ordnung von % in B heschrinkt, so geniigen » und die aus ihr abgeleiteten
Funktionen alle in Satz 23 fiir 4 gemachten Annahmen. 2. Hat der beschriinkte Bereich B end-
lich viele Rundkurven mit endlicher und stetiger Kriimmung, so haben die Greenschen Funktionen
p-ter Ordnung von B und die zugehorigen ersten bis (p— I)-ten areoliiren Ableitungen in B partielle
Ableitungen nach x und nach y, welche auf dem Rande Grenzwerte annehmen,

Bei der Anwendung des Beweisverfahrens beachte man: a. die im Beweise von Satz 26 ab-
geleiteten Stetigkeitseigenschaften einiger Integrale; b. den DiNischen Satz [siehe U. DINI, Acta
math. 25 (1902), S. 191—197): »@(x, % sei im beschriinkten Bereiche B beschriinkt und messbar (L.
Dann besitzt die Funktion

1 N 1 o . - N . e
gy = — f f P& log dEdy, mit o=V{E—wiru—y ), oy willkirlich,
TC «
Vi

in allen Punkten der Ebene stetige partielle Ableitungen nach x und nach y, welche in. jedem
abgeschlossenen Bereiche einer Hiolderschen Bedingung geniigen»; e. den in Fussn. 22 besprochenen
Satz von SCHAUDER und BRELOT.

17-632046 Acta mathematica. 78
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ebenfalls, wenn man nur forderv, dass auf jeder der endlich vielen Randkurven,
mit endlicher und stetiger Kriimmung, eine in B e«(?-harmonische Funktion
u(x,y) und ihre ersten bis (p—1)-ten areoliiren Ableitungen (endliche) Grenzwerte
u) (s) annehmen (p=2).» Vergleiche auch die zweite Hiilfte der nachfolgenden
Bemerkung.

Bemerkung II zu Satz 23%*. wu(x,y) besitze im beschrinkten, Dirichletschen
Bereiche B beschrinkte areolire Derivierte zweiter Ordnung (also p = 2); wu(x,y)
und u® (z,y) sollen auf dem Rande C von B Grenzwerte u(t) bew. uV(t) annehmen.
Es gibt eine Folge von Bereichen (B) mit

B, <B,<---<By<--<B,

deren jeder von endlich vielen, in B liegenden, einfachen Kurven, mit endlicher
und stetiger Kriimmung, begrenzt wird, und welche jeden Punkt (x,y)€ B von

einem gewissen Index k(x,y) an enthalten. In jedem Bereiche B: von geniigend

(2)

hohem Index gibt es, nach Satz 29, eine «"®-harmonische Funktion wi(x, y; o #,),

welche auf dem Rand C: von Bj die durch ¢* log é ymit o=V {{w— o)’ + (y —,)?},
{20, ¥o) € B und fest, angegebenen Grenzwerte, und deren erste areolire Ableitung
auf C; Grenzwerte gleich [92 logé](nha{:. Die Greensche Funktion zweiter Ord-
nung von B und (x, 4o), 92 r(x, ¥; o, ¥o), ist dann gleich ¢* log :—)—wk (z, ¥; 2o0 o)

Nach Bemerkung I gilt in B; fiir die nach Satz 29 eindeutig bestimmte, in By
o®-harmonische Funktion v;(z,y), welche auf () Grenzwerte gleich w, und deren
erste areolire Ableitung dort Grenzwerte gleich u'"V hat, die Formel:

1 .
1 —1) N7
Ik (an .7/0)= P Z ( )|)2 f“m an gi+i e ds.

Da (57) sich in B: auch auf die Funktion u(x,y) selbst anwenden lisst, muss

1 1
(39)  wi{wo, yo) = vr (@, 90) + Py f f [eglogé — wi(x, ¥; %, yo)] u® (x,y)dx dy
2
By,

sein; das Integral ist ein gewdhnliches Lebesguesches.
viz,y) set die in B o«®-harmonische Funktion, welche auf C Grenzwerte u(t),
und deren erste areolire Ablestung dort Grenzwerte gleich w™(¢) hat. Dann gibt
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es zu willkiirlich positivem ¢ ein K(e) derart, dass fiir jedes £ = K (¢) in jedem
Punkte (z,9)€ Br + O

(60) o (2, 9) — o (@, y) | < &

ist. %
In jedem Punkte (Z,7) sei:

Zg————ff ‘”xyloo' dxdy,

o0 (x, y log dx dy,

und

2’11

mit

o="Vilx—a2P+(y—g°
Dann folgt mit (60), dass zu willkiirlich positivem 7 ein K,(y) existiert, so dass
fir £ = K,(n) in jedem Punkte (Z,7)€B: + C:

ist.
Die in B definierte. Funktion v (%, ) — h(Z,#) und die in By definierte Funk-

tion vx(Z, §) — he(#, §) sind harmonisch, und ihre Grenzwerte auf C bzw. (i sind
#—h bzw. u— h;. Zu willkiirlich positivem 6 gibt es somit ein K,({f), so dass
fir jedes ¥ = K, (6) in jedem Punkte (z,#)€ By + Ci

(62) [{o(2, ) — h(z, 9)} — {oe(#, §) — he(@, )} | < O
ist.2
Aus (61) und (62) folgt, dass fiir geniigend hohem Index % die Differenz
vk(x‘1 ?7) - ’U(.f, g)

fir alle Punkte (Z,4)€ Bx + Gk, absolut genommen, unter dieselbe positive Zahl
herabgedriickt werden kann.
Dasselbe gilt fiir

w/..(:i, Y Lo yo) ( » 5 Zos yo)

wobei g5 (%, 7; o, 9o) = 0% log :—) — w(Z, ¥; 2o, 9y) die Greensche Funktion zweiter Ord-

nung von B und dem festen Punkte (xy,y,)€B ist [0 =V {{Z — 2’ + (7 — 9,)%}].
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Aber dadurch lisst sich statt (59) schreiben:

63wl = olenn) + o [ [ alegic el w e ) dody.
B
Die Darstellung (63) gilt in jedem Punkt (x,,y,) € B.
Es wird deutlich sein, wie sich die hier fiir p = 2 abgeleitete Relation (63)
auf den Fall einer natirlichen Zahl p > 2z iibertragen lisst.®
Neben Satz 25 haben wir hier:

Batz 34. w(x,y) besitze im beschrinkten Bereiche B, areolare Ableitungen aller
Ordnungen.

Gendigt ein samt seinem Rande C in B, liegender Bereich B den Bedingungen
vorn Satz 3, hat B fiir jede natiirliche Zahl p eine den Bedingungen des vorangehen-
den Satzes geniigende Greensche Funktion p-ter Ordnung fiir jeden Punkt (x,y)€ B,%
und gibt es eine positive Zahl M =1 derart, dass fiir jeden derartigen Punkt (x,4)

lgj -yl l

(0
pl_i’nil<> [obere Grenze aller NN fiir j = p] = 131_1. sup L%;J

(mit «P = p-te areol. Abl. von w)

in B gletchmdsstg gegen eime in B beschrinkte Grenzfunktion konvergiert, so ist en B

o
I I . 0
”("”’?’)zaZﬁwfd’“'%W“d“
Jj=0 ¢

dabei ist gji1(& m; x,y) die Greensche Funktion (j + 1)-ter Ordnung von B fiir den
Punkt (x,9).

Der Beweis verliuft, unter Anwendung des vorigen Satzes, wie der des
Satzes 25.

§ 16. Satz 35. Im beschrinkten Bereiche B sei {w(x,y)} eine Folge von Funk-
tionen; welche dort erste bis p-te areoldre Ableitungen haben. Die Folge der p-ten
areoliiren Ableitungen {uP)(x,y)} sel in B gleichmdssig beschrinkt, und konvergiere

% Auch fiir jeden beschritnkten, iibrigens willkiirlichen Bereich lasser sich (63) und die ana-
logen Formeln mit p > 2 beweisen; nur sollen dabei g, eine »generalisierte» Greensche Funktion
p-ter Ordoung (im Sinne der Betrachtungen von § I4bis), und » eine WIENERsche Lisung eines
zugehdrigen »verallgemeinerten» Randwertproblems sein. Vergleiche Fussn. 25,

% Nach Fussn, 64 ist dies der Fall, wenn der Rand C aus Kurven mit endlicher und stetiger
Kriimmung besteht.
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fast iiberall gegen die Funktion Ul(z,y); die Folge {ui(x,y)} sei in B gleichmdssig
beschrdnkt, und konvergent in einer iberall dichten, abzihlbaren Teilmenge E von B.
Dann  konvergiert {w(x,y)} gleichmdssig in jedem abgeschlossenen Teilbereiche von
B gegen eine Funktion ulx,y), welche in B stetige partielle Ableitungen erster bis
(zp — 1)-ter Ordnung hat, wober in jedem Punkte (x,y)€ B

6 9t iy 07 .
(64) '@xja“_yzu(vc,?/) R P J@y‘ ur (x, y) G+I1<2p—1)

tst; auch die in (64) auftretende Folge von partiellen Ableitungen konvergiert gleich-
mdssig in jedem abgeschlossenen Teilbereich von B. Ausserdem existiert fast iiberall
in B die p-te areolire Ableitung w'® (x,y), mit

(65) uwmw=gyw@m=vmw

Die letzte Relation gilt in jedem Punkte von B, wenn wir noch fordern, dass
die Folge {uP (x,y)} in jedem Punkte von B konvergent, und die zugehirige Grenz-
Sunktion Ulx,y) in B stetig ist.

Beweis. Aus den Bedingungen des Satzes folgt, mit Fussn. 58 und Fussn. 14
(Satz a), dass die Funktionen

—q)p-1
ve(z, ) = we (2, y) — (= [fu(p 1) 2 p=1 loo-—d§d17

zﬂap

lo=V{E—& + @y —nP
in B «'?-harmonisch und gleichmissig beschriinkt sind, und dass die Folge {v:(z,y)}
in F konvergent ist.
Nach Nicouesco®” folgt hieraus, dass {vi(x,y)} in jedem abgeschlossenen

Teilbereich von B gleichmiissig gegen eine in B «(®-harmonische Funktion v(z,y)
8+t
konvergiert; ausserdem dass jede Folge {()Z—"ﬁ? vele, y)} in jedem derartigen Teil-

As+t
bereich gleichmissig gegen die zugehorige Ableitung g%fo—ytv (x,y) konvergiert.

Fir o<j+Il=2p—1 sind in B fiir jede Funktion u;(x,y) die partiellen
Ableitungen

(66) P+ ff ) 20-1 log L dEd \ ok 1
(9x70y[ Znap ! (E,m)- Ogg Sdn  stetig, un
(—1)r—t Qi+l 1)
(p) 2{p—1) o -
27 dy ffu dxi oyt {9 log Jdgd’%

%7 Siehe NicoLEsco, loc. cit. 45 (erstes Zitat), S. 86.




262 J. Ridder.

wie man einsieht durch Betrachtungen analog denen am Anfang des Beweises von

— )p-1 .
Satz 26%. Die Funktion (—;;t)—a—fo(é', 5)- 02~V log é d& dn hat, nach Fussn. 58,
p

in B gleichmissig beschriinkte areolire Derivierte p-ter Ordnung, welche fast
iiberall gleich Uf(x,y) sind, wihrend fiir ihre partiellen Ableitungen aller Ord-
nungen = 2p—1 in jedem Punkte von B Relationen wie (66) gelten.

Wegen der gleichmissigen Beschrinktheit der Folge {u(x,y)} und ihrer
Konvergenz gegen Uf{x,y) in fast allen Punkten von B folgt, 'mit (66), fiir
0o=j+1=2p—1 in jedem Punkte (z,y)€ B:

I+t f(—1)p? Y g0
(67) kli“; o0l dy'\ 2map f P (Em)- Nog d§d7y

(—1)P- lff]§ { 2-1) ) E}dgd——
27ay )" dwfay Ogg o

074 o*p-Dlogt dd
(?acft?yf U n)- °g Edn;

die Konvergenz in B der durch (67) gegebenen Folge ist gleichmiissig. Hieraus
und aus den Eigenschaften von v(z,y) folgen in jedem Punkte von B die Re-
lation

—1)p—1 .
u(@,y) = lim we(w,y), mit w(zr,y)=vlr,y)+ (——I—)——f U(E ) 02>~V log - d& dn,
k- o 275011) a Q

und die Relationen (64); die Konvergenz ist jedesmal gleichmiissig in jedem ab-
geschlossenen Teilbereich von B. Die in (64) anftretenden partiellen Ableitungen
sind in B stetig.

Auch (65) folgt nun leicht in fast allen Punkten von B.

Mit Lemma 4 folgt, dass, falls U(x,y) in B stetig ist,

_.]pl

f U(e, ) etlog L dn

2may

in jedem Punkte von B eine areolire Ableitung p-ter Ordnung gleich U(x,y)

® Wir bemerken nebenbei, dass sich hier zeigt, dass jede Funktion, welche in B beschrinkte
areoldre Derivierte p-ter Ordnung hat, dort sietige partielle Ableitungen ersier bis (2 p—1)rter Ord-
nung hat, so dass sich dann in B auch schreiben lisst: w'" (x,y)=(—1Y A u(x,y), fir jedes jSp—1.
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hat. Da auch +”(x,y) in jedem Punkte von B existiert, und gleich Null ist,
existiert dann in jedem derartigen Punkt «(?)(z,y), mit

w'?) (x, y) = v'P (2, y) + U (x,y) = Uz, y).%°

Satz 35 ist als eine Ubertragung eines MonTrLschen Reihensatzes bei har-
monischen Funktionen zu betrachten; die beiden folgenden Sitze sind als Uber-
tragungen der beiden Reihensiitze von Harnack bei diesen Funktionen aufzu-
fassen.

Satz 36. Im beschrdnkten, Dirichletschen Bereiche B sei eine Folge von Funk-
tionen {ui(x,y)} gegeben, welche dort endliche p-te areoldre Abieituwgen haben. Jede
Funktion w(x,y) und ihre areoldren Ableitungen ud (x,y) bis ulP~Y (z,y) sollen auf
dem Rande C von B Grenzwerte haben, die wir bzw. durch ue(t), u(t) bis ulp~—"(t)
darstellen. Die Folgen {u(t)}, 1V ()} bis {ulP~V(t)} seien auf C gleichmdssig kon-
vergent, wihrend {ulP(x,y)} in B gleichmdssig beschrinkt sei, und dort gegen eine
stetige Funktion konvergiere."

Dann konvergieren die Folgen {ui(x,y)}, {ul (x,y)} bis {ulp~"(x,y)} en B (dabe
gleichmdssig in jedem abgeschlossenen Teilbereich), bzw. gegen eine Funktion u(x,y)
und ihre ersten bis (p—1)-ten areoliren Ableitungen, wihrend {ulP(x,y)} dort gegen
die ebenfalls existierende p-te areolire Ableitung w'?(x,y) konvergiert."

Beweis. Nach der Bemerkung zu Satz 7' ist in jedem Punkte (i, y)€B:
(68) WP~ (@, y) = ve; p-1 (0, ) + Z%f[g(&n;x, y) uP (& ) dE dx,
x

wobei g (& %;x,y) die Greensche Funktion von B fiir den Pol (z,y) ist, und
vk;p-1(x,y) die in B harmonische Funktion darstellt, welche auf C dieselben
Grenzwerte wie uP~!(z,y) hat. Aus der gleichmissigen Konvergenz der Folge
{ulp=2(t)} auf C folgt, dass {w;p-1(x,y)} in B gleichmissig gegen eine harmo-
nische Funktion vp—;(xz,y) konvergiert. Daraus und aus der Konvergenz und
gleichmissigen Beschriinktheit der Folge {w{”(z,4)} in B folgt mit (68), dass

% Man sieht leicht, dass es zum Beweise dieser G]eichheit in jedem Punkte von B schon
geniigt anzunebmen, dass die fast iiberall in B existierende Grenzfunktion lim “&.p) (x, y) sich
zu einer im ganzen Bereiche B stetigen Funktion U(x,y) erweitern lisst. b

" Dies ist der Fall, wenn {u(,f) (¢, )} in B gleichmissig konvergiert, und jede Funktion
uﬁ.”) (w,y) dort stetig ist.

" Vergleiche Satz 36 mit NICOLESCO, loc. cit. 43, 8. 198 (Th. 1V) u. 195 (Th. II).
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{u{P~Y(x,y)} in jedem abgeschlossenen Teilbereich von B gleichmissig konver-

giert, mit

(69)  lim wp="(z,y) = vp—r(x,y) + %i [ / 9(&m; ,9) - lim P (&, m) aE dn.
Je - o

Anwendung von (19) auf die nach Satz 16 eindeutig bestimmte Funktion,
‘welche auf C Grenzwerte gleich Null hat, und deren areolire Ableitung in B
gleich lim u{ (x,y) ist, zeigt, dass das in (69) vorkommende Doppelintegral in

k- oo

allen Punkten von B eine areolire Ableitung gleich lim «{)(z, y) hat; dasselbe
ks 00 ,
gilt somit, wegen der Harmonizitit von tp-1(z,y) in B, von lim «f~"(x,y).
ko0

Die im Vorigen angewandten Betrachtungen lassen sich nun auch auf die
Folge {uP~%(x,y)}, statt {ul?~U(x,y)}, anwenden; dass die dabei anzuwendende
Bedingung der gleichmissigen Beschriinktheit der Folge {uf~%(z, %)} in B erfiillt
ist, folgt aus der Darstellung

uP~ @, y) = we; po1 (z,9) + ifflog g;'ui”’ (& 4)dEdny
B

einer jeden Funktion w«{?~V(z,y) als Summe eines Doppelintegrals und einer in
B harmonischen Funktion, welche in jedem Punkte t von C einen Grenzwert hat
gleich der Differenz von uP~V(f) und dem Werte dieses Doppelintegrals in t.
Man leitet so die gleichmissige Konvergenz von {uf~%(x,y)} in jedem abge-
schlossenen Teilbereich von B ab, und ausserdem dass lim »P~?{x,y) in B eine
areolire Ableitung gleich Llim P~ (z,y) hat. Fe

00

So fortfabrend erhilt man nach endlich vielen Schritten alle Behauptungen
des Satzes.

Satz 37. Ein beschrdnkter Bereich B enthalte einen abgeschlossenen, konvexen
Teilbereich T, in dessen Inmerem die Punkte {(x:,ys)} (t=1,2, ..., p) liegen. Fiir
jede Funktion der Folge {uy(x,y)} existiere in B die p-te areoldre Ableilung, wobei
in jedem Punkte (x,y)€B fir jede natirliche Zahl k:

wie+ (@, y) S welzy), wll e y)=uday) G=1,...0—1), ufl (zy) = ¢z

sei; die Folge {ulP) (x,y)} sev in B gleichmiissig beschrinkt und fast iiberall konvergent.

Konvergiert nun {u(x,y)} in jedem Punkte (x,,y.) (t=1,2, ..., p), so konver-
giert sie gleichmdssig in jedem abgeschlossenen Teilbereiche von B gegen ecine Funk-
tion ulz, y); dabei wird in allen Punkien von B (64), und in fast allen Punkten
von B (65) erfiillt.
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Beweis. In jedem abgeschlossenen, Dirichletschen Teilbereich B, von B,
welcher ¥ enthilt, lisst sich, nach der Bemerkung zu Satz 7** und Bemerkung II
zu Satz 23'r, schreiben:

p 1
ur(x, y) = ve(x, y) + Py ffllp Em;a,y) ul (&, n) dE dn,

1) —j—1

ud (,y) = v (z,y) + jfgp_,fn,x y) - uP(EgdEdy (j=1,...,p—1);

27t Ap~j
By

hierbei ist v1(x,y) die in B, o«!”-harmonische Funktion, welche mit ihren ersten
bis (p —1)-ten areoliren Ableitungen auf dem Rande von B, Grenzwerte, bzw.
gleich u(x,y), «'V(z,y) bis w?V(zx,y), annimmt, und gp—;(§ 7; z,y) die Greensche
Funktion (p — j)-ter Ordnung von B, fiir den Punkt (z,y).

Da gp—; (& n;2,9) in B, das Zeichen von (— 1)?=7=1 hat, und in B w41 = up,

wd =ud (j=1,..., p—1), dagegen u?) = uP ist, hat man in jedem Punkte
(x,y)€B, .
7'7k+1(x7 !/) = U’C(xr ”)) L&].;_l(x y) = Lu (7' 'l/) (.] =IL..,p— I)'

Ausserdem konvergiert die Folge von «!P-harmonischen Funktionen {z;(x,y)} in
jedem Punkte (x.,v.) (z=1,..., p). Nach Nicornesco™ folgt hieraus die gleich-
miissige Konvergenz von {vi(x,y)} in B,, und somit auch von {ux(x,y)} in jedem
abgeschlossenen Teilbereich von B,. Mit Satz 35 fiibrt das zu den Behauptungen
unseres Satzes.

§ 17. Der in (57) vorkommende Ausdruck

1S (=1)
(70) w(x, y) = — . Wf” Gy, 0i+1ds
j=0 %

ist eine im zugehdrigen Bereich B polyharmonische Funktion p-ter Ordnung.
Unter nidheren Voraussetzungen hat w(x,y) mit thren ersten bis (p — 1)-ten areo-
laren Ableitungen, w' bis wP=1 auf C bzw. mit u, u' bis u?~V zusammenfallende
Grenzwerte; dies ist u. a. der Fall, wenn der Rand aus endlich vielen einfachen
Kurven mit endlicher und stetiger Kriimmung besteht.” Da das Zeichen von
go(&,m; 2,4) in allen Punkten von B mit dem von {— 1)?~! zusammenfillt,”* ist
dann wegen (57) ¢n allen Punkten von B

™ 8iehe NICOLEScO, loe. cit. 43, S. 201, 202 (Th. VI).

" Das folgt aus der Bemerkung I zu Satz 23%" und Satz 29 (mit p = 2).

™ Dies folgt aus den in Fussn. 63 gegehenen Integraldarstellungen der Greenschen Funktionen
p-ter Ordnung.
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ulx,y) = wix,y),
wenn nur fast dberall in B u® < o st
Fir p=1 finden wir eine schon frither gemachte Bemerkung zuriick (§ 3).
Dies fiihrt uns dazu in Analogie zu der von F. Rissz herrithrenden Definition
der subharmonischen Funktionen? einzufiihren die

Definition 9. Hat die in einem beschrinkten Bereiche B, definierte Funktion
u(x,y) daselbst erste bis (p — 1)-te areolire Ableitungen (p = 2), und sind ihre
extremen areoldren Derivierten p-ter Ordnung beschrinkt in jedem in B, liegen-
den, abgeschlossenen Teilbereich,” so heisst u in B, subharmonisch p-ter Ordnung,
wenn folgende Bedingung erfiillt wird:

B sei ein samt seinem aus endlich vielen einfachen Kurven, mit endlicher
und stetiger Kriimmung, bestehenden Rande C in B, liegender Bereich. Ist dann
wlz,y) die immer existierende, eindeutig bestimmte, o!?-harmonische Funktion,
welche mit ihren ersten bis (p — 1)-ten areoliren Ableitungen auf C Grenzwerte
hat, die bzw. mit «, «V bis 4%~ zusammenfallen (siche den Anfang dieses §),
so soll in jedem Punkte (x,y)€B

ulz,y) = wizy)
sein.
w bheisst 2n B, superharmonisch p-ter Ordnung, wenn — w dort subharmonisch

p-ter Ordnung ist.

Ist w in B, sub- und superharmonisch p-ter Ordnung, so ist site dort a®-har-
- monisch, und umgekehrt.

Als Analogon zu Satz 9 haben wir:

Satz 38" Hat u(x,y) in einem beschrinkten Bereiche B, erste bis (p — 1)-te
areolire Ableitungen (p = 2), und sind thre p-ten extremen areoldren Derivierten in
Jjedem abgeschlossenen Teilbereich von B, beschrinkt, so ist u(z,y) in B, dann und
nur dann subharmontsch p-ter Ordnung, wenn die p-te areolire Ableitung von u(zx,y)
wn fast allen Punkten threr Existenzmenge <o st.”

™ Siehe RADO, loc. cit. 24, S. 1.

" Diese Bedingung liisst sich in verschiedener Weise verallgemeinern.

" Ist u(x,y) im beschrinkten Bereiche B subharmonisch p-ter Ordnung, und sind ibre extremen
areoliren Derivierten p-ter Ordnung dort beschriinkt, so gilt in B, nach Fussn. 65 und Satz 32, die
Darstellung: (—1pt

u(a,y) = vlny) + - f[.qp(&ﬂ;m,y)-¢(§.n)d§dn.
2map Iy
mit @ beschrinkt und =o, v(x,y) «®P-harmonisch in B. Fussn. §8 filhrt zu einer gleichartigen
Formel. Vgl. die Rieszsche Darstellung subbharmonischer Funktionen mittels einer Potentialfunktion
von nicht-negativen Massen und einer harmonischen Funktion in RADoO, loc. ¢it. 24, 8. 42 (n° 6. 135).




Uber areolidr-harmonische Funktionen. 267

Beweis. Die Bedingung ist hinreichend (siehe den Anfang ‘dieses §).

Sie ist auch notwendig. Da die p-ten extremen areoliren Derivierten von u
in jedem abgeschlossenen Teilbereich B beschriinkt und messbar (L)' sind, folgt
aus Lemma 2, dass «® fast iiberall in B, existiert. Wir wollen voraussetzen,
dass die Teilmenge E (u”) > o) von B, positives Mass hat. Dann gibt es einen
Punkt (z,,y,) € B, mit

(71) uw? (2, 9,)>0 und

[[ owEnz,y) w?didy

-1
]im (_ I)p I'(w vy 1)
r~0 27ap r

_(=npt

27Tap

] go(@n Y15 24, 9y) - w4, ?/1),

somit’® ebenfalls > o;

dabei ist g, die Greensche Funktion p-ter Ordnung der Kreisfliche I'(z,,¥,; ) fiir
den Mittelpunkt (x;,%,). Nach Satz 23t gilt (57) fiir jedes I' (x,,y,; 7) von geniigend

kleinem Radius. Wegen (71) kann der Radius 7 so klein gewihlt werden, dass

P=1 4 . s ,
. I (— 1)/ o 90
“(-Lh?/1)>2n 2 22j(j!)2fuJ (f)ngj+1ds

Kz, u57)

ist; falls w(z,y) die gemiiss Definition 9 zu I'(x,,¥,;7) gehorende «®-harmo-
nische Funktion darstellt, folgt hieraus und aus der Darstellung (70), bezogen

auf F(xl, Yo ) o (:L‘], yl) > w (xn ?/1)-

Wir gelangen zu einem Widerspruch.

Bemerkung zu Definition 9 und Satz 38*. Betrachtungen analog (sogar teil-
weise identisch mit) denen im Beweise von Satz 382 lassen sich, unter Benutzung
der Bemerkung II zu Satz 23! leicht dazu anwenden zu zeigen, dass etne mut
Definition 9 volleyg aequivalente Definition der in B, subharmonischen Iunktionen
p-ter Ordnung erhalten wird, wenn man als Bereiche B alle Dirichletschen Tesl-
beresche von B, zuldsst. Ebenso erhilt man eine aequivalente Definition, wenn man
nur durch endlich viele einfache analytische Kurven begrenzte Teilbereiche
als Bereiche B benutzt.

Satz 38". Hat u(x,y) im beschrinkten Bereiche B, erste bis (p — 1)-le areoldre
Ablettungen (p = 2), und sind ihre p-ten exiremen areoldren Derivierten in jedem
abgeschlossenen Teilbereich von B, beschrinkt, so ist wu(x,y) in B, dann und nur
dann subharmonisch p-ter Ordnung, wenn folgende Bedingung erfullt wird:

™ Siehe den Text bei Fussn, 74.



268 J. Ridder.

B sei ern samt seinem aus endlich vielen einfachen Kurven, mit endlicher und
stetiger Kriimmung, bestehenden Rande C in B, liegender Bereich. lst dann v(x,y) in
B o™-harmonisch, haben v, v'V bis vP~V quf C Grenzwerte, bzw. gleich v(s), v {s)
bis vV (s), und ist auf C
(72) uls) = vls)  ulll(s) = oli(s) (j=1,...p—1)
so soll in jedem Punkte (x,y)€ B

ulz,y) = v(2,y)
sein.

Beweis. Dass die Bedingung hinreichend ist, folgt unmittelbar aus der
Definition g.

Sie ist auch notwendig. w(x,y) sei die in Definition 9 im Bereiche B zu u
konstruierte, ¢ -harmonische Funktion. Dann ist somit auf dem Rande C von B

(73) u(s)=w(s),  ws)=wli(s) =1,..,p—0)

Nun sind die Greenschen Funktionen erster bis p-ter Ordnung von B fiir
einen Punkt (z,y)€ B auf C Null, und haben in B positive oder negative Werte,
je nachdem ihre Ordnung ungerade oder gerade ist.” Daraus und aus (72) und
(73) folgt:

(74) g (=) B — i 2 ds =
74 27;2;27(?7); {V — ! }(‘9—“91+l §=0.
Jj=0 ¢
Durch Anwendung der Bemerkung I zu Satz 23% bei den in B «*-harmonischen
Funktionen w(z,y) und v(x,y) folgt, dass (74) sich schreiben lisst:

v(x,y)—wlx,y)zo fir (z,y)€B.
Nach Definition 9 ist in jedem derartigen Punkte

wlz.y) = wix,y),
also auch

ul(z,y) = v(zy)

Damit ist die Notwendigkeit der Bedingung bewiesen.

Bemerkung zu Satz 38", Die zn Satz 38 gegebene, notwendige und hinreichende
Bedingung lisst sich ersetzen durch:

B sei ein samt sesmem Rande C in B, liegender, Dirichletscher Bereich. Ist
dann v(x,y) in B oP-harmonisch, haben v, v'¥ bis vW~V auf C (endliche) Grenz-
werte v (), v'V(t) bis v?-V(t), und ist auf C
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(75) u(t) < w(f), W (8) < wI{e) (j=1,..,p—1),

so soll in jedem Punkte (x,y)€ B
, uiz,y) < viz,y)
sewn.
Beweis. Die Bedingung ist hinreichend.
Sie ist auch notwendig. Nehmen wir # in B, subharmonisch p-ter Ordnung an.
Fiir den Dirichletschen Teilbereich B seien auf dem Rande € die Relationen (75)
erfiillt. Es gibt eine Folge von Bereichen (B™) mit

B(“<B(2)<"‘<B<"}<"'B,

deren jeder von endlich vielen einfachen Kurven mit endlicher und stetiger
Krimmung begrenzt wird, und welche jeden Punkt (x,y)€ B von einem gewissen
Index #(r,y) an enthalten. Zu willkiirlich positivem ¢ gibt es ein N(e) derart,
dass fiir jedes n = N{¢) auf dem zugehorigen Rande C™

uz,g)svlry +e ullzysel(zy+e (J=1,..,p—1)
ist.

Sei nun wn(z,y) die in B™ ¢(?-harmonische Funktion, welche, ebenso wie ihre
areoliren Ableitungen erster bis (p — 1)-ter Ordnung, auf C™ Grenzwerte hat,
die =e¢ sind; zu willkiirlich positivem 7 lisst sich die positive Zahl ¢ so be-
stimmen, dass in jedem B®™

[wn(z, y)| <9
ist.™

Aus Satz 38° folgt in jedem B™ mit » = N(e):

wle, i) = viwy) + wala,y) <vix,y) + 1.
Somit muss in B
ulx,y) = vir,y)

sein.
Definition 10. Es sei I ;
I '23 17)
. 1 I
— o
111 2 b
Vi, = = e, =) = . .
2 3 P [ = L
2t Pt
I I
T Y

™ Zum Beweise vergleiche man die zweite Hialfte der Bemerkung IT zu Satz 23"
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und (W, 7)o
Ho Y X5 Y 20 po
I 1 1 I I

. T L U e

V[.u’(u) Z,Y; 7‘), 23 p] ‘ul( ' Y )21 Z)l s
1 1
-1 (42,95 7) —5= g
wobel g4, uy, . . ., p—1 die in Definition 5 angegebene Bedeutung haben.

Satz 38°. Hat u(x,y) in einem beschrénkten Bereiche B, erste bis p-te areolire
Ablestungen (p = 2), und ist auch thre p-fe areolire Ableitung dort stetig, so ist
u(xz,y) in B, dann und nur dann subharmonisch p-ter Ordnung, wenn in jedem

Punkte (x,y)€ B,
1 1
3 73]

[N

. V[.u(u;m,?/;r),
lim sup — '

-0 7 I
T V I, -
2

Wi
RS-~
e

zst.

Beweis. Nach Formel (39)*° hat man fiir (x,y) und » fest, und s=o,1,...,
oder p —1:

) L p-1 ;o 1 (r\¥
(76) us(u,x,y,v)—-u(‘x,y) + 2(—'1) (7/+ I)“ (,“)s (;) u("(xv.'l/) +
G E() We+ en

Wegen der Stetigkeit von «!”) in (x,y) ist dabei

lim ) (z, y;r) =0 (s=o0,1,...,p— 1)
r—=0

Elimination von u"'(z,y) bis 4~V (x,y) aus den p Gleichungen (76).liefert:

1 I I
PR b ux’ .V(I’ y =y v e ey ~)+
p]T (@9) 37 Ty

+(— 1)"—1— (Q—‘)M{u“”(zc,y)-lf(~l~—, LA 11)) + @ (2, y; y)},

SRS

1
T Ty
3

S ]

0=~ Vlu(u;w,y; ),

mit (p!f\2 p+1 2
(77) }1_1310 7P (z,y; r) = 0;

die Bedeutung von V( i v ;) wird dabei deutlich sein (vergleiche Def. 10).

I
p+1’

8 Siehe anch Fussn. 46,
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Man erhilt

oy L.
V[u(u,x,y,f),z p]

I
‘)wu(")(x,y)- V(—-—, L 7;) o (2, g:7)

V(I, L 1)
2 y/

Das Zeichen des Quotienten der Vandermondeschen Determinanten

V( 1 ,_I,...,l) und V(I’l,...,l)
p+1 2 P 2 P

ist dasselbe wie von (— 1)?~'. Das hintere Glied von (78) lisst sich dadurch
schreiben:

P (Apu® (@, y) + Bpn® (z,y; 1), mit 4,<o.

Aus (77) und (78) folgt hiermit:

s I :
(79) lim 5 V(If 1)
(r22

existiert, und ist = Apu'® (x,¥).

Aus der Bedingung des Satzes folgt nun, da 4,<Co0 ist, dass in jedem Punkte
(.’l', y) € Bl

(80) ulP (x,y) = o

ist. Nach Satz 382 ist # dann in B, subharmonisch p-ter Ordnung.

Hat, umgekehrt, » diese Eigenschaft, so gilt, nach Satz 38° die Ungleichung
(80) in fast allen Punkten von B, also, wegen der Stetigkeit von %7 in jedem
Punkte von B,. Mit (79) folgt daraus die Bedingung unseres Satzes.®!

Der Satz ist ein Analogon eines Satzes von Saks bei subharmonischen Funk-

tionen.??

8! Das durch NICOLESCO, loc. cit. 45 (zweites Zitat), 8. 137, 138, mit der auch hier benutzten
Methode untersuchte Theorem scheint uns in seinem zweiten Teil nicht bewiesen zu sein; der erste
Teil ist eine unmittelbare Folge unserer Sitze 38% und 38%

82 GSiehe RADO, loc. cit. 24, S. 14.
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Korollar. Hat u(x,y) in einem beschrinkten Bereiche B, erste bis p-te areolire
Ableitungen (p=2), und ist auch u'P) stetig, so ist u(x,y) in B, dann und nur dann
a'P-harmonisch, wenn zu jedem Punkte (x,y)€ B, eine Folge von Kreisen mat Mittel-
punkt (x,y) und Radien {ra(x,y)} gehirt, fiir die

”lin; role,y) =0 wund 1 ¥ [y.(u;z‘,y; @, ), é, Ce TI)]
}iw{)nx’l/)}zl) ,( 1 1) uley) | =o
Vi, -, - =
2 r
1st.

Das Korollar ist ein Analogon eines Satzes von BrascakEe in der Theorie
der harmonischen Funktionen.’

Satz 39. Im beschrinkten Bereiche B, sei eine Funktionenfolge {ux(x,y)} gegeben,
derven jedes Glied in B, eine stetige p-le areolire Ableitung hat (p = 2).

Wir fordern weiter:

1° die Folge konvergiert in einem einzelnen Punkte von B,; das gleiche gilt jur
die Folgen {ul)(x,y)} bis {ul~V (x, y)};

iy

2° die Folgen {‘0‘2} {?;k} {%}L} [Ouﬁ} (j=1,...,p—1) sind in
jedem abgeschlossenen Teilbereich von B, gleichmdssig konvergent; und.

3° in jedem derartigen Teilbereich ist die Folge {ul)(x,y)} gleichmdssig kon-
vergent.

Dann existiert in B,

{81) volx, y) = lim w(x, y),

k-0
und hat dort eine stetige p-te areoldire Ableitung. Dabei ist

(82) v (2, y) = lim wi? (., y) U=1,...,p)
kot
die Konvergenz der Folgen (81) und (82) ist gleichmdssig in jedem abgeschlossenen
Teilbererch von B, 8¢
Ist jede Funktion ui(x,y) ausserdem in B, subharmonisch p-ter Ordnung, so gelt
dasselbe von vy(x, y).%

8 Siehe W. BLASCHKE, Ber. Verh. Siichs. Akad. Wiss., Leipziger, 68 (1916), 8. 3-—7.
8 Anwendung von Satz 35 Fithrt zu weiteren Folgerungen.
¥ Analoge Erweiterungen der Sitze 35, 36 u. 37 liegen auf der Hand.
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Beweis. Anwendung von Satz 12 mit Ergiinzung liefert in B, die Existenz

der dort e-harmonischen Funktion vp_1(x,y)= lim «~"{x,y), daneben die Gleich-
k— o0

missigkeit der Konvergenz dieser Folge in jedem abgeschlossenen Teilbereich T';

es ist of) (,y)= 2i_>n:°u(k?) (z,y), mit in T gleichmiissiger Konvergenz, und somit

, in B,

In derselben Weise beweist man die Existenz und gleichmiissige Konvergenz in

Stetigkeit von vl

jedem derartigen 7 von tp-a(z,y) = lim «P~?(z,y); dabei ist v§,”_2(x, y) = vp_1(z, ).

So fortfahrend gelangt man I;;:h endlich vielen Schritten zur Existenz
und gleichmissigen Konvergenz in jedem T von v,(x,#)= lim u;(z,y); dabei ist
o (@, 9) = vy @) o

In jedem Punkte (z,y)€ B, gilt somit (82).

Dass aus der Subharmonizitit p-ter Ordnung der u; die Subharmonizitit von
volxz,y) folgt, sieht man durch Anwendung von Satz 38 leicht ein.

Lemma 6. Der Rand C eines beschrinkten Bereiches B sei Summe von
endlich vielen, einfachen, analytischen Kurven. Dann existiert in jedem Punkte
(:(':,7;17)60 die Normalableitung der Greenschen Funktion p-ter Ordnung (p=1)
o (x,¥; 25, 9,), von B in bezug auf den willkiirlichen Punkt (z,,¥,) € B und hat
einen von Null verschiedenen Wert mit dem Zeichen von (—1)?~1.

Beweis. Der Fall p=1 ist bekannt.%®
Fiir p = 2 ist, nach Fussn. 63, in jedem Punkte (x,y)€ B:

—2(p—1P [ [,
Io (2, Y5 o, Yo) = — | |9 (& n; 2, 9) - gp—1(5 m; %, yo) dE d;
B

der Integrand hat immer einerlei Vorzeichen. Da die Randkurve durch (#,#) ana-
lytisch ist, und jede Greenscbe Funktion g, (£ #;x,¥) = g,(x,y; &, %), mit (§,7)€B
und fest, auf dem Rande Grenzwerte = o bat, gibt es eine offene Kreisfliche
r (;z',g;g)-, mit Mittelpunkt (#, %) -und Radius g, in welcher jede Funktion
9:(#, 7; & n), mit (§9)€B— B-I'(%§;r), sich zu einer dort harmonischen Funk-
tion von x und y erweitern lisst,®” welche ausserdem stetig ist in x,y,&, %, fir
(x,fl)EF(i,g;g) und (§,7)€ B—B-I'(#,§;r).%

8¢ Siehe BRELOT, loc. cit. 22, S. 180 (man nehme ¢=o0) und 161.

81 Siehe Os@ooD, loc. cit. 22, 8. 700 u. 703.

8 Man beachte die Darstellung von g, als Summe eines Logarithmus und einer harmonischen
Fonktion und die Maximum-Minimum-Eigenschaft der harmonischen Funktionern; ausserdem die
Art der hier auftretenden harmonischen Fortsetzung.

18-632046 Acta mathematica. 78
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Die Funktion g, (z,v; &, Jo—1 §,n,x0, Yo% ist eine stetige Funktion von

n) -
£ 1,9, falls (z,y) in F( g) und (§7) in B—B-T(z,§; 1) — (20, 4,)}?° liegt;
7

sie ist harmonisch in ( ) Wenn G ein willkiirlicher, abgeschlossener

Teilbereich von B —B-T'(# §;7) — @, o)} ist, gilt, nach einem Satze aus der
Theorie der harmonischen Funktionen,’ fir die Normalableitung in bezug auf

C in (Z,9):

ﬁffal(a P& - gp=1(8 7 2, Yo) dE dy = ff(mql (Z, 75 & m) - gp-1(8, 1 o, yo) AE dy.

Da auch gp(z,y; xyy,) im Punkte (Z,7) eine Normalableitung hat,®® ist

7} o —2(p—1)? 0 o
(83) %gp(x,y;wo,yo)=—ﬁ—ifﬁf—%—gx(%,/ ) go—1(& 1; %o, o) dEdm +
[

TSI Y e
lim g (X, Y 8n) - go-1(& n; 20,4y A5 dn;
s VIR = (T 77 ! 0 7 o1 (& m; %0, yo) dE d

dabei soll (X,Y) ein in B-I'(4, 7;7) auf der Normale in (7, §) liegender Punkt sein.
gv—1 hat das Zeichen von (—1)2-2, (:}%gX (#4; &, n) ist positiv. Dadurch folgt
5 .
aus (83), dass ﬁgp(:[:, 7 o, 9o) das Zeiehen von (—1}P~! haben muss.
Satz 40. wlx,y) sei im beschrinkten Berewche B, subharmonisch p-ter Ordnung

(p=2); B sei ein samt seinem aus endlich vielen, einfachen, analytischen Kurven
gebildeten Rande C in B, liegender Bereich. Die in B o'P-harmonische Funktion

® Die oben definierte Erweiterung von g, (z, ¥; § #) denten wir hier ebenfalls durch
g1 (@ yi & n) an. ~

% Wir diirfen uns r so klein gewihlt denken, dass (xy, y,) ausserbalb I' (X, §; r) liegt.

* Vergleiche Osaoopn, loc. cit. 22, 8. 684, 685, wo eine Variable t an Stelle von & und 3
auftritt.

% Man beweist dies wie folgt. Fiir g, ist die Eigenschalt bekapnt (siehe Fassn. 22). Fir
p=2 hat gp(e,y; x,9,) in B-I'(%X,7;r) eine beschrinkte areolire Ableitung (siehe Fussn. 62).

Die Differenz g, (i, y; m, Yo) — ;I; ff g;)”(f, 7 Tor Yo logédg dg, mit ¢ = V& —- wp+ VEE SR
B-ra, yir)

ist in B-I'(%,7;r) harmonisch; sie hat, ebenso wie das in ihr vorkommende Doppelintegral, anf

einem (%, j) im Ionern enthaltenden Randbogen Grenzwerte, deren Ableitung in bezug auf die

Bogenlinge dort einer Hbolderschen Bedingung geniigt (siehe den Diwnischen Satz in Fussn. 64).

Daraus folgt (nach dem ScHAUDERschen Satze in Fussn. 22), dass die Differenz, und ‘somit auch

9p (@, y; o, Yo) selbst, in (X, §) eine stetige Normalableitung hat.
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v(x,y) soll mit thren ersten bis (p — 1)-ten areoldren Ablettungen auf C Grenzwerte
v(s), v (s) bis v®=V(s) haben, welche bzw. grosser als oder gleich u(s), u™(s) bis
uP=0(s) sind. Gibt es nun einen Punkt (x,, y,) € B mit

(84) v (%0, Yo) = u (o, Yo),

s0 ist auch w in B a'P-harmonisch; w fallt dort sogar mit v zusammen.

Beweis. Nach Bemerkung I zu Satz 23t ist in B

p—1

1 (—1)d ;)
viz,y)= 2—7—':2 W{U(]' ﬂgj.n ds.
J=0 ¢

Daraus und aus der fiir u geltenden Formel (57) folgt, mit (72) bis (74), in jedem
Punkte (z,y)€ B:

(85) (xw—v@y:SZRa ff@§mwy ~ut dE dy.

Wegen (84) ist somit das hintere Glied von (85) = Null in (x,, y,). Da 95(§, %; Zo, %0)
(— 1)p1
27w ap
u'?) < o ist, muss fast iiberall in B

in B dasselbe Zeichen wie hat,™ und, nach Satz 38¢, fast iiberall in B

uP(z,y) =0

sein; wegen der Beschrinktheit der p-ten areoliren Derivierten von # in B gilt
diese Relation, nach Satz a in Fussn. 14, in jedem Punkte von B. =(x,y) ist in
B somit «?-harmonisch.

Da nun
—1)
) o=uton = oo =53 3T f =) Lgynds
und auf C u'9(s) < v (s) ist (j==0, 1,..., p=— 1), wihrend dort nach Lemma 6

.0 . . S
(— I)~7'0—7"!7j+1 > 0 ist, muss jedes Paar von Grenzwertfunktionen, «!(s) und v%(s),

zusammenfallen. Und da die in (86) vorkommende Summe auch fiir jeden von
(9, 4o) verschiedenen Punkt (x,y) von B die Differenz u(x,y) — v{z,y) darstellt,
fallen # and v ebenfalls in einem solchen Punkte zusammen.

Bemerkung. Die in Satz 40 gezogene Folgerung, dass u in B a'P-harmonisch
est, blecbt giiltig, wenn B ein Dirichletscher Bereich ist.
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Beweis. Hs gibt eine Folge von Bereichen (B!") mit
BY<cBP<...<« BW<...< B,

deren jeder von endlich vielen, einfachen, analytischen Kurven begrenzt wird, und
welche jeden Punkt (x,y)€ B von einem gewissen Index 7(x,y) an enthalten.®®

Unter Benutzung der im Beweise der Bemerkung zu Satz 38" angewandten
Bezeichnungen haben wir auch hier in jedem B™:

(87) 'wn (x, ?/)I <,
und in jedem B™ mit n = N(e):

(88) ulz,y) S vlz,y) + &, ul(z,9) =V zy)+e (j=1,...,p—1)
In derselben Weise wie (85) leitet man hier, aus (88), ab, dass in jedem Punkte
(z,y) € B™, mit n = N (),

_.lp 1
(e, 9) = [ofo,0) + wnla ] = e ffqpn&n,xy W dE dn

ist; dabei ist gp,» die Greensche Funktion p-ter Ordnung von B®™
In B folgt daraus und aus (87):

wleg) =Dl + 1= S ffgpg,n,xy as dy,

Da 5 willkiirlich positiv ist, fiihrt dies fiir jeden Punkt von B zu (85). Daraus
leitet man dann wieder, wie im Beweise von Satz 40, die o/?-Harmonizitit von
# in B ab.

§ 17vs. Definition 11. Auf dem Rande C eines beschriinkten Bereiches B
seien stetige Funktionen w(f), " (¢) bis w®~(t) definiert (p = 2). Dann ist eine
in B, ebenso wie ihre ersten bis (p — 1)ten areoliren Ableitungen, nach oben
beschrinkte Funktion @(x,y) dort eine Minorante p-ter Ordnung in bezug auf die
Randwerte u(t), «'V(¢) bis u'P-1(f), wenn sie in B subharmonisch p-ter Ordnung,
und in jedem Randpunkte ¢, die Punkte einer Teilmenge von C von der Kapazitit
Null (im Sinne von bk La Varrte Poussin) ausgenommen,

l(un sup @(z,y) < w(f), limsap @V (x,y)<u(t) (j=1,..,p—1)
wEs Ees

ist; hierbei deutet, wie iiblich, @ (x,y) die j-te areolire Ableitung von @(x,y) an

® Das folgt durch Anwendung von 0sGooD, loc. cit. 22, 8. 708 (Theorem). Vergleiche die
Ableitung eines analogen Satzes im dreidimensionalen Raum bei KELLOGG, loc. eit. 12, 8. 318, 310.
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Definition 12. Eine in B, ebenso wie ihre ersten bis (» — 1)-ten areoliren
Ableitungen, nach unten beschrinkte Funktion ¥ (x,y) ist, unter den gleichen
Annahmen wie in Def. 11, in B eine Majorante p-ter Orduung in bezug auf u (%),
uV(t) bis w®-V(f), wenn sie dort superharmonisch p-ter Ordnung, und in jedem
Randpunkte ¢, die Punkte einer Teilmenge von der Kapazitit Null ausgenommen,

lim inf ¥(z,y) = u(f), liminf Pz, y)z=u?(F) (=1,...,p—1)
(m,y)—=1; (x,y)—~t;
€SB =, E€E
ist.
Als Analogon eines Perron-Wienerschen Satzes in der Theorie des verall-

gemeinerten Dirichletschen Problems® haben wir hier den

Satz 41. Die Wienersche Losung des in Satz 30 formulierten verallgemeinerten
Randweitproblems ist in allen Fallen, in welchen @ (x,y) =0 ust, und somit nach
etner o'P-harmonischen Funktion gesucht wird, gleich der unteren Grenze aller Ma-
joranten wund der oberen Grenze aller Minoranten p-ter Ordnung in bezug auf die
Randwerte u(t), u'?(f) bis w2=1(f).%

Beweis. Es wird geniigen den Beweis fiir den Fall p= 2 zu liefern.

Die areolire Ableitung u'"(x,y) der Wienerschen Losung u(x,y) ist, da p =0
ist, in B harmonisch. Ausserdem geht aus dem Beweise von Satz 30 hervor,
dass sie in B beschrinkt ist.

Ist @(z,y) eine Minorante im Sinne der Definition 11, so wird die Differenz
@Y (z,y) —u'V(x,y) in B nach oben beschriinkt und subharmonisch®® sein; in den
Randpunkten (f) von B, die Punkte einer Teilmenge von der Kapazitit Null aus-
genommen, ist

lim Sup [m(“(.l', y) —_ 'N(“(x, y)](l) é 0.
gt my €B
Nach einem Satze von Frostman®' folgt hieraus in jedem Punkte (r,y)€ B:

oV (z,y) — u(z,y) = o.

% Siehe N. WIENER, J. Math. Physics, Massachusetts Inst. Technol, ¢ (1925), S. 23 u. 24.

% Eine weitere Anwendung der sub- und superharmonischen Funktionen p-ter Ordnung findet
man bei NICOLESsco, loc. cit. 43, S. 199—204.

% Siehe Satz 38 und die Bemerkung zu Def. 9 und Satz 382

1 Dieser lautet: »Ist u(x,y) im beschriinkten Bereiche B subharmonisch und nach oben be-
schriinkt, und ist in den Randpunkten (f) von B, die Punkte einer Teilménge des Randes von der Kapa-

zitit Null ausgenommen,( ) lim(supe wu(x, ) = M, so ist in jedem Punkte (2, y}€B u(x,y) S M>.
Y=tz €B
Siehe O. FROSTMAN, Acta Litt. Sci. Szeged & (1937), 8. 146—159, insbes. S. 158
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Nun ist auch @(x,y) — u(z,y) in B subharmonisch,*® wihrend aus dem Be-
weise von Satz 30 hervorgeht, dass u(x,y) in B beschriinkt, somit @ (x,y) —u(z,y)
dort nach oben beschrinkt ist. In den Randpunkten (f) von B, die Punkte einer
Teilmenge von der Kapazitit Null ausgenommen, ist

lim sup {@(z,9) —u(z,9)} = o.
(2, y)—~t; (z,y)€B

Nach dem Frosrmawschen Satze muss somit in jedem Punkte (z,y)€ B auch

(89) O(x,y)—ulz,y) <o, oder @fx,y)=<ulxry)
‘sein.
Ebenso beweist man fiir jede Majorante ¥(x,y), dass in den Punkten von B
(0) ¥, y) = ulz,y)
ist.

#(z,y) und «'V(x,y) sind in B beschrinkt; u(xr,y) ist dort «®-harmonisch.
Nach Satz 32 ist in den Randpunkten (¢) von B, diejenigen einer Teilmenge von
der Kapazitit Null ausgenommen,

lim w(x,y) = u(f),

(@, 9)—~t; (2, 9) €EB
und

lim ut (z, y) = u (f).
(e, )=+t (2, ) €B

ulx,y) ist somit sowohl Majorante wie Minorante im Sinne von Definition 12
bzw. 11. Daraus und aus (89) und (9o) folgt der Satz.

Kapitel 1V.

Eine mit der Klasse der fast iiberall o-harmonischen Funktionen verwandte
Funktionenklasse.

§ 18. Wiihrend in den Siitzen 1 und 2 die fast iiberall in B existierende are-
%u  0%u
o)
ist, ist unter den Bedingungen der Sitze 3 und 4 keine derartige Relation be-

oliire Ableitung in fast allen Punkten ihres Existenzbereiches gleich -(

kannt. Doch ist Gu
on

R
funktion; ist nun bekannt, dass die beiden Summanden des rechten Gliedes von

ds in allen diesen Siitzen eine in B totalstetige Intervall-
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Ju

= (Mg [0
o, (])= ands—foydx fﬁxdy
345 3¢5 r{N

in B totalstetig sind, so gelangt man wieder zum gleichen Resultat wie unter
den Bedingungen der Sitze 1 und 2. Wir haben also:

Satz 42. Die partiellen Ableitungen nach x und nach y einer im beschrinkten
Bereiche B definierte Funktion u(x,y) seien daselbst stetig. Sind nun

ou ou

R(J) B(J)

wn B totalstetige Intercvallfunkiionen, so existieren in fast allen Punkten von B die
. . P?u u .
areolire Ableitung von u, e und 77’ mat.

o* o2
D(x.y)mu(J)=_( - u)

o* " oy*
Beweis. Aus der Totalstetigkeit der beiden Intervallfunktionen und den

Differentiationseigenschaften der Doppelintegrale als Punktfunktionen®® folgt,
A2 2

dass g——gg und z—; fast iiberall in B existieren und iiber B integrierbar (L) sind,

und dass in jedem in B liegenden, abgeschlossenen Intérvall Z—g totalstetig nach

Ou

oy

Satz 2 fiithrt zu der gesuchten Relation in fast allen Punkten von B%.

x fiir fast alle ¥ und totalstetig nach y fiir fast alle « ist. Anwendung von

Korollar. Im beschrinkten Bereiche B sei ¢ (x,y) beschrinkt und messbar (L).
Hat dann die Differentialgleichung

Pu  *u
(o1) 5?'*%’&:*90(90,%

8 Siehe z. B. I.. SCHLESINGER u. A, PLESSNER, Lebesguesche Integrale und Fouriersche Reihen,
Berlin-Leipzig 1926, 8. 180—18s.
% Bei komplexwertigen Funktionen hat man den Satz: Ist f(2)= u(xr,y) + iv(xr,y) im
beschriinkten Bereiche B stetig, und sind j (v + iv)dx und f (—v+iu)dy in B totalstetige
R ) R}
Intervallfunktionen, so existieren in fast allen Punkten von B dic areoliire Ableitung von f(2),
Ou Ou dwv wnd dv

mit:

0z’ 0y Ox oy’ dv 0w\, .[f0u v
Deaso== (52 + 53 +5(5E - 52)

In anderer Fassung findet man dieses Resultat bei Evaxs, loc. cit. 3, 8. 33.
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in B eine Lisung uy(x,y), fiir die dort %7 Z—Mi stelig, [ g——z;—ldac und g—%dy
R(7

totalstetige Intervallfunktionen sind, so ist auch } B

wyw )= —| | p&n)log L acdn, mit o=Viw—E+ (y — 0},
27 0
B

in B eine Lisung von (91).

Beweis. Nach Satz 42 ist fiir jedes abgeschlossene, in B liegende Intervall J

duy , ‘
dn ds"ff(p(x,y)dmdy_
) 7

R {J)

Ouy, ,
f@n d'g'“ff‘l’(x,?/)dwdy.
7

R

Auch ist, nach Lemma 4,

Die Differenz u,—u, hat in B stetige partielle Ableitungen nach z und nach y,
und es ist

7]
j 5;(711 — u,)ds = 0.
20

Nach dem Korollar zu Satz 3 ist #;—wu, in B harmonisch. Daraus und aus (91)
fiir u;, folgt in jedem Punkte (z,y)€ B die gleiche Relation fiir w,.

§ 19. Unter den Bedingungen der Siitze 1 bis 4 und 42 fillt f g%de mit
R
einer in B additiven und totalstetigen Intervallfunktion zusammen. In diesem
Paragraphen wollen wir diese Intervallfunktion nur noch als total-additiv be-
trachten (vgl. § 3).

Bin Analogon von Lemma 4 ist der

Satz 43. Im beschrankten Bereiche B sei f(e) eine fiir die nach BorrL mess-
baren Teilmengen definierte, total-additive Mengenfunktion. Dann ist die (fast iiberall
endliche) Potentialfunktion

(92) Ulw,y)= — | | log = df(e),
s
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wober o =V {(x — EF+ (y — n)*}, (§, n)€ B, fast iiberall in B linear totalstetig nach
x und nach y*°°. In fast allen Punkten von B ist

und fiir fast alle'®™ in B liegenden, abgeschlossenen Intervalle (J) gilt

(D(!(J)Efa——qu-“f(e])
£
oU ou . .. . - . . .
iz und 7y sind tiber jedes abgeschlossene Teilintervall von B integrierbar (L).
Der Satz folgt aus G. C. Evans, Trans. Amer. Math. Soc. 37 (1935), 8. 233
u. 234 (iibertragen auf %,) und Binngy, loc. cit. 3, S. 261 (Corollary; man nehme

dort A(e) = o, Ble)= f(e).

Lemma 7. Im beschrinkten Bereiche B sei wu(x,y) fast iiberall totalstetig
nach z und nach y. Die sodann in B fast iiberall existierenden Ableitungen

6 0
- 0—% seien iiber jedes zu B gehorende, abgeschlossene Intervall integrierbar

(L); fiir- fast alle abgeschlossenen Teilintervalle von B sei das Linienintegral

"0
j a—g ds gleich Null. Dann gibt es eine in B harmonische Funktion ¥ (z,y),
R
welche daselbst fast iiberall mit u (x,y) zusammenfillt.

Das Lemma folgt aus einem Satze von V. 8. Fepororr. Man sehe Binxngy,
loc. cit. 3, S. 262 (Theorem III), und nehme dort ¢ = Z—Z 6= g—z

Aus Satz 43 und Lemma 7 folgt nun sofort:

Satz 44. Im beschrinkten Bereiche B sei fle) eine fiir die nach Borel mess-

baren Teilmengen total-additive Mengenfunktion. Dann hat jede Funktion

(93) wia,o) = 2% [ [1og2 a0+ ule )
B

1% Dgs soll heissen: diejenigen Parallelen zur x- und y-Achse, die Punkte mit B gemein haben,
und deren Projektion auf y- bzw. x-Achse nicht zu zwei Mengen Ey bzw. Ez vom (linearen) Masse
Null gehort, enthalten nur solche zu B gehorenden Liniensegmente, auf welchen U linear total-
stetig ist.

%! Das soll beissen: alle Intervalle, deren Seiten sich auf x- und y-Achse projizieren ausser-
halb bestimmte Mengen vom Masse Null.
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wobet w{x,y) eine in B harmonische IFunkiion ist, die Eigenschaft, dass fir fast
alle tn B legenden, abgeschlossenen Intervalle (J)

(94) f*dé =

ist; die partiellen Ableitungen von w{x,y) sind iiber jedes abgeschlossene Teilinter-
vall von B integrierbar (L), und w (x,y) ist in B fast iberall totalstetiq nach x und
nach y.

Umgekehrt, ist w(x,y) eine in B fast diberall nach x wnd nach y totalstetige
Funktion, deren partielle Ableitungen wber jedes in B liegende, abgeschlossene Inter-
vall integrierbar (L) sind, und welche in fast allen abgeschlossenen Teilintervallen
von B die Relation (94) erfiillt, so gibt es eine in B harmonische Funktion u(x,y)
und eine Tellmenge E von B vom Masse Null derart, dass w(x,y) in den Punkten
von B—E die Darstellung (93) zuldsst.

Man vergleiche hiermit Satz 13.

Man erhilt einen Spezialfall von Satz 44 (zweite- Hilfte), wenn dort »fast
iberall total stetig nach « und nach y» durch »nur in abzihlbar vielen Punkten im
Besitze einer unendlichen extremen Derivierten nach z oder nach y» ersetzt wird.

Kapitel V.

Anwendungen.

§ 20. In diesem Paragraphen fangen wir an mit einer einfachen Anwendung
der Integraldarstellung (25) in der Theorie der harmonischen Funktionen.

Ist @ (x,y) im beschriinkten Bereiche 3 beschriinkt, integrierbar (L) und fast
iiberall <0, so folgt aus Lemma 4, dass das Integral (25) in allen endlichen
Punkten ausserhalb B harmonisch ist, wihrend es in den Punkten von B nicht
harmonisch ist, da in fast allen Punkten von B seine areolire Ableitung # o ist.
Dass darum noch nicht alle Punkte von B singulire Punkte derjenigen Funk-
tiop zu sein brauchen, welche durch harmonische Fortsetzung der durch (25) in
C(B) definierten Funktion entsteht, zeigt folgendes Beispiel.

B sei die Kreisfliche mit Mittelpunkt (0, 0) und Radius r=1. Zwischen den

Kreisen K (0,0;1) und K (0, 0; %2V 2) sei ¢ =—1, im Innern von K (0, 0; V2V 2)
sei g =+ 1. Dann ist g(x,y)= Z—I—nffq)-logé AEdn, mit ¢ = V{(E—z)*+ (—y)*}
B
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und B = das Kreisinnere I"(0,0; 1), -in allen Punkten ausserhalb K (o, o; 1) gleich
Null. Die harmonische Fortsetzung fithrt somit zu einer in allen Punkten der
Ebene harmonischen Funktion, welche identisch Null ist; keiner der Punkte
von B ist singulirer Punkt.

Es gibt Fille, in welchen sich diejenigen Punkte von B, die singulire Punkte
der durch harmonische Fortsetzung entstehenden Funktion sind, genau angeben
lassen. F sei Summe von zwei einander fremden und kongruenten, im beschriinkten
Bereiche B liegenden, perfekten, in jedem ihrer Punkte masshaltigen’®®, und
diskontinuierlichen'*® Punktmengen E; und E,. Wir nehmen @ =+ 1 in den
Puankten von E,, =—1 in den Punkten von E,, =0 in den Punkten von B—E.
Da C(E) ein Bereich ist, ist die Funktion ¢(x,y) dann nicht nur in C(B) har-
monisch, sondern sogar in C(E), den unendlich fernen Punkt mit einbegriffen?®.
Bekanntlich ist sie in der ganzen Ebene stetig; sie ist als harmonische Fortset-
zung der Funktion zu betrachten, welche in C(B) durch die Werte von g (x,¥)
selbst definiert wird. Jede Umgebung eines Punktes (x,, 4, € E enthilt eine
Teilmenge von E von positivem Masse (L), somit, nach Lemma 4, auch Punkte
von E, in welchen die areoldre Ableitung von g existiert, und gleich ¢, also #o
ist. Bin solcher Punkt (z,, %,) ist somit singulirer Punkt von g; die Menge der
(zu B gehorenden) singuliren Punkte von g fillt hier mit ¥ zusammen.

Diese Funktion g liefert uns gleichzeitig esn Beispiel einer in der ganzen Ebene
definierten, eindeutigen, harmonischen Funktion, welche auf der Menge threr singuliren
Punkte stetig 2st.'%®

%2 Das soll heissen: jede Umgebung eines solchen Punktes enthiilt eine Teilmenge von E, (E,)
von positivem Masse (L).

%% Das soll heissen: keine der Teilmengen von E,(F,) ist ein Kontinuum (Z, und E, sind
dann auch nirgends dicht).

%4 Man wende Lemma 4 an.

1% Vergleiche bei analytischen Funktionen ein gleichartiges Beispiel von D. POMPEIU, Annaes
sefent. ace. pol. Porto & (1913), S. 234—236, konstruiert mittels des Integrals

:niifg%dwdy

(vgl. Fussn. 30). — Man hitte fir E auch ein nirgends dichtes und in jedem seiner Punkte mass-
haltiges Konlinuum nehmen koénnen, wenn C(E) dabei nur ein Bercich wire. Das Verfahren des
Textes hiitte auch dann ohne mehr benutzt werden kénnen, und die Eristenz einer in der ganzen
Ebene steligen, nur im Bereiche C(E) harmonischen Funktion geliefert. Im Gegensatz zu dém im
Texte behandelten Fall ist hier jedoch nicht bewiesen, dass E die Menge der Singularititspunkte
der ans den Werten von g in C(E) durch harmonische Fortsetzung entstehenden, ein- oder mehr-
deutigen Funktion ist,
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§21. Areolire Ableitungen und der generalisierte Laplacesche
Operator. In der mathematischen Physik werden generalisierte Laplacesche
Operatoren benutzt; man kann einem derartigen Operator 4, die folgenden Be-
dingungen auferlegen:
oxt dxoy’ oy
Pu  u
gzt oyt

2° existieren in B fiir die stetigen Funktionen u (x, y) und v(x,y) Z,u und o, v,
so existiert dort auch S;[hu + %v] (h und % Konstanten), und hat den Wert
hdgu + kdg4v;

3° hat die stetige Funktion u(z,y) in B ein stetiges #,u, und gibt es in
(24, o) € B ein relatives Maximum von u, so ist A u(zy, y,) = 0;

1° existieren im Bereiche B stetige Ableitungen » 80 existiert

in jedem Punkte (»,y)€ B A,u, und hat den Wert

4° ist @ (z,y) in B stetig, und liegt ein Kreis K samt seinem Innern I' in B,
so ist in jedem Punkte (z,y)€T

I

2 [ [ o6 1og dsan| == plan), wit o =VIE—aF+ =31

2

Fiir jedes derartige , lisst sich mit einem Beweisverfahren von Zaremsa'®

zeigen:

A. Die in B stetige Funktion u(x,y) ist dort harmonisch, falls in jedem Punkte

(x,y)€ B
dqu(x,y) existiert, und =o
28t.

Nach Breror'®® hat man weiter:

B. Euxistiert fiir eine in B stetige Funktion u(x,y) und einen bestimmien, den
Bedingungen 1°, 2°, 3°, 4° geniigenden Laplaceschen Operator 4y in allen Punkten
von B Adyu, und ist diese dort stetig, so existiert auch fiir jeden weiteren derartigen
Operator A3 in den Punkten von B Ayu, und hat denselben Wert wie 4,u.

Denn fiir jeden wie unter 4° definierten Kreis X ist, nach 2° und 4°, in
seinem Innern I':

1 [ I
Jg{u(x,y) +-2—7—tjfdgu~logz)d§dn}-—o.
r

1% Sjehe G. BOULIGAND, Fonctions harmoniques, Principes de Picard et de Dirichlet, Mémorial
1926, 8. 13.
197 Qiehe BRrELOT, loc. eit. 22, 8. 161.
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Nach A ist somit .
1 1
ulx, ) +;7_zfj d,,u-log;d’g‘dn
r

dort harmonisch. Daraus folgt, mit 1°, 2° und 4°, in jedem Punkte (x,y)€TI:
0= dyulx,y) — dou(x,y) oder Ayulx,y)=dyux,y).

Das gilt nun auch in jedem Punkte von B.

Aus der Definition der areoliren Ableitung (Def. 3), Satz 1, Satz 10 und
Lemma 4 folgt, dass die mit — 1 multiplizierte areolire Ableitung einen den
Bedingungen 1°—4° geniigenden Operator liefert.'® Nun setzt die Existenz der

Ou ou
— und — voraus.
oy

areoliren Ableitung von u in einem Bereiche die Stetigkeit von e

Dadurch folgt aus B sofort:

C. Existiert fir die im DBereiche B stetige Funktion u(x,y), ber Benulzung
eimes den Bedingungen 1°-——4° geniigenden Operators 4y, in den Punkten von B Ayu,
und st diese dort stetig, so hat u(x,y) in B stetige partielle Ableitungen erster
Ordnung.

Kin zweites Beispiel eines derartigen Operators wird durch den Grenzwert

. 2%
hmo 3 Luo(ws 95 1) —uz, y)]
-

geliefert, wobei u, durch die Definition 5 gegeben wird; Bedingung 1° ist erfiillt
(wegen Satz 1 und Satz 18); das gleiche gilt von 20—4°.1%°

Dadurch folgt mit B, dass die Definition 4 der o'P-harmonischen Funktionen
sich derartig abdndern ldsst, dass keine expliziten Annahmen iiber Existenz (und
Stetigkeit) von partiellen Ableitungen darin mehr vorkommen.

§ 22. Neben den gewdhnlichen Differentialgleichungen lassen sich auch
Differentialgleichungen mit areoliren Ableitungen bilden. In den vorangehenden
Paragraphen wurden derartige Gleichungen schon implizite an mehreren Stellen
betrachtet. Wir nennen:

1° D, @,(J) oder u? (x, y)=o0 (p=1). Diese Gleichung fiihrte in § ¢ zur
Definition der mit den polyharmonischen Funktionen p-ter Ordnung zusammen-
fallenden ¢! -harmonischen Funktionen.

1% Weder BOULIGAND noch BRELOT nennen die mit —I multiplizierte areolire Ableitung als
Beispiel eines generalisierten Laplaceschen Operators.
% Gjehe auch BoULIGAND, loc. c¢it. 106, 8. 13.
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2° Dz, @ulJ) oder u®(z,y) = @(z,y). Im Falle einer in einem beschriinkten
Dirichletschen Bereiche stetigen und beschriinkten Funktion ¢ (x,y) liefert Satz 16
(§ 7) die Losung eines zugehorigen Randwertproblems.

30 DIP, @,(J) oder u'?(x, y) = @(z,y) (p=2). Hier liefert Satz 29 (fiir p = 2)
(§ 14) bei @ wie unter 2° die Losung eines zugehdrigen Randwertproblems.

4° Dy @, (J) oder u'(z,y)=—c(z,y) - u(x,y). In seiner schon mehrmals
zitierten Arbeit: Etude sur Uéquation de la chaleuwr Au=-c¢(M) u(M), ¢(M)= o,
aw voisinage d'wn point singulier du coefficient. Ann. Ecole norm. (3) 48 (1931),
S. 153—246, liefert Brevor eine ausfiihrliche Behandlung von stetigen Losungen
der Gleichung Au=c(M) -u(M), unter der Annahme der Stetigkeit von ¢ (M)
(= 0) im zugehérigen Definitionsbereich (ev. mit Ausnahme eines singuliren
Punktes), und unter Benutzung eines den Bedingungen 1°—4° vou § 21 geniigen-
den, generalisierten Laplaceschen Operators /. Nach § 21 fillt die von Brevror
benutzte stetige Funktion #u mit der zugehérigen, mit — 1 multiplizierten are-
oliren Ableitung «'V(x,y) zusammen. Somit sind seine Untersuchungen als sich
auf die areolire Differentialgleichung u™(z,y) =—c(x,y)  u(, y) beziehend zu be-
trachten.*

§ 23. Auch eine Klasse von Funktionalgleichungen ist im Vorigen schon
geldst,

@ (@,y) sed im beschrinkten Bereiche B beschrinkt und messbar (L). Es wird
gefragt diejenigen in B stetiy nach x und nach y differenzierbaren Funktionen u{x,y)
aufzufinden, fiir die zu jedem samt seinem aus einer einfachen rektifizierbaren Kurve
bestehenden Rande C, in B liegenden Bereiche B,

C[%d‘g“{f@(an)dgd,;:()

Nach Lemma 4 (mit Fussn. 30) und Satz 13 wird die allgemeine Losung

st.

gegeben durch
L oz X dEdn
u(m,y)=mquo(§,n) logodSdy + w(z,y)
B

wobei w (x,y) eine in B harmonische, iibrigens willkiirliche Funktion ist.

Verlangt man iberdies, dass die Funktion u(x,y) auf dem Rande des beschréinkten
Bereiches, welcher nun ein Dirichletscher sein soll, bestimmie Grenzwerte annimmt,
so ist ste, nach Satz 14, eindeutig bestimmd.

"% In Rend. Ist. Lombardo 67 (1930) u. 65 (1932) untersucht er eine noch allgemeinere
Gleichung, welche sich schreiben lésst: % (x,y)=—c(x,y) u(x,y) -+ flx,y).
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§ 24. Satz 45. Im beschrinkten Bereiche B sei eine » Elektrizitdts>-Menge p(e)
vertedlt; p(e) ist dabei als eine total-additive Mengenfunktion aufzufassen, welche
Jir die nach Borel messbaren Teidmengen von B definiert ist, und die fir jene

Mengen nicht notwendig von einerlei’ Vorzeichen zu sein braucht. Die Potential-

{
Fimktion. {multiplisiert mit 2—17;)

u(xy)a—ifj logédy(e), mit o=VI{E—x)*+ g —y)?}. (Ene€EDB,
B

set in B stetig differenzierbar nach x und nach y, und ithre (in B somat extstierenden)
extremen areoldren Derivierten seten daselbst beschrdnki.

Dann ldsst ule) in fast allen Punkten von B eine Dichte zu, welche dort mat
der fast idiberall in B existierenden, areoliren Ableitung u'V(x,y) zusammenfallt;
Jiir jede nach Borel messbare Terlmenge e von B st

(05) wld)= [ [u @) dza

Daneben lisst sich schretben:
) 1 1
6 ¢ (1 — e [‘ U (E 1E dp 1t
(96) wle, )= 2 f [rogz-u g masay
B
Beweis. Die Funktion

. :-I— 011. L (5
!](1,?/) hzﬂlflobg u (w"?)dgd"?

ist eine (mit ﬁ multiplizierte) Potentialfunktion, welche nach Lemma 4 in B

beschriinkte extreme areolire Derivierte hat, die dort fast iiberall gleich ™ (z,y)
sind. Die Differenz u(x,y) — g(x,y) hat in B beschriinkte extreme areolire De-
rivierte und fast iberall eine areolire Ableitung gleich Null. Nach Fussn. 14,
Satz a ist diese arcolire Ableitung in B identisch Null; u{x,y)— g (x,y) ist somit
in B harmonisch.

0
! Nach Lemma 4, mit Fussn. 30, liefert nun das Integral fd—:ds fiir jedes abgeschlossene,

&)
von einer rektifizierbaren Kurve C,; begrenzte Teilgebiet B, von B die in B, entbaltene »Elektri-
zitits»-Menge. Vgl. Satz 44.
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BEg ldsst sich schreiben:

g@y)=— | | log-duyle) mit pole)= [ | uV (€ n) dEdy
] [os =[]

fiir alle nach Borel messbaren Teilmengen (¢) von B.''* wu(x,y)— g(x,y) ist somit
als eine Potentialfunktion einer durch u, (e) = u(¢) — u, (¢) definierte » Elektrizitits»-
Verteilung zu betrachten.

Es lisst sich uy(e) in B als Differenz von zwei nicht-negativen, total-additiven
Mengenfunktionen darstellen:

(e} = pf (e) — uy (o).

Somit ist die Differenz der Funktionen

fflog:;dpj'(e) und jjlogédu;‘(e)
B

B
in B harmonisch. Mittels eines Rieszschen Verfahrens''® folgt hieraus:
ui (e} = ug {e).

Da B sich bekanntlich in zwei Mengen E, und E,; (E,- E, = 0) zerlegen lisst
derart, dass u; nur fiir Teilmengen von E,;, und g nur fir Teilmengen von F,

* miissen beide Mengenfunktionen, und somit

von Null verschieden sein kann,!!

auch u,, in B identisch Null sein.
ule) und py(e) fallen zusammen; u(z,y) und g{z,y) sind dadurch in jedem

Punkte der Ebene einander gleich. Die Darstellung (96) ist damit bewiesen.

s ist weiter fiir jede nach Borel messbare Teilmenge ¢ von B

1) = pole) = [ [ 4 (@, ) dar dy.
Das gibt (95). ‘

112 pje Ableitung folgt leicht unter Benutzung der Stetigkeit von logg;-

1% giehe RaDO, loc. cit. 24, 8. 36, 37 (n° 5.18—5.22). Dort wird der Fall behandelt, in
welchem bekannt ist, dass die beiden Integrale in B einander gleich sind.
114 Qiehe SAKS, loc. e¢it. 16, 8. 32 (Th. 14.1).
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Schlussbemerkung.

Die in den Kapiteln 1—3 und 5 gegebenen Betrachtungen lassen sich in auf
der Hand liegender Weise auf Fanktionen in einem Raume mit #» = 3 Dimensionen
iibertragen. Nur werden dabei die in Satz 1 gemachten und in verschiedenen

weiteren Sitzen sich wiederholenden Voraussetzungen iiber den Gebietsrand

weniger allgemein sein miissen; die Rolle des Integrals f f logé’?’(g,n)dg dn

wird vom Integral [j ~~fgnl~._,-<p(§,, e
. p

ey

W dE, ... dE, tibernommen.
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