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PAR

C.J. MALMSTEN

&4 UPSAL®D.

On sait que StirLING, dans son ouvrage Methodus Differentialis sive
Tractatus de summatione serierum résolut, il y a plus d’un siécle, une
multitude de problémes importants pour la théorie des séries infinies en
général, et particuliérement pour les expressions de trés grands nombres,

(") Je crois devoir publier dans les Acta Mathematica le mémoire suivant de
M. C. J. MALMSTEN, ancien professeur 3 1'académie d Upsal.

Le mémoire en question a déjd été inséré daps CRELLES Journal fir die reine
und angewandte Mathematik, T. XXXV (1847), p. 55—82, mais avec de telles
erreurs typographiques et d’autres plus graves epcore au point de vne du texte comme 2
celui des formules, qu’il en est devenu presque illisible.

Ce mémoire doit &tre avec raison considéré comme une ocuvre capitale pour le sujet
important qu’il traite, ot voici entre autres le jugement de M. LrouviLLe dans son
Journal de Mathématiques, T. XVII, p. 448 et dans Comptes-Rendus, T.
XXXV, p. 317. Ayant appelé D'attention sur la formule célethre de STIRLING qui,
tendant d'abord trds rapidement vers la valeur demandée, devient ensuite divergente, M.
LiouviLLE dit d'un théordme remarquable, dont LEGENDRE avait acquis pour ainsi dire
le sentiment par ses caleuls numériques: »Il est élabli d'ume maniére trés simple et irés
élégante dans un mémoire de M. Malmstén, que je me plais & citer comme remarquable o
plus d'un titrev. Plus loin, en parlant de ses legons au Collége de France, M. LiovVILLE
ajoute: »J ai présenté & mes auditeurs Uanalyse de M. Malmstén . ... dont je crois avoir
simplifié quelques détailsy.

J'ai eru par suite devoir réimprimer ici un remaniement dudit travail corrigé par

Acta mothematica. 5. Imprimé 22 Janvier 1884, 1



2 C. J. Malmsten.

qui se présentent si fréquemment dans le calcul des probabilités et dont
il serait presque impossible de trouver directement les valeurs numériques.
Parmi toutes ces formules il y en a une qui a toujours attiré V'attention
particuliére des géométres et qui est spécialement connue sous le nom de
formule de STIRLING, & savoir celle qui sert & calculer par approximation
le logarithme du produit d'un grand nombre de facteurs croissants en pro-
gression arithmétique. Cette série offre une singularité bien remarquable.
Elle procéde selon les puissances négatives d'un nombre trés grand et,
étant décroissante tres rapidement, elle finit nécessairement par devenir
divergente, quelque grand que soit le dit nombre.

Quant & la convergence ou la divergence des suites infinies, on sait
que les analystes d’autrefois y attachaient beaucoup moins d’importance
que ceux d’aujourd’hui; ils se servaient méme trés souvent dans leurs
calculs de séries évidemment divergentes. Aujourd’hui bien s'en faut
qu'on approuve l'usage de séries non convergentes; au contraire on veut
qu’elles soient complétement bannies de l'analyse. Mais cette rigueur,
juste et raisonnable en elle-méme, a été mise & une bien dure épreuve
par la série de StirLiNG. D’une part divergente, comme elle lest, elle
devait en effet étre rejetée: d’autre part, étant presqu’indispensable, elle
ne peut point 'étre. Cela étant, 4 moins de faire, 4 cause de la nécessité,
une exception extraordinaire et non légitime pour cette série (ce que
quelques-uns ont effectivement fait) il ne restait d'autre moyen que
d'essayer de la rendre finie, c'est 4 dire, de chercher son terme complé-
mentaire, ce & quoi on a aussi réussi. Nous rappellerons seulement ce
que LiouvitLe et CaucHy ont fait & ce sujet.

La formule de StirLiNe n'est cependant qu'un cas trés particulier
d'une formule qu'EULER a proposée le premier, mais qui est ordinaire-
ment attribuée a MacrLAurIN () et connue sous son nom, savoir la formule

Pauteur lui-méme, avec d'autant plus de raison que je crois savoir qu'il s’occupe d'un
nouvel article traitant ce sujet, et ol il cherche & donner aux formules une telle généra-
lisation qu’elles puissent &tre appliquées aussi aux fonetions d'une variable complexe.
Le rédacteur.

() Le changement dans le texte est motivé par un intéressant petit mémoire de
M. G. ENesTROM communiqué i 1'Académie royale des Sciences de Stockholm le 15 Dé-
cembre 1879 (voir Ofversigt af Kongl. Vetenskaps-Akademiens Férhand-
lingar, 1379, N:o 10, p. 3—17: Om upptickien af den EULER’ska summationsformeln).



Sur la formule sommatoire d Kuler. 3

Br* B.h*
1.2° 1.2.3.4

(1) hZu =fud -——]21 cu .4’ 4 ete,

ou B,, B,, etc. désignent les nombres de Berwourri et «', ", etc. la
premiére, la seconde, etc. dérivée de u. Les nombres B, B,, etc. sont,
comme on le sait, tels que, dés le quatriéme, ils vont toujours en croissant
et finissent par devenir infiniment grands. Ainsi la convergence de la
série (1) n'a pas généralement lieu; au contraire nous I'avons vu étre
divergente dans le cas particulier de la formule de SrtirvinG.

Cela posé, la série (1) présentant souvent la méme singularité que
celle de StirLING, & savoir d'étre d’abord rapidement décroissante et de
finir par devenir divergente; les géométres ont regardé comme trés im-
portante la légitimation générale de son emploi dans le calcul d’approxi-
mation. En effet ils ont tiché de fixer les limites du reste de la série,
quand on arréte le calcul & un terme déterminé, cest & dire, de fixer
les limites du terme complémentaire. Le premier essai & cet égard que
nous avons eu loccasion de connaitre est dii & ERCHINGER, et se trouve
exposé par EYTELWEIN (') et par v. ErTinesHAuseNn (?). Mais son analyse
n'est point satisfaisante, puisque 1'équation différentielle (& I'aide de laquelle
il trouve la valeur du reste) n'a lieu que dans le cas ol la série infinie,
d’out elle est dérivée, est convergente; ce qui en effet n'a pas générale-
ment lieu.

Un autre calcul {irés ingénieux du terme complémentaire, dans le
développement de hZu entre des limites données, est dit & Poissow, qui
I'a exposé dans un excellent mémoire: Sur le calcul numérique des inié-
grales définies(*). 11 est fondé sur l'expression connue

+a
’

() = & - [+ f [ cos (=) | )

(qui, comme on le sait, a lieu pour toutes les valeurs de z comprises

(") Grundlehren der hoheren Analysis. Berlin 1824, T. 2, § 696.
(*) Vorlesungen iber die hohere Mathematik. Wien 1827, T. I, p. 429.
(®) Mémoires de I’Académie des Sciences. Paris 1826, T. VI, p. 571—602,
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entre les limites des intégrales) et donmne pour résultat la formule
sulvante:

WEf(@) = [ Fle)do — Ehif(e) — ()} + 41| (¢) — F(o)} —

+ (__ )m— 1 Amh m(f("m 1)(0) - f(?m-—l)(o)} + Rm. ,

N
N
~—
L SR

\ i I 1
(2z) 4, =1+ e + ;ﬁ, -+ F, -+ cte.

R, =(—1)" 2 ( )mf [SIT ZWL] f”’")(x)dx

En mettant iei z-— 2, & la placc de z et puis f(x) & la place de
f(x — z,) on obtiendra facilement, si l'on fait ¢ + z, = @,

() WEf(w) = ff 2)dw — 1 B f() —F(2,)) + 4121 () —F"(2,)}— ...

+ (___ I)m—lAmhm{f(zm—l)(wl) — f(z”‘_l)(xo)} + R,

2m =%
R, = (—1)". 2. (%) f [S —% . Co8 EE—(—L—-———] e (x). de.
\e 7

Si l'on désigne par M,, la plus grande valeur numérique de f®"(x)
entrc x = x, et x = x, on aura(’)

(4) | R, | = o0n" 4, . M,,|(x, — z,)| (o< b< 1)

ou

(") Nous désignous, d'aprés M. WEIERSTRASS, la valeur numérique d'une quantité

réelle @ par | Q).



Sur la formule sommatoire d'Euler. 5

et, dans le cas ou f®™(x) conserve le méme signe dans toute cette étendue,

’ m b \2m — o =
B = (0 () ooty — ) §
i=1

?

i=w 2 g 2 ! 1
= sin?~p; —
Zp‘

#~~1 h 2m[ (2m—1) 2m—1) \
= (— e () (o) — 1 e §

27
i=1

en posant

e 2":770: (2, — wo)

b=—"7—"" (o<, <1)
cest & dire, & l'aide de (2),
(5) R;‘ — (___ I)m—l ] h?m{f(?m—l)(xl) _f(?mwl)(xo')}(202 — I)Am, (O <L 02 < I).

Nous aurons donc, f®™(x) conservant le méme signe depuis © = x, jusqu'a
r =z,

k%f(x) = flf(x)dx—— é hoAf(z) — fle)) + A, B (@) — (@) — .-

(©) b (= 1) gy B ) — £ ()
(= 1), 2 A, D () — £, (o <6, < 1)

On doit aussi & Yillustre auteur des Fundamenta nova theorie func-
tionum ellipticarum un excellent mémoire sur ce sujet savoir: De usu
legitimo formule summatorie Maclauriniane ('), ou il démontre que, les
deux expressions

(7) éff‘?’"’(w +2) et jZ‘f‘”'"“’(x +2)

() Journal fir die reine und angewandte Mathematik v. CreLig, T. XII,
p. 263—272.
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ne changeant pas de signe, depuis 2z = o jusqu'a 2z =k, et de plus étant
toutes les deux du méme signe, on aura

®)  1Er(x) = [1(w)ds —H{1(n)— e+ P (@) —r @)

B,.h g _ .
1.2'3.4 {f”l(xl)_f,l,(w())} +...+ (_ I)m. I_B_li____{f&m—s)(wl)_f( Iz )(xo)}

.2...(2m—2)

F (= 0RO ) — 0 a,),

on 0 <4<

Si l'on compare le résultat auquel cst arrivé Jacosr avec celui de
Poisson, on voit sans difficulté que leurs recherches se complétent 1'une
l'autre d’une certaine fagon. La déduction de Porsson exige que la déri-
vée f®™(z) conserve le méme signe depuis z = z, jusqu's & = x,; Mals,
pour la dérivée paire suivante f?"+?(z), elle ne demande aucune déter-

mination particuliére. La déduction de JacoBr suppose — non pas que
f®(z) conserve le méme signe entre z ==z, et = x, — mais seule-
ment que

Zt
(84) 2O (g 4 2)

o

conserve le méme signe entre 7 = 0 et # = h; mais elle demande en
méme temps, qu'entre les mémes valeurs de 2,

£y
(2m+2)

Py T

Lo f ( )
ait le méme signe que (8).

Aprés cette exposition succincte des recherches antérieures sur ce sujet,

il nous sera permis de dire un mot sur le présent mémoire. Nous le
diviserons en trois sections. Dans la premiére nous nous occuperons de la
recherche de quelques relations entre les nombres de Berwourii, dont
nous aurons besoin dans la suite: dans la seconde nous développerons les



Sur Ia formule sommatoire d’Euler. 7

théorémes et les formules générales qui touchent de plus prés & la formule
remarquable, se trouvant en téte de ce mémoire: enfin dans la troisiéme
nous ferons quelques appfications importantes du dernier de ces théorémes.

Nous n’ignorons pas que la formule d’EuLer est ordinairement pré-

sentée sous la forme (1); mais nonobstant nous avons préféré pour nos
recherches la forme

o B, h w’ B.r* -
(9) huz = A . Au + U, — 1—7—3—4. Aux + etfe.

Au premier coup-d'oeil on trouvera cela peut-étre de trés peu d’im-
portance; mais la forme n'est pas tout & fait sans conséquence dans les
applications. En effet la formule (1) étant prise dans sa plus grande
généralité, on ne peut parler d'un terme complémentaire, kZu étant ab-
solument indéterminée. Il faut donc ou fixer le terme Xu, en le con-
sidérant comme une sommation entre de certaines limites (ce qui est le
cas ordinaire), ou le prendre pour une fonction déterminée de z, d'our
lon puisse ensuite déduire # et ses dérivées. Mais le procédé ordinaire
a souvent des inconvénients par rapport a la continuité; ainsi p. ex. le
développement de log/'(x 4 1) qu'on trouve de cette maniére n’est
rigoureusement démontré que pour les valeurs entiéres de . Nous avons
donc préféré considérer Zu comme une fonction déterminée de z; et pour
faire voir cela plus clairement, nous avons donné & la série dont il s'agit
la forme (9).

Quant & la méthode d’opérer, nous prenons le méme point de départ
que Jacosl, savoir la formule connue

'.
rr

uz+,, - ux + h.?t;

h—
W+ / (= D de;

mais le reste de nos déductions sera tout & fait différent des sicnnes.
En effet les recherches de cet illustre analyste font fort bien connaitre
que la fonction que nous avons désignée par ¢(2) (voir la formule (25))
conserve toujours le méme signe entre z = 0 et z = k; mais elles ne font
pas voir la propriété la plus remarquable de cette fonction, savoir gw'elle
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. . .. h ,
a entre ces limites son seul maximum ow minimum en z — 5’ et qu'elle est

parfailement symétrique de Tun et de Uautre cité de ce point. Cette pro-
priété est un point essentiel pour mnos déductions; c’est par elle que
nous sommes parvenus a trouver les limites du terme complémentaire
pour le cas méme qui a échappé aux recherches de Jacosi, c’est & dire
pour le cas ou les expressions (7) n’ont pas le méme signe.

Relations entre les nombres de Bernoulli.

§ 1.

Si dans la formule connue

I I I
(10 .dx = ——= cotang - w
\ ) @ 2 ,g 2

on met & la place du membre 4 droite sa valeur

2m—1

+...+ B, IL—— + ete.

.2...2m

3

1 I I @ @
11) ——-cotang -w = B,. — o —
( )w 2 g2 B, 1.2+B'~’1.2.3.4
(ou By, B,,..., B, etc. sont les nombres de BErNoULLI), on aura, en
posant ® = o, aprés avoir différentié 2m — 1 fois par rapport a cette
variable,

oo

mm_—l .dx B,

(12) e?m:__l__m'
Or la formule (10), multipliée par cosw, donne

(13) 2. | L2 — . cosw . dr = ¢, (w),



]
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en supposant pour abréger

2 Ccos w

I .
¢, (w) = 2.cosw — cotang ~ + sinw,

I I I
—— -, cotang ~w} =
@ 2 2 (0]

c'est a dire, en vertn de (11),

(14) 5"1(‘0) = Blw + I 2

2m—1

.+ - @ ( + (— )= n— >+ etc.

.(2m—1)

Différentions maintenant 2m — 1 fois la formule (13). Pour cela nous
nous servirons de la formule connue

o ny
(15) T _ L pormzny o Ty e — m Y
Y

qui, toutes réductions faites, donnera pour @ = o

(16) dﬁz,m—o)l){( — e_ ) cos a)} (__ I)"'"l. (I +;3\/—I m—1 :SI —m\/:—_l)m—l )
(d )2m \/_ 1

Done on tire de (13)

o

(17) (1+ay—1)" ' —(1—2y—1)™" . 2de m—1
\/———_I 27 1 m

parce qu'en vertu de (14) on a

s @, (@)
( d(l)) 2m—1

m—1I
m

B, m—
=W+(-— I) 1.

En développant les puissances sous le signe f dans (17), et cn désignant

Acta mathemunticn. 5. Imprimé 12 Février 1884, 2
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par (2m — 1),, (2m — 1),, etc. le premier, le troisicme ete. coéfficient
du binome pour I'exposant 2m — 1, nous aurons

@0

gde |(m— Duo—(2m— 1)+ ...

27z

e — 1 l + (__ I>m-.2.<2m_ I>2m_3_x2m—-a + (— I)m-—-l.xﬂm-—l

m—1
m

m— Bm
+ (=" E

et de la, & l'aide de (12), on tire la relation suivante entre les nombres
de BerNovULLI:

(18) (2m——1)1.B,—§.(2m——- 1);. B, + ;(2m—- . By— ...

m — 1
m

v (=)™

— (2m — I)gps. By =

§ 2.

Mettons dans (10) et (12) ;w a la place de z et dans (10) 20 &

la place de ®; nous aurons

w©

) 2™, de S B,
I ==
(19 == o

L3

ewr —_ 6-—'(”1‘ 1
————.dr = — — cotang w.
e — 1 @

0
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La derniére formule, multipliée par cosw, donnera

0

COS w I

wzr —w
e — e CoOsS w .
( — ) dr = sinw + -
e — 1 ) sin @

’

d’ol1, en posant @ = o, apres avoir différentié 2m — 1 fois par rapport
a cette variable, on obtiendra en vertu de (16)

\/—_1 e — 1

(___ I)m—-l f([ + w\/:;)‘lm—l__ (I _w\/__—l)m—l ' du

(2m—1) . COSw I
§ — =
R e
(dw)ﬂm—l :
Mais comme
Sinw_l_cosa)_ 1 L ° o® + ©’® (=) (2m—1) o™ Fete
w o ' 1.2 3'1...4 St : ‘I.2m "
— 2m—1
1 1, 2(2—1).B,.0 , 2(2°—1).B,.0" 22" —1)B,.0
= — 4 T = -+ ete.,
sinew 1.2 1.2..4 1.2..2m
on aura
—n) . Cosw 1
dwZo)'|sinw + ©  sine I
e m—1__ — 1\m W e

d’out enfin on obtiendra

3

((+ay—0)""'—(1—ay=—1)"" do

nxr

V—1 e —1

2m — 1

="t (—1)".

2m

22" ' —1). Bn,
2m
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En développant (1 + xy—1)™" et (1 —axy—1)""" et en faisant les
intégrations a l'aide de (1g), on aura

(2m - I)2m—3 . 22”1—2' Bm—-l

(zm—1),.2*.B, (2m—1),.2*.B 2
20 | S 3 2 —_— m--a
(20) 2 y +ot(—1) P—
2m 2m—1
w12 Bn _ 2m—1 \m 2(2 —1).B,
+ (=0 2zm  2m + =0 2m ’
d’ou Yon tirera facilement
1 (2m —1),.2*. B, (2m —1),.2* B,
é—ﬂ;— I + > —_— 2 + e
m (2m - ‘)27}1——3_ * 227"—2 M -Bm-—l . m 2(22’" - II) . Bm
...—I—-(———I) . o — 2 = (——-I) . Py ’
. 1 1
et enfin, en multipliant chaque terme par Tam) * 7’
I 1 1 I I B, I I
(21) 1...2m 2™ 2 1...(2m —1) 27} +T2 1...(2m —2) 2
B, I 1 m B, I I
I 41, . em—g) 2t o =)y . .(m—2) 1.2 2°

Il

' 22""—1 I...2m

Théoremes et formules générales.

§ 3

Les deux relations entre les nombres de Brrnourrr dont nous aurons
besoin dans la suite, ayant été trouvées dans (18) et (21); nous passons
maintenant & ce qu'il y a de plus essentiel dans ce mémoire. Soit u,
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une fonction de x qui, avec ses 2m -+ I premiéres dérivées, est continue
depuis x jusqu'a x 4 k; faisons pour abréger

(22) Fx, I) = lw, — Au, — H,.h. Au, — H,.k* Au,] —

e — H27n——2 . h‘lm-—2. Au;?m—‘l) I HZm—l h‘lm——l Aug}m——l),

ou u,, u; etc. sont les dérivées successives de u,. En vertu d'un théoréme
connu nous aurons

1.2

h2 hs h?m h—2) 2m
Au’w — hu; + _I_Z.u;‘/_}_ III+ + v ug::;) + (I ; (2m,+1) dz,

3

A’ — ' b w' + B L, 2m) (h — z>2m'1 um+D
U s Tz +o 1...(2m——1)‘u$ + T.Zm—1)" Yats
0
2m——2 2m—2
h (h —2) 2m+1
A =hu!" + ...+ __—(Zm ) ul™ +f om— U
A“(‘Zub——l) - h M m)+ [(h u(?m-{—]) dz
Uy, s 02

Ces valeurs, substituées dans (22), donnent

h

2m 2m—1 2 2m—2
) Flo, B)— f&f;";”d [(h——z) +H,.h(h~ 2) +H hEh—2) Lo

m 1.2...(2m—1) i...(2m—2)

0

Hops B2 (h— 2)

My B o (h—2)
R 3 +

I

.dz,

.dz,
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.y H,,_y sont déterminés par

1
-H; +I—.—5=O’
H I
H,  + 1.2 +1.2.3=
. H, H,
H+ 1.2 +1.2.3+
(24) 71 H
Ht Bt P
Hopo H,,
Hyps + f.22+1.22.33+

o,
1.2.13.4 =0
: +1.2...(l;[;n-—3)+1.2...(151‘11,—2)
+Y.2...(;m———1)=0’
+1.2...(€I:n——-3)+I.z...(?;n—z)
+ 1.2...(1;1;11,——1)+ 1.2.1. am

§ 4

Considérons en premier lieu le polynome entre les crochets dans (23)

et posons
B (h__z)m H-1 . h(h—- 2)2711—1 H, ] h,v(h_-z)2m—2
(25) p(h—2)= Tz om T 1.2...(2m—1) 1.2...(2m—2)
H, bt (h—2)"" Hpps- K™% (h—2)
+ 1.2...(2m—4) Foet 1.2 ’

__H, . h.(h—2)""°

H, .k (h—2)"" " I Hopy K™ (h—2)

(26) ph—2)= 370

1.2...(2m—35) I ’
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qui, au lien de (23), donne cette expression plus abrégée

h

(27) F@, )=—[[gh—2) + ¢(h— 2)].ulr> . d.

0

En développant ¢(h — #) + ¢ (h — 2) selon les puissances de z, nous aurons

plh—2) + ¢(h—2) =

2m I H, H, Hyp s Hym_s Hym l

b 1z.2m 1.2..2m—1) ' 1.2..2m—2) Fot 1.2.3 te2 T |
B I H, H, Homs . Hom—s

I 1.2..(2m—1) + 1.2..(2m—2) + 1.2...(2m—3) tot 7o+ o+ B
h2m-2-ﬁ2 1 Hl H; H2m—4 H?m—--?

1.2 |1.2.(m—2) 1.2.(2m—3) 1.2..(2m—4) +et 1.2 te Han—2

B 1 + H, + H, - Hyps 4 Hin—t | o
123 |12..2Zm—3) ' 1.2.(2m—4) ' 1.2.(zm—5) 7 1.2 1 =3

h3.22m—3 1 .—H'— H,
1.2.(2m—3)|1.2.3 1.2 I

2 2m—2
)

I H,
treem—p| 12 t 7T T H’l

h 2m—1

- 1.2..:(2m—— 1){ 1+ H,|

2m

tiz.zm’
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cest a dire, en faisant attention aux expressions (24),

2m 2m—1 2 2m--2 2m—2 2
P H h.z H L.z Hsp o 1 v
h—2)+ d(h-—2) = ! 2 Lt S AL
glh—z)+ Jh--2) 1.2..2m + 1.2..(2m—1)  1.2..(2m-—2) +ot 1.2
. H;, .7b3- Z?m—3 Hr,-hs'z?m“s . H?m»—l-hgm_l-/‘:
1.2.(2m—3)  1.2..(2m—3) I

ou enfin
(28) ph—2) + ¢(h —2) = ¢(2) — $(a).
En supposant ici z =§h, on aura
o(31) =0,
ce qui ne peut avoir lieu pour toutes les valeurs enticres de m, & moins

que les coéfficients des termes différents dans ¢(h — 2) (") ne soient sé-
parément égaux a zéro, c’est a dire que

(28.) H—H-=H—=...=1H,, =o.

Nous aurons donc au lieu de (27) et (28)
h
(29) Fx, b)) — ——fgﬁ(h — 2). U de,
0

(30) ¢(h—2) = ¢(2).

§ 5.

Quant aux coéfficients H,, H,, H, etc., on obtient immédiatement

I
Hy=—;

(') Voir la formule (26).
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par conséquent, a l'aide de (28.), la derniére des relations (24) peut étre
présentée sous la forme

m—1 . Hg -H; H?m——4 H?m—2
(31) I.2...2m~—1.2...(2m—2)+I.2...(2m——-4)+'“+I.2.3.4+ 1.2’

d'oli, en multipliant par 2.77(2m) et en supposant généralement

(32) H?r — (___ I)y-+1 . Kr ,

I.2...2r

on obtiendra la formule

I I - I >
— = (2m — ), I, — S (2m — 1) K, + g(zm—— ), I, —. ..

I

. I
L + (_' I)inkl' m—2 J (2m— I)?m—.’S'I[m—2 + (— I)m' T_YLZ—‘ . <2m_ I)?m—S‘Km—l’

en vertu de laquelle (comparée. & (18)) il faut nécessairement que

et ensuite

(33) Hy = (=1

en désignant par B, le r<iéme nombre de BrrNouLLL

§ 6.

Ayant trouvé les valeurs de tous les coéfficients H, il nous reste
a donner une relation entre eux, dont nous aurons besoin tout & l'heure

Acta mathewmatica. 5, Imprimé 15 Février 1884, 3
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et qui se trouvera facilement a l'aide de (30). En effet, cette formule
donne immédiatement

1
Eh

(334) f;o(z)dz = 2 .fgo(z)dz,

0

d'ol, en faisant les integrations, on aura, aprés avoir divisé par A*™*!
? D 2 2 b

I H, H, Hym—y
1.2..(2m 4+ 1) + 1.2...2m + 1.2..(2m—1) +et 1.2.3
. I X H, I H, I H,, , 1
T l.2..(2m + 1)';27"‘_‘— 1.2..2m 2?1 + 1.2.(2m—1) 2 +t 123 2%’

et ensuite, en vertu des relations (24), en tenant compte de (28.),

I I H H, I

I
\ —H, =—— ———— — + o, + .
(34) W p2...m4 1) 2 T 12, 2m Rl 1.2...(2m—1) "2

H.‘ 1 H?m—-2 I
=ttt T

1.2...(2m—3) ™

+

§ 7.

Nous nous occuperons maintenant de quelques propriétés remar-
quables- de la fonction ¢(z), et nous démontrerons en premier lieu

quwelle me change pas de signe entre z =0 et 2 =h, et quelle est
positive dans cetle étendue, si m est pair, el négative, si m est impair.

I
Pour cela nous observerons, qu'en vertu de la valeur H, = —_, Tex-

pression

2+ Hh
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est nmégative entre 2 =0 et 2 = %'h; en multipliant par 2. dh et en inté-

grant entre h = h et h = co, nous aurons

-

-3 -2
[kt + H, W) dh = z;‘ LT

2
A

Cette expression étant wégative entre les mémes limites de 2, il faut
nécessairement que

z H .h
3T
et par conséquent
o
e H .h _ Ph H .h.z 2
‘/<§+—2—->dz—_—‘l.2.3+ r2 TR

le soit aussi; d’ol1, en multipliant par — 2z, nous aurons I'expression

2° T H,

1.2.3

(35)

Jh.&?
I‘zz—l-H,.h’.z,

qui est positive: entre 2z = 0 et 7z = ;—h Multiplions (35) par A~°.dh et

intégrons entre h = h et h = 0o, nous aurons

8.2 H . vt H. .32
1.2.3.5 1.2.4 3
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doit étre positive entre z = o et 2 =;.h, et de méme ()

2 H .h.2* H,.h’.z)
/<1.2.3.5+ 1.2.4 + 3 a2,

2t H .h.z2*  H, k.2
1.2.3.4.5+1.z.3.4+ 1.2

+H4.h4}

d’'oti, en multipliant par — 2, il s'ensuit que Vexpression

a° H . .h.2zt  H L.z 4
(36) 1.2.3.4.5+‘1.2.3.4+ 1.2.3 + H, . h

doit étre wmégative depuis 2z = o jusqu'a z =_h. 1l suffira done, pour

faire voir ce qui a lieu en général, de démontrer que, si P'expression

272m—3 H . h . z2m—4 H h 2m~—5 H h ‘2m~—7
—5F T+ - + -
1.2...2m—3) ' 1.2...(2m—4) .2...(2m—3%) 2...(2m—7)

(37) +..

2m—6 3
H)l;z-—G h &
1.2.3

.. + + H:Im——ai . h2m—4 -7

. iy . B . 1
est toujours positive ou toujours négative entre z = o et z == E'h’ celle de

z?m—l + h Lam—2 H . h2 . 32171——3 H 2m--5
2...(2m—1)

(38)

2m- -4 3
Hy .k .z

1.2.3

ot

sera toujours négative ou toujours positive entre les mémes limites de 2.

(") Voir la formule (34).
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En effet, multiplions (37) par A~™. dh ct intégrons entre b =1 et
h = co; il faut que Vintégrale

z?m——S h—2m+1 + Hl ‘Z‘Zm—‘i h—2m+2 +
1.2...2m—3) 2m—1 ' 1.2...2m—4) 2m—2 ' '’
3 —8 —3
+ Hgm_.s % h + Hgm_4.Z . h
" 1.2.3 5§ 1 3’
et par conséquent l'expression
z?m——3 I 11—l z?m~4 3 Hg z?m—-s hz

-+ + +...

1.2..2m—3) 2m—1 ' 1.2..2m—4) 2m—2 | 1.2..(2m—35) 2m—3

+ H2m—6' z3 . h?m—s + H‘zm——4'z . h‘2-1n~4
1.2.3 5 I 3

)

soit positive ou mégative entre z = o et z = ;h Multipliant la derniére

. . 1 .
expression par dz et intégrant entre 2 = z et 2z = 30 I'intégrale

2m—2 2m—3 2 2m—4 4 2m—6
] H hz H,h'z H,h
_| — + — + 2 — + W07 — + ...
[t.2...em—1) V' 1.2...(2m—2) ' 1.2...(2m—3) | 1.2.. (2m—%)
H2m-—4 h2m—4 . z-z )

b + + H2m—~2'h2m—_2 i

1.2.3

doit de méme étre toujours positive ou toujours négative entre les mémes
limites de 2; d'oti, en multipliant par — z, il suit que I'expression (38),
qui n'est autre chose que la dérivée ¢'(2), est toujours négative ou toujours

oy I
positive entre z = 0 et 2 = 5h.

Par ce qui précéde(’) il est donc démontré que ¢'(z), fonction

() Daps les formules (35) et (36) nous avons trouvé la fometion ¢'(2) positive pour
m = 2 et négative pour m = 3.
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entiére du (2m — 1)’ degré, est positive dans l'étendue. indiquée, si m
est pair, et négative, si m est impair. De la il suit immédiatement que
I'expression

[¢'(2)ds = p(2)

ne change pas de signe entre z = o el z =%h, étant positive dans

celte étendue, st m est pair, et négative, si m est impair.

Il suffira donc de se rappeler la relation trouvée ci-dessus

(39) ¢(2) = ¢(h—2)
pour avoir démontré ce dont il s'agissait, & savoir que

la fonction ¢(z2), ne changeant pas de signe entre z = o et z = h, est
positive dans cette étendue, si m est pair, et négative, si m est impair.

§ 8.
En différentiant (39) par rapport-a 2z, on aura

¢'(2) =—¢'(h—2),

ce qui exige nécessairement

"(5) = —1
¢'(2) = o pour z = _h.

Donc, la fonction ¢’(2) qui, en vertu de ce qui précéde, conserve toujours
le méme signe entre 2 = o0 et 2 ==—; h, g'évanouit pour z = %h; elle passe
dans ce point du positif au négatif (m étant pair) ou du négatif au positif

) .. . \ . . I, . ,
(m étant impair), et conserve ensuite le méme signe depuis 7z = >k jusqu'a
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2=~Fh. Il gensuit que la fonction primitive ¢(2) va toujours en aug-
mentant (si m est pair) ou en diminuant (m étant impair) depuis z = o

. I ] ) H
jusqu'a 2 = b, et qu'aprés cela elle décroit ou augmente continuellement
jusqu'ad z = h; c'est & dire que
. I .
¢(e) a, entre 2 =0 et 2="h, un seul mazimum pour z2=h, si

. . s 1, .
m est pair, et un seul minimum powur la méme valewr 2z = Sh siom

est impair.

§ o

Nous reprenons maintenant la formule (22), qui peut étre présentée
sous la forme

, I ,  BA B

(40) hux == Au, —EhAuI + T2 Aux —1—5—3_2. Au}_.v—l- e
+ (_ I)"l m-lh2m— + R
\ .- (2m —2)
ou
3
(41) R = — [ulmV. o (2)de,
6

et par conséquent, ¢(z) conservant le méme signe entre les limites de
Vintégrale,

2, 1
R = ;f,;:)fgo 2)dz,

c'est a dire, en vertu des formules (25), (33.), (34) et (33),

B h2m+1
2m-t1 2 D __ 1 _Hm (2m--1)
(42) R = Hyp P 75D = (— 1)y™ — —5 - Ueron -
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Cette valeur de R, substituée dans (40), nous donnera ce
Théoréme 1. Soit wu, une fonction quelconque de = qui, de méme

que ses 2m -+ 1 premiéres dérivées, est continue entre x et x + h; la
valewr de B dans la formule (40) sera égale

("_ I)m+1 Bm"‘?m-’-1
I.2...2m

multiplié par une valewr intermédiaire de la (2m + 1)*™¢ dérivée; cest
a dire, on aura

r L ’ ‘Blhg ’ sz4 v
(43) hux——Aux—EAux—!-—l——z—.Aux —_I——Z_S_Z'Auw +...
('—' l)m' Bm——lh2m_2 (21m—2) (——' I)m+1'Bmh2m+l (2m+1)
et 1.2...(2m —2) F A"+ 1.2 2m eroe
o<f<1.

Ce théoréme est absolument général, ne supposant que la continuité de
la fonction u, et celle de ses 2m + 1 premiéres dérivées.

En faisant dans la formule (40) z = =, et ensuite x = x,, on aura
par soustraction

B\
I.

(44)  h(uy, —u,) = Au, — Au, — g {Au, — Aul,} + ’; {Au, — Au}—...

(__ I)m. Bm_1h2m_2 p
1.2...(2m—2) !

e

3
2m—2 2m—2 (2m+1)___ ,,(2m+1)
Aulm=d — Aylm )}_f¢(z)¢lz.{u,l+, ugnivl,
0

De 1a, ¢(2) conservant le méme signe entre les limites de l'intégrale, on
obtiendra, comme ci-dessus,

(45) Bty —1) = Doty — Ay — 2{ Aty — Aul) + 22 Ay — Ay} —...

(— I)m. B, h(?m—2)[
1.2...(2m—2) !

mt1 2m41
(— 1) Bah [4@mED) g @m D)
1.2...2m ey + 04 Vgt Oh ft

@m-2) ___ (2m—2)}
ot AUl — Auln-+
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[}
(a1 4

Supposons ici (')
(46) u.lt,'+z - urlto+z = % f(x + Z))
d’ou (%)

Au, — Au,, =ff(x)dw,

(') De méme que cela a lieu en général pour les intégrales définies nous employons
partout dans ce mémoire le signe

=

Zi(e) = | Efe@

=1,

(*) En supposant dF(q:i—l- 2) = dF(@ + 2) = f(z + 2) on aura en général
2 dx
zth x+h
ff(:c + 2)de =ff(w + 2)de = AF( + 1),
et z x
(@), [F@+nde = Fle, +)—Fla, +7) = I Pl + 2).

Or, en mettant

T=x

Uisr — Ui = Zfe + 9= | T/ + 9,

on aura, Vintégration faite entre z et z 4 h,

r=1) z4h =2
Ay g Dl = I fo(m 4 2)dz = I ZAF(z+ 2)
= | F(x + #)dz,
c’est A dire, & l'aide de (a)
(b) Ay, — Ay, = ff('r + 2)de,

Aecta mathematica, 5. Tmprimé 15 Février 1884, 4
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et en général

Au? — Aul = D (x) — [ (),

nous aurons la formule

(47) WZ1(@) = [1(w)dn — {7 — )} + 2247 ) — 1 (a))—

2m—2

+ (__ 1 ) m-1 h {f(2n1—3)(w1)_/'(2"'_3)(730 )} + (

co(2m—

1 m+41 B h2m+l £

X+ 00),

1.2...2m

qui n’exige pas nécessairement que 2, — x, soit un multiple exact de 7.

Dans le cas 2, — z, = nh, en désignant par M,, la plus grande
valeur numérique de ¢ (x) depuis x = =, jusqua x = x;, nous aurons,
abstraction faite du signe,

Z,
(]
-M,,,

:Zlf(%n)(m + 0]2)' < ,xl—]—

et partant

(48) B 1(x) ff )ar — 3 ) — Fa)} 4+ LA ()= ()} — ..

Bm_l h 2m—2

2m—3 2m~—3 Bm h2m
O ) — 0 )| £ 0

‘T2 am O %) Mo

+("—I)

En comparant cette formule (48) aux formules (3) et (4) on voit que,
pour obtenir, par développement en série, une valeur approximative de

Ep différentiant 7 fois par rapport 3 #, étant en général

dfe+s) _ dfl+ 2,
dz* de*

on aura enfin

(c) Audy, — Ay, =@, + )= Va, + 2).
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2f(#) dont la différence de la vraie valeur de  2Zf(x) est numérique-

ment < s, il suffira en effet de calculer un terme de moins de la
série en question que n'en exigent les formules de Poisson.

§ 10.

En supposant maintenant dans (40) et (41) que ulp+P ne change
pas de signe entre 2= o ct 2z = h, nous aurons

R = — ¢(0h). Aug™.

Comme ¢(2) conserve le méme signe depuis 72 = o jusqu'a 2 = h, de
- . I .
sorte que sa plus grande valeur numérique soit ¢\ -h), et sa moindre

valeur zéro, nous aurons

R = — (].gp(% h).Auf’"). o< <)

Quant & 50<-; h), on en obtiendra facilement la valeur a l'aide de (25)

et (21), & savoir

1 " z?m_ 1 Bmh2m
(49) S5<5h> = (— " Sl 1 2., . 2m’
d’ou enfin
(50) B= (g ot Bak” g yom
- ( Ve 22m-—1 1.2 2w * £ 2NN

Nous aurons donc le théoréme suivant:

Théoréme II. Soit u, une fonction quelconque de x, continue de
méme que ses 2m 4+ 1 premiéres dérivées depuis x jusqu'a x 4 k; soit



28 C. J. Malmsten.

de plus la (2m 4 1)*"° dérivée toujours du méme signe cntre ces
limites; la valewr de R dans la formule (40) sera

2m 2m
2" — 1 B, h \
B (— g 2ot Bl e,

=1 1 2., 2m

et partant nous awrons

t ‘" BJL" 1y
(51) hu!, = ‘_'———1.2.3.4'A“’ + ...
—1 m. Bm—- h'zm-'l s ) zm _—1 Bmh2m "
o + ( 1.2)...(2m1——2) .Auf:"'"z)_i_( ‘>"+1 0 1m—l : 'Au;(tz )7

I1.2...2m

o0<i<1.

De méme, en supposant duns (44) que

(2m+1) 5y(2m+4-1)
utd-z - u’.z],+z

conserve toujours le méme sigue depuis ¢ = o jusqu'a

2= h, on en tire
facilement. 'expression

(52)  h(u,~—u,)= Au, — Au, — ;—L{Au;l u, ) + W ‘Au” — Auy)—

(_ I)m' Bm__.l h2m—2

[ A g (2m—2) (2m—2)}
T e am—2) VAU — Aug"
2m a1
2" —1 B,k y y
l 1 p 2 .
( [)”‘4‘ '0 22m——1 * 1 ] 2’" 2m {Au'-(t)lm) Au’.(z‘om)}’ (O < 0 < 1)

d’ou, en faisant

u.::r}-z - .¢o+z zf('” + 5)7
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on obtiendra

(53 AZf(a) = [ 1(0)da— o) =)+ 2 (o) —r ()

B, it

2

( I)m. Bm—l . h‘.’m-—‘z
1.2.3.4°

.2...(2m—2)

F (@)= () et S

{f(‘lm——:i) (',I/.1 ) — ,"(7"1"3) ( '1;0)}

2 : 2
m 1 ‘lgnl ]L e

2
+ (— ‘l>m+1'0° 2‘2:{6—1

1.2... 2m{f‘(mn_l)(wl)_f(m_l)(“’o)}' (0<0<1)

Cette formule suppose que

o +

canserve son signe depuis 2= 0 jusqua 2= /L. En la comparant a la
formule (6), on trouvera facilement

1° que dans notre formule le termne complémentaire est compris
entre des limites plus reserrées;

2° quil n'y est pas nécessaire que x, — x, soit un multiple exact
de k. Il faut seulement observer que dans ce cas le membre & droite

]

de (53) ne donne qu'une valeur particuliére de lZf(w); d’oui, pour en
avoir la valeur générale, il faut la compléter par o
(54) 8(z,) — 8(=,),
8(w) étant une fonction périodique quelconque, telle que
8 + h) — 8(x) = o.
La formule (6) au contraire exige nécessairement que z, — x, soit un

multiple exact de k.
3° La déduction de la formule (6) suppose que f®™(x) conserve le
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méme signe depuis & = &, jusqu'ds & = x;; pour notre formule (53) il
suffit que

(55) 3 (@ 4+ 2)
ne change pas de signe depuis z = o jusqu'a z = h. En effet, dans le
cas ou x; — &, est un multiple exact de k, il est évident que cela a

toujours lieu, si f®™(x) conserve le méme signe depuis z = x, jusqu'a
& = x;; mais cela peut aussi avoir lieu sans cela.

§ 11,

En ajoutant & (51) l'expression

2 2 A
— (___ I)m-H Bmh g Au('hu) Bmh " Au(‘zm)l
== — ., , —_——, ) )
1.2...2m ¢ 1.2...2m  “ |
on aura
h B h? B.A* -
Y a4 == —_ PY L | ' L 3’ v __
(56) hi,, = Au, JAul, - Aul 1.2_3.4.Au£
20t 2m 2m
o\t Bmh (2um) — m+1 2 —1. Bmh’ . (2m) ,
b (T S A (O e — gy A

¢t de méme on tirera de (53)

B, h*
1.2

(1)  WEA(w) = [ () dr— 2P ) — () + B () — )

B, bt 27 g ('— I)m+l' Bmh2," m— 2m—
Izsﬁ_{f (xl)_—f (xo)}+'"+ 1.2...2m {f\2" ])(xl)—f(l ])(xo)}
22’”‘—' I Bml 2m n— H—
b0 55m ) — o,
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Cette formule fait voir que, si dans le calcul de
h2 f(x)

on s'arréte @ un certain terme du développement, la valeur numérique
du terme complémentaire ne surpasse jamais celle du dernier terme.

§ 12,

IIn mettant dans (43) m + 1 4 la place de m, et en comparant le
résultat & (51), on aura

h

2m 2m
0 “——"—2 —1 — 1 —————Bm.h — u"""‘“’dz
: ‘1.2...2m’ wte o

227;;———1

(5 8) _Eﬂl+l . h2m+3 u(2m+3) —

1.2...(2m 4 2)  *+0

0

Done, si les dérivées

(2m+1) (2m+-3)
ux-’rz et uaH—z

ne changent pas de signe depuis 2z = o0 jusqu'a z = h, et qu'elles aient
le méme signe, il faut que

2" — 1

0. I

22m-—-1

soit, négatif, c’est a dire que(’)

2m

2™ — 1

0. —— <1,
2

ce qui substitué dans (51) donmera immédiatement le théoréme suivant:

(") I1 faut observer que nous désignons toujours par & une quantité positive dont
on ne connalt que 0 < A < 1,
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Théoréeme III. Soit w,,, une fonction quelconque de x qui, de méme
que ses 2m -+ 3 premiéres dérivées, est continue depuis z = o Jusqu'a
z = h; supposons de plus que la (2m + 1)°" et la (2m + 3)°™° dérivées

@2m+1) (2m+3)
u.z'fl'-z et u’z+z ’

ne changeant pas de signe entre ces limites, soient toutes deur du méme
signe; dans ce cas nous aurons

v h [ Bxh2 o B2h4 iv
(59) hu, = Aux—E.Auz+—17.Au,—m-A“.t + ..
B b2 B.5"

ot (=) A (— )0 T A,

L —_—_———
‘1.2...(2m—2) 2...2m

o< <1,

De méme, en mettant dans (47) m + 1 a la place de m et en comparant
le résultat a (57), nous aurons, a cause de

B g
FEmD () — fEmD (g ) = f § f “’"”{m + 2)dz,
[
cette formule

(60) B f(x) = [ (2)do — Sl — F(a)+ S () — 1)

B, [ porr 0\ m Bm— R § £(20i—3) “(2m~3) 1
gt @) =1 @) ek (= ) OO ) — £ )
m+1 Bm }142’" | £2m—1) (2m—1) | ( < 0 < 1
R vr rovr i U il A B )

pour le cas ot

(61) > o 4 2) et ii/’"""‘“’(zr +2),
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ne changeant pas de signe depuis z — o jusqu'a 2z = h, ont foutes deux le
méme signe. La formule (60) est précisément celle qui a été proposée
par Jacosr (voir la formule (8)).

Applications. (')

§ 13.

Nous ferons maintenant quelques applications du dernier des théo-
rémes proposés.

Premiére application. Développement de log I'(zx).

En multipliant par dz la formule connue

dlog I'(x) et e
T*fdz<7_’,__e—z>’

et en intégrant par rapport a z, & partir de £ = 1, on obtiendra

oo

—z =Dz
log I'(x) =f" zdz'[m-—l-—--l——l—i—;_-_z—].

0

Supposons dans (59) h =1 et

w

-z —(z—1)z
(62) u; =f‘3 A | = 10er(a),

(*) II ne faut pas oublier que ces applications ont été faites en 1846, il y a 38 ans.
Acta mathematica. 5. Tmprimé 15 Février 1884. 5
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dlon

L3

6 "o 6__:__ G—x"]:
(63) u; fdz[z —

0

et en général, r étant > 2,

zr—z e—.'u
u = (— 1)\ —— dz;

cette supposition satisfera évidemment aux conditions du théoréme III
A cause de

Auz =fu’;:+ydyi
0

on aura pour le cas en question

Au, =flogf(x + y)dy

et, en faisant = 4+ y = y,,
1 x, z—1
Au, = flog I'ly, + 1)dy, + flog Iy, + 1)dy, — [log I'y, + 1)dy,
0 1 0

1 z
=‘/'logl"(yl + 1)dy, +f[log1’(y1 + 1) — log I'(y,)] dy,,
0 1

cest 4 dire

1 z
Au, = [log I'y, + 1)dy, + [log y,.dy;
0 1
d’oti enfin, en vertu d’une formule donnée par RAABE, savoir

1
flog Iy, + 1)dy, = % log (27) — 1,
J
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on aura
Ay, = % log (27) + z.logx — =,

et partant
Au, = logz,

et en général pour » > 1

Aup = (— 1. L=,

—1
zr

Pour ces valeurs de ), Awu,, Au, etc. le théoréme III donnera

logI'(z) = —log(27z-) + (w——) logzr.— z + .____'2_._+ __s —.

(— 1)" Bp —n™LlB, 6
ot G = ams) 7 (o T
(o<o<)
ou, en y ajoutant logz,
B, B, B, 1
(64) logl'(wx+1)= é log(27)+ (a; + %)logw—w+ ﬁ'i—ﬁ'az— + '5_6 ——

(— )" By I (—D™*.B, @
(2m — 3 2m — 2) m—3 + (2m — 1)2m g1’

et

o<1

Cette formule est généralement applicable, quelle que soit la valeur
positive de z, ce qui n'est pas le cas pour les résultats que les méthodes
ordinaires donnent pour le développement de log/'(x 4 1). Leur point
de départ étant ordinairement la formule

loglI'(w + 1) = log1 + log2 + leg3 + ... 4 logz,
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le résultat n'est rigoureusement le développement de log I'(x + 1) que

pour des valeurs entiéres de . Quant aux analyses qui ne sont pas

sujettes & cette restriction (p. ex. celle de CauchY et celle de LiouviLLE),

elles sont tout a fait particuliéres pour le développement de log I'(z + 1),

et n'ont pas de relation avec la formule sommatoire générale d’EurEr.
En posant pour abréger

(== 1)" Buy .
m— 3X2m— 2)

(—™LB, 1
(2m — 1)2m n1’

I
+(2 2m—3+

on tirera de (64), pour une valeur quelconque de x> o, l'expression
I'e 4 1) = \2me.2".67%.6¥;

ce qui donnera successivement les relations suivantes

Iz 4 1)> \27.2% €77,

Ces mémes relations ont déja été trouvées par RAABE pour des nombres
entiers quelconques de . Ce géométre finit son mémoire (Journal de
Crerie, T. XXV, p. 159) par ces mots: »Sans doute elles subsistent
encore pour des valeurs fractionnaires et méme incommensurables; mais
Je n'ai pu réussir jusqu's présent & démontrer cela rigoureusement.y
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§ 14.
Deuxiéme application.
Supposons dans (59) k=1 et

; I'la + )
(65) Y =To¥o.le—b+a

ou @ > b; nous aurons facilement, en vertu de (63),

—z 2z
e e
u;’ — dz I — (e-—az e—bz e——(a—b)z) ,
Z2 [ ——¢
0

et généralement pour r > 2

@

r—3 —xz
u;r) —_ (__ I)r—l.fz .ee__z (e—bz + e—(a—b)z _ e—-az)dz.

I
0

Cette expression satisfera évidemment aux conditions du théoréme III,
d'ou Pon conclut qu'en s'arrétant dans le développement de (65) & un
certain terme la valeur numérique du reste ne surpasse jamais celle du
terme suivant. Ce développement s'obtiendra sans difficulté & l'aide de
(64), qui donnera

Na+2+1) o
I'+ae+1).I'a—b+xz+1)|

(66) log — é log (27) + (a + x4 %) log(a + )

—<b+x+%>log(b+x)—(a—b+x+ log(a—b+42)+ 2+ %.ql(w)

(—1)™".0.B,

— 1) B,_
1) : ) Gan—s(®) + m-%m_l(x),

m— 3)2m—

B, )
——3_4‘q3<x) +"'+ (2
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on, pour abréger, on a posé

1 1 I
otz G+ (@a—b+a)

0:(z) =(

Supposons # = 0; en écrivant ¢, au lieu de ¢,(o) et en faisant

(—1)™ B (—1)"*.4.B,

¢t + @m—3)(zm —2) G2m—s t+ m-?zm—l’

noug aurons

I_’(a‘l"l) 1 1 1
g ro D Tam gy = — 21082 + (a + 5) loga — (b + 5) logd

1

— (a-—— b+ ) log(a — B) + N(9),

2

et partant

P(a + l) _ al—"—— a’a.BN(q)
(68) To+10).Ta—b+1) \/2nb(a,-— B) 8@ — by

Lorsque @ et b sont des nombres entiers, cette formule donne la valeur
du cocfficient du (b + 1)*™ terme du développement de (m -+ n)*.

Si @ = 2r et b = r, on obtiendra la valeur du cosfficient du terme
moyen du développement de (m + %)*". En désignant ce cosfficient par F,
on aura

2

6 F—=2_
(%9) =
ou

2’—~1 B, 1 2*—~1 B, 1  2°~—1 B, 1
V) =T sa et T oserT

+(——I)m 22m—2~—]. B, . I +(_ )m+1 22"'_[. B ' 8

T (2m—3)(2m—2) 3 2 (2m — 1)zm ¢
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Désignons par T le plus grand terme du développement de
(m + " mr+m';

on sait que ce terme est le (nr 4 1)*™ ('), et partant nous aurons
T —_ ammr-f-nr.

Quant au coéfficient &, il s'obtiendra par (68) en faisant @ = mr + nr
et b == nr; d'ou il résultera enfin

(70) T=\/21" g0 (m + n)mtm,

27 .mnr

en posant pour abréger

_ B B, (= 10" Bua (— D)™ 4. Bn
Q= 124 3.4'”" +et (2m — 3)(2m—2)'02'"‘_3 + (em — 1)2m +Vam—1

(") Ceci se démontre facilement de la manitre suivante. Désignons par T; le k¢

mr+ar

terme dans le développement de (m + %) ; on voit aisément que

mr Y )p— P — S
Tk"— Tk+l =( + _)i_l'mmr-{—m k.nk 1{(’6——

% nr)(m + n) — n}

Mais, 3 cause de

(k— nr)m + n) —n < o pour k < nr
et

(B — nrYm 4+ n)—n > o pour k> nr,

on trouvera immédiatement que,

pour & < nr, chaque terme est plus grand que celui qui le précéde immédiatement,
pour k> nr, chaque terme est moindre que celui qui le précéde immédiatement;

d’ou il s'ensuit que

T1<T;<'-~<an< Tm‘+1

et

an+l > an+2 > an+3 >...> an+mr+17

c'est & dire, que Tnry1 est le plus grand terme.
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ou généralement

La formule (70) donnera immédiatement

(71) T /mEn
(m + n)™ " 2z.mnr

ce qui est 'expression du rapport du plus grand terme 7T’ du développe-
ment de (m -+ %)™+ au binéme (m + #)™"**" lui-méme.

Avec la méme facilité, que nous avons obtenu la formule (68), en
prenant pour point de départ la formule

I'b+2).I'a—b 4+ 2
I'e + 2).I'a—c¢ + )

’

u, = 1ogl

nous aurions aussi trouvé

(72) I'b+1).Ia—b+1)  /bla—b) .b"-(a—b)“”" )
7 Fe+1).la—ec+1) Ve@—e L@—e

en posant

\_ B, B (= D™ B (—1"*.6.Bn
M= by Bt ot G gm —2 P T m = Pt
ou généralement

1 I 1 I

Si @, b, ¢ sont des nombres entiers, la formule (72) donnera l'expression
du rapport entre le (¢ 4 1)*™ et le (b 4 1)*° terme du développement
de (m + n)*, savoir

\/b @—0b) V=" a7

el@—¢) ¢ (a—e)"" m™°
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Les expressions, que nous venons de trouver, étant d’une grande
importance pour le calcul des probabilités, ont été proposées par LapLACE.
Mais cet illustre analyste n’a pas remarqué que, les séries dont il s'agit
étant divergentes, leur emploi n’est pas légitime, & moins que les limites
des termes complémentaires ne soient déterminées. C'est ce qui peut
toujours se faire & I'aide de nos formules.

§ 15.
Troisiéme application.

Posons suivant LEGENDRE

®©

dlog I'(x) (e e N N,
_W— —L/‘d3<7——l——_—?>——z (.’,U),

L]

en faisant dans (59) A = 1 et
(73)  wy=Z 4 1 —2)—Z'(n 4 2) = — f (et ),
1]
nous aurons généralement
" — — (e—(n+1—z)z+ (__ I)r.e—(n-{—z)z)’

d'o T'on voit que les conditions du théoréme III sont remplies. De
plus, la formule (73) donne

1
, n—=x
Au, =fux+ydy = logn =’
0

Acta mathematica. 5. Imprimé 15 Février 1884, 6
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et généralement
AUl = (— 1).1(r).b,,

en faisant pour abréger

I . I
(@ +n) (@—n) '

(74) b, =

Au moyen de ces valeurs de u), Aw,, Au,, etc. et a 'aide de la formule
connue

(75) 2'(1 + @) = - + Z'(a),

on tirera immédiatement de (59)

(76) Z’(n——x)———Z’(n-[-x):logZ:z——n, S+ B, b—— b+ .

(___ 1)m-H 0 B

2m

— )" B,_
o Sy,

= bl:n’
(o<8#<)

b, étant déterminé par (74). La formule (76) subsiste pour toutes les
valeurs positives ou négatives de x, numériquement inféricures & n.

Soit & un nombre entier positif ou négatif, dont la valeur numérique
ne surpasse pas #; x étant tel que

k>x>k— I,
on aura, en vertu de (75),

Z'n—x) = Z'(k — o) + S

%——-’U

i=n—1 i=k—1

S

i=k i=—(k—1)

Z'n 4 2) = Z'(1 — [k — z])

i=n—1 i=k—1

=£+ 21 —[k—uz|) + S

1 S 2%
. - 3 9 ?
T+ 2 3t — 2?
i=k i=1
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d’ou, en soustrayant,

i=n—1

Z’(n—x)—Z’(n—{-x):Z’(k—a;)—Z'(I——[k—x])——i+ S -

2% — a®

En substituant cette valeur dans (76), et en se rappelant que k> 2>k —1,
et de plus que

Z'k —x) — Z'(1 — [k — x]) = — m.cotg (k — x)z = m.cotg mx,
on aura
i=n—1
n—ax I x 2%
(77) 7eotg mr = logn+w+;’—n2_$—,—— pE g
i=1
B, B, (— )" Bp (— )™*.4.B,
+ 7-52—'4‘174 + ...+ —_27;:2——-62"»—2 + __W_'bzaw

ou b, est donné par (74). Cette formule est applicable pour toutes les
valeurs de =z, positives ou négatives, non entiéres et non supéricures a n.
Dans le cas ol z est un nombre entier < n, les deux membres de (77)
deviennent infinis; mais on démontrera facilement que, z convergeant
vers un nombre entier p <, le rapport des deux membres convergera
vers l'unité. Donec, généralement la formule (77) subsistera pour toutes
les valeurs positives et négatives de x, inférieures & =.

De cette formule générale, qui (je crois) n'a pas été proposée jusqu'ici,
on tirera, en faisant » = ©0, la formule connue

i=o

1 2z
7Z'COtg7Z':17 =;v—— m'

i=1
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§ 16.

Quatriéme application.

En faisant dans (59) b= 1 et

, INe —v). N'a + "”d ye e

(x>y)

les conditions du théoréme III sont satisfaites. Il s'ensuit qu’en s'arrétant
& un certain terme du développement la valeur numérique du reste ne
surpasse jamais celle du terme suivant. Donec, en faisant £ = un nombre
entier », on tirera de (64)

[' 3
(-9) 1Og{ I'n [},3(%)<n+y)} (n—3)tog (1—5) —y.logi Y + L,

n+y

en posant pour abréger

—_ Bl B ("“ I)m‘-Bm——l
L ’”T.E'“l"ﬂ @t o+ (2m — 3)zm — 2)°

(—=0""6.B,
(zm — 1)2m =~ D

a2m—-3 +

ou généralement
1 1

“ery ey W

La formule (78) subsiste pour toutes les valeurs positives ou négatives
de y inférieures a n.

Soit £ un nombre entier positif ou négatif, dont la valeur numérique
n'est pas supérieur & #, et soit y tel que

k>y>k—1,
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on aura, en vertu d’une propriété connue la fonction I,

t=n—1

log 'n —y) = log I'(k —y) + ;- S log (s — 3",

i=n—1

log I'(n + y) = log It — [k —y]) + ;logy* + 5 S log(i + y)’

et partant

log{I'(n — y).I'n + y)} = log{I'(k —y).I'(1 — [k — y])}
f=n—1
+;logy’ + S log(@ — 9.

En substituant cette valeur dans (78) et en se rappelant que

Ik —y).I'(t — [k —y]) =s_in_(knTy)Tz’

on obtiendra

i=n—1

I ) ; . .
3108 g —gpn = 2 108 1 (n) —3logy" — 3 8 log (* —

+ (n ———%) log (I —%:) ——g/.log:__;z + L,
d’'out

sin’zy =

ot == 6= ) e ()

] ——
n!
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ct enfin
sinzy =

—L
vt — 1 —TN (12 SRR AN WS (P2’
zy (1 y)(l 4)(1 9)...(1 (n——‘x)’) — (n+y) ’

¥ \""z
("7*)

formule qui subsiste pour toutes les valeurs positives ou négatives de y,
inféricures a n.

De cette formule remarquable, qui (je crois) n’a pas été encore
proposée, on tirera immédiatement, en faisant # = oo, la formule connue

sinzy = 7y(1 ——-yz)(l —~1i—’><1 —-%)(1 —?—6)

Upsala le 20 Avril 1846.




