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O n  suit  q u e  STIRLING, d a n s  son o u v r a g e  Methodus  Differentialis  sive 

Trac ta tus  de summat ione  s e r i e m m  r~so lu t ,  i l  y a p l u s  d ' u n  siScle, u n e  

m u l t i t u d e  de  p r o b l S m e s  i m p o r t a n t s  p o u r  l a  t h 6 o r i e  des  s6ries inf in ies  en 

g6n6ra l ,  e t  p a r t i c u l i ~ r e m e n t  p o u r  les  e x p r e s s i o n s  de  t r~s  g r a n d s  n o m b r e s ,  

( ') Jc crois devoir publier dans ]es A c t a  M a t h e m a t i c a  le m6moire suivant de 
M. C, J.  I~[ALMSTEN, ancien professeur ~ l'acad6mie d'Upsa|. 

Le mdmoire en question a d6j~ 6t6 ins6r6 duns (~RELLES J o u r n a l  f t ir  die r e ine  

und a n g e w a n d t e  M a t h e m a t i k ,  T. XXXV (I847), p. 55--82~ mais avee de telles 
erreurs typographiques et d~autres plus graves encore au point de rue du texte comme h 
eelui des formules~ qu'il en est devenu presque illisible. 

Ce m~moire doit 6tre avee raison consid6r6 comme une oeuvre capitale pour le sujet 
important qu'il traite, et voici entre autres le jugement de M. LIOUVILLE dans son 
J o u r n a l  de M a t h 6 m a t i q u e s ,  T. XVII~ p. 448 et duns C o m p t e s - R e n d u s ~  T. 
XXXV~ p. 317. Ayant appe]6 l'attention sur la formule c~l~bre de STmLING qui~ 
tendant d'abord tr~s rapidement vers la valeur demand6% devient ensuite divergent% M. 
LIOUVILLE dit d~un thdor~me remarquabl% dont :LEGENDRE avait acquis pour ainsi dire 
le sentiment par ses caleuls num6riques: ))II est dtabli d'u~e mani~re tr~s simple et tr~s 
dldgante clans un mdmoire de M. Malmstdn, que je me plais h citer comme remarquable h 
plus d'u~ titter). Plus loin~ en parlant de ses lemons au Coll~ge de Franc% M. LmUWLLE 
ajoute: ~J'ai prdsentd h rues auditeurs l~analyse de M. Malmstdn . . . .  dolt je crois avoir 
simplifid quelques ddtails~. 

J 'a i  cru par suite devoir r6imprimer iei un remaniement dudit travail eorrig~ par 
Acfa matlwmatica, 5. Imprim6 22 Janvier 1884. 1 



2 C . J .  Malmsten. 

qui se pr&entent si fr~quemment dans le calcul des probabilit& et dont 
il serait presque impossible de trouver directement les valeurs num&iques. 
Parmi toutes ces formules il y e n  a une qui a toujours attird l'attention 
particuli~re des gdom&res et qui est sp&ialement connue sous le nora de 
formule de STIRLING, k savoir celle qui sert k calculer par approximation 
le logarithme du produit d'un grand nombre de faeteurs croissants en pro- 
gression arithm&ique. Cette sdrie offre une singularit~ bien remarquable. 
Elle proc~de selon les puissances n~gatives d'un nombre tr~s grand et, 
&ant dfcroissante tr~s rapidement, elle finit n&essairement par devenir 
divergente, quelque grand que soit le dit ~nombre. 

Quant ~ la convergence ou la divergence des suites infinies, on salt 
que les analystes d'autrefois y attachaient beaucoup moins d'importance 
que ceux d'aujourd'hui; ils se servaient m~me tr~s souvent dans leurs 
calculs de s~ries 4videmment divergentes. Aujourd'hui bien s'en faut 
qu'on approuve l'usage de sgries non convergentes; au contraire on veut 
qu'elles soient compl&ement bannies de l'analyse. Mais cette rigueur, 
juste et raisonnable en elle-mdme, a ~t6 mise s une bien dure 6preuve 
par la s~rie de STIRLING. D'une part divergente, comme elle l'est, elle 
devait en effet ~tre rejetge: d'autre part, &ant presqu'indispensable, elle 
ne peut point l'~tre. Cela ~tant, s moins de faire, ~ cause de la n&essit6, 
une exception extraordinaire et non ]~gitime pour cette s~rie (ce que 
quelques-uns ont effectivement fait) il ne restait d'autre moyen que 
d'essayer de la rendre finie, c'est ~ dire, de chercher son terme compl& 
mentaire, ce ~ quoi on a aussi rdussi. Nous rappellerons seulement ce 
que LIOUVILLE et CAUCHr ont fait ~, ce sujet. 

La formule de STIRLINO n'est cependant qu'un cas tr~s particulier 
d'une formule qu'EuLER a propos& le premier, mais qui est ordinaire- 
ment attribute ~ M~CLAURIN(~) et eonnue sous son nom, savo'ir la formule 

l~auteur lui-m~me~ aveo d'autant plus de raison que je erois savoir qu'il s'oceupe d~un 
nouvel article traitant ee sujet, et oh il eherohe ~ donner aux formules une telle g~n6ra- 
lisation qu'elles puissent ~tre appliqu~es aussi aux fonetions d'une variable eomplexe, 

Le rddacteur. 
(t) Le ehangement dans le texte est motiv~ par un int~ressant petit m~moire de 

M. G, ENSSTR6~ communiqu6 ~ l'Aead~mie royale des Sciences de Stockholm le 15 D& 
cembre I879 (voir 0 f v e r s i g t  a f  Kongl .  V e t e n s k a p s - A k a d e m i e n s  F0rhand-  
l ingar~ I879 ~ N:o Io, p. 3 ~ I 7 :  Om u2optackten af den EULV.R'ska summationsformeln). 



Sur la formule sommatoire d'Euler. 

(,) h=u = f u &  - - .  u + . o . ~ ' ~  :-="h' u' ,.B'~'~ �9 3 �9 4 . u" + etc., 

oh B1, B2, etc. ddsignent les nombres de BERNOULLI et u', u", etc. la 
premi6re, Ia seconde, etc. d6riv6e de u. Les nombres B1, B,, etc. sont, 
comme on le sait, tels que, dbs le quatri6me, ils vont toujours en croissant 
et finissent par devenir infiniment grands. Ainsi la convergence de la 
s6rie (I) n'a pas gdn6ralement lieu; au contraire nous l'avons vu fitre 
divergente dans le cas partieulier de la formule de STmLmO. 

Cela pos6, la s6rie (I) pr6sentant souvent la mgme singularitd que 
celle de SWIRLING, K savoir d'etre d'abord rapidement d6croissante et de 
finir par devenir divergente; les gdom6tres ont regard6 comme tr6s im- 
portante la 16gitimation g6n6rale de son emploi dans le calcul d'approxi- 
mation. En effet ils ont tgch6 de fixer les limites du reste de la s6rie, 
quand on arrgte le calcul g u n  terme ddtermin6, c'est g dire, de fixer 
les limites du terme compl6mentaire. Le premier essai K cet 6gard que 
nous avons eu l'occasion de eonnaitre est dfi g ERCHmG~R, et se trouve 
expos~ par EYTEI,WEIN (') et par v. ETTINGSHAUSEN (2). Mais son analyse 
n'est point satisfaisante, puisque l'6quation diff&entielle (K l'aide de laquelle 
il trouve la valeur du reste) n'a lieu que dans le cas oh la sdrie infinie, 
d'oh die  est d~riv6e, est convergente; ce qui cn effet n'a pas g6n6rale- 
ment lieu. 

Un autre calcul Cr6s ing6nieux du terme compl~mentaire, dans le 
d6veloppement de h2:u entre des limites donndes, est dfi g PomsoN, qui 
l'a exposd dans un excellent m6moire: Sur le calcul num&ique des int& 
grales ddfinies(~). I1 est fond6 sur rexpression eonnue 

+"  f['g ( , f f( i,~( ,) z)& f (x)  = 2%" z)dz + c o s  

- - a  i = 1  

(qui, comme on le salt, a lieu pour toutes les valeurs de x comprises 

(i) Grundlehren der h6heren Analysis. Berlin I824, T. 2, w 696. 
(~) Vorlesungen i&er die h6here Mathematik. Wien I827, T. I, p. 429. 
(a) Mdmoires de l'Aead6mie des Sciences .  Paris I826~ T. VI~ p. 571--602. 
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entre les limites des intdgralcs) et donne 
suivante: 

pour r6sultat 1~ formule 

c 
c 

h~of(.~) =ff(x)d~--~hlf(~)- f(o)} + A,h,: I f ' ( ~ ) -  f ' ( o ) i - - . . .  
0 

off 

(~) 

~) A,,,. , ( ~ ) -  (o)} + ~,o 

I ~m I I I ~(~,~) ~ . , = ,  + ~ , + ~ , + ~ , +  ~t~. 

c 

i ~ a o  

R,,, = ( - -  ,),,,. ~ f l  .= 
0 

En mett 'mt ici x ~ x 0  ~, la place de x ct puis f (x)  ~ la place de 
/ ' (x  ~ Xo) on obtiendra faeilement, si ron  fait c + Xo-----x~, 

x l  

I (3) hEr(x) = f f(~)dz--~ h{f(x,)--f(xo)}--t- A,7,:{f'(x,)--f'(Xo)}--... 
2C~ 

xo 

o~ 

+ ( -  ,y-'A,J+"if("m-"(~,)- f<~ .... "(~o)} + R;,,, 

n, , ,  = ( - -  ~)'. 2 , ~ /  �9 �9 ~ .  (30S 
L_ i ~ l  

a: o 

Si l 'on ddsigne par M~m la plus grande valeur num6rique de f(2")(:r,) 
entre x~---x o et x ~ - x  1 on aura(1) 

(4) In: . !  = oh~'Ao,. M~,,,I(~ - -  ~o)1 (o < 0 < ~) 

(1) Nous ddsignons, d'apr~s M. WEIERSI'RASS~ la valeur numSrique d~une quantitd 

,.~elie • ~ar 1(4 l- 



Sur la formule sommatoire d'Euler. 

et, dans le cas oh f(~':)(x) conserve le m~lne signe dans toute cette 6tendue, 

~ m = ( - -  I)m'2 \27C/ "{f<' ' - i)(xi)--f<' ' - i)(x~ 
% i=l 

= ( _  ,) , , , - , .  ~ .  ,:,,(A]'" I r<,,.-,>(~,) _ r<,,,,-,,(~o)i . 
~=*. 2 s i n t ~ p i  - I 

S �9 2m 'b 
t=1  

en posant 

2 i r r 8 1 ( Z , -  Xo) (0 < ~l < I) P ~  h ' 

c'est ~ dire, ~ l'aide de (2), 

(5) ~ - - - ( ~  l)"-1"h~{f(~'-i)(x,)--f(l'-i)(xo)i(261--l)A,,,, (o<Ol < I). 

Nous aurons donc, f (~)(x)  conservant le mdme signe depuis x = x o jusqu'h 

Z ~ X l ~  

x I 

h~r(x)= f ' h. I f ( x , ) -  f(x0)}-b A,  . h ~ l f ' ( x , ) - - f ' ( X o ) }  - . . .  
xo 

xo 

(6) + ( - -  I )  .... 2.Am_ 1 . h2m-2{~x2m-8) (X l ) - - f ( lm-3) (Xo) i  

--t- (--  ,) '- '0~. 2A,,,h: ' l f( :"- ' )(x,)- f(:'~-l>(xo)}, (o < 0~ < ,). 

On dolt aussi ~ l ' i l lustre auteur des Fundamenta nova theorice fanc- 
tionum ellipticarum un excellent m~moire sur ce sujet savoir: De usu 
legitimo formulce summatorice Maclauriniance(i), off il d~montre clue , les 
deux expressions 

~1 .x! 

(7) Z f ( " ' ( x  W z) et Z f ( ' ' + " ( x  -t- z) 
~o Xo 

(1) J o u r n a l  ftir  die r e ine  und angewand~e  M a t h e m a t i k  v. CRELLE~ T. XII~ 
p. ~63--272. 
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ne changeant  pas de signe, depuis z ~ o jusclU'k z = h, et de plus dtant  

tor tes  ]:es deux du  m~me signe, on aura  

(8) B,h'  , , 
hZf(x) = f f(x)dx-- {r(xl)-f(xo)iTv.-~{f (x , ) - f  (x0) } 

x~ 

7 - - -  I .  ~ - - .  " o. +."+ (~ 0". ( z ~ - - 2 )  I -  ~ ' 1 : ~ .  ~'o:j i 2 3 4  1/  ". J 1 . 2 . . .  

B, , , .  h ~ ~ # , , , , - x ) ( ~  ,~ 
+ (-- 0 "+~.o. ; ~ : . - ~ , -  , - 1 , -  f'~'-"(~o)} 

oh o < 0 <  i. 
Si l 'on compare  le r~sultat auqueI  est arriv6 J.~coBI avec eelui de 

PoIsso~, on volt  sans difficult6 que leurs recherches se compl&ent  l 'une 

l ' au t re  d 'une certaine fagon. La d6duct ion de PoIssoN exige que la dgri- 

v~e fc~a)(x) conserve le m~me signe depuis  x = x o jusqu '~ x ~ - x  1 ; mais, 
pour  la ddriv6e paire suivante f~2~+~)(x), elle ne demande  aucune d6ter- 

ruination particuli6re. La ddduct ion de JACOB1 suppose - -  non pas que 

f~2"~ conserve le m~me signe entre x == x 0 et x ~ x 1 ~ mais seule- 

merit que 

Xl 

(8,,) x: f,,,,,,(~ + ,) 
X 0 

conserve le m~me signe entre z = o et z = h; mais elle demande  en 

mfime temps,  qu 'en t re  les mdmes  valeurs  de z, 

Z f(~'+~'(x) 
,xo 

ait le m~me signe que (8a). 
Apr~s cette exposition sueeinete des reeherches ant~rieures sur  ce sujet, 

il nous sera permis  de dire un  mo t  sur  le prdsent m_~moire. Nous le 

diviserons en trois sections. Dans la premiOre nous nous occuperons de la 

recherche de quelques  relations entre  les hombres  de BERNOULLI, dont  

nous aurons besoin dans la suite: dans la seconde nous d6velopperons les 



Sur la formule sommatoire d'Euler. 

thdor6mes et les formules g6ngrales qui touehent de plus prSs ~ la formule 
remarquable, se trouvant en tdte de ce m6moire: enfin dams la trois idme 

nous ferons quelques applications importantes du dernier de ces th6or6meg. 
Nous n'ignorons pas que la formule d'EuLER est ordinairement prd- 

sent6e sous la forme (I); mais nonobstant nous avons prdf6r6 pour nos 
recherches la forme 

Blh ~ B2h 4 (9) hu" ----- A % -  h .  A u "  -k- - - .  A u ' /  �9 A u ~  v "k- etc. 
2 I .2 I .2 .3 .  4 

Au premier coup,d'oeil on trouvera cela peut-~tre de tr+s peu d'im- 
portance; mais la forme n'est pas tout ~ fait sans cons6quence dans les 
applications. En effet la formule (I) dtant prise dams sa plus gvande 
g6ndralitg, on ne peut parler d'un terme compl6mentaire, hX.u dtant ab- 
solument ind6terminde. II faut donc ou fixer le r 2:u, en le con- 
sid6rant comme une sommation entre de certaines limites (ce qui est le 
cas ordinaire), ou le prendre pour une fonction d~terminde de x, d'oh 
l'on puisse ensuite d6duire u et ses ddriv6es. Mais le procdd6 ordinaire 
a souvent des inconvdnients par rapport k la continuitd; ainsi p. ex. le 
ddveloppement de log F(x + i) qu'on trouve de cette mani6re n'est 
rigoureusement ddmontrd que pour les valeurs enti~res de x. Nous avons 
donc prdfdrd consid6rer 2:U :comme une fonction d6terminde de x; et pour 
faire voir cela plus clairement, nous avons donn6 "k la sdrie dont il s'agit 
la forme (9)�9 

Quant b~ la m6thode d'op6rer, nous prenoms le mgrne point de d6part 
que JAcom, savoir la formuh connue 

h 

h' h" ]" ( h -  z) ~ 
= _ _  ,, u(,) + ~,(~+1) dz ;  Ux+h Ux -JI- h �9 i . 2 ~'x + " ' +  i . 2  . . . ~ -  i . 2 . . . ~ "  

v 
0 

mais le reste de nos dSductions sera tout ~ fait different des siennes. 
En effet les recherches de cet illustre analyste font fort bien connaltre 
que la fonction que nous avons d~signde par f,(z) (voir la formule (25)) 
conserve toujours le m~me signe entre z = o et z ~--h; mais elles ne font 
pas voir la proprigtd la plus remarquable de cette fonction, savoir qu'elle 
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h 
a entre ces limites son seul maximum ou minimum en z = - ,  et qu'elle est 

2 
parfaitement sym~trique de l'un et de l'autre c6td de ce point�9 Cette pro- 

pri6t6 est un point essentiel pour nos d6ductions; c'est par elle que 

nous sommes parvenus k trouver les limites du terme compl6mentaire 
pour le cas m6rne qui a 6cbapp6 aux recherches de JAcom, c'est k dire 

pour le cas oh les expressions (7) n'ont pas le rn6me signe. 

R e l a t i o n s  en t re  les n o m b r e s  de  B e r n o u l l i .  

Si dans la formule eonnue 

w 1. 

oo 

: 0  ~ _ _  e - w x  
(I o) J - ~  ----t dx = ~ - -  I cotang I 

�9 t o  2 2 ~  

0 

on met i~ la place du membre  k droite sa valeur 

3 ~ m - - I  
( i i ~  I I I (0 (O (o eotang ~ o) -=- B1. ~ + B~. + . . .  + B,,,. + etc. k ] w 2 I .2 .3 .4  i .2. . .2m 

(oh BI,  112, . . . ,  B,, etc. sont les nombres de BERNOULLI), on aura, en 

posant to = o, apr6s avoir diff6renti6 2 m -  i lois par rapport b, cette 

variable, 
oo 

f x ~ra-1 �9 Bm dz 
- - - ;  = 

0 

Or la formule (Io), multipli6e par eoseo, donne 

(I3) fC-C_" 
0 



Sur  la f o rmu le  sommato i re  d ' E u l e r .  

e n  supposant pour abrdger 

i i I ~ ( o J )  = 2 . cos  7~ i . c o t a n g 2 o ~  - -  
�9 C O  

c'est h dire, en vertu de- (I I), 

I 
cotang ~ oJ + sin o~, 

( I 4 )  9v , (~o)  = .P.~l(O + I .,2 . ~  + ~ . ; : : . 5  - T + ~  + " "  

~o ,)m-~.~-- i + etc. " ' "  "3U 1 , 2 . - - ( 2 m - - I )  + ( -  9~ 

Diffdrentions maintenant  2 m - - i  fois la formule (i3). Pour cela nous 
nous servirons de la formule connue 

(~5) ~"(~"'. oos~y) , l e,,(,,+m.--,)r,, e,,._.,,~--,)(n 

qui, toutes rdduetions faites, donnera pour eo = o 

(I6) 
d(~m-1)I[ ,~x e - ' x )  c o s  to} (~.=0) |ke - -  

~/--~ 

Done on tire de (I3) 

o o  

o 

parce qu'en vertu de (I4) on a 

d(2m-1) / \ - -  I 

(din) ~-1 m 

En dgveloppant les puissances sous le signe f dans (~7), e t  en ddsignant 
Aeta mafhemali~t. 5. Imprimr I'2 F6vrier 1~4. 
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par ( 2 m - - I ) l  , (2m--I)3 , etc. le premier,  le troisibme etc. coefficient. 
du binome pour  r e x p o s a n t  2m ~ i ,  nous  aurons 

e,o 

J ;  2'~'xz I" + (__  i)m-'~ (2m _ i),m_~.X~=-~ ~- (__ i )=-1 X 2=-1 
0 

, ~ - ,  + ( _  ~)=_~.Bo, 

et de Ik, ~ l'aide de (r2),  on tire la relation su ivente  entre les nombres  
de BERNOUI~LI: 

B i I ( 2 m _ _  i),5 , B S _  (~m-- ~),. 1 - -? . ( :~ - -  ,)3.B, + i . . .  

. .  31- ( - -  I)m. - I , ( 2 m - -  I)2m__8. B ~ _  1 _ ~ - -  i 

w  

Mettons dens (Io)  et ( I~)  ' - x  k la place de x et dens  (Io)  20) k 
2 

la  place de 0); nous  aurons  

oo 

/~ 2 r a - - 1  d ~  ~ 2 2m-1 �9 

(I9) , l ~ ' - I  2~  ' 

a~ 

/ wx m --~x 

j ~rx m I CO 
0 

- ~ cotang 0). 
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La  dern i6re  f o r m u l e ,  mu l t i p l i 6e  pa r  c o s t  o,  d o n n e r a  

f ( e ~  - -  e -' 'x) cos to. dx = sin ~ + - -  
e ' : - - I  

o 

Cos to i 
- - y  

to s in  to 

d'ofi, en posan t  o = o, apr6s  avo i r  diffdrent i6  2 m -  I lois pa r  r a p p o r t  

cet te  va r i ab le ,  on o b t i e n d r a  en ve r tu  de (16) 

0o 

(-- 1) m-,. f ( :  
i tJ 
o 

•/-- I e rx - -  I 

d(2m-1) [ ~;, .  , COSto I ] 
(~=o) [ . . . .  + to sinto 

(ato) ~'~-1 
Mais c o m m e  

COSto I o) toa toa 
sinto ~ ~ - -  to + I--.-A-- 3 . ~ + 5 .  I . . .6 

2 m - - 1  

- -  --...-+. ( - -  1 ) ' - ' .  (2m--  1). to + e t c . ,  
I . . .  2~'t~ 

I __ I 21 - 2 ( 2 - - I ) . B ,  .to 2 ( 2 S - - l ) . B ~ . t o  s 2(2~m-1--I)B~'to~m-: -[- etc., 
sinaJ to 1.2 + 1.2. . .4 + " "  + 1.2...2m. 

o n  a u r a  

d(~m-x)l " t  costo , } (~=0) Ismto + - -  - -  
to s in~  

(d,(~) 2m'-I 

d 'oh  enfin on o b t i e n d r a  

4 ~  I Irx__ I 

2(2 ~ m - 1 -  I ) .  B m 2 r a , - -  I 
- + (- :)=" 
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x "-----~ .... ' (I I) ~ .... a et  en faisant  les En  d6ve loppan t  (I + ~  V-- et  ~ Xv i -  
in t6grat ions  ~ l 'a ide de (I9),  on au ra  

(2~ ~ (2m--I)s'2"B~4 + ' " +  ( - -  I)'-~2" (2m --  I)2m-~ " 2~m--~" B 2 m - - 2  .... 1 

+(_~)~ = z"~-____2+(_~),- z(z~- ' - , ) .B, ,  
2 m  2 m  2~rt 

d 'oh l 'on t i rera  f ac i l emen t  

I 

2m 2 4 
- - ~  I + ( 2 W b - -  I ) ,  . 2 l ,  B 1 ( 2 m - -  I ) 3 . 2  4 .  B~ .jr_ . . . 

�9 . .  + ( _ _  i )  m . ( 2 m -  I)2,n~ 3 �9 2 ~ m - 2 .  Bin-1 
2 m ~  2 

2(2 2" - -  I). B,,, 
2 ~  

I I 
et  enfin, en m u l t i p l i a n t  chaque  t e rme  pa r  ~ - ~ ,  

I I I I I B 1 I I 

( 2 I )  I . . .  2~b " 2 2 " - ~ - 2  " I . . .  (29Yb - -  I)  2~m_ 1 "4- I - ' - ~  I . . .  ( 2 9 ? ~ - -  2)  22m-2  

B~ I I 

4 ~ ( 2 ~ - 4 )  2 ~ - '  + ' ' "  + ( -  ~)'~ B~_,  ~ • . . . . . . .  I . . . ( 2 9 1 b - - 2 )  I . 2 2 '  

2 ~m~ I Bm 
= ( - - I )  m . 

2 ~m'-I I . . . 2~TI, 

Thdor~mes  et / o r m u l e s  g~n~rales.  

w 

Les deux  relat ions entre  les nombres  de BEI~NOULLI don t  nous  aurons  
besoin dans la suite, ayan t  6t6 t rouv6es  dans  (18) et (21), nous  passons 

m a i n t e n a n t  ~ ee qu ' i l  y a de p lus  essentiel dans ce m6moi rc .  Soit  u~ 
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une  fonction de x qui, avec ses 2m + i premibres d6riv6es, est continue 

depuis x jusqu '~  x + h; raisons p o u r  abr6ger  

(22) F ( x ,  h) ~ hu; - -  Au~ - -  H ~ . h . •  - -  l~,~.h'.Au;' - - . . .  

- - / L  h ~ .. . .  ~ A u ~  "-~) /4:. h ~ ' ' - 1 A u  {~'--" 
�9 " " 2m--2" �9 - -  2m--1 x 

off u,~, u'j etc. sont les d6rivdes successives de ux. En ve r tu  d 'un  th6or6me 

connu nous aurons  

Au~ 

h 

h ~ h ~ ,,, ff"~ f = hu" + - -  u" + .% + . . .  + - -  ~,,(~') + (h--~)~" 
. . .  " ' " ~  d ~ _ : 7 7 g m  �9 1 . 2 "  x 1 . 2 .  3 I 2 m  

0 

, j i(2m+ 1) ( / ~  
* ~ x T z  " ~ r  

h 

h: .... 1 [~(h - -  z) ~ ' -~  ,t . at(.2m+ 1) ,q.j 
h '  ' ' "  - { - " "  -1- . . . (2g ig- -  I ) ' U ? r a ) + d i T . . . - ( T g - s  . ~ x + ,  .~o~, 

0 

A u " =  h.u;" + . . .  + 

h 

h ~'-2 f ( h  - -  z) 2 .... 2 ,,(2~+~) a .  
~,~,,o + d i . . . (2m--  2)" ~176 " ~ '  I . . . (2 . r rb - -2)" - -x  

0 

h 

AuT' - -"  ---- h.u(.:: ''') + f (h --~ ~) 

o 

Ces vMeurs,  substitu6es duns (22), donnen t  

- - - -  at(2m+l) dz. 
�9 ~ V x . t _  z �9 

h 

- - - -  u~'? " dz - -  

0 

(h, - - Z )  TM 

I . . . 2 ~  

[_. H~ . h ( h - -  z ) ._~_m_~ _i )l -4- It2 " h ~ ( h - -  z ) ~ : ~ ~ 
. . .  

H2 ...... ~ . h  2 .. . .  2 ( h _ _ z )  ~ + tt:~ . . . .  1.h2"~-1.i ( h - - z ) ]  
. . .  -~- 

i 2 
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off les coefficients HI, H , , . . . ,  Its,,,_ 1 sont d6termin6s par 

(~4) 

I 

+ i , 2  

H t I 

~/' + ~.2 +i .2- -~  = ~  

+ 1 . 2  1 . 2 .  3 1.2.3.-------~ = 0 '  

H , m - 8  H , m - 4  Ht  _~_ 
J~2m-2 "4- - I ' . 2  "~ 1.2.---~ "31- " "" + 1 .2 . . . ( 2 f t l , - - 3 )  

T 4 r ~  
H2m_ 1 _jr_ ~zm-~  b ~zm--~ _}_. ,  �9 ..~ 

I . 2  I . 2 .  3 

I .2  . . .(2~'/~ - -  2) 

I + 
1 . 2 . . . ( 2 m - -  I)  

~'  + .(2~ --  2) I . 2 . . . ( 2 m - -  3) 1 . 2 . .  

t /  t I + + 
I . 2 . . . ( 2 ~ r b - -  I)  1 . 2 . . . 2 m  

~ 0 .  

w  

Consid6rons en premier l ieu le po lynome entre les crochets dans (23) 

et posons 

(25) ~,(h--z) = (h--z)" + H,. h(h-- ~)''-' H,. h'(h--,)"-' 
1.2 . . .2~  77~...--2-~d~-~i) + 1.2.. .(2m--2) 

4 ,m--4 ~,.  h. (h--,) 
"4- I . 2 . . . ( 2 m - - 4 )  

t2 r~m--, (h--  ~)' m - - - '  * I t ,  * 

+ ' " +  1.2 ' 

1/8. h~- (h--z)  ' ' -8  //~. h ~. (h- -z)  '~-~ / / ,~-1.  h '~-I �9 (h - -  z) 
(26) ~ (h- -~)=  x . 2 . . . ( 2 ~ - 3 )  + ~ .2 . .  C 2 , ~ - s )  + ' " +  i ' 
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qui, au lieu (le (23) , donne eette expression plus abr6g6e 

15 

h 

(27) F(x, h) - - f  [9~(h z) + ~,(h z)] u '~''+', 
o 

dz. 

En d6veloppant r - -  z) + r  z) selon les puissances de z, nous aurons 

(h - -  + r  - -  = 

h~.,I I ~[t }~t /-'/llm--S ~I'S 2 . . . .  i~I"2 m-- 11 [ 1.2...2r~ + 1.2 . . . (2m-- I )  + 1.2. . . (2m--2)  + ' ' ' +  1.2.-----~ + I . - - - ~  + ---7--] 

h ~m-1. z I I 
I I 1.2...(2.~-- I) + 1.2...(2m----2) ~- 1.2. . .(2m--f))  + ' " +  -- '~. '~ "~ ~ + ~-[2n,--1 I 

m 
1.2 1.2...(2m--2) + 1 . 2 . . . ( 2 ~ 3 )  -I- 1.2.. .(2m~4) -I-...+ I . ~  -{- I + H~m-2 

h 2m-3 �9 Z ,3 J I 

1.2.3 I 1.2...(2m--3) 
~, ~r ~,._~ H~_,  + H~,,_8 } 

+ 1.2...(2m ~ 4) + 1.2 . . . (2m--  5) + "'" + I . - - - - ~  "+ I 

�9 o �9 , �9 , �9 o �9 �9 ~ �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 

- -  1.2...(2m--3) ~ + ~.2 + ~ + H3 

"t" I . ' 2 . . . ( 2 ~ - - 2 ) |  ~ . 2  -j- ~ "{- ~ '  I 

h.  g,2m-1 
1 .2 . . i (2m"  I){ I + ~ t  } 

~fti 
z 

T 1.2...2m 
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e'est g dire, en faisant attention aux expressions (24) , 

r  + ( , ( h - - , )  - - -  
,~gm H t . ~b. z g m - I  ~7~2 . ]b2.22m--2 

+ + 
1 . 2 . . . 2 m  1 . 2 . . . ( 2 m -  I )  1.2...(211"~--- 2 )  

...+ 
~'2m--2 �9 ]1"2m--2 ~ Z ~ 

1.2  

{ If~. ]3. Z~m-3 I f , .  h'5. z ~ .... ,5 If2 ..... 1. h ~''-1. ,-'~ ] 

- i~...-O-m--;-~5) + ~ . 2 . . . 0 ~ -  5) + + J 
ou enfin 

(2s)  

I_h, En supposant iei z ~ 2  

r  + r = r  r 

o n  fl l l r f l ,  

= o 

ee qui ne peut avoir lieu pour routes les valeurs enti6res de m, k moins 
que les eotfffieients des termes diff6rents dans r  --- z) (') ne soient s(- 
par6ment 6gqux k z6ro, e'est k dire que 

( 2 8 a )  H 8 = kiT-/'5 = -/5]" 7 . . . .  = I~2~,~,,__ 1 = O, 

Nous aurons donc au lieu de (27) et (28) 

h 

(29) F ( x ,  h ) ~  - -  f ~c(h - -  g~ ~/2,,,+,) d .  r .,,~. 
o 

(30)  

Quant 

w 

aux coefficients H1, H~, H 4 etc., on obtient imm6diatement 

I 
It ,  = - -~;  

(1) Voir la formule (26). 
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par cons6quent, b~ l'aide de (28~), la  derni~re des relations (24) peut dtre 
prdsent4e sous la forme 

(3I)  1 . 2 . . . z m  1 .2 . . . ( zm--2)  -'[- 1 . 2 . . . ( 2 m - - 4 )  "~ "'" "-{'- 1 .2 .3 .~  I . - -2 - -  

d'ofl, en multipliant  par 2 .F(2m) et en supposant g6n~ralement 

(32) H~,. = ( - -  I) "+' . 
K~ 

I . 2 . . . 2 t  

on obtiendra la formule 

'iq~ -- I i)~.~c, + ~ (~ , , , -  ,)~.:~ - - . . .  

I �9 ( 2 m - -  I)r  . . . .  3 , K i n - l ,  

en vertu de laquelle (comparSe. h, (~8)) il faut n~cessairement que 

K,.---B,., 

et ensuite 

B~ 
(33) H~,. = ( - - ~ ) , + , . .  ~ . . .  ~ 

en dSsignant pax Br le r-iSme nombre de BERNOULLI. 

w  

Ayant  trouv6 les valeurs de tous les coefficients H, il nous reste 
donner ulle relation entre eux, dont nous aurons besoin tout h l 'heure 

Acla malhem, atiea. 5. Imprim~ 15 F(,vrier 18,~ 3 
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et qui se trouvera faeilement k l'aide de {,30). 
donne imm6diatement 

(33~) 

1 
h ~-h 

f = 2. f 
0 0 

En effet, cet te  formule 

d'oh, en faisant les integrations, on aura, apr6s avoir divis6 par h ~+~ , 

I //1 n ,  H~,,_, 
1 . 2 . . . ( 2 ~  -[- 1) "~ --1.2...29/b .3f_ I .2...(2~1,b - I) "q'- "'" .ql_ 1.2.---3- 

I I .~ /-It I B'~ "I H'2m_ ~ I 
1 .2 . . . ( 2m-~-  I )  2 "~-m" 1.2...29"r 22m-1 "-[- 1 .2 . . . (2~- - I )  22m-2 + " "  .Jr_ i._..__2.__~ . 2.._..~ ' 

et ensuite, en vertu des relations (24) , en tenant eompte de (28~), 

i i • n ,  i ~ i 
(34) + 1 . 2 . . . ( 2 m +  i) 2~- - ~ , . 2 . . . 2 ~  2~,,-~ ~ . 2 . . . ( 2 m - ~ )  2~--~ 

~4  I ~2m--2 I 
+ ~.2...(2m--3) ~'~-' + " "  + ~.2.--~'2 w" 

w 

Nous nous oceuperons maintenant  de quelques propri6t6s remar- 
quables-de la fonction 9~(z), et nous d6montrerons en premier lieu 

qu'elle ne change pas de s~qne entre z ~ o et z ~ h, et qu'elle est 

positive dans cette ~tendue, s i m  est pair, et n~gative, si m est impair. 

I 
Pour cela nous observerons, qu'en vertu de la valeur / t l - - - - - - 2  ~ l'ex- 

pression 

z +  H,h 
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i h; en mul t ip l i an t  par  h -~.dh e t  en int6- est ndgative entre  z--= o et z - ~ .  

g r an t  entre  h = h e t  h -~ oo ,  nous aurons  

a o  

f ( ~ . h - ' +  It,.h-")ah = ~h- '  -,.h--' - - V  - +  2 

Cette expression 6tant  nd, gative entre  les mgmes  

n6cessairement  que 

et par  cons6quent  

z F H t . h  
3 2 

l imites de z, il f au t  

t J 
le soit aussi; d'ofi, en mul t ip l i an t  p a r - - ~ ,  nous aurons I 'expression 

(35) --+~'~8 . h . z  8 
1 . 2 .  3 1 . 2  "31- H2 " h2" '~' 

I . h .  Mult ipl ions (35) par  h -e, dh et qui est positive, entre  z = o et z = 

int6grons ent re  h = h et h = 6xv, nous aurons  

h-5 z 3 h-4 2 h-~ �9 + u ,  ~ + u , ,  . ~  

1 . 2 . 3 .  5 I . 2 .  4 3 

Cette expression, et par  cons6quent aussi celle de 

~s z2 Hs hi. +H,.~. + .__~___, 
I . 2 . 3 . 5  1 . 2 . 4  3 
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I 
d o i t  ~ t re  posi t ive e n t r e  z - - - - o  e t  z = -  

2 
�9 h ,  et de in&he (1) 

1 h 

i 2.3 5 [" i 2 4 + H~ �9 �9 . . .  ~ / , 

1 . 2 . 3 . 4 . 5  
Hl.h.z  8 H~.h'.z' } 

"n t - I .2 .3 .4  + x .2 .3  ~'t14"h4 

d'ofi ,  e n  m u l t i p l i a n t  p a r  - - z ,  i l  s ' e n s u i t  q u e  l ' e x p r e s s i o n  

(36) 1 .2 .3  4 5 ,i.2:_,3_.4.q H, h' �9 �9 1 . 2 . 3  + 114 "h4  

l h .  I1 suffira donc, pour doit dtre ndgati+,e dcpuis z ~ o jusqu'b~ z = 2  

falre voir ce qui a lieu en g&ldral, de d6montrcr que, si l'expression 

2m--3 2m--4 . h 2 22m--5 �9 ]b4 22m--7 z H , . h . z  U.~ . H ,  . _~_ . . .  

(37) 1.2...(2m~3) + 1.2...(2m--4) -['- 1.2...(2m--5) + 1.2...(:~m--7) 

H'~,*--6 �9 h 2 'n-6 �9 z 3 
. . .  + + H.~,,,_~ .h~"-~ . z  

I . 2 .  3 

I 
est toujours p o s i t i v e  ou toujours n d g a t i v e  entre z - -  o et z - 2  �9 h ,  celle de 

z2m--1 Hl , h . z2m-2 H~ . h 2 .22m-3 tt4 . ~4 . 22m-5 

( 3 8 )  1 . 2 . . . ( 2 m - - I )  "nt- 1.2...(2m--2) -{- 1 . 2 . . . ( 2 m - - 3 )  "~- 1 . 2 . . . ( 2 ~ , - - 5 ) - ~ - ' "  

S2m_  4 . h2m 4.23 
. . .  + - -  + I t~, ,_~ . h ~ . . . .  '~. z 

I . 2 .  3 

sera toujours n g g a t i v e  ou toujours _ p o s i t i v e  entre les mSmes limites de z. 

(') Voir la formule (34). 
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En effet, multiplions (37) par h -2". dh et int6grons entre h----h et 
h- - - -co ;  il iaut  que l 'int6grale 

z2m--3 ~--2m+1 

1 . 5 . . . ( 2 m - - 3 )  2 m - - I  

~/1 " 2m--4 ]g--2m+2 

k I . 2 . . .  (2~'b - -  4)' 2m - -  2 + " "  

H2m--e.Z 3 h -5 H2,.-4.~ h -3 . . . + - -  + - -  , 
I . 5 .  3 5 I 3 

et par eons6quent l'expression 

2m--3 I ~i~2m~4 h ~2~2m-5 h2 

1.2...(2~r~--3) 2~f~--I "}- 1.2...(2@~--4)'2~-------2 -~- 1 . 2 . . . ( 2 1 - - 5 )  2 ~ - - ~ - ~ " "  

~2m__6.Z3 ~2m--6 /~2m--4"Z ] b2m-4 
�9 . . +  - -  t- - -  - - ,  

I . 2 . 3  5 i 3 

I h. Multipliant la derni6re soit positive ou ~dgative entre z = o e t  z = ~  

expression par dz et int6grant entre z : z et z---=-~h, l 'int6grale 

I 2m--2 rr . 2m--3 Tr .2 2 m - - 4  /~4h42?m--6 z u,  az n ,~  z 
- -  1 . 2 . . . ( 2 m - - I )  "-{- 1 . 2 . . . ( 2 m - - 2 )  "Jr- 1 . 2 . . . ( 2 m - - 3 )  2f_ I ' 2 " " ( 2 m - - 5 )  7[-... 

~, h2ra-4 2 
... + 2,~-4 . z  ~ r  I,~,,,--2 ! 

' . 2 . 3  + I 

dolt de m~me ~tre toujours positive ou toujours n~gative entre los mdmes 
limites de z; d'ofi, en multipliant par - - z ,  il suit que l'expression (38), 
qui n'est autre chose que la d6riv6e ~'(z), est toujours n~gative ou toujours 

x 
positive entre z = o et z ~ - h .  

2 

Par ce qui pr6c~de(1) il est done ddmontr6 que ~'(z), fonction 

(1) Dans les formules (35) et (36)  nous avons trouv(i ]a fonctlon ~'(z)positive pour 
m--- -2  et ndgative pour m =  3. 
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enti6re du (2m ~ I) ~ degr6, est positive dans l '~tendue indiqu6e, si m 
est pair, et ndgative, s i m  est impair. De ]k il suit immddlatement que 
l'expression 

g 

h, dtant pos i t i ve  dans ne change pas de son ,  entre z-----o et z = ~  

cert, dtendue, si m est pair, et ndgative,  si m est impair. 

II suffira donc de se rappeler la relation trouvde ci-dessus 

(39) ~(z) = ~ ( h - -  z) 

0 " "  ~ pour avoir d6montr6 ce dont il s a~.lssalt, k savoir que 

la fonction ~(z), ne changeant pas de signe entre z - ~  o e t  z - ~  h, ,st 
pos i t ive  clans cette ~tendue. si m est pair, et ndgat ive ,  si m est impair. 

w  

En diff~rentiant (39) par rappor t .~  z. on aura 

= - -  v ' ( h - -  

ce qui exige n6cessairement 

_Ih. ~ ' (z)  ----- O pour z ~-- z 

Donc, la fonction ~'(z)  qui, en vertu de ce qui pr6c6de, conserve toujours 

I h, s'~vanouit pour z ~ ~-h; etle passe le m~me signe entre z ~ o et z ~---~ 2 

dans ce point du positif au n~gatif (m 6rant pair) ou du ndgatifau positif 

h jusqu'~ (m 6rant impair), et conserve ensuite le m6me sign.  depuis z = z  
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z = h. Il s'ensuit que la fonction primitive 9(z) va toujours en aug- 
mentant  ( s i m  est pair) ou en diminuant  (m ~tant impair) depuis z---- o 

jusqu'k z = ! h ,  et qu'apr6s cela elle dgcroit ou augmente continuellement 

jusqu'k z = h; c'est h dire que 

rh, si 9(z)  a, entre z = o  et z = h ,  un seul m a x i m u m  pour z = - ~  

m est pair, et un seul m i n i m u m  pour la m~me valeur z----~h, si m 

est impab: 

w  

Nous reprenons maintenant la formule (22), qui peut dtre pr6sent6e 
sous la forme 

B,h ~ B~h 4 
(40) hu" = A u x - - } h A u "  +-iZ-)-. A u "  - -  . Au~V+ . . .  

i . 2 . 3 . 4  

o h  

1:~ L2m--2 
. . .  + (--  I)'. u,~_,,o 

I . 2 . . . ( 2 ~ r / Z - - 2 )  
+ R ,  

h 

(4I) R ---- - - d ~ + ,  .9,(z)dz,  
o 

et par cons6quent, ?(z)  
l 'int6grale, 

eonservant le mdme signe entre les limites d e  

h 

= - -  u ( ~ ' + 1 )  ['..~z)dz,'' R x + o z  . ] ~," 

e'est k dire, en vertu des formules (25) , (33,), (34) et (33), 

(42) R = /]~m "h~m+l" u(~m+l) - - x + o h  - -  ( - -  I)ra+l" I Bn']~m+l. 2 . . . 2~'~ " "x+0h~'(2m+l)" 
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Cette  v a l e u r  de R ,  subst i tu6e  dans (4o), nous  d o n n e r a  ce 

T h 6 o r + m e  I .  Soit u .  une fonction queleonque de x qui, de m~me 

que ses ~m + i premi&es d&ivges, est continue entre x et x + h; la 

valeur de R dans la formule (40) sera ggale (~ 

Bin.  h ~ra + l 

(-- I )m+l  I . 2  .. .2~t~, 

multi  plid p a r  une valeur intermddiaire cte la (2m d r- I)  i~me d&iv~e; c'est 

h dire, on aura 

B 1 h ~ B~ h 4 (43) hu" = A u = - - h  Au"  + , : i .  Au ' :  . Au~ v + . . .  
2 I . 2 . 3 . 4  

I) '~" B.,-I  h2~-~ (-- I) "+1" B,. h:"+l ..(2~+~) 
" " * "1 -  (I'~2:::-~-~)-- " A ' u ~ m - 2 )  " [ -  1 . 2 . . . 2 9 ' B ,  ""x3-Oh , 

o < 0 < x .  

Ce th4or+me est a b s o l u m e n t  g6n6ral ,  ne supposan t  que la eont inui t6  de 

la fonct ion u= et  celle de ses 2m + i p remigres  d6rivbes. 

En  faisanlb dans  la f o r m u l e  (40) x = x 1 et  ensui te  ;c----x0, on au ra  

pa r  soust rac t ion 

U f (44) h(u',-- .0 )= Au,--Au,o--h{Au',--Au" } + B,h',. "--Au~;}--... 775-1"u-, 

...-31- 

h 
I xm B x2,,,-~ - -  j -  ~-~,o { A u ~ _ 2 ) _ _ A . . ( ~ _ 2 n  r :~.~dz ~:~+~) ~,(~.,+.l 

o 

De lk, 9~(z) eonse rvan t  le m~me  signe entre  les l imi tes  de  l ' in t6grale ,  on 

ob t iendra ,  comine  ci-dessus, 

. , B , h ' , .  " - - a u ' : }  
(45) - - . . .  

... + (--  I)m. B, . -x  h (~''-2) L ,o , .+o  . . . .  (~.,+1)| 1 . 2 .  (2,,, ( - -  ')"+1" 
�9 . - -  I . 2 . . . 2 m  | ~ ' x ~ + O h  tVx o+Oh J" 



Supposons ici (') 

(4 6 ) 

d'oi  ( ) 

Sur la formule sommatoire d'Euler. 

:gl 

u'.,.+, u' ~ Z f ( x  q-  z), _. Xo_L z 
X 0 

A ~$21 

X 1 

hu~, =j ' f (x )d~,  
3? 0 

25 

(i) De m$me quo eela a lieu en g~ndral pour les itatggrales d$finies nous employons 
partout dans ee m~moire le sigtae 

~ f ( z )  ---- Xf(x). 
; v = a "  o 

.dF(.~ + z) --_ d F ( z  + z) (~) Eta supposatat 
dz d~ 

= f ( *  + z) on aura en g6n6ral 

et 

(a). 

Or, en mettant 

z Fh x + h  

z x 

X I X ~ , T  I 

f.f(~+~)~.~ = v(~, +~)--F(~o +~) = ] F(~ +.). 
:~o x ~ .qc o 

. 'C~X I 

, , ~ f (  u~,+~ - -u~.+ ,  - -  �9 + z) = ~ f ( ~  + z), 

on aura~ l'itatSgration faite entre z et z - { -h~  

X = X  I Z q - h  X=. ' le I 

X ~ , T  I 

- I F(~+z)  d., 

e*est ~ dire~ ~ l'aide de (a) 
3 ~ 3 "  0 

(b) A u x l + z - - A u ~ o + 2  

A c t a  m a t h e m a t i e a ,  5.  I m p r i m ~  1 5  F ~ v r i e r  1 8 8 4 .  

x l  

--f.f(~ + z)~Lt'. 
Xo 
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et en gdndral 
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"kU<r) - - x ,  ~u~, ) = f ( r - 1 ) ( x , ) -  f("-l)(mo), 

nous aurons  la fo rmule  

(47) 
z, ~, ~ B~h~ , , 

hXf(x) = f f(x)dz-- {f(x,)--f(Xo)}+ ~-~{f (x,)--f @o)}--... 

"~m 7 )  7 2Tt*/*--2 ""r 
- -  I )  . .Dm_ltb t~e(2m--8)[,r ~ #~2m--a)f,r "t|..s ( -  I ) m + l ' B m h 2 m + l  .E f (~m) (x .3 f fOh) ,  

qui n 'exige pas ndeessairement  que ~'1 ~ XO soit un mul t ip le  exac t  de h. 

Dans le cas x l - - x o  = nh ,  en d6signant  par  M2,, la plus grande  

valeur num~rique de f ( : ' ~  depuis x = x, 0 jusqu'~ z = x~, nous aurons,  

abstraction faite du  signe, 

et pa r t an t  

(48) hF_f(z)---- f f(x)dz--2~f(x,)--f(Xo)}+ ~7, t  (x,)--f '(~,)]--.. .  
x o 

,T o 

1~ 1. 2m--2 I~ h 2m I )  r/l~ ~ m - - 1  t'b ~ m , ~  

�9 . .  + < [ ~ : _ : ~ - - - ~ ) { t ~ ' : - 3 ' ( x , ) - - r  o., .~.-: :?~.(x,--~,0)M,~. 

En comparant cette formule (48) aux formules (3) et (4) on voit que, 
pour obtenir, par ddveloppement cn s6rie, une valeur approximative de 

En diffdrentiant r lois par rapport h z, dtant en gdndral 

on aura  enfin 

dz ~ dz  k 

( e )  A (r) - ~  A 09  
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X I . r  1 

~ , f ( x )  dont la diffSrence de la vraie valeur de ~ , f ( x )  est num~rique- 
Xo ~0  

ment < s; il suffira en effet de calculer un terme de moins de la 
s6rie en question que n'en exigent les formules de Polsso~. 

IO .  

Ell supposant maintenant dans (40) ct (4 I) que u ~  '+~) nc change 
pas de signe entre z ~--o ct z = h, nous aurons 

R = - -  F(~h). AuT"'. 

Comme F(z) conserve lc m(~mc signe depuis z = o jusqu'h z = h, de 

(') sorte que sa plus grande valeur num6rique soit f, ~h , et sa moindrc 

valeur z~ro, nous aurons 

(') = h u . .  ( o < 0 <  R - -  0.F ~h . ('~") 

(') Quant "~ f, ?h  , on en obtiendra faeilement la valeur g l'aide de (25) 

et (2I), g savoir 

( ' )  i ) ' .  2 ' ' ' -  I B,,,h 2'' 
(49) F ~ h, = ( - -  22 . . . .  1 " ' I  . 2 . . .  2'm, "~ 

d'oh enfin 

2 " ~ r a -  I B,, ,h  ~" (2,,,) 
- . i u  x . ( 5 0 )  ~-~ ~-- ( - -  I ) m + l ' 0 "  22m'-1 I . 2 . . .  2~'b 

Nous aurons donc le th6or6me suivant: 

T h 6 o r ~ m e  I I .  Soft u. une fonction quelconque de x,  continue de 

m~me que ses 2m + I _premieres d&ivdes depuis x jusqu'h x + h; soit 



28 C. J. Malmsten. 

de plus la (2m n t- i) i ~  ddrivde toujoars du m~me 

limites; la valeur de R dans la formule (40) sera 

signe entre ces 

/ ~  ~ ( ~  l ) m + l .  0 . - -  
2 2m ~ I X) m Zb A,J~(2m).  

2 2 m - 1  " I . 2 . . .  2 f f / , " - ~ x  

et partant nous aurons 

h . , BIM B~M 
(5 I) hu" = Au~  - -  - .  ~ a ~  + . A u ; '  �9 A u V  + . . .  

2 I . 2  1 . 2 . 3 .  4 

'~m+l 0 2 - - -  I ~ m . ~  �9 .. + (-- ~) .~  .... ~ AuT, - . , )+ (  . Au~ "), 
1 . 2 . . . ( 2 r r  " --II " ' 2 -~m-I I .2 ...2'fft 

o < 0 < I .  

I)e mdme,  en supposant  darts (44) que 

N(2m+l)  ~ .jt(2m4 1) 
. t ' l +  Z vvxe+z 

conserve toujours  le marne signe depuis z =--o jusqu 'k  z - - h ,  oil en t ire 
faci lement  l 'expression 

, , h -  , B~ M ~ ,, A tt" (52) / ~ ( ~ , - - U ~ . ) = A u ~ , - - A u ~ o - - ~ I : ' U ~ , - - : ' U ' J + V ~ - ~ a U ~ , - -  , , - - . . .  

+ ( - -  I ) '+ ' . 0  

(-- I)'~'Bm-lh'Z'~-21A..~.,--2) /kU(~,~-:)~ 
" " ' 3 1 "  1 . 2 . . . ( 2 m , - - 2 )  | ~ '~Wx '  - -  so " 

22m - -  I B m h"" I A,.(:,,) A..(~,,,) I 
( o < 0 <  i) 

d'ofi, en faisant 

.gl 

U'+~-  a~o+z Z f(x + z ) ,  
XO 
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(53) 
"gl "Vl 2 

h E r ( a : )  = f r(x)dz --1~- {f(x,)--f(Xo)}+ Bx'--?-~/~ lf'(xi)--f'(xo) } 
;gO 0 . 

X o 

B,Ir r f , , , ( x ~ ) _ _ f , , , ( X o )  } § 2 4 7  ( - - ' T . B  .... 1.h ~ .... ~t,,(~ .... ~)(, 
- ~ 7.~:~.~;'~ i . ~ . . . ( ~ , ~ - ~ )  , ,  ,~ , ) - - / ' (~ '~ -~ ' (~o) l  

-a t- ( ~  I) "+1 0 2"-''-- I B,,,h TM 
�9 . 2.~ . . . .  , , : ~ - : : : ? , ~ { f ( ~  ..... , , ( z , ) _ _ f ( ~  ....  " (Xo)  I. ( o < 0 <  ~) 

Cettc formulc suppose que 

"gO 

conserve son signe dcpuis z = o jusqu'b~ z = h. En la comparant  s la 

formule (6), on trouvera facilement 

~~ que dans notre formule le terme compl6mentairc est compris 
entre des limites plus reserrdes; 

2 ~ qu'iI n 'y  est pas n6cessaire que x , -  x0 soit un multiple exact 
de', h. II faut seulement observer que clans ce cas le membre "~ droite 

Xl 

de (53) ne donne qu'une valeur particuli6re de ~ f ( x ) ;  d'oh, pour en 
`go 

avoir la valeur g6ndrale, il faut la compl6ter par 

(54) ~(Xl) - -  ~(XO), 

g'(:c) dtant une fonction pdriodique queleonque, tellc que 

$(x + h ) -  ~'(x) = o. 

La formule (6) au contraire exige ndcessMrement quc x 1 -  x0 soit un 
mult iple exact de h. 

~~ Lu dSduction de 1~ formule (6) suppose quc f('~"~)(x) conserve le 0 
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m e m e  signe depuis  x = x. j u s q u  ~ x = ..x~; p o u r  notre  f o r m u l e  

suffit que  

(55) X r + ~) 

(53) i l  

ne change  pas de signe depuis  z ----- o j u squ ' k  z = h. E n  effet, dans  le 

cas oh  x i - - X o  est un m u l t i p l e  exac t  de h, il est 6vident  que cela a 

tou jours  lieu, si f(2")(x) conserve le m O n e  signe depuis  x = x0 jusqu 'k  

x - =  x~; mais  cela p e u t  aussi avoir  l ieu sans cela. 

I f .  

En a jou tan t  '~ (5I)  l 'cxpression 

o = ( - -  ~)'+' " ' "  .~" ,7"  ~ " "  a . T " '  
I ~  . . ~'~'l~, I o 2 . ~ . 217"/~ 

o n  a u r a  

h B~h' B,h' 
(5 6) hu'x Aa~ Au'x Au~ + 2 I .2 i .2 .3 .4  

...-3f- ( ~  l)m+l. - -  
I 2 2ra - -  I. } B , n  h im  

B"h2" . A u ( f ' ) + (  - I )  m+l O" 2 ~ t - ~  1 - -  i I . 2  . . . 2~ 'b  "~ku~2m); 
I . 2 . . . 2 ~ b  

et de m & l l e  on t i rera  de (53) 

(57) 
Xl il*l 2 

" { f (~ , ) - - f (~0)}  + -B~lt"(x,)--f'(xDl hY.t(x)= f 
x o 

xo 

Bl h4 I..',,,,'~ "~ r ~1 
~:~ . . 41~  , , ~ s ~  ,,~os~+...+ 

(-- i) m+l. B,,~h ~" 

I .  2 . . . 2'trt 
I 

+ ( - - I )  ' '+' O. 2~,,,_, 
I B., h 2~ 

. ,  
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Cette formule fait voir que, si dans le calcul de 

h E f ( x )  
Xo 

on s'arrdte d u n  certain terme du dgveloppement, la valeur  num~rique 
du terme compl~mentaire ne surpasse jamais celle du defiler [erme. 

I 2 .  

En mettant  dans (43) m-4- i /~ la place de m, et en comparant le 
r6~sultat k (5I), on aura 

Bm+l �9 h 2m+a [ 2 ~m - -  ~(2m+.~) I 
(SS)  1.2. . . (2~7+$+2)" x-rOb = - - [ 0 .  22m__ ~ 

h 

I . 
I . 2 . . . 2 m .  " 

0 

Donc, si les d6rivdes 

U(~m+l)x+~ e~ u T ~  a) 

ne changent pas de signe depuis z = o ju.~qu'h z = h, et qu'elles aient 
le mgme signe, il faut que 

2 2 m ~  I 
0 . - -  I 22m--1 

soit n6gatif, e'est h dire que(I) 

0,  2~m-- I 
2~m_ 1 ~ 0 < I 

ce qui ,ubstltue dans (5I) donnera immddiatement le thdor~me suivant: 

(i) II faut observer que nous ddsignons toujours par 0 une quantitd positive dont 
on ne connait que o < ?] < I .  
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T h d o r 6 m e  I I I .  Soit u ~ ,  une fonction quelconque de x qui, de mdme 

que ses 2m "4- 3 premi&es d&iv~es, est continue depuis z --~ o jusqu'~ 

z ~ h; supposons de plus que la (2m -~ i) ~ et la (2m -f- 3) ~6~~ d&iv~es 

u(~,,+l) et ,,(2m+3) x+z ~x+z 

ne changeant pas de signe entre ces limites, soient routes deu~ du mdme  

signe; dans ce cas nous aurons 

(59) hu'~ = Au~ h. A u ,  .~_ B,h" B~h" Au!V _~ . 
- - ~  x .2  . h u ' d - -  ~ . 2 . 3 . ~ "  " " 

... + ( - - , ) - .  B r~m--~ B h 2"~ 
m - l ' t '  AtH(2m--2 ) )m-~l 0 m hU(2m) 

1 . 2 . . . ( 2 m - - 2 ) ' - - - x  -1- ( - -  I " " I . 2  . . . 2 m  " " ' 

o < 0 < I .  

De mgme, en mettant dans (47) m A- i ~ la place de m et en comparant 
le r6suItat b~ (57), nous aurons, k cause de 

h x! 

- -__ f + 
0 

cette formule 

(6o) xl xj B 1 h ~ l . , . .  h Z f ( x ) = f f ( x ) d x _ h , . , x .  I ~0 ? t , t '  , ) - - f (zo)J  + i.  2 t~ (. "~)--f'('%)} 
xo 

B 2 h 4 Br h' 2 m - 2  
- - - -  J f " ' ( z , ) - f " ' ( z o ) } + . . . + ( - -  ~)m. .2 . . . (2m--2) I  f( '~ .... ~)(z~ I .2.3.41 

Bmh2m ] f (2,n--1) /~ ~ f (~m--1) /~  ~1 ( o < # <  ~) 

pour le cas m't 

(6I) Z f<~"~ + z) et Z f'"+~'(x + z), 
20 ~0 
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ne changeant 2as  de signe deFais z ---- o jusqu'd  z ~ h, ont routes deux le 

mdme sone.  La formule (6o) eat prdcia6ment celle qui a 6td propoade 
par JAcoB1 (volt ta formule (8)). 

A p p l i c a t i o n s .  (') 

Nous ferona 
r6mea propos6a. 

w I 3 .  

maintenant quelques applications du dernier des th6o- 

Premiere application. Ddveloppement de log F(z).  

En multipliant par dx la formule connue 

d ,  = a ,  , - 7 - 9 '  
0 

et en int6grant par rapport g x, g partir de x---- i ,  on obtiendra 

ao 

_,--- --~ j .  

Suppoaons dana (59) h = i et 

t o  

( 6 2 )  u .  = �9 x - -  I 

0 

- - ( x - - 1 ) z  3 I 
| = log F(x), 

I - -  e - ~  l 

(J) I i n e  faut pas oublier que ces applications oat dtd raites en 1846, il y a 38 ans. 
Aeta mathematwa. 5. Impr im~ 15 F(~vrier 188~. 5 
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I - -  e - - z J  "~ 

0 

et en g4n~ral,  r ~tant > 2, .  

J I ~ 8  

0 

cette .supposit ion satisfera 6v idemment  aux  condit ions du thdorSme II!. 
A cause de 

AU, = fu'+,@, 

on aura pour le cam en question 

h ~  z 

et, en faisant x -{-- y ~ y~, 

h 

=flog r(x + y)@ 
0 

A U  x 

1 x x - - 1  

=flogrO, + ~)@1 + fiogrO, + i)@,--flogr(u~ + ~)@, 
0 1 0 

=flogr(u, + ~)@, +f[logr(u, + 1)--logrtv,)]dU,, 
0 1 

crest k dire 

AU~, 
1 tg 

=flogr(u, + ,)@, + flogy,.@; 
0 1 

d'oh enfin, en vertu d'une formule  donn6e par RAABE, savoir 

1 

flog r(y, + ~)ay, 
0 

I log (2~)  - -  r, 



on aura 

et partant 

et en gdn6ral pour r > I 

Sur la formule sommatoire d'Euler. 

7 
Au~ = fi log(2r) + x . l o g x - - x ,  

Au" = logx, 

a . , : ,  = ( -  ,) 

35 

Pour ees valeurs de u'~, Au . ,  Au'~ etc. le th6or6me III donnera 

l l o g ( ~ ) +  x - -  l o g x . - - x + i ~  z logF(x) = B 2 I B 8 I 
3..4 a~sTS-- 6 a~' 

(-- I)'.B,,,-a I (--  I)'~+I.B= O 
"'" + (2m - -  a)(2m - -  2) z ' - - '  + (2m - -  x)2,,~ ~ I ,  

( o < 0 <  i) 

ou, en y ajoutant logx, 

( ~) B t I  B s l  Bs I 
i log(2~)+  x +  l o g x - - x q  1,2 z 3.4 z '~  5.6 | (64) logr(x+ 7)= 

(-- x)~.B~_~ i ( - -  I)~+~.B~ 0 
(era-- 3X2m~e) ~ - 3  + (e ra - -  I)2m ~ - a '  

o < 0 < I .  

Cette formule est g~n~ralement applicable, quelle que soit la valeur 
positive de x, ce qui n'est pas le cas pour les r6sultats que les m~thodes 
ordinaires donnent pour le d6veloppement de log F ( x - t - i ) .  Leur point 
de d6part 6tant ordinairement la formule 

logF(x + x) = logx + log~ + log3 + . . .  + logx, 
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le r6sultat n'est rigoureusement le d6veloppement de log F ( x - 1 - I )  que 
pour des valeurs enti6res de x. Quant aux analyses qui ne sont pas 
sujettes k cette restriction (p. ex. celle de CAUCHY et celle de LmuvmLx), 
elles sont tout k fait particuli6res pour le ddveloppement de log/ '@ + I), 
et n'ont pas de relation avee la formule sommatoire g~in6rale d'EuL~a. 

En posant pour abrdger 

J ~ ( 3 )  = BI . I  
1 .2  

B 9 i B s i 
3.4 z,-1 t- 5-.6 z~ 

�9 ...jr_ ( - -  I)m. Bm_l I ( - -  I )m+l .B m I 

on tirera de (64), pour une valeur quelconque de x > o, l'expression 

F@ + I) = ~.W.e-' .e"c~);  

ce qui donnera successivement Ies relations suivantes 

r(x + i) > r -~, 

B1 1 

F ( $  -3 I- I )  < r e-'r, el~'-~ 

F@ + ~) > ~/2~.x".e-~.e'.-~';.e- ~i'-~, 

r(x + l) < ~ . ~ . e - ' . ~ ' "  "., ~ '~.:"~,  

Ces m~mes relations ont d6jk dtd trouv6es par RAABE pour des nombres 
entiers quelconques de x. Ce g6om6tre finit son m6moire ( J o u r n a l  de 
CREr.LE, T. XXV, p. I59 ) par ces roots: ))Sans doute elles subsistent 
encore pour des valeurs fractionnaires et m~me incommensurables; mais 
je n'ai pu r6ussir jusqu'k pr6sent ~, d~montrer cela rigoureusement.)) 
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w I4.  

Deux iSme appl icat ion .  

Supposons dans (59) h---- I e t  

F(a + z) 
(65) u" = F(b + z ) . F ( a -  b + z) ' 

off a > b; nous aurons faeilement, en vertu de (63), 

0 

et g6n6ralement pour r > 2 

)] e 
I ~ - - z  ( e-az ~ e-bz - -  e - - ( a - - b ) z  

~1, (~) = ( ~  I ~-1. e--b~ "JF e--(a-b)~ - -  e -a~ "*3g - - Z  * 

0 

Cettc expression satisfera 6videmment aux conditions du th6orSme III, 
d'oh l'on conclut qu'en s'arr~tant dans le d6veloppement de (65) s un 
certain terme la valeur num6rique du reste ne surpasse jamais celle du 
terme suivant. Ce d6veloppement s'obtiendra sans difficult6 s l'aide de 
(64), qui donnera 

(66) log r(b + z + ~). r ( a - - b  + ~ + x) - -  - -  

B~ 
- - ( b +  z +  ~) log(b A- x ) - - ( a - - b +  x- t -  , ) l o g ( a - - b - l - x ) - l - x A -  7 .2 .q l (x )  

B~ (-- i)~. Bm_l (-- i)~+l.8.Bm , , 
*q3(x) + ' " +  (2~/,--3)(2~b--I)'~2m--3(X) + ~ b : I ~ - ~  " ~ 2 m - - l ( X ) '  
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oh, pour abrdger, on a pos6 

_ _  1 I . I 

q, (x )  (r + z) k (b + x)* ( a -  b + ~)~" 

Supposons x----o;  en 6erivant q, au lieu de q,(o) et en faisant 

B,  B, ( - -  l )". B,, ,-1 " +1 (--I)  .O.B,, 
(67) I V ( q ) = Y ~ . 2 ' q i - - ~ ' q a + ' " - }  (2m__3)(2m__2).q2~-3 + ~ "q2m--l' 

nous aurons 

/'(c~ + i )  --~log(27c)+(a-l-~)loga--(b-l-~)logb l~  F(b + l ) .F(a- -b  + I) = 

- -  (a - -  b + ~) log(a - -  b) + N(q) ,  

et partant  

(68) 
r (a  + x) r a a ' .e #(~) 

/1(5 -4- I). F(a - -  b -~- i) = 2~b( ; - -  b)" bb(a _ b) "-b 

Lorsque a et b sont des nombres entiers, cette formule donne la valeur 
du coefficient du (b + i) l~m~ terme du d6veloppement de (m + n) ' .  

Si a ~ 2r et b = r,  on obtiendra la valeur du coefficient du terme 
moyen du d6veloppement de (m + n) ~.  En d6signant ce coefficient par F ,  
on aura 

2 2 r  

(697 F = ~/~-~. e -t('), 

o h  

2 2 -  I B ,  I 2 4 _  I B l  I 2 e -  I B 3 I 

~ ( r ) =  2 1.2"; 2" 3 .4  : +  2 ~ "5.6"r ~ - ' ' "  

2 ~ m - s  1 

�9 .. + ( - - ~ ) " .  2~,,_~ 

~m 
. _ _  . �9 . m + l  2 - - I  B . . . .  1 I ~f- ( - -  I )  �9 

(2m--3)(2m--2) :,.-3 
B.  0 

�9 2 m - - I  (2.- ~)2. r 
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D6signons par T le plus grand terme du d~veloppement de 

on salt que ce terme est le ( n r +  i)~*m~(~), et partant nous aurons 

T ----- ~ m  =r+"~. 

Quant au coefficient ~I, il s'obtiendra par (68) en faisant a = m r +  n r  

et b ~ n r ;  d'oh il r6sultera enfin 

<7o) r = 

y2 ;r. m~r 

en posant pour abr6ger 

B, B, 
Q =  1 . 2 ~  - -  3.---4"9)~ " ] - - . . .  + 

e~.(m + n) ""+', 

( ~  I)'n.B,a_l ( - -  l)m+l. 0. Bm 
(2m ~ 3)(2m - -  2)~ + (2m ~ I)2m "V2m-l' 

(~) Ceci se ddmontre faeilement de la mani~re suivante. D~signons par T~. le k ~ 

terme clans le ddveloppement de (m + n)r~r+"r; on volt aisdment que 

T~ - -  T~+I - -  ( ~ "  + ~ ' ) ~ - a  m ~ + " ' - ~  ~ - ~ { ( k  - -  ~r ) (m + ,,) - -  ~} " . 

Mai% -~ cause de 

( k -  nr)(m + ~ ) -  n < o pour k < n r  
et 

(k - -  n r X m  + n) - -  n > o pour k > mr,  

on trouvera immddiatement que~ 

pour k =< nr~ ehaque terme est plus grand que cehl qui le prdcbde immddiatement, 
pour k >  nr~ chaque terme est moindre que celui qui le prdc~de immddiatement; 

dTot~ il s'ensuit que 

r l  < ~'2 < . , .  < The < Tin,+1 
et 

T.,+I > T.,.+s > T.~+3 > . . .  > T.,+=~+~, 

e'est ~ dir% que T,,.+l est le plus grand lerme. 
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oh g6n6ralement 

i I , , i I v , - - ~  O n + n )  ~ . 2  n k 

La formule (70) donnera imm6diatement 

T C m  + n .e~; (7I) (., + ~y,'+~,'= 2 ~ . ~  

ce qui est l'expression du rapport du plus grand terme T du d6veloppe- 
ment de (m + n) ~+'~ au bin6me (m + n) ~+'~ lui-m6me. 

Avec la m6me facilit6, que nous avons obtenu la formule (68), en 
prenant pour point de d6part la formule 

+ ~)./'(a --  b + ~)1 u" = log{ FF((~ + ,z). /'(a --'c + ~r)' 

nous aurions aussi trouv6 

r(b + 0 . r ( ~ - b  + z) t ~ ( . - b )  b'.(~--b) "-' 
(72) F(c @ I ) . F ( a - - e  + I) -~-~ V e ( a - - r  c~ "-~'e~'(p)' 

en posant 

B, B~ ( - -  I ) ' .  B,,_~ ( - -  O"+I.0.B,~ 
2V(p)= i -5 .p~- -  Vs + . . . +  (2m __ 3)(2m --2) "p'~-~ + ~&-::'- ~ "P~-"  

oh g6n6ralement 

I I I I 

p ~ = ~ + ( ~ _ b )  ~ ~ (~-~)~ 

Si a, b, c sont des hombres entiers, la formule (7 2) donnera l'expression 
du rapport entre le (c + ~)l~me et le (b + I) '~me terme du d6veloppement 
de (m + n) ~, savoir 

C b(a - -  b) bb (a - -  b) "-b n ~-~ e~(p ) 
~ ( - d - ~ -  ~ cc (,~ _ O " - ~  ~-b  " �9 
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Les expressions, que nous venons de trouver, &ant d'une grande 
importance pour le calcul des probabilitds, ont 6t6 propos6es par LAPLACE. 
Mais cet illustre analyste n'a pas remarqu6 que, les s6ries dont il s'agit 
&ant divergentes, leur emploi n'est pas 16gitime, ~ moins que les limites 
des terlnes compl6mentaires ne soient d6termin6es. C'est ce qui peut 
toujours se faire g l'aide de nos formules. 

w 

Troisi~me application. 

Posons suivant LEGENDRE 

dlOgd~F(x) --~ dz z 

0 

--xg 

I z 

en faisant dans (59) h = I e t  

(73) 

oo 

~ ; = Z ' ( ~ +  I - - X ) - - Z ' ( n + x ) = - - / i  --dze - z ( e - ( n + l - x ) ' e - ( ' + x ) z ) '  

0 

nous aurons gdn6ralement 

u,:,= + (_ 

0 

d'oh l'on voit que les conditions du thdor6me III sont remplies. De 
plus, la formule (73) donne 

Ul 91, - -  aS, Au~ = f ~+vdy = l o g ~  
0 

Aeta matt~n~z~iea. 5. Imprim~ 15 F~vrier 1884. 6 
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et g6ndralement 
Au~;) = ( - -  ,)r. r(,-).b,., 

en faisant pour abrdger 

I I 
(74) b,, = . - -  - -  , 

(~ + +~)" (~--  ~)" 

Au moyen de ees valeurs de u', Aux, Au;, etc. et h l'aide de la formule 
eonnue 

(75) Z'(I + a ) =  I + Z ' ( a ) ,  
o, 

on tirera imm~diatement de (59) 

(76) Z ' ( n - - x ) - -  Z'(n + x) = log ~ - - ~  
n -k- x, 

B, B~. b4 + ~ , -  ,~ + s - . b ~ - - ~  . . .  

I \~l B . . .  + ( - -  J " "-~.b~,~_: + 
2 m - -  2 

(~  l)"+l.O.B,n.b,2,,+, 
2 m  

( o < a <  ~) 

b,. dtant ddtermin6 par (74). La formule (76) subsiste pour routes les 
valeurs positives ou n6gatives de x, numdriquement infdrieurcs k n. 

Soit k un nombre entier positif ou n6gatif, dont la valeur num6rique 
ne surpasse pas n; x 6tant tel que 

k > x > k - -  I, 
on aura, en vertu de (75), 

i = n ~ l  

S '  z ' ( n  - -  x )  = Z'(k - -  x) + i ,+ 

i=k  

i = n - - 1  i=k- -1  
I 

z,( .  + x) = z,(, - [ k -  x?) + S + 4 + + S 
t = k  t = - - ( ~ - - 1 )  

I 

i + a  

i = n - - 1  l=k- -1  

=~,I ~ I- Z ' ( I -  [ k - - x j ) 3  L S i-~ ,~I S ~ ' 2 a  
i=k i=l 



S u r  la fo rmule  s o m m a t o i r e  " "  d E u l e r .  

d'oll, cn soustrayant, 

i+ z , ( , , -  x)--  + = z ' ( k -  x)--  z,(, 
i=n--I 

S 2~g i ~ __~ ,~" 
i=1 

43 

En substituant cette valeur dans (76), et en se rappelant  que k > x > k - -  I, 
et de plus que 

Z'(k - -  x ) -  Z'(I - - [ k -  x]) = - -  mcotg ( k -  x)~ = mcotg  ~-x, 

O11 a u r a  

i=n--I 

(77) z cotg zx = log'!  - -  _~ + I X S 
i=1 

B, b B, b4 + + - y .  ~- -~-  . . . .  [~m B (-- ) �9 m--1 

2 m - -  2 

m+l  (-- ~) .O. Bm 
2rf~ 

oh b,. est donn6 par (74). Cette formule est applicable pour toutes les 
valeurs de x, positives ou n6gatives, non enti6res et non sup6rieures ~ n. 

Dans le cas oh x est un hombre entier < n, les deux membres de (77) 
deviennent infinis; mais on d6montrera facilement que~ x convergeant 
vers un nombre entier # < n,  le rapport  des deux membres convergera 

vers l'unitd. Donc, g6ndralement la formule  (77) subsistera pour  toutes 
les valeurs positives et ndgatives de x,  infdrieures k n. 

De cette formule g6n6rale, qui (je crois) n'a pas dt6 propos6e jusqu'ici, 

on tirera, en faisant n-----cxv, la formule connue 

~r cotg 7rx --  

i=oa 

I S 2 x  
x i ~ - -  I~ ~ 
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w I6. 

Quatri~me application. 

En faisant dans (59) h = I et 

[/ '(z - -  .v)./'(z + y) ] 
u" = log It(z)]' 

0 

(x>u) 

les conditions du thdor~me III sont satisfaites. I1 s'ensuit qu'en s 'arr6tant 
fi, un certain terme du d6veloppement la valeur numgrique du reste ne 
surpasse jamais celle du terme suivant. Donc, en faisant x ~ un nombre 
entier n, on tirera de (54) 

(78) l~ + Y)I 
[r(~)]' = 

en posant pour abr6ger 

L ~ B, B, 
1 . 2 " a l - - - - . a s + . . .  + 3.4 

oh g6n6ralement 

n--Y- t- L, (n--~) log ( I - -~) - -Y ' l~  + y 

(--  I )m. B,~_I 
( 2 m -  3)(2m --  2).a2,._a + 

(--  x)'~+l.O. B,, 

r I 2 

" r  - -  " 

('~ + v) + i , . -  v) ~ ,~ 

�9 a 2 m _ l ~  

La formule (78) subsiste pour routes les valeurs positives 
de y inf6rieures k n. 

ou n6gatives 

Soit k un hombre enticr positif ou n6gatif, dont la valeur num6rique 
n'est pas sup6rieur k n, et soit y tel que 

k > y > k - - I ,  
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on aura, en vertu d'une propri~t~ connue la fonction F,  

i=n--1  

. I S l o g ( i - - y )  ~, log F(n - -  y) = log I (k - -  y) + ~. ,=~ 

I = n - - 1  

' ' S l o g ( / +  y)' l og  r ( ,  + y) = l o g r ( ,  - -  [k--y]) + ~ ~ogy '  + ~. ,=, 

t=k--1  

' S log( i ' - -y ' ) ' ,  + ~  ,=, 

et partant  

log{l ' (n - - y ) . I ' ( n  + y)} = log{l'(k - -  y) . l ' (x  - -  [k - -  y])} 

t = n - - 1  

+ ~- log y2 + S 1 log (i ~ - -  y,).2. 

En substituant cette valeur dans (78) et en se rappelant  que 

on obtiendra 

d'oh 

r ( k  - y ) . r ( ~  - -  [k - u]) = sin (k - -  y) u'  

i ~ n - - 1  

-tlog = 2 l o g F ( n ) - -  l o g y ' - -  -t. S l o g ( i ' - - y ' ) '  2 s in ' (k--y)r t  2 ~=x 

+ ( n - - ~ ) l o g  ( ~ - - ~ , )  - - y . l o g :  - y  + E, + y  

sin2~ry = 

45 
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et enfin 
sin mj 

7/'~(I--Y2)(I--4)(I--'~-~)"'(I (, "~)~)" e -~  ( n - - y ~ Y ,  
- -  1 ~ (~ _ ~ V  -~ ','~ + y,, 

n 2] 

formule qui subsiste pour routes les valeurs positives ou n~gatives de y, 
inf~rieures ~ n. 

De cette formule remarquable, qui (je c r o i s ) n ' a  pas dtd encore 
proposSe, on tirera immddiatement, en faisant n ~ co, la formulc connue 

~6] . . . .  

Upsala lc 20 Avril I846. 


