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SUR UNE CLASSE D’EQUATIONS FONCTIONNELLES

PAR

IVAR FREDHOLM

32 STOCKHOLM.

Dans quelques travaux' ABEL s’est occupé avec le probleme de dé-
terminer une fonction ¢(x) de manicre qu’elle satisfasse a 1'équation fonc-
tionnelle ‘

(2) [F@,9)ey)dy = ¢(x)

f(x,y) et ¢(x) Stant des fonctions données. ABEL a résolu quelques cas
particuliers de cette équation fonctionnelle dont il parait avoir reconnu
le premier l'importance. C’est pour cela que je propose dappeler 1'équa-
tion fonctionnelle (a) une équation fonctionnelle abélienne.

Dans cette note je ne m’occupe pas en premier lieu de 1'équation
abélienne mais de l'équation fonctionnelle

(b) ﬂ@+jW#W@@=NW

qui est étroitement liée a 1'équation abélienne.
En effet, si on introduit au lieu de f(x, y) et ¢(x), %f(x,y) et %¢(x),

I'équation (b) s'écrit
1

(<) Ig(2) + [flo, g (y)dy = ¢ (o)

0
équation qui se transforme en l'équation (a) en posant A = o. Ainsi la
solution de 1'équation (a) peut étre considérée comme implicitement con-
tenue dans la solution de 1'équation (b).

! Magazin for Naturvidenskaberne, XKristiania 1823 et Oeuvres com-
plétes.
Acta mathematica. 21. Imprimé le 30 mars 1903,
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Quant a l'équation (b) elle me parait mériter l'attention particuliére
des géométres, car la plupart des problémes de la Physique mathématique
qui conduisent a des équations différentielles linéaires se traduisent par des
équations fonctionnelles de la forme (b) ou de la forme

ooyt [ @ 2, & E)eE. . ). dE = d(=,...3,).

Pour le voir on n’a qu'a rappeler le probléme de DikicHLET dans le
cas ou l'on cherche a représenter le potentiel inconnu par le potentiel de
double couche, des probléemes analogues de la théorie du magnétisme et de
la théorie de I'élasticité.

Le premier essai de résoudre une équation (b) a été fait par Nrumasxy.
En effet, la méthode célebre de NruMANN pour la résolution du probléme
de DIrICHLET consiste en le développement de ¢(x) suivant les puissances

. \ 1 . .
croissantes du paramétre 5+ Mais le développement de NEuUMANX, tout

en convergeant dans le cas du probleme de DiricHLET, ne peut pas con-
verger dans le cas général.

Dans un travail important' la méthode de Nevmaxx a 6t6 appliquée
avec succes par M. VoLTERrA a I'équation fonctionnelle

x

©) e(@)+ (@, 9)¢(y)dy = ¢(v).

0
Dans le méme travail M. VOLTERRA a aussi mis en évidence le rapport
intime entre 1'équation (c) et I'équation abélienne

ff(x,y)¢(y)dy = ¢().

L’équation que je me propose a étudier dans le présent travail com-
prend comme cas particulier 1'équation de M. VoLrERRA, car en supposant,
dans 1'équation (b), que f(x,y) soit nul pour y > x, on obtient immédiate-
ment 1'équation (c).

Dans ce qui suit la fonction f(z,y) sera soumise a quelques restric-
tions. Je suppose que f(x,y) soit telle que, a étant inférieur a I'unité,
(x — y)*f(x,y) soit une fonction finie et intégrable. Ainsi je ne vais

I Anpali di Matematica, 1896,
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pas traiter D'équation (b) dans toute sa généralité. Mais les restrictions
que j'ai imposées a la fonction sont justifiées par les applications de I'équa-
tion (b) a la Physique mathématique auxquelles je me réserve de revenir
dans un autre travail.

8§ 1. Sur la formation et les propriéiés du déterminant
de Véquaton fonctionnelle fondamentale.

1. Supposons que f(x,y) soit une fonction finie et intégrable soit
par rapport a une seule ou par rapport aux deux variables réelles = et y
qui, pour fixer les idées, seront supposées positives et moindres que 1'unité.

Dans ce cas il existe une quantité D, qui joue par rapport a l'équa-
tion fonctionnelle (b) le méme rble que joue le déterminant par rapport
a un systeme d’équation linéaires.

Pour définir D; j'introduis la notation abrégée

f(xl’ yl) f(xl) yﬂ) ¢t f(xlyyn)

(I) f(xl)xlz,.“,x"): f(x‘z’yl) f(xn;?/a) et f(x2!yn)
Yy Ysy oo s ¥/ |e v o v v v d s e e e e

Sf(xnyyl) f(xn)yQ) f(xn)yn)l

et je pose

1 1
1 ,.’:U
(2) Dy 1+ff(x,x)dx+l~2fff<x‘ 2)dﬁcldacg-l--...
5 2 Zyy Ty
0 0
1 1
21 T, %y, 0y Xy
= dx.dx, . . .dz,.
r;‘_n_f ff<x1:x2)°",xn> nth
1] 0

2. Pour démontrer la légitimité de cette expression nous n'avons
que rappeler un théoréme de M. Hapamarp.!

Le dit théoréme nous apprend que la valeur absolue d'un déterminant
donné est au plus égale a la racine carrée du terme principal dans le dé-

I

Il

! Bulletin des sciences mathématiques, 1893, p. 242.
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terminant obtenu en multipliant le déterminant donné avec son détermi-

nant imaginaire conjugué.
Par conséquent, si F est la limite supérieure de f(x, ) on a

f(:“’ ' ’”) < Jw P
1) yﬁ ) I | yﬂ
Ainsi la série D, converge comme la série entiére
P S
> & p
|
n=0 | ___

I n'est pas sans intérét de noter que la convergence s'améliore

3.
st on suppose chez f(x,y) une certaine espéce de continuité.
En effet, supposons qu'il existe une limite supérieure A4 des valeurs
du quotient
f(xay)_f(”:z)‘
(y —2)*

Alors on peut évidemment écrire

z, ..., .
(0 )| s v o — e — ) — )

Ty ...%,

Or, le premier membre étant une fonction symétrique des variables z, ...z,
il suffit évidemment pour en trouver le maximum de considérer celles qui

remplissent les conditions
T, > T, >0, > ... >,

Dans ce cas la valeur maxima du produit

(xl - .’132)(5132 - zs) s (wu—l — z,)

est égale a

I
nn’
Par conséquent
1 1 1
I x xr (nnfﬂa
) I n
— / de, ...dx, <* A
|n T, ..., [ n
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4. De la méme manitre que nous avons démontré la 1égitimité de
Pexpression de D), on démontre celle des expressions suivantes que j’appelle
f .
les mineurs de D;.

Je pose

E,E,...,fn
(3) Df(‘ ; )
v])vﬁ)".!nn

1

LA o
719 g5 -5 Yn YoM @
0
11
+L2fff(cl..-5n,“1’x?>dxldz2+...
|2 Ny My Ty Xy
o 0
1 1 |
:szff<El'5")x1xy>dxldxy
v=0|1 Moo oy Ty By
0 0

5. Les mineurs satisfont & des relations importantes que nous allons

déduire maintenant.
Développant le déterminant

f<51,52,...,5,,,x1...x,)
My Ngy oovs Guy Ty oo T,
suivant les éléments de la premiére ligne on trouve
f(fl,f,,...,f,,,xl...x,)
Ty ey - Yy &y oo 8y
52..-5,,,971....’1}, 52,53...5,,,001...90, .
=1, >f( >—f(€ 'Y )f( )+
RO/ U S A 3 B O R U S N 3
E...& ,r ...,
—_—I"féx "f(‘l ! >
(= f G ) Lo et By . T,
g ...&, ,xl...x,)__

771...77,,_1,77,,...50,

—( g (2 ),
Moo Duts Yoo - - %y

Acta mathematica. 28. Imprimé le 30 mars 1903. 47

+ (_ I)nf(el 3 xl)f<



370 Ivar Fredholm.
Multiplions les deux membres de cette identité par dx, ... dr, et in-
nous aurons la formule

tégrons entre les limites o et 1,

f f 1...56,)
dz, ...dr,
Wy By T
1 1
§, .. &, 2,2,
=f(5,77,)f...‘/‘f(q’ S oy )dxl...(l:vy
Ny ooy &y ... 2,
0 0
— 51,772f f 52’5 Nt )dxl...tlx,—{—...
s gy Ty e
1 1
7,6 ... 8,2, .0,
~~u/‘...ff(él, z')f< LS ])drdxl...dx,,l.
T Wz Tns Tyee -
0 0
Multipliant ensuite par I; et faisant la somme depuis v = 0 jusqu'a

[

y =0 on arrive a la formule trés-importante

1
Df(cl .HE") +ff(51, T)D/( i Cr“;n)dr
Ny Yoo n

(4)

771...77,,

. £, ...¢, ; g, £ ... &,
=f(¢1:771)1)f<2 )~f(:1,>77)1)f<’ ? >+

77?"‘ n 1,ﬁ3...vn

En ecommencant par développer le déterminant suivant les éléments

S
de la premicre colonne on trouve de la méme manitre la formule

1
I L
AR/ T %Y
0

- E '~-En - 5 y G
=f(¢13771>Df< ’ ) f(c'w’?l)Df< ' ’
7 Var My - Y

PRI/ P
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Dans le cas # = 1 ces deux formules deviennent

1

(@) D5)+ f &, DD} )iz = 1, Dy,

0

1

) of3)+ [ 1t om(§)os = ric D

o

6. Introduisant dans D, au lieu de f(z, y), A (x, y) nous trouvons
que D, peut se développer suivant les puissances croissantes de A dans une
série qui, a cause du lemme de M. HAapAMARD, converge pour toute valeur
de A. Ainsi D, est une fonction entiére de A.

En se rappelant les définitions de D, et de ses mineurs on trouve
immédiatement” les relations

(6) na 'll;lzlf f fDAf a? dx dz, ...dz,

qui subsistent pour » = 1, 2, 3, ete.

Ces relations nous permettent de parvenir a un résultat important.
En effet, D, étant une fonction entitre de A chaque racine de I'équation

.D)\f":O

a nécessairement une multiplicité finie. -

Par conséquent, on ne peut pas trouver de valeur de A pour laquelle
D,; et toutes ses dérivées soient nulles.

En particulier si, pour A=1, D,;=D,=0, on peut toujours trouver
un premier mineur de D; qui n'est pas identiquement nul,
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§ 2. Sur une classe de transformations fonctionncelles et leur
inversion.

7. Considérons maintenant une équation fonctionnelle

) e(@) + (15, p(s)ds = $(x),

oll ¢(x) est unc fonction inconnue et ¢(x) une fonction finie et intégrable.
En considérant I'équation (7) comme transformant la fonction ¢(x)
en une nouvelle fonction ¢(x) jécris cette méme équation

(7) Srp(e) = ¢(@),

et je dis que la transformation S, appartient a la fonction f(z, ¥).

Les transformations (7) forment une groupe. FEn effet, considérons une
autre transformation S, appartenant a la fonction y(v, y) qui remplit les
mémes conditions d’intégrabilité etc. que f(z, ¥).

Alors on trouve facilement quon peut poser

S,¢(z) = §,819(x) = Spp(2)
ol

Fa,y) =g,y + 9+ [g@, 07, ydt.

Quant 3 l'inversion de 1'équation (7) deux cas sont possibles: D est
différent de zéro ou D, = o.

8. Supposons dabord que le déterminant D, soit différent de zéro

et posons
o
)
— Y
g(x ’ Z/) - Dy :

Alors on trouve a cause de l'équation (5,) que F' est identiquement nulle.
Par conséquent, 1'équation identique

8, 8p(2) = ¢()
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ayant lieu, S, est la transformation inverse de S,. Ainsi, 8'il cxiste une
solution de 'équation (7) elle est unique et domnée par l'équation

50(&7) = Syfp(x)-

D’autre coté, introduisons dans l'équation (7) au lieun de ¢(x) S,¢(x)
nous obtenons

Sro (@) = 8;5,4(z) = Sp¢(2)
o F| a cause de l'équation (4,) est encore égale a zéro.

Par conséquent, nous pouvons énoncer le théortme:

Si le déterminant D, d'une équation fonctionnelle de la forme

o f(w,s) et ¢(x) sont des fonctions finies et intégrables, est différent de
zéro, il existe une et une seule fonction ¢(x) satisfaisant & cette équation.
Cette fonction est donnée par Uéquation:

1

o)

9. Considérons maintenant le cas olt D, est nul.
Nous avons vu, dans ce cas, qu’il existe un premier mineur de D, qui

n'est pas identiquement nul.
Df(f, . sn)
: MMl

Soit
. . YN
ce mineur. Parce que les mineurs d’'ordre inférieur sont nuls, la formule

(4) s'éerit
£ ...6&, . t,&...¢&,
D, + | r&, 9D, dr = o.
Ty n T Wz

v
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:K,f,...f,,
S”(x):Df( * )
RN/ TR/

Cest a dire

est une solution de I'équation homogéne
1
(7) ¢(z) + [z, 9ely)dy = o.
0
Pour en trouver toutes les solutions, désignons par S, la transforma-
tion appartenant a f et soit ¢ une solution de l'équation
Apellons S, la transformation pseudo-inverse de S;, st
D<m, ;’ﬂ...;‘-’,,)
! Ys Gy e n
& ... &\
P i)
AUIPPE *
les paramétres &, % étant choisis de manitre que le dénominateur soit

différent de zéro, ce qui, par hypothése, est toujours possible.
Alors

g(x,y)—_——~

8, Sp¢ (@) = Spp(2) = o,

oli
1
Flo,y)=f,y) +9@,9+ 9@, 9=, pde.
[
Or a cause de l'équation (5) on a

(9) F(z,y)
£, 8 BN L S0, 5. E
= EI? [f(éx’y)pf( ? )_/(¢7:y)1)f< l ’ )‘“
Df(l ) l> VR PR/l SR/ ER/ PR
Moo n

c— (= I)"f(fn,y)ﬂ<ql x)]
Ny -

ou bien, en employant une notation abrégée

(10) Flo,9) = — 6, 9)0.x).
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Or, ¢(x) satisfait a I’équation

Sre(2) = o,
par conséquent on a
(1) (@) =— [Flz,ye)dy =Y 0.(z) [, v)e)dy
0 =1 0
= EIA, ?,(x)

On vérifie immédiatement que cette expression satisfait & 1'équation
Srp(@) = o

quelles que soient les coefficients A4,.
Les n fonctions @, ... @, sont linéairement indépendantes, car la for-
mule (4) nous apprend que

0o st As==o,

Off(él, z) @, (z)dw ={ C s d—p

Cela posé, 'hypothése qu'il existe une relation lindaire entre les fonctions
D, soit
a® + ...+ a,d, =0,

conduit a la contradiction
1
f ga,,f(é,, x) . ga, ?,(z)dr = Xa? = o.
[

Ainsi, non seulement les fonctions @, mais encore les fonctions f(£,, )
sont linéairement indépendantes.
Nous pouvons résumer les résultats obtenus en énongant le théoréme:

La condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une solution diffé-
rente de zéro de Uéquation
Sip(2) = o

v

cest que D;=o. 8in est Vordre du premier minewr de D, qui soit diffé-
rent de zéro, Uéquation donnée posséde n solutions linéairement indépendantes.
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Cherchons maintenant les conditions de lexistence d’une solution de
I’équation

Sig(2) = ¢()

dans T'hypothése que D, = o et les mineurs d’ordre inférieur & » soient nuls.
D’abord il faut démontrer une formule. Parce que la fonction

z,a,...a,
“(“’>=Df(b b b>
b b,

Sfa(x) - O,

satisfait a l'équation

a(z) est une fonction linéaire des fonctions @,(z). En se rappelant que
a(z) satisfait aussi a I'équation
Spa(r) = o
ol bien a l’équation 1
a(z) = — [Flz,y)aly)dy

0

on obtient immédiatement pour a(x) l’expression

(12) a(2) = — Ta(8)0,(a).
Procédant d'une mani¢re analogue avec la fonction
a, Gy...04
~ )
Al) ’(z,b,...b,,
on parvient i l’expression
(13) Blz) = — ZA(7,) ¥, (),

ol nous avons posé pour abréger

oG )

¥,(r) = — Df(j f,.)
ro e T
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et ainsi de suite.” On voit que ces # fonctions ¥ sont linéairement in-
dépendantes. '
Revenons maintenant & I’équation proposée et intégrons-la aprés l'avoir

‘multipliée par
a ,a,...a
127 R V'
f(x,b,...b,,) ?
1

1 1 '
a, Qy...4, a, G...0,
D dxd,
1 [ 0
1
Ay, Ay... 0,

= dz.

Joem(e e

0

Or, & cause de 1'équation (4) on trouve que le premier membre est

nul quelle que soit la fonction ¢(x).
Par conséquent ¢(z) doit satisfaire & I'équation

1
a,0...0,
(15) f sb(w)Df(w" - bﬂ)dw =o

quels que soient les paramétres ¢ et b. Le nombre de conditions parait
&tre infini, mais & cause de 1’équation (13) le nombre se réduit & # a savoir
les n équations

(1) [9@) 0@)a = o. .

nous trouvons

Supposons ces conditions vérifiées et cherchons s'il existe, dans ce cas, une
solution de I'équation (7).

Appliquons pour ce but la transformation S, aux deux membres de
I’équation (7) nous aurons

8,80 (7) = Spp(z) = 8,¢(x).
Or

b

Sep(a) = (@) — A 0,(2).

Acta mathemation. 27. Imprimé le 30 mars 1903, 48
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Ainsi
p(x) = S,¢(z) + véA, ?,(z).

Cherchons maintenant si la valeur trouvée satisfait & I'équation (7).

Pour cela il suffit de voir si ¢(z) = S,¢(z) satisfait & 1'équation (7) car
lautre terme est une solution de I'équation homogeéne et peut étre rejété.
On a

Sip(2) = 88,4 (x) = 8;¢ ()

olt 4 cause de 1'équation (4) et de la définition des fonctions ¥, on a

G@,y) = — Zf(z, ) ¥.(v)

Par conséquent on trouve a cause de l'équation (15)

S G, y)p(y)dy =o

et par suite
Sep(z) = ¢ (=)
et

Sre(x) = ¢(@).

Ainsi Jes conditions nécessaires et suffisantes pour que 1'équation

Srp(a) = $(@)

ait une solution s’expriment par les n équations (15).

10. Le systeme d'équations

(16) ¢1 (%) +f§;ﬁ,(x e, (y)dy = ¢,(x) (A=l..m)

peut étre ramené a une seule équation du type précédent.
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Pour le montrer, définissons une fonction F(z,y) pour des valeurs
entre o et # par les n® conditions

F . A w——/l+1<l
(xsy)—"f;lv(m_ +I,y—ll+l), POllI‘ O<y_v+1

et une fonction ¥ par les # conditions

V(o) = ¢gy(z— A+ 1), pour 0<z—A4 11,

Si alors le déterminant de 1'équation
(17) O(z) + [Flz,y)0(y)dy = ¥(w)
0

est différent de zéro on en obtient une solution @(z) et une seule. Dé-
finissant ensuite les fonctions ¢,(z) par les conditions

O(z) =g(xr— A4 1), pour 0<T—A41<1

on voit que ces fonctions satisfont au systéme proposé.

On voit aussi que c’est la seule solution qui puisse satisfaire au systéme
donné car autrement il en résulterait une autre fonction @(x) satisfaisant
a I'équation (17), ce qui n’est pas possible.

§ 3. Sur la premviére variation du déterminant Dy.
11. Calculons d’abord la premiére variation de
%y ... %,
f(xl . .x,,)'
Si nous désignons par la notation
Ly, Ty (). .. Ty
la suite des valeurs z,, #,...%, & l'exception de ,, nous pouvons écrire

X B T i

n m 1- n
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Multiplions les deux membres par dz, . ..dr, et intégrons entre les limites
o et 1. En observant que la notation des variables est indifférente nous

aurons évidemment
f S
a;l , Lo ,._1) X (x, x)dede, .. .ds,_,
xl s xg n-l
1 f f (0 g, s,
x .'1)1 2

Multipliant par \—Iﬁ et faisant la somme depuis # = 1 jusqua CO nous

“obtenons

oD, = foof(x a:dx——fj f(x, y)dedy

1 1
¥
o 1,\ D’(f'?) 5 dxd
dlog D; = [of(x, x)dz — —p, (@, y)dzdy.
0
0 0

On a évidemment

ou

1

20)

o) — | —p=of, vt = §7f(z, )

Par conséquent on peut aussi écrire

(18) 0 log D,_—.—.f[S,“(?f(x,y)]x:ydx.
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En introduisant pour la transformation

1

o(2) + [y, 2)e(y)dy

[

la notation
T, f

on obtient une autre expression de la variation logarithmique de D, & savoir

1
(18 bis) dlog Dy = f[T;“ of(x , 9)].-,dz.
0

§ 4. Le théoreme de multiplication.

12. Pour arriver au théoréme de multiplication considérons deux
transformations

Sp(2) = (o) + [f(@, Ye(y)dy,

S,0(@) = ¢(a) + [9(=, y)e(y)dy.

Posons le produit de ces deux transformations
Sng = SF

nous aurons
1

Fl,9) =fl, 9 +9@,9)+ [f@, 090, y)de.

0

Considérant de méme les transformations

Tip(x) = o() + 0ff(y, 2)p(y)dy,

T,p(2) = 9(2) + [ 90, D) (9)dy

nous aurons

Tng = SG



2
o8]
(3

Ivar Fredholm.

G@,y) =, o)+ 90,2 + [fly,Dg(t, v)dt = Fly, 2).

Nous avons trouvé

. 4/ Y
1 o)
dlog Dp= [oF(w, x)de — 5o 0¥ (@, y)dudy
1}

0 0

formule qui peut s'écrire aussi (18)

(19) olog D, f[(Sf TOF (@, ).y do
ou encore
(20) dlog D, = [[(T, )" 3F(z, L. .
Or 0
OF(w,y) = of (v, y) + dgle, y) + Ofl[f(w, t)dg(t,y) -+ 9(t, y)of (@, )] dé
= T,0f(z,y) + S99(=,9)

par conséquent en introduisant cette expression dans (19) et (20) on trouve

dlog Dy = [ [(T,T)~ T, 0f(z, 3) + (S,8)7§39(, 1))yl

~f[Tf’ o (@, y) + 872 09(z, y).-, do
ou
olog D, = ¢log D; + élog D,.
Il s’ensuit que

log D, — log D, — log D,
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ne dépend point des fonctions f et g. Alors, parce que pour f=g =0
on a Dy= D;,= D, = 1, on arrive au théoréme

(21) " D, = D,D,.

§ 5. Développements divers.

13. Nous avons vu que la fonction
)
¢ n) =5~

satisfait a I'équation
(4.) p(&,7) +ff (e, Mt =€, 7).

Cherchons un développement de la fonction ¢(&,7) de la forme

(22) A ACHE Rt AR A Ik

ot ¢,(&,7) soit de dimension # par rapport a f.

Introduisant cette série dans 1'équation (4,) on trouve, en égalant
a zéro la somme des termes de la méme dimension par rapport a f, les
équations v

0§, 7) =7, ),

ff(s ) @an(7, p)dt (n=2,3,..)
d’ol 1l vient
1 1
f ff Tl’ 2) AR f(T”__l ) ﬂ)‘drl « o dTn—l'
0

Le développement ainsi trouvé converge pourvu que la limite supérieure
de f soit assez petite.

Rappelons maintenant la formule (6) que nous pouvons éerire pour
n=1

dlog D .
A (:;lgz Af=0f¢(¢,5)d5
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nous auroms, en introduisant pour ¢(¢,&) l'expression (22), la formule

1 g 11
log D, = Aff(x,xfdx—%fff(x,y)f(y,x)dxdy + ete.
0 0 0

g —A)nof- . -Off(xn%)f(xa, Lg) oo [T, T)f (@, 2,)dE; ...

ou bien, si la série dans le second membre converge pour A = 1

a—y 1 1
log D, = (— ‘) f ff(x" ) (@, L) .. .[(@ur, T (2, T)d, ... d,,.

n=l

§ 6. Le cas our f(z,y) devient infini de telle maniére que
(® — y)2f(z, y) reste fini.

14. Soit f(z,y) une fonction finie et intégrable, i(x, y) une fonction
telle que (r— y)*i(x,y) soit fini et intégrable. Supposons que D, soit
‘nul ainsi que ses mineurs jusqu'a lordre #. Soit de plus

SfSi == S.'S/,
on a évidemment
(23) S; 0,(x) = E:lpm ?.(x), @A=1,..,n)

O (x)... D,(x) étant les n solutions linéairement indépendantes de 1'équation

Sp(x) =

1
Tip(2) = ¢(z) + [, @) ¢ (y)dy
0
nous aurons
(24) Ti lp‘l(x) g );4 14( ) (A=1,..,n)
Y (x)...¥,(x) étant les % solutions linéairement indépendantes de I'équation

T.¥(z) = o.
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Je dis que le déterminant des coefficients p,, est égal a celui des coeffi-
cients ¢,,.
Je le démontre en supposant que le déterminant des quantités

=f@l(x)lp (z)dw

soit différent de zéro, un simple raisonnement par continuité permettant
évidemment d’étendre la proposition au cas ol le déterminant est nul.
Observant qu'on a identiquement

1
[ ¥(2)8;0(x)do —fa) )T, 9 () dae
0

on obtient en tenant compte des équations (23) et (24)

n n
z cvﬂp)_; = 2 C)'uq;w A,p=1,..,n)
v=1 y=1
d’olr résulte immédiatement le résultat cherché.

15. Désignons par i(x,y) une fonction & laquelle appartient la
transformation S;. Nous allons chercher les conditions dans lesquelles il
existe une transformation inverse de S; en supposant que i(x,y) devient
infini de telle maniére que (¥ — y)*i(z,y) reste fini, a étant un nombre in-
férieur a l'unité.

Posons

i@,9) = [... [ilm, t)ilt, ). . ilbo, )t .. . db,_,
et '
k@, y) = —i(@,y) + i@, 9)—... +(— 1) (2,9)

nous aurons

SkSi = S,,;Sk = Sf

fl@,y) =(—1)"@,y).

Si on a choisi # tel que

n
>I——a

i,(x,y) ne devient plus infini.
Acta mathematica. 27. Imprimé le 3 avril 1903, 49
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Pour le démontrer observons qu’on peut écrire

1
dt Ya,p
(25) l”“tlalt_ylﬁ<|“’—yla+ﬁ—l
¥

olt ¥(a,p) est une fonction finie tant que
o<a<1,0<Lp<1,a4+pB<I

L’inégalité (25) se démontre facilement en faisant dans 1'intégrale le change-
ment de variable

t =1z 4+ (y — 2)s.
L'application répétée de l'inégalité (25) par rapport 4 l'inégalité
. a
I@(:L‘,y)l <|x__y|a
conduit facilement au résultat que
ay

IZV(x’y)I <Iw___ylva—v+l

tant que
va—y 4+ 1 <0

c’est a dire tant que

y <

1—a

Soit

— 1< n—1<L
I—a I1—a

nous aurons

1
. a,._la.dt
Izu<w)y)l<flz__tl(n—])a—-n+2't_yla'
[}

De cette inégalité il vient qu’il existe une limite supérieure finie pour
W, y).
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16. Les résultats ainsi obtenus s'élendent présque immédiatement 3
des transformations plus générales

1
Sipl,...z,) = o(x,...2,) +f...fi(wl...:v,,;yl...y,,)go(yl...y,,)dyl...dyn

1
0 0
en admettant que i(%,...w,;y,...y,) devient infini de manitre que

1 VAN

réste fini, a étant un nombre convenablement choisi, inférieur a x, et r la
distance des points dont les coordonnées cartésiennes sont x;...x, et y;...y,

respectivement.
z (xv'—_yv)2 >n » I_Il(xv —Y ?

On a en effet
y=1

ou
1

r > yu M|z, —y|".
Par conséquent il existe un nombre a tel que

il 5——

Nous définissons de la méme manitre qu'auparavant les fonctions i,,
c'est a dire nous posons

1 1

W@ m) = [ [l ) (. L),

0 0
Par un raisonnement analogue & celui employé dans le cas précédent nous
arrivons a l'inégalité

ay

%“—Hl,
{0z —ul}

et de cette inégalité nous tirons le résultat que 4, ne devient infini si
1

|i,1(x1...x,,,y1...y,,)| <

A>

.

a
1 — =
n



388 Ivar Fredholm.

17. Pour montrer comment ces résultats s’appliquent & la résolution
d'une équation

Sig(z) = ¢(7)

je me restreins, pour abréger 1'écriture, au cas ol i ne dépend que de deux
variables.

Appliquant aux deux membres de I'équation proposée la transforma-
tion S, nous aurons

SkSi?p(x) = Si¢(x) = Sp¢(z).

Iei f et S,¢(x) sont des fonctions finies et évidemment aussi inté-
grables. Par suite nous pouvons appliquer a 1'équation

(26) Sip(x) = S, (2)

les procédés exposés dans le paragraphe 2.

Supposons, pour mnous placer dans I'hypotheése la plus générale, que
D; soit nul ainsi que ses mineurs jusqu'a l'ordre 7 et employons les no-
tations du § 2.

Nous avons en appliquant aux denx membres de 1'équation (7) la
transformation pseudo-inverse de S;

8,810 (2) = Seg(@) = 8,5, ¢ (x)
ou

¢(x) = §,8.¢(x) + é:l ¢, d,(x).

S'il existe une solution de 1’équation proposée on peut déterminer les
coefficients ¢, de manitre que S;¢(x) soit égale a ¢(x).

18. Parmi les cas ol cette détermination est possible il y a un qui
me parait mériter 'attention. C’est le cas ou 1'équation
Sig(x) = o

n’admet que la solution
p(z) = o.

Nous avons évidemment

S'Sf _ S”S,i.
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Par conséquent
S 0:(x) = Elpm 0,(r)

ol le déterminant des coefficients p,, est différent de zéro, les fonctions
o

. étant lindairement indépendantes et 1'équation

Sig(x) = o

n’admettant que la solution ¢(x) = o.
Le déterminant des p,, n'étant pas nul le déterminant des g,, est
aussi différent de zéro. Il s’ensuit que 1'équation

Tip(z) = o
n’admet que la solution ¢(z) = o et que l'on a

S, 0,(z) = o, }
T. ¥ (z) = o.

(A=1,...,m)

(27)

Cela posé, mettant

nous aurons

= 54(5) = Y 1(e, 7) [ $.(2) 5,9 ().

Or on a identiquement

Par suite
Sip,(2) — Sidp(x) = o

ou

8i(Sipo(#) — ¢(2)) = ©

d’oll on conclut
Sipo(s = ¢(x) + X a,0,()

les a, étant des nombres connus.
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Posant maintenant
¢(2) = gu(a) + T, 0,(x)
on obtient

Sie(x) = ¢(z) + é:l a,d,(x) + El Elzh,c,1 ?,(x).

Or, le déterminant des coefficients p, n'étant pas nul on peut évidem-
ment déterminer les ¢, de maniére que I'on ait

Sig(z) = ¢(2).
C. Q. F. D.




