281

UBER DIE REDUCTION DER BINAREN QUADRATISCHEN FORMEN
MIT COMPLEXEN COEFFICIENTEN UND VARIABELN

VON

JULIUS HURWITZ
in BASEL.

In meiner Dissertation (Halle a. S. 18935) habe ich eine besondere
Art der Kettenbruch-Entwicklung complexer Grdssen behandelt.” Diese
Art der Kettenbruch-Entwicklung habe ich dann in meiner (nicht ge-
druckten) Habilitationsschrift fiir die Reduction der quadratischen Formen
mit complexen Coefficienten und Variabeln in #hnlicher Weise verweﬁdet,
wie die Kettenbruch-Entwicklungen reeller Grossen fiir die Reduction der
reellen quadratischen Formen positiver Determinante benutzt werden. Ich
erlaube mir nun im Folgenden die Habilitationsschrift zu verdffentlichen
und ihr zur Vervollstindigung das Erforderliche aus meiner Dissertation
vorauszuschicken.

1 Diese Kettenbruch-Entwicklung schliesst sich eng an die in diesem Journal er-
schienenen zwei Abhandlungen des Herrn A. Hurwirz (Zirich) an:
1. Uber die Entwicklung complexer Grossen in Ketlenbriiche. Bd. 11,

2. Uber eine besondere Art der Kettenbruch-Entwicklung reeller Grossen. Bd. 12.
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232 Julins Hurwitz.

I. ABSCHNITT.

Besondere Art der Kettenbruch-Entwicklung complexer
Grossen.

§ 1. Kettenbruch-Entwicklung erster Art.
Durch die Geraden:

oty =

+
H
H+

3, 5,...
r—y =21 3 5y ...

H
+

zerlege ich die Ebene der complexen Zahlen in unendlich viele Quadrate.
Die Mittelpunkte dieser Quadrate sind die Représentanten der durch (1 + 4)
teilbaren complexen ganzen Zahlen, die Eckpunkte der Quadrate diejenigen
aller nicht durch (1 4 i) teilbaren complexen ganzen Zahlen.

Zur Abkiirzung der Ausdrucksweise werde ich die complexe Zahl auch
zur Bezeichnung des die Zahl reprisentirenden Punktes und umgekehrt ver-
wenden und ferner jedes Quadrat nach seiner Mittelpunktszahl benennen.
~ Das Quadrat a bezeichne ich auch durch ¢,.

@, nenne ich das Anfangs-Quadrat und teile die iibrigen Quadrate in
acht Typen ein, wie folgt:

Typus (1 4 4): alle zwischen # —y =1 und ¥ —y = — 1 befindlichen
Quadrate k(1 +14), k=41, 42, +3,.

Typus (— 1 —74): alle zwischen denselben Geraden befindlichen Quadrate
k(I+7’)J ]‘;:—"15—2;—‘3;

Typus (1 —4): alle zwischen # 4y =1 und & 4 y = —1 befindlichen
Quadrate k(1 —i), k=41, 42, +3,...

Typus (—1 +4): alle zwischen denselben Geraden befindlichen Quadrate
Elr—id), bh=—1,—2,—3,...
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Betrachtet man das durch die bisher charakterisirten Quadrate gebildete
Flachenstiick als Achsenkreuz, so bleiben noch die Quadrate in den Qua-
dranten iibrig, némlich:

Typus (2): alle Quadrate des Quadranten zwischen
2—y=-4+1 uwd 2z+y= -+ 1.
Typus (—2): alle Quadrate des Quadranten zwischen
% —y=—1 und x+y=——1‘.
Typus (24): alle Quadrate des Quadranten zwischen
t—y=—1 uwd z-+y=+ 1.
Typus (— 2¢): alle Quadrate des Quadranten zwischen
z2—y=-+1 und 2z+y=——1.

Uber die Begrenzung der Quadrate setze ich folgendes fest:

Zum Anfangsquadrate sind alle vier Seiten zu rechnen.

Zu jedem Quadrate der vier ersten Typen sind drei Seiten zu rechnen,
und zwar ist stets die Seite von der Begrenzung auszuschliessen, welche die
zwei FEckzahlen vom kleinsten absoluten Betrag unter den vier Eckzahlen
verbindet.

Zu jedem Quadrate der vier letzten Typen sollen die zwei Seiten ge-
rechnet werden, welche sich in derjenigen Eckzahl schneiden, die den
grossten absoluten Betrag im Quadrate aufweist.

Wenn wir noch jede Eckzahl zu dem Quadrate rechnen, welchem die
beiden Seiten angehoéren, deren Schnitt die Eckzahl ist, so haben wir durch
diese Festsetzungen erreicht, dass jede Zahl der Ebene einem ganz be-
stimmten Quadrate angehort.

Ich ordne nun jeder nicht ganzzahlig complexen Zahl xz, die Mittel-
punktszahl @, des Quadrates zu, dem =z, angehort; jede complexe ganze

1 Die zu einem Quadrate gehdrige Begrenzung ist in der Figur I Jadurch kennt-
lich gemacht, dass die zugehirigen Seiten zusammenhingend und von den nicht zu-
gehorigen getrennt gezeichnet sind.

Acta mathematica. 25. Imprimé le 9 octobre 1901. 30



234 Julius Hurwitz.

Zabl aber sei sich selbst zugeordnet. Bildet man nun, von einer be-
liebigen complexen Zahl x, ausgehend, die Gleichungskette:

I I N 1
(I) Ly = Gy _;c:’ z, = aIMZ! I P

wo allgemein a, die complexe ganze Zahl bedeutet, welche , zugeordnet ist,
so ergiebt sich aus dieser (fleichungskette die Kettenbruch-Entwicklung:

die abgekiirzt auch durch:
) (ao)al;aax"')
bezeichnet werde. : ‘
Diese Kettenbruch-Entwicklung bezeichne ich als Entwicklung erster
Art zum Unteischiede von einer mit ihr aufs engste zusammenhingenden
zweiten Entwicklungsart, welche an spéterer Stelle zur Besprechung ge-
langen wird.

§ 2. Associirte und conjugirte Zahlen.

Die unserm Entwicklungsverfahren zu Grunde gelegte Einteilung der
complexen Zahlen-Ebene besitzt vier Symmetrie-Achsen, nimlich das Ge-
raden-Paar =0, y=o0 und das Geraden-Paar z=y, x=—y. Hieraus
folgt, dass wenn wir die ganze Ebene um den Punkt o drehen, die Ein-

teilung in sich iibergeht, falls die Drehung ein Vielfaches von g betrigt.

Eine Drehung um g entspricht, je nach dem Sinne der Drehung, einer

Multiplication aller Zahlen mit ¢ oder — i; drehen wir daher die Ebene,
etwa in dem der Bewegung des Uhrzeigers entgegengesetzten Sinne, um

den Nullpunkt, nach einander um g, T, 3’27—7, so geht jede Zahl x, nach

einander iiber in ihre drei associirten Zahlen iz, , — z,, — ix,.

Um die Eigenschaften unsrer Entwicklungsart zu untersuchen, geniigt
es demnach, dieselben fir die Zahlen zweier Typen festzustellen, denn aus
diesen lassen sich sofort die Eigenschaften fiir die Zahlen der associirten

" Typen ableiten.
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. . I
Ist z. B. 2. =a, —
Lry1

bestehen mit ihr zugleich die Gleichungen:

eine Gleichung der Gleichungskette (1), so

. . ' I
W, = e, —— Eo—
_ i
_—, = — 0&,—-—__%%l
. . I
-—_—, = — 1, — P

Hieraus folgt weiter, dass mit der Kettenbruch-Entwicklung einer Zahl «,
mo=(ao:a1>“2>as,~ s @y sy Tpyr)

auch die Entwicklungen der associirten Zahlen:

iz, = (ig,, —ie,, ia

2 9 ‘—'-303, e v ey ("_ I)”+1Z.$,,+1),
- Zy =('— Gy = Oy, — Oy, — Gy, '~~)"—'xn+l)3

—im, = (—iay, da,, —ia,, . b, ..., (— I)*iZ,,,)

bekannt sind.

Wir werden im Folgenden die Discussion stets an Zahlen der Typen
(1 + ¢) und (2) kniipfen.

Aus dem Umstande, dass die Achse der reellen Zahlen eine Symmetrie-
linie der Kinteilung ist, folgt, dass falls #, dem Quadrate a, angehort, z,
dem Quadrate @, angehdrt, wo # die zu # conjugirte Zahl bezeichnen soll.

Lautet daher die Entwicklung von x,:

Ty = (g, @y, gy oy Cyy By,
so lautet die Entwicklung der conjugirten Zahl 7,:

By = (a, a,, a,, ceey Oy Byp1)-

§ 3. Folgegesetze fiir die Teilnenner.

1

Ist , = a,— éine Gleichung der Gleichungskette (1), so gehért

Lrt1
der Punkt #, dem Quadrate a, an, und wir finden, von «, ausgehend, den
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Punkt #,,,, wie folgt. Wir bringen das Quadrat @. mit dem Anfangs-
quadrat zur Deckung, indem wir ¢, ohne Drehung so verschieben, dass
der Mittelpunkt a, lings der Verbindungsgeraden o, a, gleitet. Der Punkt
x, fillt dadurch im Quadrate o auf den Punkt z,—a, = ———wl Durch
r41
Transformation des so erhaltenen Punktes nach reciproken Radien und

darauf folgende Spiegelung an der Achse der imaginiren Zahlen gelangen
wir nun zum Punkte z,,,.

Da -—xl fir alle Werte von # stets dem Quadrate o angehért, so
r+4-1
ergiebt sich zunichst, dass die Grossen z,, z,, ... simmtlich in denjenigen

sich ins Unendliche erstreckenden Teil der Ebene fallen, welcher von den
itber den Seiten von ¢, als Durchmesser nach aussen beschriebenen Halb-
kreisen begrenzt wird, diese vier Halbkreise, ohne die Einheitspunkte, als
Begrenzung mitgerechnet. : '

Wir wollen zur Abkiirzung die erwihnten vier Halbkreise, ohne die
Einheitspunkte, mit B,,;, B, ;, B_,,;, B_,_; und die diese zu Vollkreisen
erginzenden Halbkreise mit B{,;, B}_;, B%,,;, B, ; bezeichnen.

Die Grossen z,, %,, #,, ... werde ich zur Abkiirzung bisweilen auch
als »Restes der Kettenbruch Entwicklung von x, bezeichnen.

Der von By, Bi_;, B_,;, B_,_; begrenzte, sich ins Unendliche er-
streckende Teil der Ebene werde der »Raum R» genannt.

Nach Obigem kénnen wir jetst sagen:

Die Reste der Kettenbruch- Entwicklung erster Art einer Grisse x, ge-
horen sammilich dem Raume R an; die Reste sind daher simmitlich absolut
genommen > 1.

Auf die Begrenzungsbogen des Raumes R fillt eine Grosse x,., dann
und nur dann, wenn die vorhergehende Grisse z, auf der Seite eines Qua-
drates liegt. Ist nun #, eine dem Raume R angehorende Grésse und

gehort:
i I

1) a, dem Typus (1 4 4) an, so kann — —— nicht auf Seite —1, —%

Lrt1
des Anfangsquadrates qnd daher z, +1 nicht auf B,_; fallen;

2) a, dem Typus (2) an, so kann — ! nicht auf die Seiten —1 , %

$r+1
und ——71,—4 des Anfangsquadrates und daher #,,, nicht auf
B,,; und B,_; fallen.
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Hieraus erhalten wir, unter Beriicksichtigung der im vorigen Para-
graphen angestellten Betrachtungen, das

Folgegesetz A:
Ist a, vom Typus: (1 4+i) (—1414) (—1 —p) (1—i) (2) (28) (—2) (—29)

sokannx,+1nicht{ B, B_, B, By, By B_;, B, B,
B

liegen auf:
egen auf s B_ii B_yy; Biys

Umgekehrt folgt aus dieser Tabelle, dass wenn:

%,., legt auf: B, B_ B_._ B_.4;
1—4 144 —1 4% —1—1
a, nicht den Typen: 2 2 —2 —2
o l—2i 2 2 — 2%

angehoren kann.

Eine weitere Beschrinkung fiir die Teilnenner ergiebt sich aus dem
Umstande, dass die Quadrate 1 +4,1—¢, ~—1 4+ 4,—1 — ¢ nur zu
je einem Teile dem Raume R angehoren.

Gehort etwa », (r==0) dem Quadrate 1--¢ an, so fillt — 1 nicht

®pp1
in den Teil des Anfangsquadrats, der von Seite — 1, —¢ und Halbkreis
BY,_; begrenzt wird. Hieraus folgt, dass z,,, keinem Quadrate der Typen
(2), (1 —14), (— 23) angehoren, a,,, also keine Zahl dieser Typen sein
kann. Es ergiebt sich so das

Folgegesetz B: (r == o)
Ist .= 1 414; so a.; nicht Typen: (2) , (1—1i) , (— 29

K
I

. ——-1-—[—@, > By » » (————21:),(——1-_——7:),(-——-2)
U= —1—0; > Qpyy » (—2)3(—'1"['7:): (2@)
.= I-——-Z, > Opyq » (2?/) s (I —I—’&) s (-2)

Es erweist sich als zweckmissig, die Entwicklungen solcher Grissen,
welche auf einem der Bogen B,,,, B,_;, B_,,;, B_,_;, oder auf einer der

Geraden x —y = + 1, 2 4y = + 1 liegen, von den iitbrigen gesondert



(@)

()

()

(CA)

(a5)

(a)

()

()

238

zu betrachten.

Julius Hurwitz.

Wir wollen zur Abkiirzung die Entwicklung einer auf

einem der Bogen D liegenden Zahl als B-Eutwicklung, die Entwicklung
einer auf einer der bezeichneten vier Geraden liegenden Zahl als G-Ent-

wicklung bezeichnen.

Die nachfolgende Tabelle giebt eine Ubersicht der bei einer B- oder
G-Entwicklung auftretenden Folgen:

x, auf: ay = a = a, = a, = G, = ... Xpy auf:
B 1+i k(149  —1—i K49 1+ ... B falls #n+1=o0 (mod 4)
B, > m+1=2 (mod4)
T—y= I » B+I=1I (mbd4)
Z—y=—1 » n+1=3 (mod4)
B .. —1—-1  E(x+1) I+4 Byr+4) —1—4 ... B, falls n+1=0 (mod 4)
' B > m+1=2 (moda4)
Z—y=—1 » n+i1=1 (mod4)
Z—y= 1 » m+1=3 (moda)
B 1—4 By(x—4) —1+¢  R(i—i) . 1—¢ 0 By falls n+1=0 (mod 4)
By » m+1=2 (mod4)
Z+y=—1 » m+1=1I (mod4)
z+y= 1 » m+tr=3 (mod4)
B, —14i k(1—i) 1-%  K(1—i) —1+i ... By falls n+1=0 (mod 4)
B, ; > n+1=2 (mod4)
z+y= 1 > n+ti=1 (mod4)
x+y=—1 » n+1=3 (moda4)
eoy=1  E(1+d —1—i Ei(1+9) 1+ s (144) ... x—y= 1 falls n+1=0 (mod 4)
' —y=—1 >» mn+Ii=2 (mod4)
B_i > n+1=1 (mod 4)
‘ By » nm+1=3 (mod 4)
—y=—1 k(1+3) k144 —1—4  kg(x+d) ... z—y=—1 falls m+1==0 (mod 4)
z—g= 1 » n+i=2 (mod4)
By » nt+1=1 (mod4)
B_,; » m4+1:=3 (mod 4)
+y=1  E(1-9) ~1+i K(1—1) 1—t  E'(1—i) ... z+y= 1 falls n+1=0 (mod 4)
L+y=—1 » n+i=2 (mod4)
"By » m+i1=1 (mod 4)
By » n+1=3 (mod4)
xty=—1 k(1 —i) -3 Fa(t—7) —144 s (1—17) ... 2+y=—1 falls u+1=0 (mod 4)

rty= 1 »
B »
B_,. »

n+1=2 (mod 4)
n+i=1 (mod4)
n+1:=3 (mod 4)
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k;, k., kY’ bedeuten in dieser Ubersicht Zahlen der Reihe + 1, + 2, + 3,
+4,...; ks, kg, ks, ks konnen auch null sein.

§ 4. Entscheidung, ob ein vorgelegter Kettenbruch eine Ent-
wicklung erster Art ist.

Die Frage, ob eiu vorgelegter Kettenbruch:

(2) (bo ’ bl y ooy bu——-l ) bn ’ xn'-zf»l)»

dessen Wert eingerichtet z, sei, die Entwicklung erster Art der Grisse z,
ist, lisst sich mit Hiilfe der folgenden Sétze beantworten.

I.  Stimm¢ die Aufeinanderfolge der Teilnenner des Kettenbruchs (2)
mit einer der Folgen (a;) wberein, so stellt der Kettenbruch eine B- bezgl.
G-Entwicklung dar, wenn z,., die bei der Folge (a;) angegebene Bedingung
erfills.

Beweis: Wir zeigen, dass dieser Satz fiir n4- 2 Grossen b,,5,,...,0,,
Ty, goltig ist, wenn wir seine Giiltigkeit fiir » 4+ 1 Gréssen b,,b,,...,0,_;,
x, voraussetzen. Da er fir 2 Grossen (b,, #,) leicht als richtig erkannt
wird, so folgt dann seine allgemeine Griiltigkeit.

Wir ersetzen in der Gleichung:
(2) wo=(bo)b17-"an)wﬂ+l)7

I
b, — durch z,,
Pp41

dadurch geht dieselbe iiber in:
(3) xo=(bo,bl,...,b,,_1,xn)

und in dieser Gleichung erfiillt nun x, ebenfalls die Bedingung unsres
Satzes. Denn nehmen wir etwa an, dass die rechte Seite der Gleichung
(2) mit der Folge (a,) ibereinstimmt, so liegt x,,, auf B,,,, falls
n 4+ 1=0 (mod4) ist, und &, ist eine Zahl vom Typus (1 4 ¢) oder
(— 1 —1); daher fillk — !

Lp41

auf Seite —1,s des Quadrates o und

I

— = 1,, [wo n=3 (mod 4)], auf # —y = — 1, wie erforderlich.

b, —
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Ist n41=1 (mod 4), also #»=o0 (mod 4), so liegt »,,, auf z2—y =1
1

und b, ist = 1 4 ¢, daher b, —

auf B,,;, wie erforderlich.
Tat+1

Analog erledigen sich die iibrigen Moglichkeiten.
Nehmen wir nun an, dass die Gleichung (3) eine B- bezgl. G-Ent-
wicklung darstellt, so ergiebt sich, da &, die #, zugeordnete Zahl ist, aus

(3), durch die Substitution @, = b, —— :
nt

eine B- bezgl. G-Entwicklung darstellt.

, dass auch die Gleichung (2)

II,. FEs se
(4) | Ty = (bo ’ bl )y e ey bn’; ?/n+1)
ein beliebiger Kettenbruch, von dem vorausgeseizt wird, dass:

by, by, ..., b, simmtlich =o (mod1 + 7

b,...,b, von null verschieden
sind und die Aufeinanderfolge der Teilnenner b, , ..., b, dem Folgegesets
(B) genigt.
Setzen wir:
1 I 1 1
yn::bn_'yn_’_l) yn—xzbn—l_;/;) ceey y1=b1_—'§;7 X, = o—"EJ
so gehoren Y, 1, Y, o5 ..., 4, dem Raume R an, wenn y,., und y, dem

Raume R angehiren.
Beweis: Da y, dem Raume R angehort, so gehort —yl— dem Qua-

drate o an, und daher liegt &, ——‘7—;— = ¥,_, Sicher im Raume R, falls

b,_, nicht eine der Zahlen 1 4+ i, 1 —i, — I 44, — 1 —§ isb.
Ist aber b, ;= 1 4 i, auf welchen Fall wir uns der Symmetrie

wegen beschrinken kénnen, so kann 4, nicht den Typen (2), (1 —3), (— 2i)

" I
angehdren, b, —

oy = Yo muSS daher einem Quadrate der fibrigen Typen
n+1 .

angehoren. Hieraus folgt,” dass —yi nicht ins Innere des Teils vom

Quadrate o fallen kann, der durch Seite ——1, — ; und Halbkreis B°

—1—1
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begrenzt wird; y,_, = b, —-—-yi =1+ z—g—/— fallt daher in den Teil des

Quadrats 1 4 ¢, der dem Raume R angehdrt.

Da nun y, und y, ; dem Raume R angehéren, so folgt in analoger
Weise, dass auch y, , dem Raume R angehért. So fortfahrend, riickwirts
zu schliessen, gelangen wir schliesslich bis zu y,, d. h. zum vollstindigen
Nachweis unserer Behauptung. '

IL,. Unter den Voraussetzungen des Satzes 11, fallen Yoy, s, ..., %,
weder auf einen der Bogen B,.;, B_,,,;, noch auf eine der Geraden x+y = + 1,
wenn Y,,, wicht auf einem dieser Bogen oder auf einer dieser Geraden liegt.

. I
Beweis: Da —
Yns1

die Halbkreise BY,;, B]_;, BY,,;, B, ; fillt, so liegt y,=b,— 1 weder

yn+1
auf einem der Bogen B,,;, B,_;, B_,,;, B_,_;, noch auf einer der Ge-

raden 2 + y = + 1. Hieraus folgt analog, dass fur y,_, das Gleiche gilt
u. s. f. bis zu yg,.

weder auf die Seiten des Quadrats o, noch auf

ITI. FEs sei

(4) By = (by, by -y buy Yuyd)
ein beliebiger Kettenbruch, dessen Teilnenner folgende Bedingungen erfiillen:
by,b,,...,0b, sind simmtlich =o (mod 1 4 3),
b,, ..., b, sind von null verschieden,
die Folge b,,...,0b, geniigt dem Gesetze (B).
Wenn dann y,., weder auf einem der Bogen B,,;, B_,,;, noch auf einer
der Geraden x + y = ;I; 1 liegt und y, = b,,—y%;l und Y,,, dem Raume

R angehoren, so stellt die Gleichung (4) die Entwicklung erster Art der
Grésse x, dar.

Beweis: Hs werde gesetzt:

I I I

= b, ; — Ce = .
Yo T Ys A

Acta mathematica. 25. Imprimé le 10 octobre 1901. 381
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Da nach Voraussetzung und IL: %,.:,¥.,..., Y, weder auf einen der

im Satze bezeichneten Bogen noch auf eine der Geraden fallen, so liegen

- , ——I—, ceey — 1 im Tnnern des Quadrats o; da ferner nach II,,
Yt Yn Y

ebenso wie y,, auch %,_;, Y9, ..., y, dem Raume R angehoren, so sind

byy by byg, ..., b die diesen Grdssen nach dem Entwicklungsverfahren

erster Art zugeordneten Zahlen. Nach Satz II, folgt ferner, dass -———yi

ins Innere des Quadrats o féllt, und daher ist auch 5, die z, zugeord-

nete Zahl.
Die Gleichungskette:

I

I I
f’/n:bn’_"y“_l, yn—1=bn—-1——?};) seey y1=b1_y_2) mozbo'—_y_1

ist demnach identisch mit der sich durch den Entwicklungsansatz erster
Art fir x, in umgekehrter Reihenfolge ergebenden Kette von Gleichungen.

IV. FEs sei wieder:
(5) xo=(bo’bl)"'ibﬂ)yn+1)
ein Kettenbruch, dessen Teilnenner die Bedingungen erfillen:

b,,b,,...,b, sind simmtlich =o (mod 1 + i),
b
die Folge b

Ly -y by Sind von null verschieden,

s - -, b, geniigt dem Gesetze (B).

Existirt ein Index r, der der Reihe 1,2,... % angehért, so dass
die Folge (b,, b,,1, ..., Yny1) = ¥, eine B- oder G-Entwicklung darstellt,
und ist # der kleinste Index dieser Art, so ersetzen wir in (5) die Folge
(0, brp1y « -y Ynyy) durch ihren Wert y,. Wir wollen dann fir y, wieder
Yayr geschrieben denken, so dass, wenn wir nach Gleichung (5):

I I I
oz, =b, —— y =b ——, ... = b, —
o 0 v, ) J] 1 Y, 3 y Yu n Ynr1
setzen, y,,, die erste der Grossen z,,4,, ..., ¥,, Yny, ist, welche auf einem

der Bogen B,.;, B_,;; oder auf einer der Geraden z +y = + 1 liegt.!

! Ist der Index 7 = I, so bat man =, = (b,, ¥,); die folgenden Sitze IV, und
IVi, bleiben bestehen; doch braucht z, nicht dem Raume E anzugehdren.



Reduction der guadratischen Formen mit complexen Coefficienten und Variabeln, 243

IV,. Liegt under obigen Voraussetzungen y,,, auf einem der Bogen
B,,;, B_1,i, so stellt die Gleichung (5) die Entwicklung erster Art der
Grisse x, dar, wenn y,,, und b, das Folgegesetz (A4) erfillen.

Beweis: Da ——yl auf einer Seite des Quadrates o liegt, so gehort
n4+1
Y = bn-—yI dem Raume R an. Da also y,,; und y, dem Raume R
n+1

angehoren, so folgt nach Satz II, dass auch ¥, ,,%. s, ...,% dem Raume
R angehoren.

Es moge 9,,, etwa auf B, also —yl
n+1

fallen; dann kann, wegen des Folgegesetzes (4), &, nicht den Typen (1 — i),

auf Seite —1,4 von @,

(2), (— 2¢) angehoren und daher ist b, die y,= b, —y—I— zugeordnete Zahl.
n41

Nun kann y,, nach unsern Voraussetzungen, nicht auf einem der
Bogen B oder einer der Geraden # + y = -+ 1 liegen, daher ist nach .
Satz IIT: v

Ty = (B9, 01y« evs by, U)

die Kettenbruch-Entwicklung erster Art von #,, und diese geht durch die
Substitution y, = b6, — ' in die Kettenbruch-Entwicklung erster Art:

yn-i-l
(Bys by, ..y b0y Yuyy) der Grosse x, iiber.

IV,. Liegt unter den gleichen Voraussetzungen y,,, auf einer der Ge-

raden x +y = + 1, so stellt die Gleichung (5) die Entwicklung erster Art
I

der Grosse x, dar, wenn ¥, , und y, = b, — dem Raume R angehdren.

yn-}-l

Beweis: Da y,,; dem Raume R angehért und auf einer der Geraden
I

\
z+y=+1 liegt so liegh — im Innern des Quadrates o und da

Ynsg1

_0 —
yn n Yui1
einen der vier Bogen B zu fallen, so ist &, die y, zugeordnete Zahl.

dem Raume R . angehort, ohne, mnach Voraussetzung, auf

Nach Satz II, gehort auch gy, , = b, , ———yl— dem Raume R an;

By = (b, b, , ...y buy, Ya)
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ist daher nach Satz III die Entwicklung erster Art von z,, und nun folgt

durch die Substitution y, = 6, — gl— die Behauptung unseres Satzes.
n4+1

Die in diesem Paragraphen bewiesenen Sitze liefern die hinreichen-
den Kriterien zur Beurteilung, ob ein vorgelegter Kettenbruch die Ent-
wicklung erster Art der durch ihn definirten Grosse ist. Es zeigt sich
zugleich, dass die im § 3 aufgestellten Gesetze fur die Entwicklung erster
Art charakteristisch sind. '

§ 5. Complexe rationale Zahlen.

Alle (mit einer complexen ganzen Zahl) abbrechenden Entwicklungen
erster Art stellen offenbar complexe rationale Zahlen dar. Dieser Satz
gilt auch umgekehrt:

Denn entwickeln wir z, = mA 2 so erhalten wir:
r+ st oy .
’;ﬁ = pma, — p eine complexe ganze Zahl = gy,

1

und da || > 1 oist: || > gl !

=t
hT T Ty
woraus folgt:
‘Z—* =p,a, — p, eine complexe ganze Zahl = g,
2
und:
[ 2] > | 2]
u. s f
xn = #"’ = an - ! )
i Mnyi Lr41
P2l eine compl Zahl =
7y, Cive complexe ganze Za = flois
und

lll,tn+1| > l)un+2 l

* |«| bedeutet hier, wie im Folgenden stets:

sabsoluter Betrag der Grosse z».
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Da biernach die Normen von g, ,g,, ... eine abnehmende Reihe positiver
ganzer Zahlen bilden, so muss diese Reihe schliesslich abbrechen, d. h.
tn
Hni1 ‘
dieser Zahl in der Entwicklung zugeordneten Zahl a, zusammenfallen.

Wir nehmen nun an, g und g, seien teilerfremde complexe Zahlen,
was offenbar keine Beschrinkung involvirt, und betrachten die aus der
Entwicklung folgenden Gleichungen:

eine der Zahlen p, etwa g,,, = o werden und folglich =z, mit der

B = Gty — My,
By =0y T
Mg = gty — My,

Po—2 = GQp_gln_1—— U,
Mool = O le — Muga,

HPo = Mgy

Da p und g, teilerfremd sind, so folgt aus diesen Gleichungen, dass s,,,
notwendig eine Einheit ist. Nehmen wir nun an, a, sel eine Hckzahl,
also =1 (mod 1 4 4), so ergiebt sich, dass p, eine Eckzahl ist, hiernach
aus der vorletzten Gleichung, dass p,,, eine Eckzahl ist, und so weiter,
riickwirts schliessend, dass alle Zahlen p Eckzahlen, also =1 (mod 1 4 9)
sein miissen. ‘

Nehmen wir aber an, a, sei =0 (mod 1 + %), so ergiebt sich durch
die gleiche Betrachtung, dass g, ,=1,p, ,=0, g, ;=1, g, ,=0 (mod 1 4 ¢)
u. s f.

Endigt demnach die Entwicklung einer complexen rationalen Zahl mit
einer Hckzahl, so sind Zdhler und Nenner der complexen Zahl, nach Fort-
hebung gemeinsamer Factoren, =1 (mod 1 4 4); endigt die Entwicklung
mit einer durch 1 4-¢ teilbaren Zahl, so ist, nach Forthebung gemein-
samer Factoren, entweder der Zihler =o (mod 1 4 ¢) und der Nenner
=1 (mod 1 4 i), oder umgekehrt.

Gehen wir bei der Betrachtung obiger Gleichungen von g und g,
aus, so sehen wir, dass die soeben angegebenen Bedingungen fir den
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Charakter des letzten Teilnenners auch hinreichend sind. Wir haben also
den Satz:

Die Kettenbruch-Entwicklung erster Art einer complexen rationalen Zahl
endigt dann und nur dann mit einem wicht durch 1 4 i teilbaren Teilnenner,
wenn, nach Forthebung gemeinsamer Factoren, weder der Zdhler noch der
Nenner der Zahl durch 1 -4 teilbar sind.

§ 6. Convergenz der Kettenbruch-Entwicklung erster Art.

Wir nehmen jetzt an, die complexe Grosse x, sei irrational. Die
alsdann nicht abbrechende Kettenbruch-Entwicklung erster Art von z, laute:

e (A Y S

n

der n' Niherungsbruch dieser Entwicklung werde mit 51‘ bezeichnet und

Pn Ba

DT T R
n Gn
gesetzt.
Der betrachtete Kettenbruch convergiert und sein Wert ist z,, wenn

O . . o
pr mit unbegrenzt wachsendem # unendlich klein wird.

Um zu beweisen, dass dies der Fall ist, zeigen wir zunﬁchst, dass ¢,
mit wachsendem #, dem absoluten Betrage nach, ins Unbegrenzte wichst,

oder, woraus dies folgt, dass |-Z-| fiir jeden Wert von # grésser als 1 ist.
n—1
- Setzen wir
. — km
Ga—1

so ist der Gleichung:
Gn = @1 Gn2
zufolge, (in welcher ¢, = 1, ¢_, = 0 zu nehmen ist):

I

k =a kn-—I,

I .
k,=a . 27 s e K=y —
1

1

und es ist zu beweisen, dass fir jeden Wert von n: |k,| > 1 ist.
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Zu dem Ende beschreiben wir um die Mittelpunkte aller Quadrate
unsrer Einteilung, mit dem Radius 1, Kreisbogen und zwar dergestalt,
dass die einem Quadrate zugehérigen Seiten umschrieben werden, die Kreis-
bogen aber an den nicht zugehorigen Seiten endigen. Auf diese Weise
erhalten wir eine neue Einteilung der Ebene, in welcher wir den Einheits-
kreis und acht Gruppen sich anschliessender Kreisgebiete unterscheiden.

Zu jedem Kreisgebiet rechnen wir als Begrenzung die gegen den
Mittelpunkt convexen Kreisbogen, so dass hiernach zum Einheitskreise
keine Begrenzung, zu den Kreisgebieten um die Quadrate der Typen
(144,0—4d,(—1419,(—1—1i) je ein Bogen und zu allen ibrigen
Kreisgebieten je zwei Bogen gehéren.

, Wir behaupten nun, dass die Grosse k, stets in das Innere des Kreis-
gebiets um a, fillt.

Far k, trifft diese Behauptung zu. Wir nehmen an, der Nachweis
sei bis %, , gefithrt und zeigen, dass dann auch %, die Behauptung erfiillt.

Ist @, eine Zahl vom Typus (1 + 4), so kann @, , in keinem Falle
1 — 4 sein, folglich liegt %,_; nicht im Innern des Kreisgebiets um 1 —1,

I

sondern im Innern anderer Kreisgebiete. Daher liegt — nicht im

kn-—l
Innern oder auf den Begrenzungsbogen des Zweiecks (— 1, —i),* sondern
im tbrigen Innenraum des Einheitskreises, und demnach fillt k, = a, — kI
n—1

ins Innere des Kreisgebiets um a,.
Ist @, eine Zahl vom Typus (2), so kann @, ;, weder 1 4 ¢, noch

. . I
I — ¢ sein, daher —
]"'n—l

nicht im Innern oder auf den Begrenzungsbogen

der Zweiecke Z_,_; und Z_,,; liegen, und demnach fill £, = @, — ins

1
bny
Innere des Kreisgebiets um a,.

Analog ergiebt sich unsere Behauptung fiir Zahlen a,, die andern
Typen angehéren.
qn

n—1

Es ist somit bewiesen, dass %, = stets dem Kreisgebiete um a,

! Das Flichenstiick, welches dem Einheitskreise und dem Vollkreise um (—1I—2)
gemeinsam ist, bezeichne ich als Zweieck (—1, —¢) oder Z_;_;; analoge Bedeutung
haben die Abkiirzungen Z,;, Z1_i, Z_14i-
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.

n—1
> 1 ist, woraus, wie bemerkt, hervorgeht, dass |g,| mit # iiber alle Grenzen
wichst.

angehort, ohne auf dessen Begrenzung zu fallen, dass folglich stets

Nun ist:
Ty = Pa®pt1 — Pn—1
gn ®nt1 — Gn—r
folglich:
g — Pn—1
P U Sl . R L W S R I
nt1 qn®o — Pn » _&1 qn 6, qn—1 6, "
° n
daher:
6,1 __ Zagr
‘ 6,  ka
Demnach haben wir:
8 1 _%
6, o z, 0, — k, ’
9, —%
6, ok
On1  Zpy
6, Tk
folglich:
1 By @y oo o Tigy
2 @n o kl kz ]ﬁn
oder:
_i_ w1 .we...xnﬂ
6, ok, oo kg
und da:
bk, ...k, =gq,
ist:
1 By By o e g



Reduction der quadratischen Formen mit complexen Coefficienten und Variabeln. 249

Hieraus folgt:

SIS
6, qn
oder:
16.] <la.l,
demnach:
6. <I_
g el
und daher:
. 6,
limes '—zl‘_— 0, W. z. b, w.
—w |

§ 7. Hilfssatz wber die Gréssen 0,.

Hs sei eine beliebige complexe irrationale Grosse x in einen Ketten-
bruch erster Art entwickelt und es werde allgemein gesetzt:

Bilden wir die Gréssen 6, fiir alle Werte von %, so erhalten wir eine
unendliche Reihe von complexen Grossen:

6,,6,,6,,...,6,,...,

und wenn wir diese als Punkte der complexen Zahlen-Ebene deuten, eine
unendliche Menge von Punkten.
Von dieser Punktmenge beweisen wir den folgenden Satz:

Die Punkimenge 6,, 8, , . .. besitet stets mindestens eine im Endlichen
liegende Hdufungsstelle.

Wir beweisen diesen Satz indirekt.

Wiirde die betrachtete Punktmenge keine im Endlichen liegende
Haufungsstelle besitzen, so miisste der unendlich ferne Punkt die einzige
Haufungsstelle der Menge sein. Es miisste daher:

limes §, = co und folglich limes (g) —o0 sein.

Acta, mothematica. 25. Imprimé le 16 octobre 1901. 32

n=t =00
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Nun ist allgemein:

_p_n =pnmn+1 _pn—-l_ :p_n

6,
=7 —
q;l qn 9n®n41 — Gn—1 qn

~ 1

2 gn—l)
2\ Entl —
1 ( T g

demnach:

1 Gn—1 I
5= (0 — g )=— (5 —7)

und es miisste also der absolute Betrag der Differenz z,., ——-;— mit wach-

sendem % unbegrenzt abnehmen.
Da pun, nach Fritherem, die Grossen x;,; stets dem Raume R an-

gehoren, die Grossen - stets im Einheitskreise liegen, so ist dies nur még-
(3

I
ky

I 1
(xv+1 ] E) 3 (xv+2 ) m) y e

den Einheitspunkten mehr und mehr annihern. Ks muss daher méglich
sein, nach Annahme beliebig kleiner um die Einheitspunkte abgegrenzter
Umgebungen, den Index v so zu bestimmen, dass alle Reste ,,,, .4, ...
der Entwicklung erster Art der Grosse # in die Umgebungen hineinfallen.

Wir zeigen nun, dass diese Folgerung aus unserer Annahme einen
‘Widerspruch involviert. .

Zu diesem Nachweis beschreiben wir um die Einheitspunkte kleine
Kreise und wihlen deren Radius ¢ so, dass die vier Kreise sich gegen-
seitig ausschliessen, und dass durch Transformation aller Punkte im Innern
eines der Kreise nach reciproken Radien vom Nullpunkte aus, als Pol, der
sich ergebende neue Kreis nur mit dem betreffenden Kreise ein Gebiet ge-
meinsam hat, (nicht in die andern Umgebungen hineinreicht).

Nun betrachten wir einen in die Umgebung des Punktes 1 fallenden
Rest z,. Dieser kann den Quadraten 2, 1 4 ¢, 1 — ¢ angehéren. (S.
Fig. 2.) '

lich, wenn sich die Grossen #,,, und — in den Paaren
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I. Es gehore x, dem Quadrate 2 an, dann ist

I 1
L, = 2 — daher =
" Tny1’ Tt =3
" . oo 1
T,y fAllt wieder in die Umgebung des Punktes 1, denn —— =2, — 2

Pr41

fallt in den Teil der Umgebung des Punktes (— 1), der im Quadrate o
Liegt, und dieser geht durch Transformation nach reciproken Radien und
darauf folgende Spiegelung an der Y-Achse in ein Gebiet itber, welches
nur mit der Umgebung des Punktes 1 ein Stiick gemein hat.

Bilden wir:
Tppr — 1T = __I:wn——l’
2 — i, 2 — X,
so ergiebt sich:
2 —1]
Imn+1'_ Il :|2-—mn|

und da |2 —,| <1 ist:
[ — 1} > |2, — 1

d. h. der Abstand des neuen Restes vom Punkte 1 hat sich vergrossert.
II. Es gehore z, dem Quadrate 1 + ¢ an, dann ist:

) 1 i
T, = 1 i— und daher: z,., = - .
n + P n+1 1 + § — %y

1

2, fillt in die Umgebung des Punktes (— i), denn ——— f3llt in

Eng1

den Teil dieser Umgebung, der im Quadrat o liegt und von B2, ; und

Seite —¢, 1 ausgeschnitten wird. Dieser Teil geht durch Transformation

nach reciproken Radien und Spiegelung an der Y-Achse in ein Gebiet iiber,

welches nur mit der Umgebung des Punktes (—3) ein Stiick gemein hat.
Bilden wir:

I . ___3'_(I~——m,,)
el S Sy

Loy — (— 1) =

so ergiebt sich:

| N l#m—1]
Iwn+1—(—-@)|—m
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und da @, — (1 + 9] < 1 ist, so folgt:
l%ﬂ‘"("‘ ")|> Ixn_' II

d. h. der Abstand des neuen Restes vom Punkte (—¢) ist grosser, als der
des vorhergehenden vom Punkte 1.
III. Es gehére z, dem Quadrate 1 —+¢ an, dann ist:

i
daher &,., = -
@1’ Nl I — ¢ — @,

T, =1 —i—

I

%,y fallt in die Umgebung des Punktes ¢, denn — fillt in den Teil

Tn41
dieser Umgebung, der im Quadrate o liegt und von B°,.; und Seite ;. 1
ausgeschnitten wird. Dieser Teil geht durch Transformation nach reciproken
Radien und Spiegelung an der ¥Y-Achse in ein Gebiet iiber, welches nur
mit der Umgebung des Punktes ¢ ein Stiick gemein hat.
Bilden wir:

I . (1 —wy)

— —— ] =

Lpyq — = . ;
n+1 I —i—u, I — 0 —a,

so ergiebt sich:
[0y — i] = A2l _
nt1 lm,,——(l -—’L)l

und da |z, — (1 — )| < 1 ist, so folgt:
Ixﬂ+l——'i’l>|xn—ll

d. h. der Abstand des neuen Restes vom Punkte ¢ ist grosser, als der des
vorhergehenden vom Punkte 1.

- Da die Betrachtung fiir die Falle, dass x, der Umgebung eines der
Punkte — 1, i, — i angehért, ganz analog ist, wie die obige, oder auch,
wegen der Symmetrie unsrer Einteilung, auf die obige Betrachtung zuriick-
gefithrt werden kann, so ergiebt sich als allgemeines Resultat:

Wenn der Index # so bestimmt ist, das die Reste #,, #,,,, ... ad.
infin. in die Umgebungen der Punkte 1, — 1,4, — ¢ fallen, so wichst
mit dem Index der Reste die Entfernung der sie reprisentierenden Punkte

von den beziiglichen Einheitspunkten, und folglich kann z,,, —-?:— nicht

mit wachsendem %, dem absoluten Betrage nach, unbegrenzt abnehmen.
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Unsere Annahme, dass die Werte 8, die einzige Héiunfungsstelle co
besitzen, ist daher nicht zulissig; diese Werte miissen folglich mindestens
eine im Endlichen liegende Héaufungsstelle haben.

Es sei nun x eine im Endlichen liegende Haufungsstelle der Werte
6,. Beschreiben wir dann vom Nullpunkte aus, mit einem Radius p > ||,
einen Kreis, so kénnen wir eine unendliche Rethe von Indices: #,,n,, #,, ...
bestimmen, so dass die diesen entsprechenden Grossen 6: 8,,6,,,6,,, ...
samtlich ins Innere des Kreises mit dem Radius p fallen, dass also der
absolute Betrag aller dieser Grossen kleiner ist, als die endliche positive
Zahl p.

Da ferner aus:

— 8,
g Bt
gn—1 gn—1
yt_ O
9n  qn

durch Elimination von z folgt:

Qn-—l 971 n — 9,, I
= b B
o1 gn 4 1 g
daher:
2
6, , = gn(‘l"_—l> — I

qn—1
qn

und folglich, weil

stets < 1,

16,11<16,] + 1
ist, so sind die Grossen:

|8"r‘1|7 |0"1| ) lgﬂz—‘ll ’ Ig"zl ) |0"3"1| ’ lgnsl Yoo
simmtlich < p 4 1.

§ 8. Periodicitit der Entwicklung erster Art fiir quadratische
Irrationalitdten.

Geestittzt auf den im vorigen Paragraphen abgeleiteten Hiilfssatz, be-
weisen wir nun den Satz:
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Gemigt die complexe Grisse x, einer quadratischen Gleichung
(6) ar® + 2bx 4 ¢ = o,

deren Discriminante D = b* — ac kein wvolles Quadrat (also auch nicht null)
ist, und wo a,b,c complexe ganze Zahlen bedeuten, so wird die Kettenbruch-
Entwicklung erster Art von x, periodisch.

Es sei:
Ly = (G, Qyy Uy oy Uy, Loy

die Entwicklung erster Art der Grosse w,; dann ist eingerichtet:

PuZotr — Pn—r
x, =
(7> Gn®pt1 — Gp—1
und daher:
6 . Pn__Pa%nir—Pa1 Pa —1
2 Y a. am o — a0 T 4T ’
qn Gn Gn%ng1 Gn—1 qn qz <’J3n+1 . Qn—1>
On1 — __Pn =]9n96n+1 —Pa-1__ Prn
g‘f,_l ¢ qn—1 uZnt1 — Gn—1 gn—1
. — ®p41 . — 1
n n 1\’
da(isen =) aa( o)
folglich:
Gn—1 1
(8) xn-}-l__ n =_@’
I In I
Ln41 gn—1 On1 )

Da #, der Gleichung (6) geniigt, so geniigt, zufolge der Gleichung
(7): %,y der Gleichung:

@(p, % — Pos)’ + 20(Pa® — Do 1)(@a® — gos) + €0 — g, 1)” =0,
welche geordnet:
(9) Az® 4 2Bx 4+ C=o0

lauten mége. In dieser Gleichung sind 4, B, C wieder complexe ganze
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Zahlen wund die Discriminante B? — AC ist gleich der Discriminante
0> — ac = D der Gleichung (6), da die Gleichung (9) aus (6) durch die
Prn® — Pn—

Qn € — QW——l

lineare Substitution: 2 = , deren Determinante p,_,9, — P,,—1=1

ist, hervorgeht.
Bezeichnen wir die zweite Wurzel der Gleichung (9) mit y,4,, 50 ist:

— pn?/n«}-l - pn—l

(10) Yo GnYnt+1 — Gn—1

die zweite Wurzel der Gleichung (6) und von z, verschieden, da b*— ac,
nach Voraussetzung, nicht verschwindet.
Aus (10) folgt nun:

T Gn—1Yo = Pn—1 and _ GnYo — Pn
qnYo — Pn Yn1 9n—1Yo = Pn—1
und daher:
Gn—1 — 1 — 1 —1 1 .
Yutr— = = [2) =5 7] = &, .
R e B e B e
QW \ gn gn
1 In 1 o 1 o
it Qa1 1\ gi O vV
Y1 fn—t qu—l <ya - 4 1) n—1 (yo _ mo) + 2 !
gn—1 qn—1

Da y,— «, von null verschieden ist, so ergiebt sich hieraus, dass in
den Gleichungen:

Gn—1
Yog1 = . — €,
I qn ,
== —— en—
Ynt1 In—1 + !

die Grossen &, und ¢, , mit wachsendem #, dem absoluten Betrage nach,
beliebig klein werden.
Bilden wir nun:

1

gn—1 I
Lpg1 = Yu1 = <xn+1 - 0n > + &, = _E—I— g, = — <5_n——- sn)’

I 1 (1 qn ro_ 1 ’
_ = | & = 7] — &p1
Ppi1 Ynt1 X1 Gn—1 n—1

(vergl. Gleichungen (8)),
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so folgt:
I
s — s 2| | 1],
I I 1
— > — e

Xpa1 Yn+1 =I9n—1| l " ll’

und da 7;_ und 91 nach unserm Hiilfssatz filr unendlich viele Werte
n n—1

von n grosser als p _:_ c=0 sind, so ergiebt sich, dass fiir unendlich viele

Indices die absoluten Betrige der Differenzen:

xn-{-l - yn+1

und
1 1

Zn+1 Yn+1

grosser als p” werden, wo p” eine um beliebig wenig kleiner als o’ angenom-
mene Grosse bedeutet.
Aus Gleichung (9) aber folgt:

_ WD 1 VD
T =2 TR T T

daher ist fiir unendlich viele Indices #:

I\/_D—I " I\/_I 4

folglich: _ .
|A|<|\/D|‘ io|<|\/0|_
. P,/ ? pﬂ
Es miissen folglich die absoluten Betrige von 4, ¢ und B= D + AC

filr unendlich viele Indices # kleiner als eine bestimmte endliche Grosse
ausfallen, was nur moéglich ist, wenn 4, B, C und daher auch

— B + yB*— AC

xn+1 = _A

fiir einen gewissen Index einmal die einem fritheren Index entsprechenden
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Werte wieder annehmen. Es muss hiernach also einmal ein Rest der Ent-
wicklung der Grésse «, mit einem fritheren Reste identisch, d. h. es muss
die Entwicklung von' z, periodisch werden, w. z. b. w.

§ 9. Kettenbruch-Entwicklung zweiter Art.

Bei dem Convergenzbeweise im § 6 sind wir auf eine zweite Ein-
teilung der Ebene der complexen Zahlen gefithrt worden. Die Vermutung
liegt nahe, dass wenn wir diese Einteilung zur Entwicklung einer complexen
Grosse in einen Kettenbruch benutzen, die neue Entwicklung zu der auf
die quadratische EKinteilung gegriindeten in einer besondern Beziehung
stehen wird.

Wir wollen die neue Entwicklungsweise als »Entwicklung zweiter
Art> bezeichnen.

Uber die der zweiten Entwicklungsart zu Grunde liegende Einteilung
ist schon im § 6 das Wesentlichste gesagt worden.

Wir ordnen jeder nicht ganzzahligen complexen Zahl x, die durch
1 + ¢ teilbare complexe ganze Zahl zu, welche im Mittelpunkte* des Kreis-
gebiets liegt, dem x, angehort. Jede complexe ganze Zahl aber sei sich
selbst zugeordnet.

Zur Abkirzung bezeichue ich jedes Kreisgebiet durch seine Mittel-
punktszahl, die zu einem Kreisgebiete a, gehorigen Randbogen (ohne die
auf ihnen befindlichen Eckzahlen) mit B, , die nicht zugehorigen mit P, .
Wenn wir die Peripherien der Kreisgebiete 1 +¢, 1—4i, —1 44, —1—13
vervollstindigen, so mogen die im Einheitskreise liegenden Bogen (ohne die
Einheitspunkte) wit Pj,;, Pi_;, P_,,;, P_,_;, die entstehenden Zweiecke
mit Z,; etc. bezeichnet werden. '

Jede Eckzahl wollen wir als zu dem XKreisgebiete gehorig betrachten,
zu dem die zwel Kreishogen gerechnet werden, in deren Berithrungsstelle
die Eckzahl liegt.

Den unendlichen Teil der Ebene ausserhalb des Kreisgebiets o und
mit Ausschluss der Peripherie des Einheitskreises bezeichnen wir als den
Raum R'.

! Unter Mittelpunkt ist hier der Mittelpunkt des Vollkreises um das betreffende
Quadrat zu verstehen.

Acta, mathematica. 25. Imprimé le 16 octobre 1901. 33
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Gteben wir nun von einer beliebigen complexen Grosse x, aus und bilden
die Gleichungskette

wo allgemein @, die w, zugeordnete complexe ganze Zahl bedeutet, so er-
giebt sich aus dieser die Kettenbruch-Entwicklung zweiter Art der Grosse z,:

By = (A, @y o ooy Uyy .. )

Da nur #, selbst auf dem FEinheitskreise liegen kann, so fallen alle Reste
%, ,%,,... der Entwicklung in demn Raum R'; diese Reste sind demnach
absolut genommen simmtlich > 1.

Fallt ein Rest z, auf einen Gebietsrand, so fallen alle folgenden Reste
auf Gebietsrinder, und zwar nur auf P, , P,_;,, P ., P_,_,.

Die Aufeinanderfolge der Teilnenner und Reste unterliegt wieder ge-
wissen Beschrinkungen. ,

Ist z, (r = 0) ein dem Typus (1 + 4) angehorender Rest, so kann

nicht ins Innere des Zweiecks Z_;_; fallen, und folglich z,,, nicht

Pri1
dem Kreisgebiete 1 — i angehoéren, a@,,, also nicht = 1 — ¢ sein.

Ist 2, ein Rest, der dem Typus (2) angehort, so kann — " nicht

: Tr4+1
ins Innere der Zweiecke Z_,,; und Z_,_; fallen, und daher z,,, nicht den
Kreisgebieten 1 4+ ¢ und 1 — ¢ angehoren, also a,,.; weder 1 4 ¢, noch
I — i sein.

Mit Beriicksichtigung der Symmetrie unsrer Einteilung erhalten wir
hiernach das Folgegesetz:

Ist @, vom Typus: (1 +4), (—1 414, (—1—1), (1—4),

so ist @,y == 1—¢ —I1—% —1-414 1414
(B") Ist @, vom Typus: (2) (— 2i8) (—2) (24)
. I—[—Z'/ — 144 —1—3 11—

s0 18t a,,, = {

1—1 1414 — 144 —I—3

Liegt ferner x, auf dem Rande eines Kreisgebiets vom Typué (1 419),
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so fallt — —

7R}
Zahlen 2, 2 — 2¢, — 24,

Tiegt =, auf dem Rande eines Kreisgebiets vom Typus (2), so fallt

auf P’_,_;, daher Ty auf P,_;, und folglich ist a,, eine der

auf P’ ,,; oder P_, ;, daher z,,., anf P, oder P,_;, und folglich

Tri1
ist a,,, eine der Zahlen 24,2 4 24, 2,2 — 2i, — 2i.
Hieraus ergiebt sich das folgende Gesetz:

Liegt x, ouf dem Rand eines Kreisgebiets

vom Typus: (1449, (—141i), (—1—13), (1—19)

so legt »,,, auf: P P P_i Py
(A) vom Typus: (2) , (20 , (—2) , (— 29
so liegt x,,, auf: P, P, P, P,

P, P, Py P,

oder umgekehrt:

Liegt ®, (und folglich auch x,.,) auf einem Rande

X 2 24 —2 — 24
so liegt z, auf dem Rande . .
— 24 2 21 —2

eines Gebiets der Typen
I—¢ 14+¢ —14i —1—14

Die Sitze der §§ 2 und 5 gelten genau ebenso fir Entwicklungen
zweiter Art, wie fiir solche erster Art.

Liegt die zu entwickelnde Zahl auf der Achse der reellen Zabhlen, auf
der Achse der rein imaginiren Zahlen, auf dem Rande eines Quadrates
oder eines Kreisgebiets, oder endlich anf einem der Bogen B,,;, B,
B .., B_,;, so sind die Kettenbruch-Entwicklungen erster und zweiter
Art identisch. (Hiernach ergeben z. B. B- und G-Entwicklungen erster
Art die gleichen Kettenbriiche zweiter Art.)
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§ 10. Convergenz der Entwicklungen zweiter Art.

Um die Convergenz einer nicht abbrechenden Kettenbruch-Entwicklung

zweiter Art:
o= (G, 8y, .., @,...)

zu beweisen, setzen wir wieder:

und

I
kn—l

=a,, k, = a, ——, ... k, = a, —
und beweisen zunichst, dass auch hier |k,] > 1 ist, fiir jeden Wert von «.

Zu diesem Nachweis benutzen wir die dem ersten Entwicklungsver-
fahren zu Grunde liegende Einteilung der Ebene.

Wir zeigen, dass k, stets dem Raume R angehért, und zwar entweder
ins Innere oder auf eine der vier Seiten des Quadrats a, fillt.

Wir nehmen an, der Nachweis sei schon bis %,_, gefithrt, und zeigen,
dass unter dieser Annahme auch %, die Behauptung erfillt. Da &, = a,
dem Raume B und dem Quadrate @, angehort, so ergiebt sich dann die
allgemeine Giiltigkeit der Behauptung.

Aus unsrer Annahme folgt, dass — kl entweder im Innern oder auf
n—1
einer der vier Seiten des Quadrats o liegt, folglich £, = a, — > sicher

kn
dem Raume R angehért und im Innern oder auf einer der vier Seiten des
Quadrats a, liegt, falls @, nicht einen der Werte 1 4+ 4, 1—¢, — 1 44,
— 1 —4 besitzt. Ist aber a,= 1 44, so kaon g, , nicht den Typen
(1 —14), (2), (— 2¢) angehoren (nach Gesetz (B’)), daher liegt %, _, in Qua-

draten der iibrigen Typen, beziiglich auf einer Seite dieser Quadrate, — kl
n—1
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folglich nicht im Innern des Teils vom Quadrate o, der von Seite —1, 4
I
kny
Raume R angehdrt und zwar im Quadrate 1 + ¢ oder auf dem Rande

desselben liegt. ,

Analog ergiebt sich die Behauptung fir a,=1—4, —1 44, — 1 —1.

Corollar: Falls a, nicht einen der Werte 1 + ¢, 1 — ¢, — 1 + 4,
— 11— hat, fillt %, stets ins Innere des Quadrats @, und gehért dem
Raume R an, ohne auf dessen Begrenzung zu fallen.

Der Beweis wird, wie oben, durch vollstindige Induction gefiihrt.

dem

und Bogen B°, ; begrenzt wird. Hs folgt hieraus, dass a, —

Wir nehmen an, unsre Behauptung sei bis %,_, nachgewiesen. — Dann
Liegt _kl im Innern des Quadrats o, folglich %, = a,— P ' im Tonern
n—1 n—1
des Quadrats @, und im Raume R, falls @, nicht =1 +4, 1 —¢, —1 44,

— 1 —i ish. — Ist aber a,= 1 + 4, so kann g, _, nicht den Typen (1 —4),
(2), (— 2i) angehoren, k,_, liegt also im Innern von Quadraten anderer

Typen, — folglich nicht in dem von Seite —1, —; und Bogen B°, ,
n—1
begrenzten Teile des Quadrats ¢ und auch nicht auf B°, ;. Demnach fillt

. 1
k,=1 —I—z——kn_l

Quadrats 1 + ¢ und nicht auf B, ,.

Analog folgt der Satz fir @, =1 —¢, —1 4+ i, —1 —3.

Aus unserm Hauptsatze folgt, dass der absolute Betrag von %, fiir
jedes n grosser als 1, dass daher firr jedes n-

ins Innere des dem Raum R zugehérigen Teils des

IQnI > IQn—II

ist und folglich [g,| mit wachsendem # fiber alle Grenzen wichst.
In gleicher Weise, wie im § 6 fiir die Entwicklungen erster Art ab
geleitet, ergiebt sich nun auch fiir die Entwicklung zweiter Art:

limes | | = o,
d. h. die Entwicklung zweiter Art: (,, @, ..., @,, ...) convergirt und

stellt die Grosse z, dar.
Aus den vorhergehenden Betrachtungen ergeben sich die folgenden
Beziehungen zwischen den beiden Entwicklungsarten:
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L Entwickelt man eine complexe Grisse x, in einen Kettenbruch
erster Art:

To= (G, @, ...,08,,...),
80 1ist:
@y Cpyy oot @)
die Kettenbruch-Entwicklung zweiter Art der Grosse k, — -2° .

n—1
II.  Entwickelt man eine complexe Grisse x, in einen Kettenbruch

zweiter Art:
o= (b,,b,,...,0,,...)

und ist b, nicht eine der Zahlen 1 44,1 —¢, — 144, —1—13, so ist:

by Opyy oo oy by)

die Kettenbruch-Entwicklung erster Art der Grisse k, = -2 .

In—1

Der Ausnahmefall in IT tritt ein, wenn ———wi im Innern eines der vier
Zweiecke Z liegt, und also z, ins Innere eines der durch Vervollstindigung
aller Kreise der Einteilung an den Quadratseiten entstehenden Zweiecke
fallt. Liegt x, im Innern oder auf der Begrenzung eines der, durch die
Vervollstindigung aller Kreise, in jedem Quadrate entstehenden Kreisbogen-
Vierecke, so gilt der Satz IT ohne die Einschrinkung.!

! Beispiele:

L 34+20=(2,20,—1—4¢,344,...) = I. Art.
n 5_77;' . . .

() = =hicGri—r—i2 =2 an
(14+y2) +iyz=(24+2¢,—1—4¢,—3—3i,...) = I. Art.
LI St P B — 2. Art.
(9n~1>n=2_ 1+ (=3 3% 2 d

. y3+2i=0+¢,—1—1%,2i,3+7,...) = 2. Art.
(ﬁ—> ks O S R — 1. Art.
9n—1/ n=3 I—2
\/E+%i=(1+i,——2,1—i,5~7@',...) — 2. Art.
<ﬂ> =(3—7,1 —1i, —2) = 1. Art.
dn—1/ n=3 .
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II. ABSCHNITT.

Reduction der bindren quadratischen Formen.

Die Frage nach den eigentlichen Darstellungen einer complexen ganzen
Zahl m durch eine quadratische Form f= (a, &, ¢) mit nicht quadratischer
Determinante, oder genauer ausgedriickt, nach den zu einander relativ pri-
men complexen ganzzahligen Liosungen x,y der Gleichung:

az® 4+ 2bzy + cy® = m,

in welcher @, b,c,m gegebene complexe ganze Zahlen bedeuten und
D = b® — ac kein volles Quadrat ist, fithrt analog, wie im reellen Gebiete,
auf die folgenden zwei Probleme:

I. Zu untersuchen, ob eine gegebene Form f=(a,b,c) mittels einer

Substitution (: ‘i), deren Determinante Sy — ad = 1 ist, in

eine andere gegebene Form F von gleicher Determinante, wie
f, iibergefithrt werden kann, oder kiirzer ausgedriickt:

Zu untersuchen, ob zwei gegebene Formen von gleicher
Determinante dquivalent sind.

II. Alle Substitutionen (Z g) zu bestimmen, welche eine Form f

in eine andere ihr dquivalente /' iiberfithren.
Diese zwei Probleme sollen in diesem Abschnitte mit Hiillfe der im
L. Abschnitt behandelten Kettenbruch-Entwicklungen gelost werden.®

§ 1. dquivalenz der Formen.
Unter einer Substitution:
x = ar’ — By,
y =0 — 0oy

! Auf anderem Wege hat LEseUNE-DIRICHLET diese Probleme in seiner Abhandlung
gelost: Recherches sur les formes quadratiques & coefficients et d indéterminées complexes,
ges. Werke, Bd. T.
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oder abgekiirzt bezeichnet:

- ()

verstehe ich im Folgenden stets eine solche Substitution, deren Determi-

nante By — ad = 1 ist und deren Coefficienten «, 8, y, ¢ complexe ganze
Zahlen sind. '

Zwei Substitutionen (a g > und <a,, i) heissen congruent nach dem
Modul 1 + %, wenn die Coigrﬁenzen bgstehen:

a=d, B=F, =7, o= [mod 1 + i].
Da jede complexe ganze Zahl entweder =o, oder =+ 1 (mod 1 4 ¢) ist,

S0 kénnen wir alle iberhaupt moglichen Substitutionen (a g) in folgende
r

6 Classen nach dem Modul 1 4 ¢ rubriciren:

I Classe: Alle Substitutionen, die =
II » » » » =

III » » » » =

’
V » » » b =

VI » » » b -

(
(
(
v e =)
(
(

o 1>
»
I 1
Die inverse Substitution S~' einer Substitution S gehort derselben Classe
an, wie §, wenn § der I, II, IV, V** Classe zugehort, die inverse Sub-

stitution einer Substitution der III*" Classe dagegen gehért der VI*® Classe
an, und umgekehrt.
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Sind
S = a /9) ’ T = o 13,
vy 0 ydiCl
zwei beliebige Substitutionen, so bezeichnen wir die aus S und 7' componirte
Substitution:

U aa’ — By’ , af — B0’
Ny — o, 1B — 0%

durch das symbolische Produet S.7T'.
Es ist ST stets =8 (mod 1 + i), wenn T der I'*® Classe angehort.
Gehort 7' der IT*® Classe an, so ist

S1T= Sm SIIT = SI) SmT= SIV}
SIVT= Sm; SVT= Svn Sv1T= Sv:

wo die dem Buchstaben S angehingten Indices die Classe bezeichnen
sollen, der die betreffende Substitution angehort.
Bezeichnen wir die Substitutionen:

1 1 (o}
<’ ) mit S, ( ) mit S,
I O 1 —1

so konnen wir jede Substitution der vier letzten Classen als eine aus &S,
bezgl. S; mit einer Substitution der ersten oder zweiten Classe componirte
Substitution ansehen, némlich:

Sm = Ss Su SIV = Ss Sm Sv = S5Su va == Sssn-

Nach diesen Vorbemerkungen, wollen wir nun zwei guadratische Formen
f={(a,b,c) und f' = (a’, &', ¢’) betrachten.

Sind diese zwei Formen #quivalent, so existirt eine Substitution 3,
welche f in f' tiberfilhrt. Dies driicken wir symbolisch durch die Gleichung
aus: f.8 = f".

Je nachdem § der I, II, III, IV, V, VI*® Classe angehort, ist dann

eine der folgenden symbolischen Gleichungen erfiillt:
Acta mathematica. 25. TImprimé le 19 octobre 1901. 34
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8 =1, S =1,
58 =1, (S8 =T,
fS:8, =", S8, =1

und ebenso ist klar, dass wenn umgekehrt eine dieser symbolischen Gleich-
ungen erfiillt wird, die Formen f und /' dquivalent sind.

Es sollen nun im Folgenden zwei Formen f und [’ als wollstindig
dquivalent bezeichnet werden, wenn die eine mittels einer Substitution der
ersten oder zweiten Classe (S, oder S,) in die andere iibergeht.’

Mit Verwendung dieser Definition folgt dann aus dem Vorhergehenden
unmittelbar der Satz:

Die notwendige und hinreichende Bedingung fir die Aquivalenz zweier
Formen f und [’ im gewchnlichen Sinne ist, dass eine der drei Formen:

f;f83=f<1 I); f5’5=f(1 °>
1 O I —1

der Form f' wollstindig dquivalent ist.

Unter f=(a,b,c) = aw® + 2bwy + cy® eine beliebige quadratische
Form verstanden, deren Determinante .D = % — ac kein volles Quadrat
ist, bezeichnen wir die Wurzeln der Gleichung:

ax® 4 2bz + ¢ = o,

némlich:
—b— D —b+ D
5= wmd gy =D
als erste, beziigl. zweite Wurzel der Form f.
Unter /D ist hier derjenige Wurzelwert zu verstehen, der, D =a-}-if

gesetzt, aus:

! Diese Bezeichnung ist von L. KRONECKER in einem &dhnlichen Sinne eingefiihrt
worden.

Die Substitutionen erster und zweiter Classe werden hier bevorzugt, weil die im
I. Abschnitt betrachteten Kettenbriiche in jhren aufeinanderfolgenden Naherungsbriichen
nur Substitutionen dieser Classen liefern.
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\/_\/_fi_'*;f_f_:"__“_*_ z\/ﬂ_‘%ﬁf'_:‘_ﬁ’ falls B> o,

VA CES R VA G T R SN P
2 2

Ve, fals g=o0 und a>o,
iy—e, falls f=o0 und a<o
resultirt, wenn iiberall die positiven Wurzelwerte genommen werden.

Analog wie bei reellen Formen mit positiver Determinante, gilt hier
der Satz:

Die notwendige und hinreichende Bedingung fir die vollstindige Agqui-
valenz zweier Formen [ und ' ist, dass ihre ersten Wurzeln x, und x,
durch eine Gleichung verbunden sind:

__azyg—f
7 ywg—o’

a N
wo ( g) eine Substitution der ersten oder zweiten Classe ist.
7

Bezeichnen wir zwei complexe Zahlen # und #’, welche durch eine
Relation x = %—Z—g verbunden sind, wo a,f,y, ¢ die Coefficienten einer
Substitution erster oder zweiter Classe bedeuten, als wvollstdndig dquivalente
Zahlen, so konnen wir obigen Satz auch so aussprechen:

Die notwendige und hinreichende Bedingung fir die vollstindige Aqui-
valenz zweier Formen f und f' ist, dass ihre ersten Wurzeln x, und x; voll-
standig dquivalente Zahlen sind.

§ 2. Wurzel-Paare.

Es seien 2 und g die von einander verschiedenen, irrationalen Wurzeln
einer quadratischen Gleichung:

(1) ax® 4 2bx 4 ¢ = o,

deren Coefficienten @, b, ¢ complexe ganze Zahlen sind.
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Setzen wir:

(12)

I
y..——:a;"—-—;,,

wo a' die der Zahl z nach der Entwicklungsvorschrift fiir Kettenbriiche
erster Art zugeordnete complexe ganze Zahl bedeutet, so sind #', y' ein-
deutig durch %,y bestimmt und offenbar wieder die Wurzeln einer qua-
dratischen Gleichung mit complexen ganzzahligen Coefficienten von gleicher .
Discriminante wie (1 1). Es sind daher ', y', ebenso wie x,y, irrationale
von einander verschiedene complexe Grossen.

Wir bezeichnen das auf solche Weise erhaltene Wurzelpaar (2’ y) als
dem Paare (x y) benachbart.

Ein Wurzelpaar (z, y,) heisse reducirt, falls x,, nach 1'** Art ent-
wickelt, einen rein periodischen Kettenbruch liefert.

Aus dieser Definition folgt, dass x, notwendig dem Raume B an-
gehdren muss.

Bilden wir, von einem beliebigen Wurzelpaar (x y) ausgehend, die Reihe
von Paaren:

(13) @y), @y), &y ..

in welcher jedes Paar dem vorhergehenden benachbart ist, so kommen wir
stets auf ein reducirtes Paar, da die Kettenbruch-Entwicklung 1** Art von
quadratischen Irrationalititen, nach § 8., I. Abschnitt, periodisch wird.
Es sei nun (,y,) ein in der Reihe (13) vorkommendes reducirtes
Wurzelpaar und die Kettenbruch-Entwicklung 1% Art von z, laute:

(14) x0=(a0)ﬂla"'>an)x0)‘

Dann haben wir, dem Ansatz (12) zufolge:

I 1 » 1
(IS) y0=a0——-§:, Y1 ==a1——£) LRI yn=“n"—yn+l,

also:
,?/0=(ao, ay sy an).yn+l>

und es ergiebt sich ohne Schwierigkeit y,., = ¥,.
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Setzen wir die Gleichungskette (15) in die Form:

(16) I = g 1 I — a I ) I —a I
l Yo * L ’ Yn ‘n—l I ’ o yl ¢ L ’
Yn Yn—1 Yo

so sind dies die Gleichungen fiir die Kettenbruch-Entwicklung 2" Art
der Grosse yi

Beweis: Richten. wir den Kettenbruch (15) ein:

__ PnYagr1 — Pa-

Yo nYng1 — Gu—1 ’
so folgt:
Qn——l ?{o - pn—l
hpy == Iy = A ETT
Ynia o 4oYo — Pn
daher:
I Y Pa  __ qn I

¥o — dn—1Y0 - D1 o qT_l 972‘—1 Yo — Pu—1Gn—1

oder wenn wir:

Pn 8.
T, = Pr—1 . 1
91 Fu—1
also
Pr1Gn1 = Loy — 0oy
einsefzen :
I ¢ 1 / 1
_ 2 o
Yo Gn—1 Gn—1 Yo — g + : 1
qn—1
= kn + €py- ‘

. . I . .
Nun wissen wir, dass %, = o g, tar jeden Wert von » ins Innere des
0

Kreisgebiets @, fillt und dass &, ; mit wachsendem # dem absoluten Be-
‘trage nach unter alle Grenzen sinkt. (I. Abschn. § 6.)

Da nun yi periodisch immer wieder in dem Ansatz (16) auftritt, wenn
0

.. . . ' )
wir in (14) mehr und mehr Perioden von x, einsetzen, so kann — nicht
. :



270 Julius Hurwitz.

ausserhalb des Kreisgebiets a, liegen, sondern nur im Innern oder auf

den Begrenzungsbogen dieses Gebiets. Das Analoge gilt fiir die Grdssen

11 I . . .
., —, denn wir kdénnen unsere ganze Betrachtung ja von jedem

f;; ’ Yn—1 > Y
der auf (z, y,) folgenden Wurzelpaare ausgehen lassen.

Wir zeigen nun weiter, dass es unmoglich ist, dass — auf dem Teile

der Begrenzung des Kreisgebiets a, liegt, welcher (nach § 6, Abschnitt I)
nicht zu dem Kreisgebiet zu rechnen ist.

. . 1 ; ) .
Wiirden wir annehmen, dass — auf dem nicht zum XKreisgebiet a, zu

]

rechnenden Teil der Begrenzung ﬁele, so wiirde zunichst folgen, dass y,
inq Innern oder auf der Begrenzung des durch die Bogen P;,;, P;_;, P_,,;,

P, ; gebildeten Kreisbogenvierecks ¥, liegt, und daher a, —y, = yi “in

jedem Falle dem Kreisgebiete a, angehort.’
Wir unterscheiden nun zwei Fille:
1) Ist @y &= 1+ ¢, — 1 + 4, so folgt, dass y, ins Innere oder auf die
Begrenzung des Vierecks ¥, fillt, folglich a, — ¥, =‘;;— dem

Kreisgebiete a, angehort.

2) Ist @, =114, so kann @, keine Zahl der Typen (1—1), (2), (—24)
und a, nicht 1 — ¢ sein, denn sowohl die Folge (a,@,...), als
auch die Folge (...a,a,...) muss das Gesetz (B) erfiillen.

Da a,= 1—i ist, kann y, nicht auf P; ., daher ay,—y, = yl nicht
1

auf den Rand, sondern nur ins Innere des Kreisgebiets a, = 1 + 4, und
folglich y, nicht anuf die Begrenzung des Zweiecks Z,_; fallen;
Da nun @, nicht den Typen (1—3), (2), (— 27) angehért, so ergiebt

sich, dass a, —y, =yi dem Kreisgebiet @, angehort.

Analog ist die Betrachtung zu fithren, falls ¢, =1—i¢, —1+44, —1—1
angenommen wird.

Schliessen wir jetzt in gleicher Weise auf die Lagen von yi, =

3 4

gty

so kommen wir schliesslich zu dem Resultat, dass 2 dem Kreisgebiete a,

! Unter »dem Kreisgebiete angehtren» verstehe ich, dass die betreffende Zahl
entweder ins Innere oder auf die zum Kreisgebiete zu rechnenden Begrenzungsbogen fillt.
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" . I
angehdren muss, entgegen unsrer Annahme. Wir erkennen also, dass —
[

und ebenso die Grossen i, yI , - - . nicht auf die Begrenzungsbogen der
n n—1
Kreisgebiete a, beziigl. a,_;, a,_,, ... fallen, welche nicht zu diesen Ge-

bieten zu rechnen sind, dass diese Grossen demnach den betreffenden Kreis-
gebieten angehoren, und dass folglich die Gleichungskette (16) die Ketten-
bruch-Enfwicklung 2 Art der Grésse — liefert, namlich:

¢
I

1
?“/;':(an:an—I,"‘;ao)gg)'

Unsere Betrachtung hat uns somit den Satz ergeben:

Ist (x, y,) eim reducirtes Wurzelpaar wnd lautet die Kettenbruch-Ent-
wicklung erster Art von z,:

xo=<aoaa1,'--7an—1:an)x0);

50 lautet die Kettenbruch-Entwicklung zweiter Art des reciproken Wertes von y, :

I ( I
= an,an“,,...,a,a,——»).
Y 1700y,

. 1 e g g
Wir erkennen ferner, dass m der Periodicitit wegen, nur dann auf
0

den Rand eines Kreisgebiets fallen kann, wenn @, einen der Werte:
2,~—2,2},—2i,242i,2—24, —2+ 20, —2—2{,

(also 2, 2 4+ 2¢ und deren associirte Werte) besitzt und die Periode
(@,,a,,...,a,) nur aus Zahlen dieser Reihe zusammengesetzt ist. Ferner
folgt, dass y, selbst stets ins Innere des Einheitskreises fillt.

§ 3. TBeduction der Formen.

Die im vorigen Paragraphen aufgestellten Begriffe iibertragen wir jetzt
auf die quadratischen Formen. '
Wir nennen zwei Formen von gleicher Determinante:

f=1(@,b,¢) und [ '=(a,?,c)
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benachbart, wenn ihre Wurzeln:

(@ y) und (2 o)

benachbarte Paare sind, und bezeichnen eine Form f, als reducirt, wenn
ihre Wurzeln (z, y,) ein reducirtes Paar bilden.

Fine reducirte Form ist hiernach dadurch charakterisirt, dass die FEni-
wicklung erster Art ihrer ersten Wurzel einen rein periodischen Kettenbruch
liefert.

Die erste Wurzel einer reducirten Form gehért dem Raume R, die
zweite Wurzel dem Innern des Einheitskreises an.

Ist x, die erste Wurzel einer reducirten Form, y, deren zweite Wurzel,
so ist die HKettenbruch-Entwicklung erster Art von z, und diejenige zweiter

Art von v rein periodisch; die eine Periode erhdlt man aus der andern durch

Umkehrung der Aufeinanderfolge der Teilnenner.

Da die ersten Wurzeln z, und «, von benachbarten Formen durch die
Relation verbunden sind:
1 Aok, — 1

r, =, — ==
0 0 Zo 95:)

’

so sind z, und z; vollstindig Aquivalente Zahlen, und daher gilt der Satz:

Benachbarte Formen sind (vollstindig) dquivalent.

Bilden wir, von dem Wurzelpaar (z, y,) einer gegebenen Form f aus-
gehend, die Reihe der benachbarten Paare:

(mo yo) > (xl y]) 3y ety (SU,. yn)a (xn+1 yn-}-l) yr

so kommen. wir stets auf ein reducirtes Paar, von welchem ab nur noch
reducirte Paare folgen; wir haben also den Satz:

Jede quadratische Form f ist einer veducirten Form f,,, (vollstindig)
dquivalent.



Reduction der quadratischen Formen mit complexen Coefficienten und Variabeln. 273

Entwickelt man die erste Wurzel x, der Form f in einen Ketten-
bruch erster Art:
Ly = (Ao, Ay ..oy O, Tpyy),

so ist von einem bestimmten Werte von » ab, z,,, stets erste Wurzel einer
reducirten Form f,,,, und die. Form f geht durch die der ersten oder
zweiten Classe angehérige Substitution:

r = pn‘x, - pn—ly,)
Y= q.% — ¢y

in die reducirte Form f,,, iiber.

Wir beweisen weiter, dass es nur eine endliche Anzahl von redu-
cirten Formen einer bestimmten Determinante D giebt.

Sind #,, y, die Wurzeln einer reducirten Form (@, b, c) der Determi-
nante D, so ist, nach I. Abschnitt, § 8, S. 256:

|mo_'yo|;|?;_nl—len"
(17)

I_1ils

T Yol

I
*g—n:l"* |€;—1 |,

und |e,| und |e,_;| sinken mit wachsendem # unter alle Grenzen.
Nun ist (siehe Gleichung (8), S. 254) allgemein:

LN .
6.

A
I -
pES

> | @uia]| — 1.

9n—1
’

I e q
n

daher:

Nehmen wir fiar #,,, den Rest aus der Periode von x,, welcher den
kleinsten absoluten Betrag besitzt und bezeichnen diesen absoluten Betrag
mit k¥, wo k> 1, so sehen wir, dass fir jeden Wert von u:

1 ’ A A
El>k’ (k——~k I)

ist, wo % eine von null verschiedene feste positive Zahl bedeutet. Be-
Acta mathemotico. 25. Imprimé le 19 octobre 1901. 85



274 Julius Hurwitz.
zoichnien wir nun mit %" eine positivé Zahl, die um beliebig wemig' kleiner
ist als %', so kénnen wir die Ungleichungen (17) ersetzen durch-

I.xo TZ(O l> k”,

18 L
( ) _I______E_ ‘><ku
%, Yl |
Da
_2|\/5| 1 1 __2|\/7)-|
2 —wl="r" |& =%~ T
2|vD]

¥—, folglich kénnen 4 und

¢ und daher auch b= \/D + ac nur eine endliche Zahl von verschiedenen
Werten besitzen. Hieraus folgt der Satz:

ist, so sind |a]| und |¢| demnach kleiner als

Es giebt nur endlich m'ele/reaiucirte Formen der Determinante D.

Bilden wir von dem Wurzelpaar (x, y,) einer reducirten Form f; aus-
gehend, die Reihe der benachbarten Paare: |
(xo yo)’ (xl yl)) R | (xﬂyﬂ)lJ (xo y())? (x] yl)) AR (xnyn)) A |
so ist ’jedlés Glied dieser rein periddischeﬁ Reihe Wurzelpaar einer redu-
cirten zu f, &quivalenten Form. Da die ‘Anzahl der reducirten Formen
endlich ist, ergiebt sich hieraus der Satz:

Die reducirten Formen einer bestimmien Determinante D gruppiren sich
in Perioden von unter einander dquivalenten Formen.

§ 4. Aquivalenz von reducirten Formen gleicher Determinante.

Es bleibt nun noch die Frage zu beantworten: Wann sind zwei re-
ducirte Formen von gleicher Determinante, welche verschiedenen Perioden
angehoren, dquivalent?

Da das Charakteristikum fir die vollstindige Aquivalenz zweier Formen
die vollstindige Aquivalenz ihrer ersten Wurzeln ist, so kénnen wir obige
Frage auch so formuliren:
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Tn welchem Zusammenhange steht die vollstindige Aquivalenz zweier
von einander verschiedener quadratischer Irrationalititen x, und z;, welche,
pach erster Art entwickelt, rein periodische Kettenbriiche liefern, mit diesen
Kettenbruch-Entwicklungen?

Zur Beantwortung dieser Frage beweisen wir die folgenden zwei Sétze:

1. Entwickelt mar zwei beliege quadratische Irrationalititen x, und x|
in Kettenbriiche erster Art und ‘ist einer der in der einen Entwicklung auf-
tretenden Reste w; gleich oder entgegengesetzt gleich einem der in der andern
Entwicklung auftretenden Reste w;, so sind %, und x, vollstindig dquivalente
Grissen.

1L Es seien %, und ;, awei vollstdndig d_quivalente quadyatische Irra-
tionalitdaten, deren Kettenbruch- E’nthcklunyen ‘erster Art als rein periodisch
vorausgesetzt werden:

(19) woé\(“o;“l,"°,anax0):

(20) xl')= (a(’)) aiy ctr ai,n, x(,)) = (a(’)a a;’ ceey By mr"-}-l))
s0 kann man den Index r stets so wdhlen, dass
entweder /., = z,
Coder T,y = — %,

wird und dass durch Elimination von x, swischen den Gleichungen (19) und
(20) die Aquivalenzbezichung zwischen xz, und  resultirt.

Aus diesen beiden Sétzen' ergiebt sich als Folgerung der Satz:

III. Fuir die vollstindige Aquivalens sweier quadratischer Irrationali-
tdten x, und x,, welche nach erster Art entwickelt rein periodische Ketten-
briiche liefern, ist.notwendig wnd hinreichénd, dass die eine der Irrationali-
tdten, selbst oder mit entgegenge;getztem, Vorzeichen, als Rest in der Ketten-
bruch-Entwicklung der andern auftritt.

Aus diesem Satze folgt endlich:

IV. Die ersten Wurzeln von reducirten Formen, und doher auch re-
~ ducirte Formen selbst, sind- dann und nur dann vollstindig dquivalent, wenn-
die Perioden der Kettenbruch-Entwicklung erster Art der ersten Wurzeln ent-



276 Julius Hurwitz.

weder die gleichen oder die entgegengesetzt gleichen Teilnenner, in der gleichen
oder in cyklisch vertauschter Reihenfolge enthalten.

Beweis des Satzes I:
Es sei, nach 1** Art entwickelt:
[ . .
w(;=(a(,)3 ai’ se ey Ay s xl,c)) xo ‘—(ao’ a13 -'-1ai—l)xi)

dann ergiebt sich durch Einrichtung:

y_ Qh—2® — Pi_s . L Gia®,— P °
mk = 3 7 7 ) xi _— e,
Qr—12y — Pr—1 Qi—1 %) — Pi—r
~
Nach Voraussetzung haben wir daher:
q::—a ‘U; - Pllc-—s _ Qi—2%o — Pi—2
q;c—lws’) b I’;c—l T i1 %y — Pi—1

Gilt das obere Vorzeichen, so ergiebt sich:

I=awo—le
0 7‘%*"3

(a ﬁ) _ (Z’l'c—z Pl’;-l) (!Ii—1 pi—l)_
r @ Gs Ga) \Gis Piea)’
gilt das untere Vorzeichen, so erhalten wir:

r_ a(— wo) _ﬁ’ . ia’wo — (= 7’:6’)
" T A —0  irm, —(— i)’

(a’ ﬁ’> _ <p2_2 : p;_1> <*q,-_1 10.-_1)
7o Qi s Qi Qs — Pia

Da aufeinanderfolgende Niherungsbriiche unsrer Kettenbruch-Entwicklung

b

wo

Z

WO

Substitutionen (p,, 10"_1) der ersten oder zweiten Classe liefern, so sieht
Qn Qn—l
man, dass ( « f ) und (a £ ) bezgl. <za —# ) der ersten oder zweiten
vy 0 7o iy —io’
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Classe angehéren® und demnach z; und x, vollstindig #quivalente Zahlen
sind.

Beweis des Satzes II:

Die Aquivalenz-Beziehung zwischen x, und 2 laute:

ax, —
21 €L =2,
( ) [ 7, P

Wir richten den Kettenbruch (19) ein:

— Pno— Pn-1

z
(22) 07 guto — gn—

und setzen diesen Wert von 2, in (21) ein. Dadurch erhalten wir:

v P _p,
(23) xo - qmo — q/’
wo wir zur Abkiirzung
( ) ap, — ﬂQn =p, OPp1 ‘Bq”—-l = P',
24
TP — 09, = ¢, TPr— 0py = ¢

geschrieben haben.
Die Gleichung (23) werden wir auch in der Form benutzen:

| _ip(— ) — (—ip)
(23, i ay— (i)

Wir entwickeln nun g in einen Kettenbruch 1%*" Art:

(25) =(60)61) "'7br—-l,br)'

S

Wenn wir diesen Kettenbruch wieder einrichten, erhalten wir einen der

. . + +p —p —i
vier Briiche :_—1;, +£, _——_% , :—fg
wir die letzten beiden unberiicksichtigt lassen, indem wir festsetzen, dass in

Von diesen vier Moglichkeiten kénnen

! Vergleiche S. 263.
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diesen Fillen a,B,y,0 durch —a,—pB, —7, — 0 ersetzt werden sollen,
wodurch — p und —g¢ an die Stelle von 4 p und 4 ¢ treten. )
Ferner wollen wir den Kettenbruch (25) in den nachfolgenden Fillen
durch einen in den letzten zwei Teilnennern abgééndei'téﬂ_“ gleichwertigen
Kettenbruch ersetzt denken:
I. Wenn die Einrichtung'% ergiebt, soll (b,-,,D,) ersetzt werden

durch:

1) (br1—({E—7), —1—2), falls b= 147 und zugleich a, entweder == —I—1

oder eine der Zahlen: —2, —2—2%, —2¢
2) (bpa+(1—2), I1+49),falls b.=—1—1 und zugleich a, entweder =1 -I_-i

oder eine der Zahlen: 2, 24 2%, 2¢

3) (b —(149v), —1+4), falls b= 1—% und zugleich a, entweder = —1+2

oder eine der Zahlen: —2, —2+-21, 2¢

4) (br—1+ (1 +7), 1—19), falls b=—1+< und zugleich a, entweder =1—¢

oder eine der Zahlen: 2, 2—24, —2¢

II. Wenn die Einrichtung % ergiebt, soll (b, b,) ersetzt. werden
durch:

1) (bp—1— (I1—1), —1—2), falls b= 17 und zugleich a, entweder =144
oder eine der Zahlen: 2, 2 421¢, 22
2) (by—y +(1—1), I1+413), falls b= —1—1 und zugleich a, entweder == —1—3
oder eine der Zahlen: —2, —2—2¢, —21¢
3) (bp—1—(141%), —147), falls b= I —q und zugleich a, entweder =1—1%
oder eine der Zahlen: 2, 2—2%, —2¢
4) (bpy +(1+%), 1—19), falls bp=—1+12 und zugleich a, entweder = — 141

oder eine der Zahlen: —2, —2+42%, 2¢

Die Verinderung dexr zwei letzten Teilnenner von (25), wenn a, einen
der Werte 2, 2 + 2i oder einen zu diesen associirten hat, ist in der oben
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angegebenen Weise nur dann erforderlich, wenn die Periode (a,, a,, ..., ,)
nur aus den Zahlen 2,2 - 2i resp. den associirten besteht.

Die Abinderung der letzten zwei Teilnenner #ndert den Wert von
(25) nicht, nur die Einrichtung des abgeinderten Bruches liefert im Falle I:

—:—2;, im Falle II: :Z , was durch unsere Festsetzung iiber «, 8,1, ¢

wieder auf die gleichen -Falle zuriickfihrt.

Ferner wollen wir zeigen, dass die abgeiinderten Kettenbriiche in der
Aufeinanderfolge ihrer Teilnenner das Gesetz (B) erfiillen.

In der That verstossen die letzten drei Teilnenner micht gegen dieses
Gesetz. Ist z. B. b,=1 -+ 4, so ist:

1) b_,—(1—i) =0, weil b,_, == 1—i ist,
2) by —(1—%)#+=—1 -+, weil b_, = o0 isf,

3) b5, b,_y— (1—i) eine richtige Folge, denn nehmen wir etwa
b,y =144 an, so gehort b, nicht zu den Typen (2), (r—19), (— 29)
und das Namliche gilt auch von b, _, — (1 —3).

Analog sieht man in den iibrigen Fillen, dass das Gesetz (B) erfillt
bleibt. - ,

Nach diesen Vorbemerkungen betrachten wir nun weiter die zwei bei
der Einrichtung von (25) zu unterscheidenden Fille:

I) Die Einrichtung ergiebt :_::i; . Der vorletzte Niherungsbruch sei

1{%,, . Dann haben wir::

pe—pg’ =1,
und ferner aus (24):

Pe—p9 = (fr — a0)[Prsl — Poln] = 1,
daher:

(p"—p)e=("—19)p,

woraus folgt:

I

S
.8\

|

R3
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und daher:
(28) p=p’ —tp,
(29) 9 =q"'—1ig,

wo ¢ eine complexe ganze Zahl bedeutet.
Setzen wir diese Werte von " und ¢’ in (23) ein, so erhalten wir:

’ ___.P(% + t) '—p”
0 9(560 + t)—_q”,,

woraus sich der Kettenbruch ergiebt:

(30) a:{,=(b0',bl,...,b,,x0+t).

II) Die Einrichtung ergiebt i—% . Der vorletzte Naherungsbruch sei

15-, Dann haben wir:

pl,’iq_ q”’ip — I,
ferner, wie oben: ‘

Ye—ap=r1
daher:
(iprll ___pr)q — (iq”' ql)p

und folglich:
(28,) p =ip"" —t,p, daher —ip = p"" ¢ ip,
(29.) ¢ =1i" —tgq, » —ig =q"+1ig,

wo ¢, eine complexe ganze Zahl bedeutet.
Diese Werte in (23,) eingesetzt, giebt:

,_ pl—m, —t)—p”
e =g
woraus folgt:
(30,) Zo=(by, b,,...,0,, (—=z,—1)).
Wir haben pun zu untersuchen, ob im Falle I Gleichung (30), imn
Falle II Gleichung (30,) die Kettenbruch-Entwicklung 1** Art der Grosse
x, darstellen,
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Zupichst untersuchen wir die Zahlen b, und ¢ (bezgl. ¢,):

!

Da die Coefficienten der Substitution <10 p,> durch Composition von
q9 9

(a 6) mit <10,, pn_1> entstehen und die beiden letzteren Substitutionen der
T Y Qn gn—l
ersten oder zweiten Classe angehéren, so folgt, dass fiir aufeinanderfolgende

Werte von #»: <10 p,) abwechselnd der ersten und zweiten Classe angehért
q 9

pl

und daher £ und 7 abwechselnd von der Form kI +9) d k(+1)—1

O )—1 2 TR+
sind. Hieraus schliessen wir nach dem letzten Satze § 5, 1. Abschnitt,
dass b,=o0 (mod 1 4 ¢) sein muss.

Ferner ergiebt sich, wie folgt, dass auch die complexe ganze Zahl ¢
nur =0 (mod 1 +4 %) sein kann.

Es ist p’=p" (mod 1 4+ ) und ¢"=¢’ (mod 1 4 ¢). Ist nun

p'=p =0 (mod 1 + ),

so ist p=1 (mod 1 4 4) und daher, wegen (28), =0 (mod 1 + i); ist aber
p’=1 (mod 1 +14), so ist ¢"=¢'=0 (mod 1 +44) und ¢g=1 (mod 1 + i),
daher, wegen (29), {=o (mod 1 -+ %). ;
Die analogen Uberlegungen liefern im Falle TI: #, =0 (mod 1 + ).
- Nun zeigen wir, dass von einem gewissen Index #» ab, die Zahl ¢
nur noch die Werte o, 1 +4¢, —14+4¢, + 2, + 2¢ annehmen kann.

Aus (29)
== =g+ el

Nun ist 1L |< 1, fiir jedes n, und:
g ) ]

4 _ P11 __ g1 r
q 7Pn — 0gn g (s — 044
oder wenn wir
s Un
a: —_ é— = ? 5

Acta, mathematica. 25. Imprimé le 26 octobre 1901. 36
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also:

Pt = xoqz - 0n

einfithren:
’

4 __ I r =‘—7_":1_|_€m

q 9n q: (ye, — 0) — 70, qn

wo ¢, mit wachsendem %, dem absoluten Betrage nach, unter alle Grenzen

.sinkt. Da {I%=!

<1 ist, so folgt:

lt] <2+l
und daher fiir geniigend grosses #:
e

Analog ergiebt sich, dass fiir geniigend grosses #:|#| < 2 sein muss.
Um den Wert von ¢ weiter zu untersuchen, miissen wir die Gréssen
1

L ynd % niher betrachten. .

Zur Abkiirzung der Awusdrucksweise wollen wir das Kreisgebiet a,
mit XA, und dasjenige Gebiet, welches wir erhalten, wenn wir zu jedem

Punkte 2 von K, den reciproken Wert ;2 bestimmen, als das Gebiet K

bezeichnen. _
Ferner wollen wir ¢ = yp,— 69, in seiner Abhingigkeit von » mit
¢™ und ¢’ = yp, — 09,_, mit ¢ bezeichnen.
a) Im I. Abschnitt, § 6, haben wir bewiesen, dass " stets ins Innere

n—1
"

des Gebietes X, fillt. Hieraus folgt, dass %Z- ins Innere des Gebietes

K; fallt.
b) Da p,=a,p,_,—P,_, wnd ¢, =a,q, ,—¢q,_, ist, so haben wir:

q(n) =a, q(n-—l) — q(n—-2)

. () . .
und daher, wenn wir g(L"—T) mit k™ bezeichnen:
1y I 2y _ I n) I
k()—al.———m, k()—a?‘—m, ')“’k()_%_kv—j)’ e ey
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wo

B9 TPe =08 __ 7% —0
TP — 04 7

zu setzen ist.

Von den Grossen k™ zeigen wir, dass wenn eine der Grossen %9 ins
Innere des Kreisgebiets a; fillt, auch alle folgenden Grossen A+, £¢+%,
ins Innere der Kreisgebiete @;,,, resp. ;... fallen.

fallt, so fallt —

1
E—D)
ins Innere des Kreisbogenvierecks V,," falls a, ;== 1 + ¢, — 1 + ¢ ist, und

dann fallt £ = q, —

In der That, wenn £® Y ins Innere von K,

@n—1

I .
Ty o8 Innere von X, . -

Ist aber a,_, = 1 + 4, so gehort a, nicht den Typen (1—1),(2),(— 2i)

I

an; — r—y fallt ins Innere des Zweiecks Z_;,; und daher k™ ins Innere
von X, .
Nun ist:

q(”) . qn ,

g(n—l) - G — &4
(was sich analog ergiebt, wie oben: §—= g”:'l + &,); ferner ist nach § 2,
S. 269:

qn I
T T e T 8y
gn—1 Y

wo ¥y, die zweite Wurzel der quadratischen Gleichung bedeutet, welcher
z, genigt. Es folgt hieraus:

" (n) 1 1 I
]g()=_g_l)=——s, wo &=~ -+ r ’
q ( Gr— =) 1
(yo - wo) + i (T’”o - 8) — 7
Gn—1 N qn—1

dem absoluten Betrage nach, mit wachsendem 7 beliebig klein wird. Wir
schliessen aus dieser Gleichung, dass der Punkt 4™ immer ndher an den

1 ¥V, ist das Kreisbogenviereck, welches durch Vervollstindigung der Peripherien
der Kreisgebiete I + 7, — I * ¢ im Einheitskreise entsteht.
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1Y . . . }
Punkt - heranriickt, wenn wir mehr und mehr Perioden @, a,, ..., a, von
1]

%, in (19) einsetzen.

0

. I . . . w -
Liegt nun g, m Innern des Kreisgebiets a@,, so konnen wir es durch
[}

geniigend grosse Wahl von # erreichen, dass £™ =% ebenfalls ins Innere

von K, | 3— daher ins Innere von K fillt.

Liegt aber = auf der zu K, gehorigen Begrenzung, was involvirt,
L)

dass die Periode a,, a,, ..., a, nur aus den Zahlen 2, 2 4 2¢ und den asso-

q

ciirten zusammengesetzt ist, so kann A™ = 7 auch fiir geniigend grosses

n auf die Begrenzung von XK, oder in die Nachbar-Kreisgebiete, also in

’

H ., H_,,; fallen. g— wiirde dann entweder in die Zweiecke Z;;, Z_,;;

oder auf deren gegen den Nullpunkt zu liegenden Begrenzungsbogen fallen.
Aus den unter a) und b) angestellten Betrachtungen ergiebt sich, dass

w7 ’
fiir geniigend grosses » aus %—Z— nur dann eine von null verschiedene

14 ’

complexe ganze Zahl ¢ resultiren kann, wenn sowohl L als auch _—_q_g ins

Innere des namlichen Zweiecks Z fallen.

Wenn wir noch die analogen Betrachtungen im Falle 1I. fiir — ¢
anstellen, so erhalten wir folgendes Ergebniss:

Im Falle I. kann ¢=1—4,—1-}¢,14+4¢, —1—1i resultiren,
wenn b, und a, die auf Seite 278 unter I. 1), 2), 3), 4) angegebgnen
Werte haben; im Falle II. kann —¢ =1—4, — 140, 1 +4¢, —1—3%
resultiren, wenn &, und a, die unter IL. 1), 2), 3), 4) angegebenen Werte
besitzen. Durch die nach wunsern Festsetzungen dann eintretende Ver-
nderung der letsten zwei Teilnenner des Kettenbruchs (25) wird aber
erreicht, dass auch in diesen Fillen ¢, resp. —¢ den Wert Null erhilt.

Wir sehen hiernach, dass wir immer, bei geniigend grosser Wahl von
n, annehmen koénnen, dass #, bezgl. — ¢ nur noch den Wert null erhalten.

Nun folgt aus ¢ = gq————g- =0, dass %— = % und demnach b, = a, sein

1

muss; ebenso folgt im Falle II. aus — ¢ = o0, dass b, = —a, sein muss.
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Hiernach lauten jetzt fiir geniigend grosses » unsere Kettenbriiche
(30), bezgl. (30,):
Fall I: (30) To=(b,,b,,...,b_,,0a,,x),

Fall T (30,) @)= (By, by, - vy boy, — @y, — 1)

Wenn nun %, weder auf einem der Bogen B,;;, B_,,;, noch auf einer
der Geraden x +y ==+ 1 liegt, so stellt (30) bezgl. (30,) die Entwicklung
_erster Art von wx, dar, nach Satz IIL., I. Abschnitt, § 4, dessen Voraus-
setzungen simmtlich erfiillt werden.

Da wir durch Elimination von x, zwischen der von den beiden Gleich-
ungen (30) und (30,) vorliegenden und der Gleichung (19) auf die Aqui-
valenzbeziehung zwischen x, und x; (Gleichung 21) zuriickgefithrt werden
miissen, so ist Satz IL. fir diesen Fall vollstindig bewiesen.

Hieraus schliessen wir fiir die weitere Betrachtung, dass wenn x; und
x, dquivalent sind, diese Grossen entweder beide B- oder G-Entwicklungen
sein miissen, oder beide nicht. In der That, wire eine der Grossen, etwa
z,, keine B- oder G-Entwicklung, so wiirde aus dem bisher Bewiesenen
folgen, dass + z, ein Rest der Entwicklung erster Art von zf sein miisste,
was nicht moglich ist, wenn z; eine B- oder G-Entwicklung ist. -

Wir haben hiernach die Gleichungen (30) bezgl. (30,) nur noch fir
den Fall zu untersuchen, wo z; und z, B- bezgl. G-Entwicklungen sind.
Wir konnen ferner annehmen, dass beide Grossen auf den Bogen B,,;, B_,,;
liegen, da wir andernfalls die Betrachtung an die nichstfolgenden Reste
z; bezgl. x, ankniipfen kénnen.

Wir wollen nun den restlichen Nachweis fiir unsern Satz I1I. auf die
Gleichung (30) beschrinken, da im Falle II. (30,) die ganz analogen Uber-
legungen zum Ziele fithren.

Da z, auf einem der Bogen B, ;, B_,,; liegt,”so konnen wir durch
geniigend grosse Wahl von # erreichen, dass der erste Teilnenner der Ent-
wicklung von §= (by, by ..., b) mit dem ersten Teilnenner a; der Ent-
wicklung von 2§ {bereinstimmst.

Um dies zu zeigen, bilden wir:

o p__ple,+)—p" p — 1

g q@,+H—q" g g{
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Da ¢ = yp,— dgq, und p, = moqn———Z—" ist, so folgt:
G,
9= ulrz, —d)—r

und hieraus, da

gf|<1 ist (Siehe S. 249):

l2] > 1g.|l7z:— o] — 7]
Diese Ungleichung zeigt, dass |¢| mit » iber alle Grenzen wichst. Da
g
)

nun stets < 1 ist und |x, +¢| fiir geniigend grosses # unterhalb einer

festen Zahl bleibt, so seben wir, dass der Punkt g mit wachsendem #, so

nahe an den Punkt z, heranriickt, wie wir wollen. Wir konnen es also er-
reichen, dass b, = a} wird. ’ ‘

Nehmen wir # entsprechend gross gewihlt an, so lautet die Gleichung
(30) in unserm Falle:

’
wéz(aOsbI)bZ)"'7br—-l:an7m0)1

wo x, auf einem der Bogen B,,;, B_,,; liegt; oder wenn wir noch
%, = (a, , %,) einfithren:

w:):(a('))bhbh "')br——lawn)f

wo 2, nun auf einer der Geraden z +y = + 1 liegt.
Zum Beweise, dass diese Gleichung die Entwicklung erster Art von
x; darstellt, zerlegen wir sie in die Kette von Gleichungen:
I I I

Xy = Qfy — — =b ——, ... =0, ——.
0 0 Ayl) yl 1 yz ) ) ?/r 1 r—1 T

Da =z, auf eine der Geraden z+y = + 1 fillt, so fall —~—;:— ins Innere

n

des Quadrates o, folglich gehort y,_, zweifellos dem Raume R an, wenn
b,_y+=1+¢, —1 44 ist. Ist aber b,_, etwa =1 4 i, so gehort 0, = a,
nicht den Typen (2), (1 —d), (— 2¢) an, folglich liegt -—wi nicht in dem

n

von B, ; und Seite — 1, —7 begrenzten Teile des Quadrats o und daher

gehoért y,_;, auch in diesem Falle dem Raume R an.
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Da %, und y,, dem Raume R angehoren, so folgt nach Satz II. a),

I. Abschnitt § 4, dass auch ¥, _,,...,¥%,,% dem Raume R angehoren.

. T 1 . o
Hieraus folgt, dass o Ty T ins Innere oder auf die Seiten
Yr—2
J1 2 o

des Quadrates o fallen.

I ' I .
Da z, = ay—— == a;——, so haben wir:
Y, Zy
’
Y, =%y,
daher:
1 1
bl —_—— ==
2 LY
und folglich:
I 1 ,
— —— T al.—-—- bl —
w; Yy g)

wo g eine complexe durch 1 4 ¢ teilbare ganze Zahl bedeutet. Diese Zahl

¢ kann nur null sein. In der That, da ;—, und é dem Quadrate o an-

2 72 . .
gehoren, so kann ¢ nur entweder o oder eine der Zahlen 1 +¢, — 1 + 74 sein.
1 . . . .
Da aber e auf einer Seite des Quadrates o liegt, so kann g nur dann einen
2
. 1 1 .
der letzten vier Werthe erhalten, wenn — und — = auf derselben Seite des
2 2
. I I . . P —
Quadrats o liegen. Angenommen und — — ldgen auf Seite 1, 4 ¢, so0
- 2 gz
wire ¢ null oder 1 44, wenn nun g = 1 ¢ wire, so hitte man 2, auf
B_;,,xiaufz +y=—1,als0 a;=1—iund ¢ = k(1 —9), ag=—1 3.

Yerner a;—b, = k(1 —i)—b, = 1 4+ ¢, daher b, = k(1 —i)— (1 +14) zu
den Typen (—2), (— 1 —1), (— 2i) gehorig, was nicht mdglich ist, weil
(ay, b)) = (—1 41, b,) das Folgegesetz (B) erfilllen. Es kann demmach g
nur null sein. Hieraus folgt &, == a, y, == ;. Das gleiche Resultat ergiebt

. 1 I } }
sich, wenn — und —— auf einer andern Seite des Quadrats o angenom-
’ g Y
72

men werden.
In analoger Weise weiter schliessend, ergiebt sich:

’

b2 = a;) bs = a:; y br—-—l = a,_y, z, = z,
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und daher ist die Entwicklung (b, by, ..., b,_,z,) identisch mit (a3, a,, ...,
a,_,x;). Hiermit ist nun unser Satz II. vollstindig bewiesen.

Um die im Anfang dieses Paragraphen aus den Sétzen I. und II.
gezogene Folgerung IV. noch priignanter aussprechen zu kénnen, wollen
wir noch eine Bezeichnung einfithren.

Wenn (z,y,), (,9,), ..., (z,y,) die Wurzelpaare sind, welche eine
Periode reducirter Formen der Determinante D constituiren, so wollen wir
die den Paaren (— =z, —¥,), (— %, —%), ..., (—*,, —¥,) entsprechende
Formenperiode als die zu der ersteren dguivalente Periode bezeichnen
Dann konnen wir sagen:

Reducirte Formen gleicher Determinante sind dann wnd nur dann voll-
stindig dquivalent, wenn sie derselben Formenperiode oder dquivalenten For-
menperioden angehiren.

Mit diesem Satze ist das in der Hinleitung des IT*" Abschnittes be-
zeichnete erste Problem gelost.

Sind ‘irgend zwei Formen, gleicher Determinante, f und f’ gegeben,
so haben wir die ersten Wurzeln der Formen:

I I I O
f f( ) f< ) und £,
I O I —1

’

welche mit:
Z, s x® x

bezeichnet werden mdogen, in Kettenbriiche erster Art zu entwickeln. - Fiihrt
eine der Entwicklungen von z,, 2, # auf die gleiche oder iquivalente
Formenperiode, wie die Entwicklung von #’, so sind die Formen f und /"
im gewéhnlichen Sinne #quivalent.

§ 5. Erledigung des zweiten Problems.

Es seien f und /' zwei im gewchnlichen Sinne #quivalente Formen,
I

I 1 o
so dass also eine der Formen [, f( ), f< >, die wir mit f; be-
1 0

I —1
zeichnen wollen, der Form f” vollstindig &quivalent ist. Durch das Re-
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ductions-Verfahren wurden wir auf zwei entweder gleiche oder dquivalente
Perioden von reducirten Formen gefithrt. Ist £, eine Form der einen
Periode, so giebt es in der andern Periode jedenfalls eine Form f; derart,
dass eine der beiden Gleichungen:

fi="ri

+¢ o
=1 .)
o -+

zutrifft. Sind nun § und 8’ die Substitutionen, welche f; bezgl. * in die
ihnen #dquivalenten reducirten Formen f; bezgl. f; iiberfithren, so ist
entweder:

£i8=/'8, und folglich: £SS'=Ff"

oder:

+i o
S=r8 .>, und folglich: ﬁ-S(
.0 1

+ -c—> _>S’—1 .
o Fi

Das Reductionsverfahren liefert uns also eine bestimmte Substitution,
durch welche die Form f in die Form [’ iibergeht. Durch Zusammen-
setzung dieser Substitution mit allen denjenigen Substitutionen, welche 1
in sich selbst transformiren, erhilt man dann alle Substitutionen, welche
f in [’ tberfithren. Die Substitutionen, welche.f in sich transformiren,
kanp man- bekanntlich aufstellen, wenn man alle Substitutionen ermittelt
hat, welche eine zu f #iquivalente reducirte Form f, in sich iberfithren.
Es bleibt also die Aufgabe zu losen, alle Substitutionen zu finden, die eine
gegebene reducirte Form f£, in sich transformiren, und diese Aufgabe ist
gleichbedeutend mit der andern, alle vollstindigen Aquivalenzbeziehungen
(31) By = ;H
zu ermitteln, wenn x, die erste Wurzel der Form 7, bezeichnet. Diese
Beziehungen liefert uns die Kettenbruch-Entwicklung 1** Art von z,, denn
richten wir die unendlich vielen aus ihr gebildeten Kettenbriiche:

(32) x0=(ao,a1,...,an,x0)=(ao,al,...,an,ao,al,...,a,,,xo)--s...

D% Pi—
qi®%o ~— Qi—1
Acta mathematica. 25. Imprimé le 30 aodt 1902. 37

(i=mn,2n,3n,...)
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ein, so erhalten wir unendlich viele Gleichungen der verlangten Art.
Vi Pia

> noch alle
q; i1

Nehmen wir zu den so gefundenen Substitutionen: <

— b — P
— % i
welche f, in sich {iberfithren, da nach Satz II. im vorigen Paragraphen,
sich jede vollstindige Aquivalenzbezichung (31) durch Einrichtung des
Kettenbruches (32) ergeben muss.

Ganz analog, wie im reellen Gebiete, correspondiren den Substitu-
tionen, welche f, in sich dberfithren, die Losungen ¢, » der Pellschen
Gleichung ¢*— Du®=¢’, wo D =10"—qac dic Determinante der Form,
und ¢ den Teiler der Form, d. h. eine der vier associirten Zahlen be-
deutet,' welche den grossten gemeinsamen Divisor der complexen ganzen.
Zahlen a, 2b, ¢ charakterisiren.

Substitutionen < > hinzu, so haben wir alle Substitutionen,

Basel im Juli 1899.
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Julius Hurwite  Dber die Reduction der bindren quadratischen Formen
mit complexen Coefficienten und Variabeln,

Figur II.

Ji
A
2
2
Wl
]
]
L
i e 3 1
] I
Wi A N
v
1
v
i
2l
W
y = mELs S
522 2 I
F, . y
. X
™
A
i L
Il b A
] 4
Fa
B | AP S . 3
I ¢ - 3
W N v
]
f
N I 2 N
A [~ 1 Y
<] AT K
-
A N — g
2l — _— .
12 4
< = ZEF =1&
L]
A [~
A
2] e A
/ A
~ A
N1 1A S
i
1 ¢ ey
N
N
N
q
T
>
-

=i CENTRALTRYCHERIET STOCKHOUM F.268.



