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OBER DIE REDUCTION DER BINf&REN QUADRATISCHEN FORMEN 

MIT COMPLEXEN COEFFICIENTEN UND VARIABELN 

VON 

J U L I U S  H U R W I T Z  
ia B A S E L .  

I n  meiner Dissertation (Halle a. S. 1 8 9 5 ) h a b e  ich eine besondere 
2~rt der Kettenbruch-Entwicklung complexer Gr6ssen behandelt. 1 Diese 
Art  der Kettenbruch-Entwicklung habe ich dann in meiner (nicht ge- 
druckten) Habilitationsschrift ffir die Reduction der quadratischen Formen 
mit  complexen Coefficienten und Variabeln in ~hnlicher Weise verwendet, 

wie die Kettenbruch-Entwicklungen reeller @rSssen fi~r die Reduction der 
reellen quadratischen Formen positiver Determinante benutzt werden. Ich  
erlaube mir nun im Folgenden die Habilitationsschrift zu ver6ffentlichen 

und ihr zur Vervollst~ndigung das Erforderliche aus meiner Dissertation 
vorauszuschicken. 

i Diese Kettenbruch-Entwicklung schliesst sich eng an die in diesem Journal er- 
schienenen zwei Abhandlungen des tterrn A. HuI~WlTZ (Ziirich) an: 

I. tiber die Entwicklung com21exer Gr6ssen in Kettenbriiche. Bd. I I. 
2. •ber eine besondere A r t  der Kettenbruch-Entwicklung reeller GrSssen. Bd. I2. 
Act~ ~nathe~nat~ca. 25. Imprim~ le 9 oc~obre 1901; 
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I. A B S C H N I T T .  

Besondere Art der Kettenbruch-Entwicklung complexer 
GrSssen. 

w 1. K e t t e n b r u e h - E ~ t w i e k g u n g  ers ter  A r t .  

Dureh die Geraden" 

x + y =  + I , _ _ +  3 , _ _ + 5 , . . .  

x - - y =  + i , _ + 3 ,  •  

zerlege ieh die Ebene der complexen Zahlen in unendlich viele Quadrate. 
Die Mi~elpunk~e dieser Quadrate sind die Repr~sentanten der durch (I + i) 
teilbaren complexen ganzen Zahlen, die Eckpunkte der Quadrate diejenigen 
aller nicht dutch (i + i) teilbaren complexen ganzen Zahlen. 

Zur Abkiirzung der _A_usdrucksweise werde ich die eomplexe Zahl aueh 
zur Bezeichnung des die Zahl repr~sentirenden Punktes und umgekehr~ ver- 
wenden und ferner jedes Quadrat nach seiner Mit,~elpunktszahl benennen. 
Das Quadrat a bezeichne ich auch dutch Qo. 

Q0 nenne ich das Anfangs-Quadrat und teile die i~brigen Quadrate in 
acht Typen ein, wie folgt: 

Typus (I -4- i)" alle zwischen x - -  y = I und x - -  y = - -  I befindliehen 
Quadrate k(I + i ) ,  k = +  i ,  + 2 ,  + 3 ,  . . . .  

Typus ( - - i - - i ) "  alle zwischen denselben Geraden befindlichen Quadrate 
k(i  --~ $), k = ~ I , - - 2 ,  - - 3 ,  . . . .  

Typus (I - -  i) : alle zwisehen x + y = I u n d  x + y = - -  I befindliehen 
Quadrate k ( i - - i ) ,  k =  + i ,  + 2 ,  + 3 ,  . . . .  

Typus ( - - I +  i): alle zwisehen denselben Geraden befindlichen Quadrate 
k (1 - - i ) ,  k = - - I ,  ~ 2 ,  ~ 3 ,  . . . .  
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Betrachtet man das dureh die bisher eharakterisirten Quadrate gebildete 
Fl~chenstiick als Achsenkreuz, so bleiben noch die Quadrate in den Qua- 
dranten iibrig, n~mlieh: 

Typus (2): alle Quadrate des Quadranten zwischen 

x - - y - ~  + I und x - - b y ~  + I. 

Typus ( - -2 ) :  alle Quadrate des Quadranten zwisehen 

x - - y - - - - - - I  und x + y - - - - I .  

Typus (2i): alle Quadrate des Quadranten zwisehen 

~ y - - ~ - - I  and x + y ~  + I. 

Typus (--2/) :  alle Quadrate des Quadranten zwisehen 

x - - y =  + I and x + y = - - I .  

Uber die Begrenzung der Quadrate setze ich folgendes lest: 
Zum Anfangsquadrate sind alle vier Seiten zu rechnen. 
Zu jedem Quadrate der vier ersten Typen sind drei Seiten zu reehnen, 

and zwar ist stets die Seite yon der Begrenzung auszusehliessen, welche die 
zwei Eekzahlen yore kleinsten absoluten Betrag unter den vier Eckzahlen 
verbindet. 

Zu jedem Quadrate der vier letzten Typen sollen die zwei Seiten ge- 
rechnet werden, welche sich in derjenigen Eckzahl sehneiden, die den 
grSssten absohten Betrag im Quadrate aufweist. 

Wenn wir noch jede Eekzahl zu dem Quadrate rechnen, welchem die 
beiden Seiten angehSren, deren Schnitt die Eckzahl ist, so haben wir durch 
diese Festse~zungen erreicht, dass jede Zahl der Ebene einem ganz be- 
stimmten Quadrate angehSrt. 

Ieh ordne nun jeder nicht ganzzahlig complexen Zahl x o die Mittel- 
punktszahl a o des Quadrates zu, dem x o angehSrt; jede complexe ganze 

Die zu einem Quadrate geh5rige Begrenzung ist in der Figur I ~adurch kennt- 
lich gemacht, dass die zugehSrigen Seiten zusammenh~ngend und yon den nicht zu- 
gehSrigen getrennt gezeichnet sind. 

Aeta mathematica. 25. Imprim~ le 9 octobre 1901. 30 
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Zahl aber sei sieh Selbst zugeordnet, Bildet man nun, yon einer be- 
liebigen complexen Zahl x o ausgehend, die Gleiehungskette: 

I I I 
( I )  X o ~ a o - - - -  Z 1 ----- a 1 - - - -  x n = a n - -  , 

wo allgemein a~ die eo.mplexe ganze Zahl bedeutet, welehe x. zugeordnet ist, 
so ergiebt sich aus dieser Gleiehungsket~te die Kett~enbrueh-Entwieklung: 

x o ------ a o - - _  

die abgekiirzt aueh dutch: 

bezeichnet werde. 

I 
I 

a l - - - -  
a2 . . . .  

a o ,  a l  ~ a 2 ,  � 9  . )  

Diese Kettenbrueh-En~wicklung bezeichne ich als Entwieklung erster 

Art zum Unteischiede v0n einer mit ihr aufs engste zusammenh~ngenden 
zweiten En~wieklungsar~, welche an Sp~lerer Stetle zur Besprechung ge- 
langen wird. 

w 2. AssaciirSe ~tnd vonjugir te  Zahlen.  

Die unserm Entwicklungsverfahren zu Grunde gelegte Einteilung der 
complexen Zahlen-Ebene besitzt vier Symmetrie-Achsen, n~mlieh das Ge- 
raden-Paar x-~ o, y ~ o und das Geraden-Paar x----- y, x --=--y. Hieraus 
folg~, dass wenn wir die ganze Ebene um den Punkt o drehen, die E ia -  

= betr~gt. teilung in sich iibergeht, fails die Drehung ein Vielfaches yon 

= entsprieht, je nach dem Sinne der Drehung, einer Eine Drehung um 

Multiplication aller Zahlen mi~ i oder - - i ;  drehen wit daher die Ebene, 
etwa in dem der Bewegung des Uhrzeigers entgegengesetzten Sinne, um 

3~r den :Nullpunkt, naeh einander um ~, z ,  2 '  so geht jede Zahl x 0 naeh 

einander fiber in ihre drei assoeiirten Zahlen i x o , - - x o , - - i x  o. 

Um die Eigensehaften u~srer Entwieklungsart zu untersuehen, genfigt 
es demnaeh, dieselben ffir die Zahlen zweier Typen festzustellen, denn aus 
diesen lassen sich sofort die Eigensehaften ffir die Zahlen der associirten 

T y p e n  ableiten. 
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Ist z: B. x~ = a~ ~ eine Gleichung der Gleichungske~e (,), so 
~r-}-I 

bestehen mit ihr zugleieh die Gleichungen: 

i x . ~  ia. 
- -  iXr+l 

- -  ~ r - { -  1 

! 

Hieraus folgr welter, dass mit der Kettenbruch-Entywickhmg einer Zahl x o : 

x o -~ - (a  o , a  1 , a ~ , a  s , .  , a ~ , x ~ + l )  

auch die Entwicklungen der associirten Zahlen: 

i x  o = (iao, - - i a l ,  ia~, - - i a a ,  . . . .  , ( - -  I)*+lix.+,), 

- -  x ,  = ( - -  a o , - -  a , , - -  a 2 , -  a ~ , . , . , - - x , + , ) ,  

- - i x  o ~- ( - - i a o ,  ia, ,  ~ i a ~ ,  i a ~ , . . . ,  ( - -  i)~ix,+,) 

bekalmt sind. 
Wit  werden im Folgonden die Discussion stets an Zahlen der Typen 

Aus dem Umstande, dass die Achse der reellen Zahlen eine Symme~rie- 
hnie der Einteilung ist, folgt, dass falls x~ dem Quadrate a~ angeh6rt, k~ 
dem Quadrate a~ angeh6r~, we ~ die zu x conjugirte Zahl bezeichnen soli. 

Lautet dahor die En~wicklung yon xo: 

x o ~ (a o ,  a l ,  a2 ,  . . . ,  a , ,  x~§ , 

so lau~et die En~wiekhmg der eonjugir~en Zahl xo" 

Xo = (do, a l ,  a~, . - . ,  a . ,  x.+~). 

w 3. Foggegesetze f i~r d ie  T e i l n e n n e r .  

I 
Ist x~ = a ~ - - - -  ~ine C~leiehung der Gleichtmgskette (I), so gehSr~ 

g~r+l 

der Punkt x~ dem Quadrate a~ an, und wir,finden, yon x~ ausgehend, den 
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Punkt x~+~, wie fol~. Wir bringen das Quadrat ar mit dem Anfangs- 
quadrat zur Deckung, indem wir Q~. ohne Drehung so verschieben, dass 
der Mittelpunkt a~ l~ings der Verbindungsgeraden o ,  a,. gleitet. Der Punkt  

I 
xr f~llt dadurch im Quadrate o auf den Punkt x~--a,. ~ - - - - .  Durch 

Xr+I 

Transformatio~ des so erhaltenen Punktes naeh reciproken Radien and 
darauf folgende Spiegelung an der Aehse der imagin~ren Zahlen gelangen 
wh" nun zum Punkte x,+x. 

Da i fiir alle Werte yon r stets dem Quadrate o angehSrt, so 
~r+l  

ergieb~ sieh zun~ehst, dass die GrSssen x~ , x~, . . .  s~mmtlich in denjenigen 
sich ins Unendliehe erstreckenden Tell der Ebene fallen, weleher yon den 
fiber den Seiten yon Qo als Durchmesser naeh aussen besehriebenen Halb- 
kreisen begrenzt wird, diese vier Halbkreise, ohne die Einheitspunkte, als 
:Begrenzung mitgerechnet. 

Wit  wollen zur Abkfirzung die erw~hnten vier Fialbkreise, ohne die 
Einheitspunkte, mit B~+i, B~_~, B_~+~, B_~_i .and die diese zu VoUkreisen 

0 erg~nzenden Halbkreise mit B ~ , B~_i , B_I+~, B~ bezeiehnen. 
Die GrSssen x I , ~x2, x~, . . . werde ich zur Abkfirzung bisweilen auch 

als ,,Reste>, der Kettenbrueh Entwicklung yon x o bezeichnen. 
Der yon Bz+~, B~_~, B_I+~, B_~_~ begrenzte, sieh ins Unendliche er- 

streckende Tell der Ebene werde der ,Raum R>~ genannt. 
Nach Obigem kSnnen wir jetzt sagen: 

Die Reste der Kettenbruch.Entwicklung erster Ar t  einer Gr6sse x o ge- 

h6ren sammtlich dem ]~aume R an; die $teste sind daher sammtlich absolut 

genommen > ~. 

Auf die Begrenzungsbogen des Raumes R f~llt eine GrSsse x.+~ dann 
und nur dann, wenn die vorhergehende Gr6sse x, auf der Seite eines Qua- 
drates liegt. Ist  nun x, eine dem :Raume R angeh6rende G-rSsse und 
gehSrt: 

I 
I) a,. dem Typus (I -4-i) an, so kann ~ ~ nicht auf Seite ~ i , - - i  

~r+l  

des Anfangsquadrates und daher x~+~ nicht auf B~_~ fallen; 

2) ar dem Typus (2) an, so kann I nicht auf die S e i t e n - - I ,  i 
9Jr+l 

und - - ~ , - - i  des Anfangsquadrates und daher x~+~ nicht auf 
B~+~ und B~_~ fallen. 
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Hieraus erhalten wir, unter Berticksichtigung der ira vorigen Para- 
graphen anges~ellten Betrachtungen, das 

Folgegesetz A: 
Is*a. vomTypus: (~+i)(--~+i)(--~--i)(z--i) (2) (2i) (--2) (--~i) 

so k a n n  x.+~ n i c h t  J Bl-i B-l-i B-1+r BI+i Bl+i B1-r B-l-i B-I+r 
liegen auf: [ B~_~ B_~_~ B_~+~ B~+~ 

Umgekehrt folgt aus dieser Tabelle, dass wenn: 

x.+l liegt auf: Bl+i B ,_ i  B_I_~ B_1.~ 

I - - i  I + i  - - i  + i  - - I - - i  

a. nich~ den Typen: 2 : - - 2  - - 2  

2 i  2 i  2 i  ~ 2 i  

angeh6ren kann. 
Eine weitere Beschr~nkung fiir die Teilnenner ergiebt sich aus dem 

Umstande, class die Qaadra%e z - t - i ,  z - - i , - - z  - I - i , - - I  - - i  nur zu 
je einem Teile dem Raume R angeh6ren. 

GehSrt etwa x. (r ~ o) dem Quadrate I ~ i an, so f~llt i ~ _ _  nicht 

in den Tell des Anfangsquadrats, der yon Sei~e - - i , - - i  und l:]:albkreis 
B~ begrenz~ wird. Hieraus fo]g~, dass x.+~ keinem Quadrate der Tyloen 
(2), ( i ~ i ) ,  ( - -2 i )  angeh6ren, a.§ also keine Zahl dieser Typen sein 
kann. Es ergiebt sich so das 

Fol!iegese~z B: (r ~= o) 

Ist a. = I ~ i; so a.+~ nich~ Typen: 

a.~--~z--[-i; >> a.+i ,> 

a ~ - - - - I - - i ;  >> at+ t >) 

a , ~  i ~ i ;  >) a t+l ~ * 

(2) , ( ~ - - / )  , ( - -  2i) 

( - -  2i), ( - -~  _ i ) ,  ( - -  2) 

( - - : )  , ( - - ,  + i ) ,  (.i) 

(2~) , (i + / )  , (.2) 

Es erweis~ sich als zweckm~ssig, die Entwicklungen solcher Gr6ssen, 
welche auf einem der Bogen Bj+i, BI_~, B~+~, B_~_i, oder auf einer der 
G~raden x -  y = _-t- i, x -k y ~ _+ z liegen, yon den iibrigen gesondert 
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zu be~rachten. Wir  wollen zur Abkiirzung die Entwicklung einer auf 
einem der Bogen B liegenden Zahl als B-Entwick lung ,  die Eatwicklung 

einer auf einer der bezeichneten vier Geraden liegenden Zahl als G-Ent -  

wicklung bezeichnen. 

Die nachfo]gende Tabelle giebt eine Ubersicht der bei einer B- oder 
G-Entwicklung auftretenden Folgen" 

~o a l l f :  a o == a~ ---- q~ ~ a a = a a ---- 

~,., , + i  ~,(~ +/) - i - i  ki(i + 0  1 + i 

(aJ B_,_, - , - i  /r i+i  k~(i+/)  - , - i  ... 

(,~) B,_, , - i  z~.(,-i) -~+i  z4(~-0 ~-i  

(6~4) .B_l+ , - -  I "-~i ~4( I  - - i )  I - - i  ]~;(1 - - i )  - -  I 2r162 . . .  

(~) x : y =  ~ zr +i) • 1 - i  ~(1 + i) 1 +i ~;'(i + i) ... 

(~0) x - y = - ~  ~,('+0 1+i ~( ,+ i )  - ~ - i  ~'(1+0 ... 

(dr?) ~ - l - y =  I ~g,(I -- 0 "~ I - t- i  ~ ; (1  - - / )  I - - i  ]$ ; ' ( I  - - / )  . . .  

(a~) x + y = - i  / ~ ( , - i )  i - i  / ~ ( i - i )  - , + i  / d ' ( I - i )  

. . .  X,~q-i a u f :  

... B,+, falls n + I  ~_o (rood4) 

.B_I_ ~ ~ n + I - - - - 2  ( raod4)  

x - y =  I ~ n + I - -  I (rood4) 

x - y = - 1  �9 n + I _ = 3  (rood4) 

.~_,_, falls n + x - -  o (rood 4) 

/~l+, ~ n + I - - - - 2  (mod4)  

: x T - Y = - I  >) n + x - - x  (mod4)  

x - - y=  I �9 n - k I ~ - -  3 ( rood4)  

�9 :. B1-, falls n + I ---- o (rood 4) 

B._,+,  7) n + I - -  ~ (rood 4) 

x + y = - I  :~ n + I - - Z  (rood4)  

x + y =  I >7 n+I--- - -3  (rood4) 

~B_,+, falls n + x  - - o  (mod4)  

B 1 ,  >7 n + I ~ 2  (mod4)  

x + y =  I >7 n + I - - x  (mod4)  

x + y = - I  ~> n + I - - 3  (mod4)  

x - y =  i falls n+i_----o (mod4)  

x - y = - 1  ~ n + i - - 2  (rood4) 

JB_~_, ~ n + I = I  (rood4) 

-Bl+, 7> n +  I - -  3 (rood 4) 
x - y  = - I falls  n + i ~ o (mod 4) 

x = y =  I >7 n + I ~ 2  (rood4)  

.BI+, 7> n + I ~ x  (mod4)  

~_~._, 77 ~+I------3 ( rood4)  

x + y =  1 fal ls  n + i - - - - o  (rood4) 

x •  - 1  ~7 n + i - - 2  ( rood4)  

B_,+, �9 n +  I - -  I (rood 4) 

: ~ : ,  * n + I - - 3  (mod4)  

x + y = - - I  falls n + I ~ o  (rood4) 

x + y =  x �9 n + i - - 2  (rood4) 

B , ,  ~ n + I - - x  ( rood4)  

B- ,+ ,  >7 n +  I ----- 3 (rood 4) 
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ki ,  k~, i,~ , bedeuten in dieser Ubersicht Zahlen der Reihe + i , • 2, +_ 3, 
• 4 ,  .- �9 ; k~, k~, k7, ks kSnnen auch null sein. 

w 4. Jg~t tseheidung~ ob e i n  v o r g e l e g t e r  K e t t e n b r ~ t e h  e i n e  E n t -  
w i e k l ~ t n g  e r s t e r  A r t  i s t .  

Die Frage, ob eht vorgelegter  Kettenbrueh: 

(2) (bo, b~, . . . ,  b ,_ l ,  b;~, x.+l), 

dessan Wef t  eingeriehtet x o sei, die Entwieklung erster Art  der Gr6sse x o 
ist, l~sst sich mit  l:[filfe der folgenden S~tze beantworten. 

I. Stimmt die Aufeinanderfolge der Teilnenner des Kettenbruchs (2) 
mit einer der _Folgen (a~) i~berein, so stellt der Kettenbruch eine B - b e z g l .  
G-Entwicklung dar, wenn x,+~ die bei der Folge (a~) angegebene Bedingung 
erfiillt. 

Beweis: Wir  zeigen, dass dieser Satz ffir n + 2  GrSssen bo, b~, . . . ,b , ,  
x.+l gfiltig ist, wenn wir  seine Gfiltigkeit ffir n + I  GrSssen bo, b~,. . . ,b,_l ,  
x. voraussetzen. Da er ffir 2 Gr6ssen (bo, xa) ]eieht als riehtig erkannt 
wird, so folg~ dann seine allgemeine Gfiltigkei~. 

: Wir  ersetzen in der Gleichung: 

(2) x o = (bo, bl , . . .  , b , ,  x,+l), 

I 
b , - - - -  dureh x, ,  

Z n + l  

dadurch geht diesetbe fiber in: 

( 3 )  XO = ( b o ,  b l ,  �9 �9 �9 , b n - 1 ,  xn)  

und in dieser  C~leiehung erfiillt nun x, ebenfalls die Bedingung unsres 
Satzes. Denn nehmen wir etwa an, dass die rechte Seite der Gleichung 
(2) mit  der Fo]ge (a~) fibereinstimm~, so liegt x,+l auf B~+i, falls 
n + ~----o (rood4) ist, und b, ist eine Zaht yore Typus (I + i )  oder 

( - - I - - i ) ;  daher f~ll~ i auf Seite - - i , i  des Quadrates o und 
X n + l  

b, - - - - = ~  x.,  [ w o n  ~ 3 (rood 4)], auf x - -  y -~ - -  I, wie erforderlich. 
~ n + ]  ' " . . . .  " " 
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Ist n + I -- I (rood 4), also n ---- o (mod 4), so liegt x~+~ auf x - - y  ---- I 

and b, ist ---- I + i, daher bn I auf B1+r wie erforderlich. 
~n+l 

Analog erledigen sieh ~ die fibrigen MJgliehkeiten. 
Nehmen wir nun an, dass die Gleichung (3) eine B- bezgl. G-Ent- 

wieklung darstellt, so ergiebt sieh, da b~ die x~ zugeordnete Zahl ist, aus 

(3), dureh die Substitution x~ = b ~ -  I-L-, dass auch die Gleichung (2) 
~n+l 

eine B- bezgl. G-Entwieklung darstellt. 

II,. :Es sei 

(4) = (bo, vo+,) 

e in  bel iebiger  K e t t e n b r u c h ,  yon  d e m  vorausgese t z t  w i r d ,  dass :  

bo,  b~,, . . . ,  b,~ si~mmtlich _----o (rood I + i) 
\ 

b~, . . . ,  b. yon null versehieden 

s i n d  u n d  d ie  A u f e i n a n d e r f o l g e  d e r  T e i l n e n n e r  b ~ , . . . ,  b,  d e m  Fo lgegese t z  

(B)  geni igt .  

S e t z en  w i r  : 

Yn ~ Dn I I I I y~+ , y ,_~ b ,_:  . = b: , x o -~  b o , yn , " " , Yl y~ yt 

so geh6ren  y~_~ , y~_~,  . . . , yx dem t ~ a u m e  ~ an,  w e n n  yn+~ u n d  y ,  d e m  

R a u m e  R angeh6ren .  

Beweis: Da Yn dem Raume /~ angehJrt, so gehJrt  i dem Qua- 
y~ 

drate o an, und daher liegt b~_l i - - - - :  Yn-1 sicher im Raume B, falls y~ 
b~_l nicht eine der Zahlen I + i ,  I - - i , - -  I + i , - -  I - - i  ist. 

Ist abet b,_ 1 ----I + i, auf welchen Fall wit uns d er Symmetrie 
wegen beschr~nken kJnnen, so kann b~ nicht den Typen (2), (I - - i ) ,  ( - -  2i) 

angehJren, b~ I y n + l -  y~ muss daher einem Quadrate der iibrigen Typen 

angehJren. Hieraus folgt, '  dass i nicht ins Innere des Tells vom 
y~ 

Quadrate o fallen kann, der dureh Seite - -  ~ , --  i und Halbkreis B_l_~~ 
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begrenzt wird; y._~ b._ i i i -  . . . .  i -4- f~llt daher in den Teil des y. y~ 
Quadrats I A- i ,  der dem Raume /~ angehSr~. 

Da nun y. und y~_~ dem Raume /~ angehSren, so folgt in analoger 
Weise, dass auch y~_: dem Raume R angehSrt. So fortfahrend, riickw~rts 
zu schliessen, gelangen wir schliesslich bis zu y~, d. h. zum vollst~ndigen 
l~achweis unserer Behauptung. 

l lb. Unter den Voraussetzungen des Satzes I I ,  fallen y,_~, y,_:,  . . . ,  Yl 
weder auf einen der Bogen B ~  , B-l• noeli auf  eine der Geraden x +__y -~ +__ I ,  

wenn y,+~ nicht auf  einem dieser Bogen oder auf einer dieser Geraden liegt. 

I 
Beweis: Da weder auf die Seiten des Quadrats o, noch auf 

Yn+l 
I 

die Halbkreise B~ B~ B ~ , B ~ f~llt, so liegt y ~ =  b , - - -  weder 
y~+l 

auf einem der Bogen Bl+~, BI,~, B_~+i, B_~_~, noch auf einer der Ge- 
raden x + y = 4- I. Hieraus folgt analog, dass  fur y~_~ das Gleiche gilt 
u. s. f. bis zu y~. 

I I I .  Es  sei 

(4) x o = (bo,  b l ,  . . . ,  b . ,  Y .+I)  

ein beliebiger Kettenbruch, dessen Teilnenner folgende Bedingungen erfi~llen: 

bo, hi ,  . . . ,  b,~ 

b l ~ " " " ~ b n  

die l~olge b~, . . . ,  b~ 

Wenn dann Y,+I weder 

der Geraden x +__y-~- +_ I 

_R angeheren, so stellt die 

Gresse x o dar. 

sind s~immtlich = o (rood I -t- i), 

sind yon null verschieden, 

geniigt dem Gese~ze (B). 

auf  einem tier JBogen B l ~ ,  B_l:~, noch auf einer 
I 

liegt und y~ ~ b ~ - - - -  und Y~+I dem J~aume 
Y.+i 

Gleichung (4) die Entwicklung erster Art  der 

Beweis: Es werde gesetz~: 

I I 
b Y.-1 ~ - I  y ,  , , ~I y ,  , 

A c t ~  m a t l ~ m a t i ~ a .  25. Imprim4 le 10 oo~obre 1901. 

X 0 ~ b 0 ~ _  

I 

Yl 
31 
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Da nach Voraussetzung und IIb" y,+~, y , , . . . ,  y~ weder auf einen der 
im Satze bezeichneten Bogen noch auf eine der Geraden fallen, so liegen 

I I I 
- - - -  im Innern  des Quadrats o; da ferner nach II~, 

ebenso wie y~, auch y,,_~, y,_~, . . .  , Yl dem l~aume /~ angeh6ren, so sind 
b~, b,_~, b~_:, . . . .  , b~ die diesen Gr6ssen nach dem Entwicklungsverfahren 

I 
erster Art  zugeordneten Zahlen. Nach Satz IIb folgt ferner, d a s s - - - -  

Yl 
ins Innere des Quadrats o fi~llt, und daher ist auch b o die x o zugeord- 
nete Zahl. 

Die Gleiehungskette: 

I I I I 
y~ ~ b,, y.+ , y~_~ b,_~ y~ , " ' ,  Yl = bl , xo ~ bo 

Y, Yl 

ist demnach identisch mit  der sich durch den Entwicklungsansatz erster 

Art  ftir x o in umgekehrter  I~eihenfolge ergebenden Ket te  yon Gleichungen. 

IV.  E s  sei wieder: 

(5) x o = (bo, b l ,  . . . ,  b~, y~+,) 

ein Kettenbruch, desserb Teilnenner die Bedingungen erfallen: 

b o,b x , . . . , b .  
bl ,  . . . ,b .  

die Folge bl , . . . ,  b~ 

Sind sammtlich ~ o (rood I + i), 

s ind yon null  verschieden, 

geni~gt dem Gesetze (B). 

Existil~ ein Index r ,  tier der Reihe I ,  2 , . . . ,  n angeh6rt, so dass 

die Folge (b~, b~+l, . . . ,  Y , + I ) =  Y~ eine B- oder G-Entwicklung darstellt, 
und ist r der kleinste Index dieser Art, so ersetzen wir in (5) die Folge 
(b,, b,+l, . . . ,  Y,+I) dutch ihren Wef t  y~. Wir  wollen dann fiir y~ wiedeI 

Y,,+I geschrieben denken, so dass, wenn ~ nach Gleiehung (5)" 

I I I 
x o - - - b  o , yl ----b 1 - - ,  . . . ,  y , , ' =  b , , - - - -  

Yt Y~ y , + l  

setzen, Y,+I die erste der Gr6ssen xo, y ~ , . . . ,  y~, Yn+l ist, welche auf einem 
der Bogen BI• B_I• oder auf einer der Geraden x + y ~- + i liegt. 1 

1 Ist der Index v = I, so hat man x o = (bo, Yl); die folgenden S~itze IVa uncl 
IVb bleiben bestehen, doch braucht ~o uich~ dem lZaume R anzugehSren. 
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IVy. Ziegt under obigen Voraussetzungen y.+~ auf einem der Bogen 
BI• B_I~ ,  so stellt die Gleichung (5) die Entwicklung erster Art  der 
Gr6sse x o dar, wenn y.+~ und b. das Folgegesetz (A) erfi~llen. 

I 
Beweis: Da - - -  auf einer Seite des Quadrates o liegt, so geh6rt 

y~+l 
I 

y ~ =  b . - - - -  d e m  Ilaume R an. Da also y.+~ und y. dem Raume R 
yn+l 

angehSren, so folgt nach Satz II ,  dass auch y._~, y._~, . . . ,  y~ dem }laume 
R angeh6ren. 

Es m6ge y.+~ etwa auf B~+~, also i auf S e i t e - - i  i von Q0 
Yn+l 

fallen; Jann kann, wegeu des Folgegesetzes (A), b. nich~ den Typen (i - - i ) ,  

(2), ( ~  2i) angehSren und daher ist b. die y~ = b~ ~ .  I-}-- zugeordnete Zahl. 
yn+l 

Nun kann y~, naeh unsern Voraussetzungen, nieht auf einem der 
Bogeu B oder einer der Geraden x +_y = + I liegen, daher ist nach 
Satz H I :  

Xo = (b0, b ~ , . . . ,  b._1, y.) 

die Kettenbrueh-Entwieklung erster Art yon Xo, und diese geht dureh die 

Substitution y. = b,~ I in die Kettenbrueh-Entwieklung erster Art: 
Yn+l 

(be, b 1 , . . . ,  b, , Y,+l) der GrSsse x o fiber. 

IV  b. 2ieqt unter den ,qleichen Voraussetzungen y.+~ au[ einer der Ge- 
raden x +__y = +_ I, so stellt die Gleichung (5) die Entwicklung erster Art  

der Grgsse x o dar, wenn Y.+I und y. = b . -  ~ dem Baume R angeh6ren. 
Y,~+l 

Beweis: Da Yn+l dem Raume R angehSrt und auf einer der Geraden 
! I 

x_+ y = + I ]iegt, so liegt im Innern des Quadrates o und da 
, Yn+l  

I 
y. = b,~--y,~+----- dem Raume R angehSr~, ohne, naoh Voraussetzung, auf 

einen der vier Bogen B zu fallen, so ist b. die y. zugeordnete Zahl. 

Naeh Satz I I .  gehSrt aueh Y.-1 = b . - 1 -  i_ dem Raume R an; 
y. 

x o ----- (bo, b~,  . . . ,  b ._~ ,  y , )  
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ist daher naeh Satz I I I  die Entwicklung erster Art yon x0, und nun folgt 
i 

durch die Substitution y, = b . - -  die Behauptung unseres Satzes. 
y,,+l 

Die in diesem Paragraphen bewiesenen $~tze liefern die hinreiehen- 
den Kriterien zur Beurteilnng, ob ein vorgelegter Kettenbrnch die Ent- 
wicklung erster Art der dm'ch ihn definirten Gr6sse ist. Es zeigt sich 
zugleieh, dass die ira w 3 aufgestellten Gesetze fiir die Entwicklung erster 
Art charakteristiseh sin& 

w 5. C o m p l e x e  r a t i o n a l e  Z a h ~ e n .  

Alle (mit einer complexen ganzen Zahl) abbrechenden Entwieklungen 
erster Art stellen offenbar complexe rationale Zahlen dar. Dieser Satz 
gilt auch umgekehrt: 

m + ni fL 
Denn entwickeln wir x o . . . .  so erhalten wir: 

r + si [A'  

/~ = p l a o - - #  eine eomplexe ganze Zahl =/~2, 
gC 1 

I 
X 1 ~-~-P~ ~ a 1 - - - - ~  

[2~ g3 2 

woraus Mgt :  

und: 

= p 2 a ~ -  p~ eine complexe ganze Zahl = / . t  s 

u. s. f. 

I 

~nd-1 

und 

Z,+I elne Complexe ganze Zahl = p,+~ 
~ n + l  

Is,+ll > I o+1. 
1 ~z I bedeutet hier, wie im Folgenden stets: 

�9 absoluter Betrag der GrJsse z~. 
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Da hiernach die 1Wormen yon /t~,/t~, ... eine abnehmende Reihe positiver 
ganzer Zahlen bilden, so muss diese Reihe schliesslich abbrechen, d. h. 

eine der Zahlen /~, et.wa /L~+: = o werden und folglich t~ = x~ mit der 
/~n+l 

dieser Zahl in tier En~w.icklung zugeordneten Zahl a~ zusammenfallen. 
Wit  nehmen nun an, / t u n d  /~1 seien teilerfremde comlolexe Zahlen, 

was offenbar keine Beschr~nkung involvirt, und betrachten die aus der 
En~wicklung folgenden Gleichungen: 

,a = a o P  1 ~ t t ~ ,  

['s ~ a l # ,  ~ # 3 ,  

# 2  - =  a~t t3  ~ I t4 ,  

�9 . . ~ . ~ . . . . .  

~ n - - 1  = a ~ - i / - ~ n  - -  Pr,..[-1, 

Da # u n d  /t 1 teilerfremd sind, so folgt aus diesen @leichungen; dass #~+1 
notwendig eine Einheit ist. 1Wehmen wir nun an, a~ sei eine Eckzahl, 
also ~ I (rood I q-i), so ergiebt sich, dass ~u~ eine Eckzahl ist, hiernach 
aus der vorletzfen Gleichung, dass /~+1 eine Eckzahl ist, and so welter, 
ri~ckw~rts schliessend, class alle Zahlen # Eckzahlen, also - - i  (rood I -t-i) 
sein mi~ssen. 

1Wehmen wir abet an, a~ sei = o (rood I -t-i), so ergiebt sich dutch 
die gleiche Be~rach~ung, dass #,-1=--- I, p,_~----o, # ,_3~ I, #,_4------o (rood I q- i) 
U. S. J ~ . 

Endigt demuach die Entwicklung einer complexen rationalen Zahl mR 
einer Eckzahl, so sind Z~hler und :Nenner der complexen Zahl, nach Fort- 
hebung gemeinsamer Factoren, -----I (rood I q-i) ;  endig4 die Entwicklung 
mit einer durch I -t-i teilbaren Z~hl, so ist, nach Forthebtm'g gemein- 
samer Factoren, entweder der Z~hler _= o (rood I q-/) and der 1Wenner 

I (mod I -[-i), ocler umgekehrk 
Gehen wit bei der Betrachtung obiger Gleichungen Yon # u n d  /h 

aus, so sehen wir, dass die soeben angegebenen Bedingungen fiir den 
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Charakter des letzten Tei]nenners auch hinreiehend sin& Wir haben also 
den Sa~z: 

Die Kettenbruch-Entwicklung erster Art  einer complexen rationalen Zahl 

endigt dann und nur dann mit einem nicht dutch i + i teilbaren Teilnenner, 

wenn, nach Forthebung gemeinsamer _Factoren, weder der Zdhler noch der 

_,Venner der Zahl durch I + i teilbar sind. 

w 6. Convergenz  eler K e t t e n b r u v h - E n t w i v k l u n g  ers ter  A r t .  

Wir nehmen jetzt an, d i e  eomplexe Gr6sse x o sei irrational. Die 
alsdann nich~ abbrechende Ket tenbrach-Entwickhng erster Art  yon x o laute: 

X o = (a o , a  1, . . . ,  an, . . . ) ,  

der n ee :N~herungsbruch dieser En~wickhng werde mit  ~o__~ bezeichnet und 

T n  0.  
XO 

gese~zt. 
Der betraehtete ~et~enbrueh eonvergier~ und soin Wer t  ist Xo, wenn 

0_~ mi~ unbegrenzt waehsendem n nnendlich klein wird. 
qn 

Um zu beweisen, dass dies der Fall ist, zeigen wir zun~ichst, dass qn 
mi~ wachsendem n, dem absoluten Betrage naeh, ins Unbegrenzte w~ehst, 

oder, woraus dies folg~, dass ~ ffir jeden Wer t  "con n grSsser als i ist~. 

Setzen wir 

qn. _~ k.,  

so ist der G-leichung" 

qn ----- a n q n - 1 -  q.--2 

zufolge, (in welcher qo ----- i, q-1 = o zu nehmen ist)" 

! I 
k I ~--- a l ,  k 2 = a 2 - - -  , . . . , k ~  -----" a .  k I k~,l ' 

u n d e s  ist zu beweisen, dass ffir jeden Wert  yon n: [k~[ > i ist. 
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Zu dem Ende beschreiben wir um die Mittelpunkte aller Quadrate 
unsrer Ein~eilung, mit dem Radius i, Kreisbogen und zwar dergestalt, 
dass die einem Quadrate zugehSrigen Seiten umschrieben werden, die Kreis- 
bogen aber an den nicht zugehSrigen Seiten endigen. Auf diese Weise 
erhalten wit eine neue Einteilung der Ebene, in welcher wit den Einheits- 
kreis und acht Gruppen sich anschliessender Kreisgebiete unterscheiden. 

Zu jedem Kreisgebiet rechnen wir als Begrenzung die gegen den 
Mittelpunkt convexen Kreisbogen, so dass hiernach zum Einheitskreise 
keine Begrenzung, zu den Kreisgebieten um die Quadrate der Typen 
(i + i), (~ - -  i), ( - -  ~ + i), ( - -  ~ u i) je ein Bogen und zu allen iibrigen 
Kreisgebieten je zwei Bogen gehSren. 

Wit  behaupten nun, dass die GrSsse kn stets in das Innere des Kreis- 
gebiets um an fhllt. 

Fi~r k 1 trifft diese Behauptung zu. Wir nehmen an, der l~aehweis 
sei his k~_l gefiihr~ und zeigen, dass dann auch kn die Behauptung erffillt. 

Ist an eine Zahl yore Typus (I + i), so kann an_, in keinem Falle 
i - - i  sein, folghch lieg~ k,_~ nicht im Innern des Kreisgebiets um I - - i ,  

i 
sondern im Innern anderer Kreisgebiete. Daher liegt--kn_--~ nieht im 

Innern oder auf den Begrenzungsbogen des Zweiecks ( - - I , - - i ) ,  1 sondern 
I 

im tibrigen Innenraum des Einheitskreises, und demnach f~llt kn = an k~_~ 

ins Innere des Kreisgebiets um an. 
Ist  an eine Zah] yore Typus (2), so kann a~_~ weder I + i, noeh 

i 

i ~ i sein, daher --k~_---] nicht im Innern oder auf den Begrenzungsbogen 

i ins der Zweiecke Z_,_~ und Z_~+~ liegen, und demnaeh f~illt k~ = an kn-1 

Innere des Kreisgebiets um an. 
Analog ergiebt sieh unsere Behauptung fi~r Zahlen an, die andern 

Typen angehSren. 

Es ist somit bewiesen, dass kn ~ qn stets dem Kreisgebiete um a~ 
~n--1 

Das Fl~chenstfick, welches dem Einheitskreise und dem Yollkreise um ( ~ I  ~$) 
gemeinsam isL bezeichne ich als Zweieck (--I ,  --i) oder Z-l-i; analoge Bedeutung 
haben die _A_bk/irzungen ZI+~, Zl- i ,  Z-I+~. 
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angehSrt,  ohne auf dessen Begrenzung zu fallen, dass folglich ~ stets 

> i ist, woraus, wie bemerk~, hervorgeht ,  dass [qn [ mi t  n fiber alle Grenzen 

w~chst. 
l~un ist: 

p n ~ n + l  - -  i o n - 1  
X 0 

folglieh" 

X n +  1 

pn- -1  

q~- lZo  ~ p , - I  .~_ Z ~  q ~ - I  = O, , - t  . __q'~ __  __O'~-I k,~, 

q,, 

daher:  

Demnach  haben wit :  

O n - - 1  _ _  ~'n..I-1 

On k,,n 

0 o _ _  I ~2 

O~ k~ 

I I 
O n - - 1  ~ n + l  

O~ k, ' 

folglieh: 
I ~s.~s ...~+i 

xl O~ k lk~ . . . k~ 

oder" 
I g l  " ~ " " " ~nq-1 

und da: 

ist:  

k l k  ~ . . . k ~  ~ q~ 

I ~1  " ~ 2  " " " ~'n-[-1 
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oder: 

demnach: 

und daher" 

I-Iieraus folgt: 

lOnl <lq l, 

limes -~ = o ,  w. z. b. w. 

w 7. Hi~lfssatz i~ber die Gr6ssen 0~. 

Es sei eine beliebige complexe irrationale GrSsse x in einen Ketten- 
brueh erster Art entwickelt und es werde allgemein gesetzt" 

p n  0~ x 2 

Bilden wit die GrSssen 0n fiir alle Werte yon n, so erhalten wit eine 
unendliehe Reihe yon complexen GrSssen: 

t~o, 01, 0 2 , . . . ,  O n , . . . ,  

und wenn wir diese als Punkte der complexen Zahlen-Ebene deuten, eine 
unendliehe Menge yon Punkten. 

Von dieser Punktmenge beweisen wit den folgenden Satz: 

Die Panktmenge 0o, 0 ~ , . . .  besitzt stets mindestens elne im Endlichen 
liegende Hdufungsstelle. 

Wir beweisen diesen Satz indirekt. 
Wiirde die betmchtete Punktmenge keine im Endlichen liegende 

H~ufungss%lle besitzen, so miisste tier unendlich ferne Punkt die einzige 
H~ufungsstelle der ~[enge sein. Es miisste daher: 

u o .  ~ 0 sein. 
\ V n /  

Avta mathematica. 25. Imprim$ le 16 octobre 1901. 37 
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l~un ist allgemein: 
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~n 
2 

qn 

- - I  

q,, / 

demnach: 
i ( 

~ n  ~ -  - -  " ~ n + l  - - -  

I 
und es miisste also der absolute Betrag der Differenz x . + ~ - - ~  mit waeh- 

sendem n unbegrenzt abnehmen. 
Da nun, naeh Friiherem, die GrSssen x~+l stets dem Raume R an- 

gehSren, die GrSssen ~ stets im Einheitskreise liegen, so ist dies n ~  mSg- 

I 
lieh, wenn sieh die GrSssen X~+l und ~ in den Paaren 

den Einheitspunkten mehr und mehr annghern. Es muss daher mSglieh 
sein, nach Annahme beliebig kleiner um die Einheitspunkte abgegrenzter 
Umgebungen, den Index v so zu bestimmen, dass alle Reste X~+l, x~+2, . . .  
der Entwieklung erster Art der GrSsse x in die Umgebungen hineinfallen. 

Wir zeigen nun, dass diese Fo]gerung aus unserer Annahme einen 
Widerspruch involviert.  

Zu diesem Naehweis besehreiben wir um die Einheitspunkte kleine 
Kreise und wghlen deren Radius d so, dass die vier Kreise sich gegen- 
seitig ausschliessen, und dass durch Transformation aller Punkte im Innern 
eines der Kreise naeh reeiproken Radien vom l~ullpunkte aus, als Pol, der 
sieh ergebende neue Kreis nur mit dem betreffenden Kreise ein Gebiet ge- 
meinsam hat, (nicht in die andern Umgebungen hineinreicht). 

Nun betrachten wir einen in die Umgebung des Punktes I fallenden 
Rest x~. Dieser kann den Quadraten 2,  I ~ - i ,  I - - i  angehSren. (S. 
Fig. 2.) 
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I. Es gehSre x. dem Quadrate 2 aa, dann ist 

I �9 I 
x ~ =  2----, &her xn+,--  

I 
x,+l f~llf wieder in die Umgebung des Punktes I, denn . . . .  & -  2 

i~n+l 

f~illt in den Teil der Umgebung des Punktes ( - - I ) ,  tier im Quadrate o 
liege, uad dieser geht durch Transformation naeh reciproken Radien und 
darauf folgende Spiegelung an der Y-Aehse ia ein Gebiet fiber, welches 
aur mit der Umgebung des Punktes t ein Stfick gemein hat. 

Bilden wit: 
I ~n - -  I 

X~+ I I ~ 2 - - ~ n  2 - - ~ g n  

so ergiebt sich: 

undda]2--&I < I  ist: 

I g & - - I  I 

I] = 12-- .1 

d. h. der Abstand des neuea l~estes vom Punkte I hat sich vergrSssert. 
1-[. Es geh6re x, dem Quadrate I ~ - i  an, dann ist" 

I I 
x . :  I + i - - - -  und daher: x , , + ~ = - -  �9 

&+l f~llt in die U~agebung des Punktes ( - - i ) ,  denn i f~llt in 
' ~ n + l  

den Tell dieser Umgebung, der im Quadrat o fiegt und yon BL~_~ und 
Seite - - i ,  i ausgeschnitten wird. Dieser Tell geht dutch Transformation 
naeh reciproken Radien und Spiegelung an der Y-Aehse in eia Gebiet fiber, 
welches nut mit der Umgebung des Punktes ( - - i )  ein Stfick gemein hat. 

Bilden wir: 

X " + I - - ( - - i )  = I + i - - ~ n  I + i - - ~ n  

so ergiebt sieh: 
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und da I x ~ - - ( I  + i ) l <  I ist, so folgt: 

> 

d. h. der Absta.ad des .aeue.a Restes yore Pu.ak~e ( - - i ) i s t  gr5sser, als der 
des vorhergehe.ade.a yore Punkte  i .  

I I I .  Es geh5re x, dem Quadrate I -  i an, dan.a ist: 

x~-~ I - - i  I I 

x~+l f~illt in die Umgebung des Pu.aktes i, dean i fMlt in den Teil 
~n+l 

dleser Umgebung, der im Quadrate o liegt und yon B~ trod Seite i~ i 
ausgeschnitte.a wird. Dieser Tell geht durch Transformatio.a .aach reciproken 
Radien und Spiegelung an der Y-Achse in ein Gebiet fiber, welches nur 
mit  der Umgebung des Punktes i ein Stfick gemei.a hat. 

Bilde.a wir: 

i - -  i ( I  - -  z , )  

so ergiebt sich: 
I ~ . - -  I I 

d. h. der Abstand des neue.a Restes yore Pu.akte i i s t  gr6sser, als der des 
vorhergehenden yore Punkte  I. 

I)a die Betrachtung ffir die F~lle, dass x, der Umgebung eines der 
Ptmkte ~ I , i ,  ~ i angeh6rt, ga.az analog ist, wie die obige, oder auch, 
wegen der Symme~ie tmsrer Ein~eilung, au~ die obige Betrachttmg zurtick- 
gefiihr~ werden kan.a, so ergieb~ sieh Ms allgemeines Resttlia~: 

Wenn  der Index n so bestimmt ist, das die Reste x~, x ,+l ,  . . .  ad. 
infin, in die Umgebungen der Punkte  I , - -  I , i ,  - - i  fallen, so w~chst 
mit  dem Index der Reste die E.atfernung der sie repr~isentierenden Pu.akte 

I yon den bezfigliehe.a Ei.aheitspunkten, und folglieh kann x ~ + l - - ~  .aicht 

mit  wachse.adem n, dem absoluten Betrage naeh, unbegrenzt abnehmen. 
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Unsere Annahme, dass die Wer~e 8~ die einzige H~iufungsstelle cxv 
besir ist~ daher nieh~ zuliissig; diese Wer~e raiissen folglich mlndestens 
eiae ira Endlichen liegende l:Iiiufungsstelle haben. 

Es sei nun x eine ira Endliehen liegende ttaufungsstelle der Werte 
8,. Besehreiben wit dann vora :Nullpunkte aus, mit einera Radius p > [ x], 
einen Kreis, so k6nnen wir eine unendliehe Reihe yon Indices: n~, n~, n3, ... 

bestiraraen, so dass die diesen entsprechenden G-rSssen 8: 8,, ,  0,~, 0,~, .. .  

si~ratlieh ins Innere des Kreises rair dera Radius p fallen, dass also der 
absolute Betrag a11er dieser GrSssen kleiner ist, als die endliehe positive 
Zahl p. 

Da ferner aus" 

gn-1 g,~-I 

X 
q. g~. 

durch Elimination yon x folgr 

On--~ 0 2 pn--1 ---- On I 
2 - -  ~-  - ~ Z ) n n - - - -  s ' 

daher: 

8 . _ , =  8 (q"-'~ ' " \ q . /  

nnd folglich, well [ q"-~ [ stets < 
I q" l  

I<-,1<1<1 + '  
isf, so sind die GTSssen: 

g, 

18.-11, I<,1; I<~- , i ,  18 . i ;  Io . r l l ,  I<~1 ; . .  

sgramtlich < p -[- i. 

w 8. Per iod ic~ t~ t  der  F, n t w i e k l u n g  ers ter  A r t  f i s t  q~tadrat i sehe  

Z r r a t i o n a l i t ~ t e n .  

Gestiitzt auf den ira vorigen Paragraphen abgeleiteten l:[iilfssatz, be- 
weisen wir nun den Satz: 
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Geniot die complexe GrO'sse x o einer quadratischen Gleichung 

(6) ax~-4 - 2 b x . 4 - c = o ,  

deren Discriminante D = b 2 ~  ac kein volles Quadrat (also auch nicht null) 

ist, und wo a,  b, c complexe ganze Zahlen bedeuten, so wird die Kettenbruch- 

Entwicklung erster Ar t  vo~ Xo periodisch. 

Es sei: 
Xo = (ao, a l ,  a:,  . . . ,  a . ,  x=+l) 

die Entwicklung erster Art der GrSsse Xo; dann ist eingerichtet: 

(7) xo = 

und daher" 

On ~gn ~)n~n+l - -  ~gn--1 ~0 n - -  I 

q . /  

0.-1 T--a 2.z=+1 --io.-~ T--a 
q.-1 q.-1 q~xn+l --  qn-1 q~-1 

folglich- 

- -  ~ n + l  - -  I 

qn--1 _ _  [ (8) x.+, 
q. O~ ' 

I qn I 

~ n + l  qn--1 On--1 " 

Da xo der Gleichung (5) geniigt, so geniigr zufolge der Gleichung 
(7)" x.+x der @leichtmg: 

a ( p , , x - - P . . ~ )  ~ "4- 2b(p , , x - -p , ,_a) (q .x - -q , ,_ , )  -4" c ( q . x - - q . - a )  2 = o, 

welche geordnet: 

(9) Ax2 + 2Bx  -]- C = o 

lauten mSge. In dieser Gleichung sind A ,  B ,  C wieder complexe ganze 
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Zahlen und die Discriminante B ~ - - A C  ist gleieh der Diseriminante 
b 2 -  ac = D der Gleiehung (6), da die Gleichung (9) aus (6) dutch die 

lineare Substitution: x --/onz -- v.-~, deren Determinante 1o._~qn -- Pnqn-~ ---- I 
q.  x - -  q,~-I 

ist, hervorgeht. 
Bezeichnen wir die zweite Wurzel der Gleichung (9) mit y.+~, so ist: 

(,o) Yo = 
pnyn+l--pn-1 
q n y n + l - - q n - - ~  

die zweite Wurzel der Gleiehung (6) und yon Xo verschieden, 
naeh Voraussetzung, nicht verschwindet. 

A:us (Io) folgt nun: 

da b~--ac, 

und daher: 

q n - - l Y o - - ~ n - - 1  I ~ n y o - - p n  
Y.+I = und 

q ~ y o - - 2 ,  y.+l q n - l y o - - 2 . - 1  

~ n - - I  _ _  - -  I - -  I - -  I I 

I f in  I I I _ _  , 

V.-1 ~"-' ( yo - - yo )  + 2 Y . + I  q n - - 1  q n - - 1  Yo  q n - - 1 /  

qn-1 

D a  y o -  Xo yon null verschieden ist, so ergiebt sich hieraus, 
den @leichungen: 

Y~+I ----- - -  en, q= 

dass in 

r �84 I q" -{- s . - 1  
Y.+l q.-1 

die GrSssen s. und S'n_l mit  wachsendem n, dem absoluten Betrage nach, 
beliebig klein werden. 

Bilden wir nun" 

Zn+l 
( i (i ) 

q.-1 + z . - - - - - - - - + s .  - -  Zn - -  Y.+I --= X'nq-1 q ~  / On  - ~ n -  ' 

- - -  - -  ~tn--1 - -  On- -1  S n - - 1  Wnq.-1 yn+l  1 

(vergl. Gleichungen (8)), 
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so folg~: 

] I _ _  I [>1__~__1 ] [ t ] Xn+I y n + l  ------ ~ ~n--1 

Ill und da -~. und naeh unserm Hiilfssatz fiir unendlieh viele Werte 

yon n gr6sser als i - - p '  sind, so ergiebt sich, dass fiir unendlich viele p+i 
Indices die absoluten Betr~ge der Differenzen: 

und 

X n + l - - Y n + l  

I I 
Xn+l Y n + l  

gr6sser als p" werden, 
mene GrSsse bedeutet. 

Aus Gleichung .(9) aber folgt: 

x~+l - -  Y.+I = + ~ ; 

wo p" eine um beliebig wenig kleiner als p' angenom- 

I _I __+.~_ 
Xn+l yn+l - -  

daher ist fiir unendlich viele Indices n: 

folglich: 

Iv' l>p,, und 
lal ICl 

Es miissen folglich 
fiir unendlich viele 
ausfallen, was nur mSglich is~, wenn A ,  

I- 1 < ICl < Iv' l p,, : p,, 

die absoluten Betr~ge yon 21, C und B --~ ~/D + AC 

Indices n kleiner als eine bestimmte endliche G'rSsse 
B ,  C und daher aueh 

- -  B • ~/B ~ -  AO 
X n + l  ~ A 

fiir einen gewissen Index einmal die einem friiheren Index en~sprechenden 
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Werte wieder annehmen. Es muss hiernach also einmal ein Rest der Ent- 
wicklung der GrSsse xo mit einem fri~heren Reste identiseh, d. h. es muss 

I 

die Entwic]dung yon xo periodisch werden, w. z. b. w. 

w 9. Ket tenbruch-Entwick l~eng  zwei ter  Ar t .  

Be[ dem Convergenzbeweise ira w 6 sind wit auf eine zweite Ein- 
teilung der Ebene der complexen Zahlen gefiihrt worden. Die Vermutung 
liegt nahe, dass wenn wir diese Einteilung zur Entwieklung einer complexen 
GrSsse in einen Kettenbruch benutzen, die neue Entwicklung zu der auf 
die quadratisehe Einteflung gegrfindeten in einer besondern Beziehung 
stehen wird. 

Wir wollen die neue Entwick]ungsweise als ~,Entwicklung zweiter 
Axt~ bezeiehnen. 

Uber die der zweiten Entwicklungsart zu Grunde liegende Einteilung 
ist schon ira w 5 das Wesentliehste gesagt worden. 

Wit  ordnen jeder nieht g~nzzahligen complexen Zahl Xo die (lurch 
i + i teilbare complexe ganze Zahl zu, welehe im Mittelpunktel des Kreis- 
gebiets liegt, dem xo angehSrt. Jede complexe ganze Zahl aber sei sieh 
selbst zugeordnet. 

Zur Abkfirzung bezeichue ich jedes Kreisgebiet dutch seine Mittel- 
punktszahl, die zu einem Kreisgebiete as gehSrigen Randbogen (ohne die 
auf ihnen befindliehen Eekzahlen) mit R~, die nieht zugehSrigen mit Pan- 
Wenn wir die Peripherien der Kreisgebiete I -+- i ,  I - - i ,  - -  I + i ,  - -  I - - i  
vervo]lst~ndigen, so mSgen die im Einheitskreise liegenden Bogen (ohne die 
Einheitspunkte) mit P~+i, P'I-~, P ' l + i ,  iP'-l-i, die entstehenden Zweieeke 
mit Z~+i etc. bezeiehnet werden. 

Jede Eckzuhl wollen wir als zu dem Kreisgebiete gehSrig betraehten, 
zu dem die zwei Kreisbogen gereehnet werden, in deren Berfihrungsstelle 
die Eekzahl liegt. 

Den unendliehen Teil der Ebene ausserhalb des Kreisgebiets o und 
mit Ausschluss der Peripherie des Einheitskreises bezeichnen wir als den 
Raum .R'. 

Unter l~ittelpunkt ist hier der ~[ittelpunkt des Vollkreises um das betreffende 
Quadrat zu verstehen. 

Act~ mathematica. 25. I m p r i m ~  le 16 octobre 1901. 33 
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Gehen wir nun yon einer beliebigen complexen GrJsse Xo aus und bilden 
die Gleiehungskette 

I I I 
~ o  - - ~  a o - - ~ ,  Z 1  = a l  ~ - -  , �9 �9 �9 , x n  ~ -  a n - - - - -  , . . . .  

~1 ~t ~ n + l  

wo aUgemein a~ die x~ Zugeordnete complexe ganze Zahl bedeutet, so er- 
giebt sieh aus dieser die Kettenbrueh-Entwicklung zweiter Art  der @rJsse xo: 

Xo = (ao, al ,  . . . ,  a , ,  . . . ) .  

Da nur Xo selbst auf dem Einheitskreise liegen kann, so fallen alle Reste 
~1, x~, . . .  der Entwicklung in dem Raum R'; diese Reste sind demnach 
absolut genommen s~mmtlich > i. 

Fiillt ein Rest x. auf einen Gebie~srand, so fallen alle folgenden Reste 
auf Gebietsr~nder, und zwar nur auf PI+~, PI-~, P - :+ i ,  P-:-~. 

Die Aufeinandeffolge der Teilnenner und Reste unterliegt w~eder ge- 
wissen Beschr~nkungen. 

Ist  x. (r =4= o) ein dem Typus (T + i) angehJrender Rest, so kann 

nieht ins Innere des Zweieeks Z_:_~ fallen, und folglieh x~+: nicht 
03r+l 

dem Kreisgebiete I ~ i angehJren, a.+~ also nicht ---- I ~ i sein. 

Ist  ~c. ein Rest, der dem Tyt)us (2) angehJrt, so kann I nicht 

ins Innere der Zweiecke Z_x+~ und Z_:_~ fallen, und daher x.+: nicht den 
Kreisgebieten I + i und I ~ i angehJren, also a.+: weder I + i, noch 
x ~ i sein. 

Mi~ Beriieksiehtigung der Symmetrie unsrer Einteilung erhalten wit 
hiernach das Folgegesetz: 

(B') 

Ist a. yore Typus: (I + i), ( - -  ~ + i), ( - -  : --i), 

SO iSt at+ 1:4 = I - - i  --I--i --I -~-i I - ] - i  

Ist a. vom Typus: (2) (-- 2 0 (-- 2) (2i) 

ist at+: =~= t m I - - i  SO 
! - - : + i  

(: - - i ) ,  

i 

: + i  - - 1  + i  : - - i  

I - - i  I + i  ~ I - - i  

Liegt ferner x. auf dem Rande eines Kreisgebiets vom Typus (I + i ) ,  
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so f~ll% ~ - - I  auf P'_~_~, daher x~+~ auf P~_~, und folghch ist a~+~ eine der 
~r+l 

Zahlen 2 ,  2 ~  2i ,  ~ 2i. 

Liegt x~ auf dem Rande eines Kreisgebiets yore Typus (2), so fiillt 
i 

auf /)'t+~ odor P'_~_~, daher x~+~ auf P,+~ oder P,_~, und folglieh 
ggr+l 

is% a~+l eine der Zahlen 2 i ,  2 2 t- 2 i  , 2 , 2 - -  2i,  - -  2i. 

Hieraus ergiebt sich das folgende Gesetz: 

Liegt x~ auf dem Rand eines Kreisgebiets 

yore Typus: (~ + ~), ( - - ,  + {), ( - - ,  --~), ( ~ -  ~) 

so liegt x~+1 auf: P,-i P-I-~ -P-,+~ PI+{ 
(A') vom Typus: (2) , (2i) , ( - -2)  , ( - -2 i )  

so liegt x~+l auf: 

oder umgekehr~: 

Liegt x~ (und folglich auch x,+~) auf einem Rande 

und l iegt  xr+l auf: 

so lieg% x~ auf dem Rande 
eines Gebiets der Typen 

2 2i ~ 2  ~ 2 i  

- -  2 i  2 2 i  ~ 2 

Die S~tze der w167 2 und 5 gelten genau ebenso fiir En%wicklungen 
zweiter Art, wie fiir solche erster Art. 

Liegt die zu entwiekelnde ZaM auf der Aehse der reellen Zahlen, auf 
der Achse der rein imagins Zahlen, auf dem Rande eines Quadrates 
oder eines Kreisgebiets, oder endlieh a.uf einem der Bogen BI+~, BI_~, 
B_l+i, B_I_~, so sind die Kettenbrueh-Enf, wickhmgen erster und zweiter 
Ar~ identisch. (Hiernach ergeben z. ]3. J9- und G-Entwicklungen erst~r 
Art die gleichen Ke%tenbriiche zweiter Ar~.) 
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w 10. C o n v e r g e n z  d e r  E n S w i c k l u n f f e n  ~ w e i t e r  A r t .  

Um die Convergeaz einer aicht ~bbreehenden Kettenbrueh-Entwicklung 
zweiter Art: 

Xo = (ao, a l ,  . . . ,  a , ,  . . . )  

zu beweisen, setzen wir wieder: 

und 

Xo 2 q, q. 

Ebenso, wie im w 6 haben wir dann: 

I I 
k~ ~ a l ,  k~ ~ a 2 k~' . , k .  ~ a . - - k . _ ~  

und beweisen zun~chst, dass auch hier I k.I > i ist, ftir jeden Wert yon n. 
Zu diesem ~qachweis benutzen wir die dem ersten Entwieklungsver- 

fahren zu Grunde liegende Ein~ilung der Ebene. 
Wir zeigen, dass k= stets dem Raume R angehSrt, und zwar entweder 

ins Innere oder auf eine der vier Seiten des Quadrats as fKllt. 
Wit  nehmen an, der :Nachweis sei sehon bis k,_l gefiihrt, und zeigen, 

dass unter dieser Annahme auch k. die Behauptung erfiillt. Da k 1 ~ - a  1 
dem Raume R und dem Quadrate al angehSrt, so ergiebt sich dann die 
allgemeine Giiltigkeit der Behauptung. 

i entweder im Innern oder auf Aus unsrer Annahme folgt, dass k~_l 

i 
einer tier vier Seiten des Quadrats o liegt, folglieh k= ~ a~ k,-1 sieher 

dem Raume / /  angehSrt und im Innern oder auf ei.aer der vier Seiten des 
Quadrats as liegt, falls a, nieht einen der Werte I + i ,  I - - i , - - I  ~-i ,  
- - ~ - - i  besitzt. Is~ abet as ~ i + i, so kann a,_l nicht den Typen 
(I i), (2), ( - -  2i) angehSren (naeh Gesetz (B')), daher liegt k._l in Qua- 

draten der iibrigen Typen, beztiglieh auf einer Seite dieser Quadrate, i k,_l 
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folglieh nicht im Innern des Teils yore Quadrate o, der yon Seite i , - - i  
i 

und Bogen B ~ begrenzt wird. Es folgt hieraus, dass a n - - - -  dem 
- - 1 - -  i .,, kn--I 

Raume R angeh6r~ und zwar im Quadrate I + i oder auf dem Rande 
desselben liege. 

Analog ergiebt sieh die Behaup~ung fi~r an = I - -  i ,  - -  I + i ,  - -  I - -  i. 
Corollar: Falls a 1 nich% einen der Werte i + i ,  i - - i , - -  I + i ,  

- - I -  i hat, fs kn stets ins Innere des Quadrats an und gehSrt dem 
Raume R an, ohne auf dessen Begrenzung zu fallen. 

Der Beweis wird, wie oben, durch vollst~nclige Induction gefiihr~. 
Wir nehmen an, unsre Behauptung sei bis kn_l nachgewiesen. - -  Dann 

I I 
liegt kn_l im Innern des Quadrats o, folglich kn = an ~ kn_---~ im Innern 

des Quadrats an und im Raume R, falls an nicht = I + i ,  I ~ i ,  - -  I + i ,  

- -  I - - i  ist. - -  Ist  aber an = I + i, so kann a~_l nicht den Typen (i - - i ) ,  
(2), ( - - 2 i )  angehSren, k~_l liegt also im Innern yon Quadraten anderer 

Typen, - -  k~_~I folglich nicht in dem yon Seite - i , - i u n d  Bogen B ~ 

begrenzten Teile des Quadrats 0 and auch nicht auf B~ Demnach f~llt 
i 

kn = I + i -  kn_---~ ins Innere des dem Raum R zugehSrigen Teils des 

Quadrats i + i u n d  nicht auf B~+~. 
Analog folgt der Satz filr a~ = I ~ i ,  - -  I + i ,  ~ i - - i .  
Aus unserm ttauptsatze folgt, dass der absolute Betrag yon k= filr 

jedes n grSsser als I, dass daher filr jedes n" 

Iqnl > Iqn- l 
ist und folglich I q~ I mit waehsendem n iiber alle Grenzen wiichst. 

In  gleieher Weise, w i e i m  w 6 fi~r die Entwieklangen erster Art ab 
gelei~e~, ergiebt sieh nun a~eh fi~r die Entwicklung zwei~er Art: 

d. h. die En~wieldtmg zweiter Art:  (ao  , ch  , �9 �9 � 9  a~  , . . . )  eonvergirt und 
stellt die GrSSse xo dar. 

Aus den vorhergehenden Betraeh~ungen ergeben sich die folgenden 
Beziehungen zwischen den beiden Entwicklungsarten: 
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I .  En tw icke l t  m a n  eine comjolexe Gr6sse Xo 

erster A r t :  

Xo = (ao , al , . . . , a, , . . .), 

so ist: 

(a, , a n _  1 ~ . . . ~ a l )  

in  einen Ket tenbruch 

die Ke t t enbruch-En twick lung  zweiter A r t  der GrJsse k ,  = q" 
~n--1 

II .  Entwicke l t  m a n  eine complexe GrO'sse Xo in einen Ket tenbruch 

zweiter A r t :  

xo = (bo, b~, . . . ,  b~, . . . )  

u n d  ist b~ nieht eine tier Zah len  I + i , i - - i , ~  i + i , - -  i - - i ,  so ist: 

(b~, b~_,, . . . ,  b,) 

die Ke t t enbruch-En twick lung  erster A r t  der GrO'sse k~ = q" 

I 
Der _h_usnahmefall in I I  ~it t  ein, w e n n - - - - i m  Innern eines der vier 

g~t 

Zweiecke Z liegt, und also Xo ins Inhere eines der durch Vervollst~ndigtmg 
aller Kreise der Einteilung an den Quadra~seiten entstehenden Zweiecke 
f~llt. Liegt xo im Innern oder auf der Begrenztmg eines der, durch die 
Vervollst~indigung aller Kreise, in jedem Quadrate entstehenden Kreisbogen- 
u so gilt der Satz I~ ohne die Einschr~nkung. 1 

Beispiele:  

I .  ~3  + 2i ---- (2 , 2 i ,  - -  I - -  i ,  3 + i . . . .  ) = I .  Art .  

, = 8  I - -  2 i  - -  ( 3  + i ~  - -  I - -  i , 2i)  = 2. A r t .  

(x + ~ )  + i V~ = (2 + 2 i ,  - I - i ,  - 3 - 3 i  . . . .  ) = i .  Art. 

�9 qn 1 - -  6i  
n=2 i + i ( - -  3 3 i , I - -  i) = 2. Art .  

I I .  ~/3 + 2 i ~  (I + i ,  - -  I - - i ,  2 i ,  3 + g ,  . . - )  

~ 3  -~ -2-i--(  3 + i '  I + i"  I + ~) 

= 2. Art .  

~- I. Art .  

~/2 + ] - o 9  i ~ -  ( I  + i , - - 2 , I - - i  , 5 - - 7  i , . .  .) 

( qq-~__~),=, = ( 5 - - 7 i ,  I - i ,  - - 2 )  

---- 2.  A r t .  

= I .  A r t .  
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II.  A B S C H N I T T .  

Reduction der bin ren quadratischen Formen. 

Die Frage nach den eigentlichen Darstellungen einer complexen ganzen 
Zahl m durch eine quadratische Form f :  (a, b, c) mit nicht quadratischer 
Determinante, oder genauer ausgedriickt, nach den zu einander relativ pri- 
men complexen ganzzahligen LSsungen x ,  y der Gleichung: 

ax 2 +  2bxy + cy 2 = m,  

in welcher a ,  b, c,  m gegebene complexe ganze Zahlen bedeuten uncl 
D = b ~ - - a c  kein volles Quadrat ist, fiihrt analog, wie im reellen Gebiete, 
auf die folgenden zwei Probleme: 

I. Zu untersuchen, ob eine gegebene Form f =  (a, b, c) mittels einer 

Substitution (a fl] deren Determinante /~T--a3 = I  ist, in \ y 6] 
eine andere gegebene Form F von gleicher Determinante, wie 
f, iibergefiihrt werden kann, oder kiirzer ausgedriickt: 

Zu untersuchen, ob zwei gegebene Formen yon gleicher 
Determinante ~quivalent sind. 

II .  Alle Substitutionen (a ~ zu bestimmen, welche eine Form f \ Y o /  

in eine andere ihr ~quivalente F iiberfiihren. 
Diese zwei Probleme sollen in diesem Abschnitte mit Hiilfe der im 

I. Abschnitt behandelten Kettenbruch-Entwicklungen gelSst werden. 

w 1. .~q~eivalenz der  .Formen.  

Unter einer Substitution: 

X ~ e2X t --~ ~ y r  

y ~ T x ' - - 3 y '  

1 Auf anderem W e g e  hat  LEJEUNE-DIRICHLET diese Probleme in seiner Abhandlung  

gelSst: Recherches sur les formes quadratiques ~ coefficients et d inddtermindes comTlexes, 
ges. W e r k e ,  Bd.  I.  
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oder abgekiirzt bezeiehnet: 

Julius Hurwitz. 

S =  \ r  

verstehe ich im Folgenden stets eine solche Substitution, deren De~ermi- 

nante fir -- a~ ---- I is~ und deren Coeffieienten a ,  fl, r ,  3 eomplexe ganze 
Zahlen sind. 

( a und heissen congruent naeh dem Zwei Substituiionen 
\ r  , r '  ~t' 

)s I -1-i, wenn die Congruenzen bestehen: 

a=cz', fl-=fl', r = r  ', ~ = 3 '  [rood I -t-i] .  

Da jede eomplexe ganze Zahl entweder = o, oder __= _+ I (rood I ~- i) ist, 

so k6nnen wir alle fiberhaupt m6gliehen Substitutionen in folgende 
r 

6 Classen naeh dem Modul i -t- i rubrieiren: 

(i o) 
I Classe: A_lle Substihltionen, die -- sind. 

0 - - I  

III 

IV  

(: t) 
0 

(i ~ 
I 

(: o) 

Die inverse Substitution S -1 einer Substitution S gehj r t  derselben Classe 
an, wie S, wenn S der I ,  I I ,  IV ,  V ten Classe zugehJrt, die inverse Sub- 
stitution ether Substitution der I I P  n Classe dagegen gehJrt  der VI  *~ Classe 
an, und umgekehrt. 
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Sind 

zwei beliebige Substitutionen, so bezeichnen wir die aus S and T componirte 
Substitution: 

dutch das symbolische Product S . T .  
Es ist S T  stets - - S  (,nod I -l-i), wenn T der I TM Classe angehSrt. 

GehSrt T der I I  te~ Classe an, so ist 

SIT= S,, , 

S ~ , r  = S,,,, 

S,, T = S, , 

S v r  = Sv,, 

S,,,T = S,~, 

wo die den, Buehstaben S angeh{ingten Indices 
sollen, der die betreffende Substitution angeh6rt. 

Bezeielmen wir die Substitutionen: 

die Classe bezeichnen 

so kSnnen wir jede Substitution der vier letzten Classen als eine aus S, 
bezgl. S~ mit einer Substitution der ersten oder zweiten Classe componirte 
Substitution ansehen, n{imlich: 

Nach diesen Vorbemerkungen, woUen wit nun zwei quadratische Formen 
f ----- (a,  b ,  c) und f '  --- (a', b', c') betrachten. 

Sind diese zwei Formen Rquivalent, so existirt eine Substitution S, 
welehe f in f '  iiberfiihrt. Dies driicken wir symbolisch dutch die Gleichung 
aus: f . S = f ' .  

Je naehdem S der I, I I ,  I I I ,  IV, V, VI  ten Classe angehSrt, ist dana 
eine der folgenden symbolisehen Gleiehungen erfiillt: 

Aeta math~matiza. 25. Imprim4 le 19 octobre 1901. 34 
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f S ~ =  f ' ,  fS ,~= f ' ,  

fS,  S~ = f ' ,  fS~S~ = f ' ,  

fS~8~ = f ' ,  fSsS .  = f '  

und ebenso ist klar, dass wenn umgekehr~ eine dieser symbolischen Gleich- 
ungen erfiillt wird, die Formen f u n d  f '  iiquivalent sin& 

Es solle~ nun im Folgenden zwei Formen f u n d  f '  als vollst~indig 
dquivalent bezeiehnet werden, wenn die eine mii~els einer Substitution der 
ersten oder zweiten Classe ($I oder SH) in die andere iibergeht. 1 

Mit Verwendung dieser Definition folgt dann aus dem Vorhergehendem 
unmittelbar der Sa~z: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Aquivalenz zweier 
.Formen f und f '  im gewdImliche~ Sinne ist, dass eine der drei Eormen: 

(: :) (i o) 
f ;  f S : = f  ; r s o = r  

I - - I  

de r  _~'orm f '  vo l l s tSnd ig  diquivalent  ist. 

Unter f = (a , b,  c) ---- ax 2 + 2bxy + cy 2 eine be]_iebige quadrat;isehe 
Form verstanden, deren  Determinan~e D = b 2 - -  ac kein volles Quadrat 

ist, bezeichnen wir die Wurzeln  der Gleichung" 

a x  2 + 2bx  + c = o ,  

niimlich: 

- - b - - ~ / D  und  Y0 - - b  + ~/D 

als erste, beziigl, zweite Wurzel  der Form f. 

Unter  ~/D ist hier derjenige Wurzelwer~ zu verstehen, der, D = a + / / 9  

gesetzt, aus: 

i Diese Bezeichnung ist yon L. KRONECKER in einem ~ihnlichen Sinne eingeffihrt 
worden. 

Die Substitutlonen erster und zweiter Classe werden bier bevorzugt, well die im 
I. Abschnitt betrachteten Kettenbrfiche in ihren aufeinanderfolgenden N~herungsbrtichen 
nut Substitutionen dieser Classen liefern. 
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v/ v /  2 q - i  +2 ~ ~ '  falls f l > o ,  

I 

i falls fl < O~ 
2 ) "  Z 

~/~', falls f l - ~ o  und a > o ,  

i ~ / ~ ,  falls fl----o und a < o  

resultir~, wenn iiberall die positiven Wurzelwerte genommen werden. 
Analog wie bei reellen Formen mit positiver De~erminante, gilt bier 

der Satz: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung far die vollstgndige ~qui- 
valenz zweier Formen f u n d  f '  ist, class ihre ersten Wurzeln Xo und x'o 
dutch eine Gleichung verbunden sind: 

(" ;) wo eine Substitution der ersten oder zweiten Classe ist. 
T 

Bezeichnen wit zwei complexe Zahlen x und x', welche dureh eine 

ax' - -  fl verbunden sind, wo a, fl, T, ~ die Coefficienten einer l~elation x ~--- Vs 

Substitution erster oder zweiter Classe becleuten, als vollst~indig dquivalente 
Zahlen, so kSnnen wir obigen Satz auch so aussprechen: 

Die notwendige und hinreiehende Bedingung far die vollstdndige .~ui-  
valenz zweier Formen f und f '  ist, dass ihre ersten Wurzeln xo und x'o voU- 
stSndig Ciquivalente Zahlen sind. 

w 2. Wurzel- .Paare.  

Es seien x und g die yon einander verschiedenen, irrationalen Wurzeln 
einer quach'atischen Gleichung: 

(~ i )  a~ ~ + 2bx + c = o,  

deren Coefficienten a ,  b, c complexe ganze Zahlen sind. 
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(i2) 

Setzen wlr: 
I 

x~--" a ~  

~ ] ~  aO - I 

wo a ~ die der Zahl x nach der Entwicklungsvorschrift  fiir Ket~enbriiche 
erster Art  zugeordnete complexe ganze Zahl  bedeutet, so siad x',  y' ein- 
deutig durch x ,  y bestimmt und offenbar wieder die Wurzeln einer qua- 
dra~ischen Gleichang mit  complexen ganzzahligen Coefficienten yon gleicher 
Discriminante wie ( i i ) .  Es sind daher x',  y', ebenso wie x ,  y, irrationale 
yon einander verschiedene complexe GrSssen. 

Wir  bezeichnen das auf solche Weise erhaltene Wurzelpaar (x' y') als 
dem Paare (~ y) benachbart.  

E i n  W u r z e l p a a r  (x o Yo) heisse r e d u c i r t ,  fal ls  xo, nach I t~ A r t  ent- 

wickelt,  einen rein periodischen Ket tenbruch liefert. 

Aus dieser Definition folgt, dass x o notwendig dem Raume /~ an- 
gehSren muss. 

Bilden wir, yon einem beliebigen Wurzelpaar (x y) ausgehend, die Reihe 
yon :Paaren: 

also: 

3) v), v'), v " ) .  �9 �9 

in welcher jedes Paar dem vorhergehenden benachbart ist, so kommen wir 
stets auf ein reducirtes Paar, da die Kettenbruch-Entwicklung I ~er Art  yon 
quadratischen I1Tationalit~iten, nach ~ 8 ,  I. Abschnitt,  periodisch wird. 

Es sei nun (XoYo) ein in der Reihe (13) vorkommendes reducirtes 
Wurzelpaar and die Kettenbruch-Entwicklang I t~ Art  yon xo laute: 

(I4) Xo -~- (ao, a , ,  . . . , an ,  Xo). 

Dana haben wit, dem Ansatz (12) zufolge: 

I I I 

Y l  Y 2  ' " " " ' Y ~ + ~  

Yo = (ao , a~ , . . . ,  a,,, Y,+I) 

und es ergieb~ sich ohne Schwierigkeif y,+~ ~ Yo. 
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Setzen wi t  die Gle iehungske t t e  (t 5) in  die F o r m :  

I I I I I I 
(16 0 - - = a .  - - - - - - - a . _ l - - - - ,  . . . ,  - - = a o ~ - - ,  

Yo - - T '  y .  I Yt i 

y~ y . - x  Yo 

SO sind dies die Gle ichungen  f f i r  die Ke t~enbruch-En*wick lung  2 t~ A r t  

der  Gr6sse i 
yo 

Beweis-  R ieh ten  wir den K e t t e n b r u e h  (I5)  ein:  

so folg~: 

daher:  

Pnyn4-1  - - p n - - I  
Y0 ~ } q-y.+l - -  q,,-I 

qn--1 yo - -  p . - - I  
Y~+I = Yo --- q.yo - -  p~ 

- -  I ~ =  q.yo p .  __ q.  + 

Yo ft.-1 yo ~ 1o.-I q . - I  ff.-a Yo - -  P . - x  a . - i  

oder wenn  wir:  

also 

XO ----'-- Pn--1 _}_ 

2 
. P . - l q . - 1  = Xoq.-1  - - 0 . - 1  

einsetzen- 
i ) i 

e~ + - T - "  Yo ~.-1 t J  

y o - -  + 

N u n  wissen wir, dass k,~ i = - - - -  s,_~ fa r  j eden  W e f t  yon  n ins Inne re  des 
Yo 

Kreisgebie ts  a,  fs und  dass .s,_~ mi{ waehsendem n dem abs01uten Be- 

t r a g e  naeh  un te r  alle Grenzen sink~. (I. Absehn .  w 6.) 
I 

Da n u n  --  per iodiseh i m m e r  wieder  in  dem Ansatz  ( i 6 ) a u f t r i t t ,  w e n n  
Yo 

I 
wit  in  (14) m e h r  und  m e h r  Per ioden  yon x o einse~zen, so k a n n  --  n i eh t  

Yo 
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ausserhalb des Kreisgebiets a~ liegen, sondern nur im Innern oder auf 
den Begrenzungsbogen dieses Gebiets. Das Analoge gilt fiir die GrJssen 

I I ~ denn wir kJnnen unsere ganze Betrachtung ja yon jedem y , ' y ~ - l '  " ' " y l '  

der auf (x o Yo) folgenden Wurzelpaare ausgehen lassen. 

Wir  zeigen nun welter, dass es unmJglich ist, dass ! auf dem Teile 
yo 

der Begrenzung des Kreisgebie~s a~ liegt, welcher ( n a c h w  6, Abschnitt I) 
nicht zu dem Kreisgebie~ zu rechnen ist. 

Wiirden wit annehmen, dass ~ auf dem nicht zum Kreisgebiet a. zu 
yo 

rechnenden Tell der Begrenzung fiele, so wi~rde zun~chst folgen, dass Yo 
im Innern oder auf der Begrenzung des durch die Bogen P'I+~, P'~-~, P'~+~,' 

I 
~_' gebildeten Kreisbogenvierecks V o liegt, und daher a o ~ Y o  ~ -  in 1--i 

Yl 
jedem Falle dem Kreisgebie~e a o angehJr~, x 

Wi t  unterscheiden nun zwei F~lle: 
i) Ist  a o =~ I +__ i ,  - -  i _+ i, so folg~, dass Yl ins In~ere oder auf die 

I 
Begrenzung des Vierecks V o f~llt, folglich a ~ - - y ~  = -  dem 

Y~ 
Kreisgebiete a~ angeh5rt. 

2) Ist  a o = I + i ,  so kann a 1 keine Zahl der Typen ( I - - i ) , ( 2 ) , ( - - 2 i )  
und a, nicht I -  i sein, denn sowohl die ~'olge (aoal. . . ) ,  als 
auoh die Folge ( . . .  muss das Gesetz (B) erf llen. 

I 
D a a ,  ~ I -  i ist, kann Yo nicht auf /)'~+~, daher a o --Yo = - - n i c h t  

Yl 
auf den Rand, sondern nur ins Innere des Kreisgebiets a o -~ I + i, und 
folglich Yl nicht auf die Begrenzung des Zweiecks Z,_~ fallenl 

Da nun a 1 nich~ den Typen ( I - - i ) ,  (2), ( - -2 i )  angehjrt ,  so ergieb~ 
x 

sich, dass a l - - y l - - - - - -  dem Kreisgebiet a~ angehjrt .  
Y~ 

Analog ist die Betrachtung zu fiihren, falls a o = I - - i , - - I  + i, ~ I - - i  
angenommen wird. 

I I 
Schliessen wir jetz~ in gleicher Weise auf die Lagen yon , , . . . ,  

Y8 Y4 

so kommen wir schliesslich zu dem Resultat, dass I-- dem Kreisgebiete a~ 
Yo 

1 Unter ~dem Kreisgebie~e angehJren~> verstehe ich, dass die betreffende Zahl 
entweder ins Innere oder auf die zum Kreisgebiete zu rechnenden Begrenzungsbogen fallt. 
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angehSren muss, entgegen unsrer Annahme. Wir erkennen also, dass 
Yo 

I I 
und ebenso die GTSssen Y , ~ ' Y , - I ' ' ' "  nicht auf die Begrenzungsbogen der 

Kreisgebiete a, beziigl, an_l, an_s, . . .  fallen, welche nicht zu diesen Ge- 
bieten zu reehnen sind, dass diese GrSssen demnach den betreffenden Kreis- 
gebieten angehSren, and dass folglich die Gleiehungskeff~e (I6)die  Ketten- 

bruch-En~wicklung 2 t~ Art der Gr6sse ~ liefert, n~mlieh: 
Yo 

~ a n , a n - x  , ao  

Unsere Betrachtung hat uns somi~ den Satz ergeben: 

Ist (x o Yo) ein reducirtes Wurzelpaar und lautet die Kettenbruch.Ent- 
wicklung erster Ar t  yon xo: 

Xo --- (a o, a a, . . . ,  an_l, an , Xo), 

so lautet die Kettenbruch-Entwicklung zweiter Art  des reciFroken Wertes yon Yo: 

- -  ~ a n  ~ a n _ l  ~ . . . ~ a I ~ a o ,  �9 Yo 

Wit erkeanen feraer, dass ~ ,  der Periodicit~t wegen, nur dana auf 
yo 

den Rand eines Kreisgebiets fallen kann, wenn a,~ einen der Werte: 

2 , - - 2 ,  2i, ~ 2 i ,  ~ + 2i, 2 - - e l ,  - - 2  "k 2i, - - 2 - - 2 i ,  

(also ~,  2 -1-2 i  und deren associirte Werte) besitzt und die Periode 
(ao, a l ,  . . .  , a,) nur aus Zahlen dieser Reihe zusammengesetz~ ist. Ferner 
folgt, dass Y0 selbst stets ins Innere des Einheitskreises f~lR. 

w 3. R e d u c t i o n  eler ~ o r m e n .  

Die im vorigen Paragraphen aufgestellten Begriffe iibertragen wir jetzt 
auf die quadratischen Formen. 

Wir nennen zwei Formen yon gleicher Determinante: 

f = ( a , b , c )  uad f'=(a',b',c') 
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benachbart, wenn ihre Wurzeln: 

(~oyo) and (xo Yo) 

benachbarte Paare sind, und bezeichnen eine Form f. als reducirt, .wenn 
ihre Wurzeln (x, y.) ein reducirtes Paar bilden. 

Eine reducirte Form ist hiernach dadurch charakterisirt, dass die Ent.  
wicklung ers~er Art  ihrer ersten Wurzel einen rein periodischen Kettenbruch 
liefert. 

Die erste Wurzel einer redueirten Form gehJrt dem Raume //, die 
zweite Wurzel dem Innern des Einhei~skreises an. 

Ist Xo die erste Wurzel e~ner reducirten Form, Yo deren zweite Wurzel, 
so ist die Kettenbruch-Entwicklung erster Ar t  yon x o und die]enige zweiter 

x 
Ar t  yon -- rein Teriodisch; die eine Periode erhdilt man aus tier andern dutch 

Yo 
Umkehrung der Aufeinanderfolge der Teilnenner. 

Da die ersten Wurzeln x0 und x~ yon benachbarten Formen dutch die 
]Relation verbunden sind: 

i ao Z'o - -  I 

so sind Xo und xo vollst~ndig iiquivalente Zahlen, und daher gilt der Satz: 

Benachbarte Formen sind (vollst(i, dig) 5quivalent. 

Bilden wir, yon dem Wurzelpaar (x 0 Y0) einer gegebenen Form f aus- 
gehend, die I-~eihe der benachbarten Paare: 

(x0 v0),  (x, y , ) , . . . ,  (x. v . ) ,  (x.§ v .+ , ) ,  �9 � 9  

so kommen, wit stets auf ein reducirtes Paar, yon welchem ab nur noeh 
reducirte Paare folgen; wit haben also den Satz: 

Jede q~tadratische Form f i s t  einer reducirten Form f,+l (vollstdndig) 
di~uivalent. 
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Entwickelt  man die erste Wurzel x o der Form f in einen Ke~en-  
bruch erster Ar~: 

Xo = (ao, a l ,  . . . ,  a~, z,+l), 

so ist yon einem best~mmten Werte  yon n a b ,  xn+l stets erste Wurzel  einer 
reducir~en Form f~+l, und" die. Form f geht  dutch die der ersten oder 
zwei~en Classe angehSrige Substitution: 

x ---- p~x' - -  p~_ly', 

Y ~ q , Y  ~ qn-lY' 

in die reducirte Form f~+l iiber. 
W i t  beweisen weiter, dass es nur eine endliche Anzahl yon redu- 

cirten Formen einer bestimmten Determinan~e D giebt. 
Sind x o ., y0 die Wurzeln einer reducirten Form (a, b, c) der Determi- 

nante D, so ist, nach I. Abschnitt, w 8, S. 256: 

~ o - - ~ l = _ l N - ~ l - -  I <-1 [, 

~ a  I~ol = a  I~:- , I  sinken mit  wachsendem n u n t e r  a11e Grenzen. 
"Nun ist (siehe Gleichung (8), S. 254) allgemein: 

daher: & 

I 
I X ~ + l [ -  I. 

:Nehmen wir fiir x~+l den Rest aus der Periode yon Xo' , welcher den 
kleinsten absoluten Bet-rag besitzt und bezeichnen diesen absoluten Betrag 
mit  k, w o k  > i,  so sehen wir, dass fiir jeden Weft  yon n: 

> k ' ,  ( k ' = k - - I )  

ist, w o k '  eine yon null verschiedene feste loosit~ive Zahl bedeutet. Be- 
Acta matl~matica. 25. Imprim~ le 19 octobre 1901. 3 5  
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zeiclinen wir nan mlt k" eine posltiV6 Zahl, ~ die um belfebig~wenig kleiner 
ist als k', so kSnnen wir die Un~'leichungen (I 7) ersetzen durch- 

I~,o ~.~o I > k,', 

Da 
-V[-' 

is~, so sind l al nnd I cl demnach ldeiner als 21 ~/DI folglich kSnnen a and 

c ~md daher auch b = ~/~ + ~c nur eine endliche Zahl yon verschiedenen 
Werten besi~zen. Hierans ~21g~ der Satz: 

Es giebt nut endlich vide reducirte Formen der Delerminante D. 

Bilden wir yon dem Wurzelpaar (% Yo),einer reducir~en Form fo aus- 
gehend, die Reihe der benachbarten Paare: 

(Xo Vo), (x, y l ) , - - - ,  (xn v,), (xo Vo), (xl y l ) , . . . ,  (xn y ~ ) , . . . ,  
so ist jeOes Glied 4ieser rein periodischen Reihe Wurzelpaar einer redu- 
cirten zu f0 ~quivalenten Form. Da die Anzah lder  reducirten Formen 
endlich ist, ergieb~ sich hieraus der Satz: 

Die reducirtert Formen einer bestimmten JDeterminante, D gruppiren sich 
in _Perioden yon unter einander dquivalenten Formen. 

w 4. Aquiva len~  yon red~tcirten F o r m e n  gleicher De terminan te .  

Es bleibt nun noch die Frage zu beantworten: Wann sind zwei re- 
ducirte Formen yon gleicher Determinante, welche verschiedenen Perioden 
angehSren, ~quivalen~ ? 

Da das Charakteristikum fiir die vollst~ndige Xquivalenz zweier Formen 
die vollst~ndige Aquivalenz ihrer ersten Wurzeln ist, so kSnnen wir obige 
Fmge auch so formuliren: 



Reduction der quadratisehen Formen mit complexen Coefficienten und Variabeln. ,275  

'In welehem Zusammenhange s~eht die vollst~ndige Aquivalenz zweier 
yon einander verschiedener quadratischer Irrationalit~ten xo und x;, welche, 
nach erster &r~ entwickelt, rein periodische Ke~/~enbriiehe liefern, mi~ diesen 
Ke~tenbruch-Entwicklungen ? 

Zur Beantwortung dieser Frage beweisen wir die folgenden zwei S~tze: 

I .  Entwickelt man zwei bet~eatge quactrat~sche lrratwnalitditen xo und x'o 
in Kettenbriiche erster Art, und ist einer der in "der einen Entwicklung auf- 
tretenden Reste x~ gleich oder entgegengesetzt l gleich einem der in der andern 
Entwicklung auftretenden Reste x'k, so sind xo und x'o vollstgndig aquivalente 
Gr6ssen. 

1I. Es  seien xo und x'o zwei vo~lstdind 0 diquivalente quad~'atische Irra. 
tionalitditen, deren Kettenbruch-Entwicklunge~ "eCSte~r Art  als rein periodisch 
vorausgesetzt werden : 

(19) xo----- (ao, a l , .  ' . ,  a,,, xo), 

( :) ( ) ( ) . . . . . . .  20 X o ~ a o ~ a 1 ~ . . . ~ a m ~ x ~ a'o ~ 6 1  ~ �9 �9 �9 ~ a r  ~ X r +  1 

so kann man den Index r stets so wdhlen, dass 

entweder x'+l = xo 

�9 o d e r  xr+l = - - x o  

wird und dass durch Elimination yon x o zwischen den Gleichungen (I9)und 
(20) die Aquivalenzbeziehung zwischen x o und x'o resultirt. 

Aus diesen beiden Ss sich als Folgerung der Satz: 

I l l .  Fiir die vollst~indige'Aquivalenz zweier quadratischer lrrationali- 
t~iten Xo und x'o, welche nach erster Ar t  entwickelt rein periodische Ketten- 
briiche liefern, ist. notwendig und .hinreichend, dass die eine der Irrationali-. 
tCiten, selbst oder' mit entgegenge~etztem. Vorzeichen, als _Rest in der Ketten.- 
bruch-JEntwicklun.q der andern auflritt. 

Aus diesem Sutze f01gt endlich: 

IV. Die ersten Wurzeln yon reducirten Formen, und dater auch re- 
ducirte Pormen se!bst , sind-dann und nut  dann voilstCindig dquivalent, wens- 
die Perioden der Kettenbruch-Entwicklung erster Art  der ersten Wurzeln ent- 
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weder die gleichen oder die entgegengesetzt gleichen Teilnenner, in der gleichen 
oder in cyklisch vertauschter Reihenfolge enthalten. 

B e w e i s  d e s  S a t z e s  I :  

Es sei, nach V ~ Ar~ entwickelt: 

�9 ( o ' a' ')" �9 X o ~ a , a l ,  �9 �9 �9 , k - 1  ) X k  9 

dann ergiebt sich durch Einrichtung: 
I t p 

, q ~ - 2 ~ o  ~ s  . 

X k ~ , ~ t 9 

I~ach Vorausse%zung haben wit daher: 
I I ! 

Gilt das obere Vorzeichen, so ergieb~ sich: 

x o ~ (a o, a 1, . . . ,  a~_l,x~) 

~/--~ % -- p i _  a 

q i - i  ~o - -  . P ~ - I  

Xo  ~ ~ o  - -  

w o  

r p , - , /  

gil~ das untere Vorzeichen, so erhalten wit: 

, = a ' ( - -  %)  - -  ~ ia '% ~ ( - -  itS) 

x~ r'(-- %) - -  3' = i~"z o ~ (-- i3')' 

w o  

Da aufeinanderfolgende N~herungsbriiche unsrer Ket~enbruch-Entwicklung 

Subs~itutionen 

man, dass ( a  
r 

/m(.~.. p . -1 )  \ der ersten oder zweiten Classe liefern, so sieht 
kq.  q . - : /  

bezgl. ~ i3,~ / der ersten oder zweiten 
ki T ' 
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Classe angehSren ~ und demnach x~ und xo vollst~indig ~quivalente Zahlen 
sin& 

B e w e i s  des  Sat~zes II: 

Die Aquivalenz-Beziehung zwischen Xo und x; lau~e: 

t ~ tZ~o - -  J~ 

( : i )  Xo r~,o- ~ 

Wit richten den Kettenbruch (I9) ein" 

( 2 2 )  X o 
s ~o - -  _~n--i 

q n ~ o  - -  qa--1 

und setzen diesen Wert yon x o in (2 I) ein. Dadurch erhal~en wit: 

, /o% - -  p '  

( : 3 )  ~:o --- q~o - q"  

wo wir zur Abkiirzung 

~ p . - -  f lq .  --- p , 

( : 4 )  
7P,,--Sq,,=q, 7P~-1 - -  5q~-1 -= q' 

geschrieben haben. 
Die Gleichung (23) werden wit auch in der Form benu~zen: 

@(-- zo) - -  ( - -  iF)  
(23a) X~ -~- i q ( - -  zo) - -  ( - -  i~')" 

Wit  en~vdckeln nun P- in einen Ke~tenbruch V er Art: 
q 

(25) e =  (b0, bl, . . . ,  b,_l, b~). 
q 

W enn wit diesen Kettenbruch wleder einrick~n, erhalf~n wit einen der 

vier Briiche + p + ip --~o - - /P  Von diesen vier MSglichkeiten kSnnon + ~ '  + i q ' - - q ' - - i ~ "  
wir die letzten beiden unberiicksichtig4 lassen, indem wir fes~setzen, dass in 

1 Vergleieho S. 265. 
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d i e sen  F~ l l en  a ; f l ,  F ,  e? d u r c h  - - a ,  - -  f l ,  - -  ~', ~ $ e r se t z t  w e r d e n  sol len,  

w o d u r c h  - - p  u n d  - - q  an  die  Ste l le  y o n  " 4 - P  u n d  "4" q ~e~en .  

F e r n e r  wo l l en  wi r  d e n  K e t ~ e n b r u c h  ( 2 5 ) i n  :den  n hfolgende= F llen 
d u r c h  e i n e n  in  de  n , le tz ten zwei  T e i l n e n n e r n  a b g e ~ n d e r t e n  g l e i c h w e r t i g e n  

K e ~ e n b r u c h  e r s e t z t  d e n k e n :  

I .  W e n n  die  E i n r i c h t u n g  2 ergieb~, soU (b~=i, b~) e rse tz t  w e r d e n  

d u t c h :  

I) (b~-i - -  (I --~'), --  ! --~), falls b ~ =  I + i  und zugleich an entweder = -- I - - i  

odor eine der Zahlen: - -  2, --  2 - -  2i,  -- 2i 

2) (b =l I + , ) ,  falls b r =  - -  I - - i u n d  zugleich an entweder = I + i  

odor eine der Zahlen: 2, 2 + 2 i ,  2i 

3) (br-1 --  (! +*) ,  -- I +,'), falls b, = I - - i  und zugleioh an entweder = -- I -t-i 

odor eine der Zahlen: - - 2 ,  - - 2 + 2 i ,  2i 

4) (b~-x + (I + i ) ,  I --r falls b~= --  I ~-i und zugleio h an entweder = t - - i  

odor eine der Zahlen: 2, 2 " 2 1 ,  - - 2 i  

@ 
I I .  W e n n  die  E i n r i c h t u n g  ~ e rg ieb t ,  solt  (b,_l  ? b~) e r s e t z t  w e r d e n  

d u t c h :  

I) (b~-x --  (I --~)L --  I - - i ) ,  falls b r =  I + i  und zugleich a~ ontweder = I + i  

odor eine der Zahlen: 2, 2 + 2 i ,  2i 

2) (br-1 + (I - - i ) ,  I + i ) ,  falls b , =  --  I - - i  und zugleich a~ en~weder ~ --  i - - i  

oder eine der Zahlen : --  2, --  2 - -  2i, -- 2i 

3) (b~-i --  (I +~), --  I + , ) ,  falls b r=  I - - i  and zugleich an entwodor = I - - i  

ocler eine der Zahlon: 2, 2 - -  2i, --  2i 

4) ( b ~ _ l + ( I + ~ ) ,  I - - , ) ,  falls b ~ = - - I + i u n d  zugloich an en~woder = - - I + i  

odor eine der Zahlen: --  2, --  2 + 2i,  2 i  

Die  V e r ~ n d e r u n g  der  zwei l e t z t en  T e i l n e n n e r  y o n  (25) , w e n n  a~ e inen  

der  W e r t e  2 ,  2 ~ 2i ode r  e i n en  zu  d iesen  associ i r ten  ha t ,  i s t  in  der  o b en  
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angegebenen Weise nur dann erforderlich, wenn die Perlode ( a o , a l ,  . . .  , a,) 

nur aus den Zahlen 2 , 2  + 2i resp. den assoeiir~en besteht. 
D i e  AbRnderung der letzten zWei Toi lnenner  Rndert den Wert yon 

(25) nieht, nur die Einrlchtung des abgeRnder~en Bruches ]iefert im •alle I :  

- -P im Falle I I :  _ i~ was durch unsere Festsetzung fiber a, tit, F, d 

wieder auf die gleichen :Fiille "zuriiekfiihrt. 
Ferner wollen wit zeigen, class die abge~nderten Ketfenbriiehe in der 

Aufeinanderfolge ihrer Teilnenner das-Gesetz (B) erfiillen. 
In der That verstossen die letzten drei Teilnenner nicht gegen dieses 

Gesetz. Is~ z. B. b~----I + i ,  so ist: 

I) b~_~,-- (I ~ i) =4= o, well b~_, =t= I - -  i is~, 

2) b r ' l -  (I - - i )  =t = - -  I + i ,  weil br_l ~ o ist, 

3) b~_~, b~_~- - ( I - - i )  eine richtige ~'olge, denn nehmen wit etwa 
b~_~= I + i  an, so gehSr~ b,-1 nicht zu den Typen (2), ( I ~ i ) ,  ( - - 2 0  
und das l~iimliehe gilt aueh yon b ~ _ l - - ( I  ~ i ) .  

Analog sieh~ man in den fibrigen Fifllen, dass das Gesetz (~) erfiillt 
bleibt. 

:Nach diesen Vorbemerkungen betraehten wir nun welter die zwei bei 
der Einriehr yon (25) zu unterseheidenden Fiflle: 

I) Die Einriehtung ergiebt +-P Der vorletzte :Niiherungsbrueh sei + q  
zqg" 
-7,. Dann haben wi r :  
q 

p " q - - p q "  ---- I,  

und ferner aus (24): 

daher: 

woraus folgt: 

(p,, _ p,)q = ( q , , _  q,)p,  

p p" --p '  
q q"--  q' 
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und daher: 

( 2 8 )  = p" - -  t o, 

(29) q' = q " - - t q ,  

wo t eine complexe ganze Zahl bedeutet. 
Setzen wit diese Werte ~on p' und q' in (23) ein, so erhalten wit: 

, = p(Zo + t ) -  p" 
X~ q(% + t) - -  ~"' 

woraus sich der Kettenbruch ergiebt: 
! 

(3 O) Z ;  = (bo , h i , . . .  , br , X 0 "]- t ) .  

T,,, q,,, 

II)  Die Einrichtung ergiebt 

Dann haben wit- 

ferner, wie oben: 

daher: 

und folglich: 

+ ip Der vorletzte ~q~herungsbruch sei + iq" 

p ' " i q - -  q ' " ip  = i ,  

p 'q  ~ q'p = i 

= ( i q ' " - - q ' ) p  

(283 p'  ~--- i p ' " - - t l p  , daher - - i p '  --~ p ' "  + tlil~, 

(29a) q' - -  iq" '  - - t t q ,  ~ - - i q '  ---- q '"  + txiq,  

wo tl eine complexe gauze Zahl bedeutet~. 
D{ese Wer~e in (23a) eingese~z~, glebe: 

, i p ( - -  z o - -  t , )  - - p ' "  
X o ---~ 

i ~ ( - -  Zo - -  ,,) - -  ~'" 

woraus folgt: 

(3oa) 

Wit haben 
Falle I I  Gleichung (3oa) die Kettenbruch-En*wicklnng 
x; darstellen. 

Xo-----(b o, b l , . . . ,  b~, ( - - x  o - t 1 )  ). 

nun zu unt~ersuehen, ob im Falle I Gleiehung (3o), im 
I *e~ A ~  der GTSsse 
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Zun~chst untersuehen wir die Zahlen b,. und t (bezgl. tl): 

Da die Coeffieienten der Substitution (P P')  dureh Composition yon q q' 

(a  ~ ) m i t  (PnP,~-I)entstehen und die beiden letzteren Substitutionen der 
F \q. q.-! 

ersten oder zweiten Classe angehSren, so folgt, dass fiir aufeinanderfolgende 

Werte yon , (~ P')  �9 abwechselnd der ers~en und zweifen Classe angeh6rt q q' 
_ .pr und daher p und -~ abwechselnd yon der )'orm k(I+z) und k'(i+~]--I" 
q q k,(I + i ) - -  I k~(I +i )  

sind. Hieraus scMiessen wir nach dem letzten Satze w 5, I. Abschnitt, 
dass b r -  o (rood I + i) sein muss. 

Ferner ergiebt sieh, wie folgt, dass auch die complexe ganze Zahl t 
nur ----o (mod I + i )  sein kann. 

Es ist p" ~-p' (mod I + i) und q"----q' (mod I ~-i). Ist nun 

p"----p'~o (rood I "31- i ) ,  

so ist p_----i (lxlod I -3 L i) und daher, wegen (28), t - - o  (rood I + i); ist aber 
p " = I  (modI + i ) ,  so ist q"~_q'=_o (modI + i )  und q ~ i  (mod I + i ) ,  
daher, wegen (29) , t ~ o  (rood I + i ) .  

Die analogen Uberlegungen liefern im Falle I I :  t I ~ 0  (rood i + i). 
Nun zeigen wit, class yon einem gewissen Index n ab, die Zahl t 

nur noch die Werte o ,  I + i , - - I  +___i, +_ 2 ,  • 2i annehmen kann. 
q"__ q' 

Aus (29) folgt: t - -  , demnach ist: q 

q,, __ q' q" , 

r = rf.-  - = q . - 1  F r 
q r v .  - aq .  q .  q . ( r p .  - -  aq. )  

oder wenn wir 

XO s ~ q- q. 

.Aeta mathema~iz, a. 25. Imprimd le 26 oetobre 1901. 36 
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also: 

einfi ihren:  

p . q . = x o q ~ - - O .  

q" = q.-~ + r = q"-~ -4- s . ,  
q q. q.~(rz. - -  3) - -  to. q- 

wo s .  m i t  waehsendem n,  dem absoluten Bet rage  naeh,  un te r  alle Grenzen 

.sinkt;. Da  ] q" -~ ] < I i s t ; ,  so folgt :  
I ~ ' - I  

ltl<2+l .l 
und  d a h e r  fiir geni igend grosses n:  

Itl< . 
Analog  ergiebt  sieh, dass fiir gen i igend  grosses n "l tl I -~  < 2 sein muss.  

U m  den W e r t  yon t welter  zu untersuehen ,  miissen wir die Gr6ssen 
q" q' 
--  u n d  - niiher betraeh~en. 
q q 

Zur  Abki i rzung  der Ausdrueksweise  wollen wir  das Kreisgebie~ an 

mi t  ~ .  und  dasjenige Gebiet,  welches wir  erhalten,  w e n n  wir zu j edem 

P u n k t e  x yon K~. den ree iproken W e r t  ! bes t immen,  als das Gebiet  If'r. 
z 

bezeiehnen.  

Fe rne r  wollen wir  q = TP. m 3q,  in  seiner Abh~ng igke i t  yon n mi~ 

q(") u n d  q ' - - - - r P ~ - ~ -  0q~_l m i t  q(.-l) bezeichnen.  

a) I m  I. Abschni t t ,  w 6, haben  wir bewiesen, dass q" stets ins Inhe re  
qn--I 

des Gebietes K..  f~llt. H ie raus  f0lg~, dass --  ins Inne re  des Gebietes 
q 

K~ f~llt. 
b) Da  p . - - - - a . p . _ ~ - - p , _ ~  u n d  q . =  a . q . _ ~ - - q ~ _  2 ist, so haben wir: 

q(.) --__ a, ,q(, ,--~)~ fl(.-2) 

u n d  daher,  w e n n  wir  q("---2-) m i t  k (") beze ichnen:  

I I k (~ )  ~ -  a ~  . . . i k ( ~ )  ~ a 2  . . 
k (l) = a 1 - k(O), - -  k(l--- U , ~. , k(.-1) , , 



Reduction der quadratischen Formeu mi~ complexen Coefficienten und Variabeln. 283 

WO 

k(O)= rpo--3qo = T a ~  
Y r -  1 - -  3q-1 Y 

zu  se tzen  ist.  

Von den Gr6ssen k (') zeigen wir, dass w e n n  eine der GrSssen k (0 ins 

Inne re  des Kreisgebiets  a~ f~ll~, auch  alle fo lgenden  GrSssen k (~+" , k (~+~), . . .  

i n s I n n e r e  tier Kre isgebie te  a~+~, resp. a~+2 . . ,  fallen. 
I 

I n  der  Tha~, wenn  k ('-~) ins Inhe re  yon K~_, f~ll~, so fgllt--k(--~----) 

ins Inne re  des Kroisbogenvierecks  V0,1 falls a~_l =t = I + i , - - i  +__ i ist, u~d 

x ins I n h e r e  von  K ~ .  dann f~ll~ k ( ' ~  a~ k("-,) 

I s t  aber a ._l  = I  -t- i, so geh51~ a.  nich~ den T y p e n  ( I - - i ) , ( 2 ) , ( - -  o_i) 
I 

f~llt ins I n n e r e  des Zweiecks Z_I+~ u n d  daher  k (') ins Inne re  

yon  t [ a .  

Ntm is~: 
q(") g,, , 

~(n--1) - -  gn--1 ~'.--1 

qt 
(was sich analog ergiebt, wie o b e n : -  

q 
S. 269 �9 

-~ q"_x-~ z~); ferner  ist  naeh  w 2, 
q~ 

qn I 
qn--1 Yo Sn--1 

wo Yo die zweite Wurzel der quadratischen Gleichung bedeutet, welcher 
x o geniigt. Es folgt hieraus: 

= - - - -  e, wo z = - -  # . L +  
q(.--1) Yo q~n--1 (Yo - -  Xo) + , ( y z  o - -  a) - -  7" 

dem absoluten Betrage nach, mit wachsendem n beliebig klein wird. Wir 
schliessen aus dieser Gleichung, dass der Ptmk~ k (') immer ngher an den 

1 Vo ist das Kreisbogenviereck, welches durch Vervollsti~ndigung der Peripherien 
der Kreisgebiete I _+ i , - - I  + i im Einhdtskreise entsteht. 
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Punkt  ! heranriickt, wenn wir mehr und mehr Perioden ao, al,  ..' a, yon 
Yo 

x o in (19) einsetzen. 
I 

Liegt nun -- im Innern des Kreisgebiets a,, so kSnnen w i r e s  durch 
Yo 

q, ebenfalls ins Innere geniigend grosse Wahl  yon n erreichen, dass k r ~ 
t j 

yon Ka., - daher ins Innere yon K~. f~llt. 
q 

I 
Liegt aber -- auf der zu Ka. geh6rigen Begrenzung, was involvir~, 

Yo 
dass die Periode ao, al,  . . . ,  a, nur aus den Zahlen 2 , 2  + 2i und den asso- 

q, aueh fiir geniigend grosses eiirten zusammengese*zt ist, so kann k (") = ~ ;  

n auf die Begrenzung yon _ha. oder in die :Nachbar-Kreisgebiete, also in 
q' 

KI• K_I• fallen. - wiirde dann entweder in die Zweieeke Z~:Fi , Z_~  i 
�9 q 

oder auf deren gegen den Nullpunkt  zu liegenden Begrenzungsbogen fallen. 

Aus den unter a) und b) angestellten Betrachtungen ergiebt sieh, dass 

q" ~t' fiir geniigend grosses n aus - - ~ -  nut  dann eine yon null verschiedene 
q q 

complexe ganze Zahl t resul~iren kann, wenn sowohl - - ,  als a u c h - - - -  ins 
q q 

Innere des ngmliehen Zweieeks Z fallen. 

Wenn  wir noch die analogen Betrachtungen im Falle l I .  f i i r -  t~ 
anstellen, so erhalten wir folgendes Ergebniss: 

Im Falle I. kann t---- I - - i ,  ~ I  + i ,  I + i ,  ~ I - - i  resultiren, 

wenn b, und a,, die auf Seite 278 under I. I), 2), 3), 4) angegeb~nen 
Werte  haben; im Falle II .  k a n n - - t ~ - - - - - I ~ i , ~ I  + i ,  I + i , ~ I ~ i  
resultiren, wenn b~ and a, die unter II .  i), 2), 3), 4)angegebenen Werte 
besitzen. Dureh die nach unsern Festsetzungen dann eintretende Ver- 
~nderung der letz~en zwei Te]lnenner des I(ettenbruehs ( 2 5 ) w i r d  aber 
erreieh~, dass aueh in diesen F~llen t, resp. - - t  x den Wert  NUll erh~lt. 

Wir  sehen hiernaeh, dass wir immer, bei genfigend grosser Wahl  yon 
n, annehmen kSnnen, dass t, bezgl. ~ tx nur noch den Wert  null erhalten. 

q" q' ~" g' 
:Nun folgt aus t . . . . .  o, dass - -  und demnaeh b~ = a, sein q q q q 

mass; ebenso folgt im Falle II .  aus - - t l  ~ o, dass b~ = - - a ,  sein muss. 
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I-l_iernach lauten jetzt fiir geniigend grosses n unsere Kettenbriiche 
(3o), bezgl. (3o~): 

Fall I- (30) x 0 -----(b 0 , b l , . . . ,  b~_l, a , ,  xo), 

Fall XI: (3%) x '  o = (bo , bl , . . . ,  b~_~, - - a = ,  - - x o ) .  

Wenn nun z 0 weder auf einem der Bogen Bl~i ,  B_l~i, noch auf einer 
der Geraden x +_y = +_I liegt, so stellt (3 o) bezgl. (3o~)die Entwicklung 

�9 erster Art  yon xo dar, nach Satz I I I . ,  I. Absehnitt, w 4, dessert Vorans- 
setzungen siimmtlich erfiillt werden. 

Da wir dutch Elimination won x o zwischen der won den beiden Gleich- 
ungen (3 o) und (3o~) vorliegenden und der Gleiehung (I9) auf die )~qui- 
valenzbeziehnng zwisehen x o and x o (@leichung 2I) zuri~ckgefi~hrt werden 
mi~ssen, so ist Satz II .  fiir diesen Fall vollst~ndig bewiesen. 

Hieraus schliessen wir fi~r die weitere Betraehtung, dass wenn Xo und 
x o ~quivalent sind, diese GrSssen entweder beide B-oder  G-Entwieklungen 
sein miissen, oder beide nicht. In  der That,  w~re eine der GrSssen, efwa 
x0, keine B- oder G-Entwieklung, so wiirde aus dem bisher Bewiesenen 
folgen, (lass +__ x o ein Rest der Entwicklung erster Art  won x~ sein mi]sste, 

eine B- oder G-Entwicklung ist. was nieht mSglich ist, wenn xo 
Wir  haben hiernaeh die Gleiehungen (3 o) bezgl. (3o~) nnr noch fiir 

den Fall zu untersuchen, wo xo und Xo B- bezgl. G-Entwieklungen sin& 
Wir  kSnnen terrier annehmen, dass beide GrSssen ant den Bogen B~• B_I,~ 
liegen, da wir andernfalls die Betraehtung an die n~chstfolgenden Reste 
x'l bezgl, xl ankni~pfen kSnnen. 

Wir wollen nun den restliehen :Nachweis ffir unsem Satz I f .  auf die 
Gleichung (30) besehr~nken, da ira Falle XI. (3o~)die ganz analogen Uber- 
legungen zam Ziele fiihren. 

Da xo auf einem der Bogen Bl• B~• l i e g t , s o  kSnnen wit dureh 
geniigend grosse Wahl  won n erreichen, dass der erste Teilnenner der Ent .  

wicklung yon 2 = (b ~ , bl,  . . - ,  b~) mit  dem ersfen Teilnenner a'o der Ent- 

wicklung yon X'o iibereiastimmt. 
Um dies zu zeigen, bilden wir: 

! p = p (z0 + t) -- 2" _ P_ = 
q ~(z~ + t) - -  q" q 

- - I  

q"] 
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Da q = T P , , - - 3 q .  und p.  = X o q . ~  O" ist, so folgt" 
q. 

0. 
q = q . ( r X o  - -  - -  r 

undh ie raus ,  d a [ ~ [ < I  i s t (S iehe  S. 249): 

lel > Irl- 

Diese Ungleiehung zeigt, dass [q[ mi~ n tiber alle Orenzen wSchs~. Da 

iesten Zahl bleibt, so sehen wir, dass der Punk~ -P mit waehsendem n, so 
q 

nahe an den .Punkt xo heranriickt, wie wir wollen. Wir  kSnnen es also er- 

reichen, dass b o = a 0 wird. * 
Nehmen wir n entsprechend gross gew~hlt an, so lautet die G1eichung 

(30) in unserm Falle" 

x ;  - - -  (a'o , b, , b~ , . . .  , b . _ l ,  a , ,  xo) ,  

wo Xo auf einem der Bogen .Bl+_i, B_~+_i liegt; oder 

x~ ~-~ (a . ,  Xo) einffihren: 

x ; =  bl, b,, . . . ,  br_ , 

wenn wir noch 

wo x, nun auf einer der Geraden x + y - =  __+ I liege. 
Zum Beweise, dass diese Gleichung die Entwicklung erster Art  yon 

Xo darstellt, zerlegen wir sie in die Ket te  yon Gleichungen: 

t r I b l  I I 
Xo ~ ao ~ , Y l  = y~ , �9 . .  , Yr- -1  b r - 1  x n "  

I 
Da x, auf eine der Geraden x _4-_ y = + r fSllt, so f/flit - - - -  ins Innere 

Xn 

des Quadrates o,  folglich gehSrt Y~-I zweifellos dem I~aume R an, wenn 
b,,_1=4= I •  +__i ist. Ist  aber b~_ 1 etwa ~ I + i ,  so gehSrt b ~ = a ,  

nicht den Typen (2), ( I - - i ) ,  ( - - 2 i )  an, folglieh l i e g t - - s  nieht in dem 
g~n 

0 yon B_I_~ und Seite - - i , - - i  begrenzten Teile des Quadrais o und daher 
geh6rt Yr-i aueh in diesem Falle dem /~aume R an. 
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Da x~ und y,_~ dem Raume R angehSren, so folgt nach Satz I I .  a), 

I.  Absehnitt  w 4, dass auch y,._:, . . . ,  Y2, Y~ dem Raume R angehSren. 

Hieraus folgt, dass i i . . .  i ins Innere oder auf die Seiten y~ ' y~ ' ~ y~_~ 

des Quadrates o fallen. 
I i I 

Da ~0'---- a0'----y, ~ ao z i '  so haben wir: 

! 

y l = X l ~  

daher: 
I I 

t b 1 ~ a i ~  -7 

und folglich- 

I I , 
, - -  _ ~  a l ~ b  = g ,  - - - -  J_ 

~ Y2 

wo g eine complexe dureh I -F i teitbare ganze Zahl bedeutet. Diese Zaht 

g kann nur nu l l  sein. In  der That, da  i ,  und L dem Quadrate o an- 

geh6ren, so kann g nur entweder o oder eine der Zahlen I •  --  I • i sein. 

Da aber -7I auf einer Seiie des Quadrates o liegt, so kann g nur dann einen 
X~ 

I I 
der letzten vier Wer the  erhalten, wenn -7 und auf derselben Seite des 

Qnadrats o liegen. Angenommen ~ und - - !  l~gen auf Seite i ,  + i, so 

w~re .q null oder I -4-?~; wenn nun g---- I -]-i  w~re, so h~itte man x~ auf 

B ~ _ i , x ~ u f x + Y ~ - - - ~ , a l s o a ' ~ =  ~ - - i u n d a i : k ( I - - i ) , a ~ = - - I  + i .  
Ferner a ; - - b ~  = ]~(I - - i ) - - b ~  ~- ~ + i, daher b~ = k(I - - i ) - - ( i  -~ i) zu 
den Typen ( - -  2), ( - - I  - - i ) ,  ( ~  zi) gehSrig, was nicht  mSglich ist, well 

(no, b,) ---- (--7 I 4" i ,  b~) das Folgegesetz (B) erfilllen. Es kann demnach g 

aur  null sein. Kieraus folgt b 1 ~ a;, y~ ----- x~. Das gleiche Resultat ergiebt 
, I I 

sieh, wenn -7 und - - - -  auf einer andern Seite des Quadrats o angenom- 
x~ y~ 

m e n  w e r d e n .  

I n  analoger Weise weiter schliessend, ergiebt sich: 

' ' b r  1 ~ - ~ a t  ' b ~ - - ~ a 2 ,  b s ~ - - - a 3 ,  - - - ,  - r - - l ,  X . ~ - - - a ; r  
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und daher ist die Entwieklung (b0, b~, . . . ,  b~_~x,) identiseh mit  (ao, a;, . . . ,  
a t  t~ ,._xx~). I-Iiermit ist nun unser Satz I I .  vollst~ndig bewiesen, 

Urn. die im Anfang dieses Paragraphen aus den S~tzen I. und II .  
gezogene Folgerung IV.  noch pr~gnanter ausspreehen zu kSnnen, wollen 
wit noch eine Bezeiehnung einfiihren. 

Wenn  (XoYo), ( x l y ~ ) , . . . ,  (x~y,) die Wurzelpaare sind, welehe eine 
Periode redueirter Formen der Determinante D constituiren, so wollen wit 
die den Paaren ( - -  Xo, - -  Yo), ( - -  x~, - -  y,), . . . ,  ( - -  x,,, - -  Yn) entspreehende 
Formenperiode ~ls die zu der ersteren aquivalente Periode bezeiehnen 
Dann k6nnen wir sagen: 

Reducirte Formen gleicher Determinante sind dann und nut dann voll- 
st~indig ~iquivalent, wenn sie derselben Formenperiode oder dquivalenten For- 
menperioden angeh6ren. 

Mit diesem Satze ist das in der Einlei tung des I I  t~ Abschnittes be- 
zeiehnete erste Problem gelSst. 

Sind :irgend zwei Formen, gleicher Determinante, f u n d  f '  gegeben, 
so haben wir die ersten Wurzeln der Formen: 

welche mit:  

(:)i (0)i 
f f f und f ' ,  

I I I 

X 0 X (l~ X (~) X' 

bezeichnet werden mSgen, in Kettenbriiche erster Art  zu entwickeln .  Fiihrt  
eine der En.twicklungen yon xo, x (1) , x (~) auf die gleiche oder iiquivalente 
Formenperiode , wie die En twickhng  yon x', so sind die Formen f u n d  f '  
im gewShnlichen Sinne 5quivalent. 

w 5. E r l e d i g u n g  des zwei ten  Problems .  

Es seien f u n d  f '  zwei im gewShnlichen Sinne ~tquivalente Formen, (i 
so class also eine der Formen f ,  f , f , die wir mit  f~ be- 

zeichnen wollen, der Form f '  vollsti~ndig ~tquivalent ist. Durch das Re- 
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ductions-Verfahren warden wir auf zwei entweder gleiche oder 5qui-valente 
Perioden yon reducirten Formen geftihrt. Is t  fo eine Form der einen 
Periode, so giebt es in der andern Periode jedenfalls eine Form fo derart, 
dass eine der beiden Gleiehnngen: 

g = f ;  
, / + i  o )  

zutrifft. Sind nun S und S'  die Substitutionen, welche f~ bezgl, f '  in die 
ihnen 5quivalenten redueirten Formen fo bezgl, fo fiberfilhren, so ist 
entweder: 

oder: 

f ~ S =  f ' S ' ,  

o) 
f~8 = f ' s '  

�9 + i  ' 

und folglieh: f iSS ' - I  = f '  

und folglieh: f~S( -~ i o \ S '  1 
o ~ i )  - 

f , .  \ 

Das Reduetionsverfahren liefert uns also eine bestimmte Substitution, 
dutch welehe die Form f in die Form f '  i]bergeht. Dutch Zusammen- 
setzung dieser Substitution mit allen denjenigen Substitutionen, welche [ 
in sich selbst transformiren, erh~lt man dann alle Substitutionen, welehe 
f in f '  iiberfi~hren. Die Substitutionen, welehe, f in sich transformiren, 
kan~ man  bekanntlich aufstellen, wenn man alle Substitutionen ermittelt 
hat, welche eine zu f gquivalente reducirte Form fo in rich iiber~iihren. 
Es bleibt also die Aufg~be zu lOsen, alle Substitutionen zu finden, die eine 
gegebene reducirte Form fo in rich transformiren, und diese Aufgabe ist 
gleiehbedeutend mit der andern, alle vollstiindigen Xquivalenzbeziehungen 

( 3 i )  ~ _ ,  

zu ermitteln, wenn xo die erste Wurzel der Form fo bezeiehnet. Diese 
Beziehungen lie~ert uns die Xettenbrueh-Entwieklung I ter Art  yon x0, denn 
riehten wir die unendlieh vielen aus ihr gebildeten Kettenbri~ehe: 

/ 

(3 2) Xo ---- (ao, a l , . . . ,  a, ,  Xo) ----- (ao, • I , ' ' ' ,  an, ao, a l , . . . ,  an, ZO) - - - ' ' "  

_ p ~ o  - -  p ~ - ,  ( i  ----- n ,  2 n ,  3 n ,  . . . )  

~eta mathematica. 25. Impr im4 le 30 aofit 1902. 37 
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ein, so erhalten wir unendlich viele Gleiehungen der verlang~en AI~. 

Nehmen wir zu den so gefundenen Subs~i~ufionen: (Pi Pi-1) noch alle 
% 

\ q~ ffi-1/ 

- - P i  - -P~- l )  hinzu, haben wir alle Substifu~ionen, 
% 

Substitutionen - -  g~ - -  q~-l/ SO 

welche f0 in sieh iiberfi'thren, da naeh Satz II .  im vorigen Paragraphen, 
sieh jede vollstJndige J~quivalenzbeziehung (3 I) dureh Einriehtung des 
Kettenbruches (32) erg'eben muss. 

Ga~z analog, wie im reellen Gebiete, correspondiren den Substitu- 
tionen, welehe fo in sieh iiberfiihren, die LJsungen t, u der Pellsehen 
Gleiehung t ~ - - D u ~ =  a 2, we D = b 2 ~ a c  die Determinante der Form, 
und a den Teller der Form, d. h. eine der vier assoeiirten Zahlen be- 
deu~et,~o welehe den gr6ssten gemeinsamen Divisor der eomplexen ~qnzen 
Zahlen a,  2b , c eharakterisiren. 

Basel im ~uli I899. 
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