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SUR LA GI~NI~RATION DE SYSTI~MES RI~CURRENTS 

AU MOYEN D'UNE I~QUATION LINI~AIRE DIFFI~RENTIELLE 

PAR 

S. P I N C H E R L E  
~ / B O L O G N E .  

Le pr6sent mgmoire a pour objet principal la d6termination du d6- 
veloppement d'une fonction donn6e en s6rie ordonnge suivant les fonctions 
d'un systgme r6current dont on connait l'6chelle de relation; mais pour 
arriver ~ ce r6sultat, je dois toucher ~ plusieurs autres questions, dont 
j'essaie de donner une idde duns te rdsum6 qui suit. 

Supposons donnde une 6quation lin6aire rdcurrente entre p + I 
quantitds qui ddpendent d'un indiee n; les coefficients de cette 6quation 
soient des polyn6mes entiers en n, du degr6 m. Une solution quelconque 
de cette 6quation aura pour fonction g6n6ratrice (au sens de LArLACE) 
une int6grale d'une 6quation diff6rentielle lin6aire d'ordre m, dont le 
second membre sera, en g6n6ral, un polyn6me entier contenant m con- 
stantes arbitraires. A chaque d~termination de ces constantes correspond 
une solution particuli6re de l'$quation r6currente. En particulier, il 
existe une d6termination sp6ciale des constantes, pour laquelle le syst6m e 

8 I t * 
r6current udmet une serle g6n6ratrice convergente duns un cercle qui est 
le plus grand possible: j 'appelle ee systSme l'int~grale distinguee de l'dqua- 
tion r6currente, et par une m6thode fond6e sur la transformation que 
j'appelle de H~.I~v., je d6termine cette int6grale distingu6e. A c6t6 de 
l'6quation rdcurrente donn6e il s'en prdsente une seconde que j'appelle 
inverse de la premi6re, et dont les int6grales ont, avee celles de l'dqua- 

A~ta math6mativa. 16. I m p r l m 6  le 5 octobre 1892. 
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tion donn~e, des relations remarquables. Supposons maintenant que, dans 
les coefficients de l'~quation r~currente, il entre un param6tre x au 
premier degr~; les int~grales de cette ~quation, ainsi que celles de son 
inverse, seront des fonctions de ce param~tre, et l'on demande s'il est 
possible, en gdn6ral, de d~velopper une fonction analytique donn('e en 
s~rie ordonn~e selon les fonctions de ce syst6me. On peut r~pondre 
affirmativement k cette demande; de plus, on arrive ais6ment ~. former 
les coefficients du d~veloppement en question et ~ en donner les conditions 
de convergence, au moyen de l'int(igrale distinguee de l'~quation inverse. 

Je me permets d'insister sur l'importance que me semble presenter 
le concept d'int~grale distinguee d'une ~quation lin~aire aux differences. 
Ce concept n'est autre, en effet, que la g~n~ralisation de celui de la 
fraction continue; car si l'on consid~re l'~quation r~currente du second 
ordre 

P.+I ~ a~+ip. + b.+lp,_l, 

et s ip ' . ,  p'.' sont les deux int~grales partieuli~res distinctes pour lesquelles 

P0 = I, p~ = al, p;' = o, p'~' = I, 

l'int~grale g~n~rale a la forme 

t 

T = ~ p . +  - .  / tp. ,  

or, si ron d~termine ~ et p e n  sorte que la s~rie ]~p.x" converge dans 
le cercle le plus grand possible, p. est l'intdgrale distingude de l'dquation 
r~currente, et en m~me temps le rapport ~ p:2  des constantes corres- 
pondantes est pr6cis~ment lu valeur de la fraction continue dont la r~duite 

p 

n ~" est-P-~,. Le d~veloppement que j'obtiens dans ee m&noire peut done P. 
~tre regard~ eomme la gSn(iralisation du ddveloppement d'une fonction 
donnde en s6rie ordonn~e suivant les d~nominateurs des r~duites d'une 
fraction continue alg~brique donn~e; d~veloppement qu'a donnd HE~g, x 
sans toutefois en faire connaitre les conditions de convergence. 

Pour l'historique de la question que je traite dans ce travail, je 
dois ajouter que e'est M. Po~-cA~]~ qui, le premier, a reeonnu les diffd- 

Handbuch der Kugelfunetionen, Zweite Auilage~ Bd. r, p. ~93. 
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rentes mani6res d'aller k l'infini des int6grales d'une 6quation aux diff6- 
fences dont les coefficients sont des polynbmes en n, 2 et c'est son travail 
qui m'a sugg6r6 l'id6e d'entreprendre la recherche de l'int6grale distingu6e, 
que cet auteur dolt sans doute avoir entrevue. 

~ q u a t i o n  l in~aire  a u x  d i f fdrences  f ln ies .  

I. Je prends comme point de d6part une 6quation diff6rentielle 
lin6aire d'ordre m, k coefficients polyn6mes et de la forme: 

~dkU t"/~(t), (I) ~ ((to.~t r "t- al.~ t ~'~ + . . .  + a~k) t ~ - -  
k = 0  

oh r et # sont des hombres critters positifs et oh /~(t) est un polynbme 
entier de degr6 r - - i .  Pour abr6ger, j 'indiquerai par A l'op6ration 
ex6cut6e sur U dans le premier membre, en sorte que l'dquation (i) 
pourra s'6crire 

AV=t"R(t). 
Je suppose les coefficients a0,~ et a~.,~ essentiellement diff6rents de z6ro. 

En m6me temps, je consid~re l'6quation aux diff6rences finies ou 
6quation r6currente d'ordre r 

(2) a~(n)p,+~ + a~_l(n)p,+~_ 1 + . . .  + ao(n)p,, ---- o, 

oh l'on a pos6 

ah(•) = ah.m(n + ~')m + ah.m--l( n + h)m--i + "* �9 + ah.l(n + h)l + ah.O' 

avec 
h ~ o ,  1 , 2 , 3 , . . . , r ~  

et 
, ( n  - -  2 ) . . ,  (. - -  k + i) ,  

et j'appelle l'6quation (I) ~quation g~ngratrice de l'6quation (2). 

Sur les dquations lindaires aux diffdrentielles etc. American Journal of 
Mathematics~ Vol. 79 P. 46. 
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2. En donnant des valeurs arbitraires ~ r cons6cutives den quantit6s 
p,, par exemple k 

P, ,  P~+I , - . . ,  P~+~-~, 

on ddtermine, au moyen de l'dquation (2), le syst6me de ees quantit6s 
depuis p,+~ jusqu's l'infini, en supposant, comme nous le ferons d6sormais, 
que l'dquation 

(3) a,(n) -----o 

n'ait pas de racines enti6res. Chaque syst~me rdcurrentp,  ainsi ddtcrmin6 
sera une int6grale partieuli6re de l'6quation (2), et au moyen de r int6- 
grales particuli6res 

Pl . ,  , P2.,, , �9 �9 �9 , P~,  

telles que le ddterminant 

~, +-- Pt.zP2t,+~ . �9 �9 V~.:,+~-i 

soit diff6rent de z6ro, route autre int6grale pourra s'exprimer 
formule 

p ,  = ,,1,p,,, + ).~p~, + . . .  + L P ~ , ,  

par la 

oh lea quantitds ) , 1 , 2 ~ , . . . ,  ;t, sont ind6pendantes de l'indice n. 

3. Indiquons par U la s6rie 
0o 

uU) = X; v . t -  
~q=pt 

et par U',  U",  . . . ,  U ("), . . .  sea d6riv6es. Selon une locution tr6s employ6e 
jadis en analyse, notamment par LAPLACE, cette s6rie pourra s'appeler 
la fonction gdndratrice du syst~me p,. 

En multipliant le polyn6me ah(n) par  p.+:,t "+h et en sommant depuis 
n - - #  jusqu'k l'infini, on obtient l'expression 

a t ~ - I U  (=-1) + . . .  + ah0 U ah.mt'~ U('~) + h.m-1 

--{ah(la--h)p~ + ah(la--li + i)p~,+,t + . . .  + a~(p-- ,)p~,+h_,#-'][ t'. 

Si done on multiplie l'dquation (2) par t "+~, et si l'on somme ensuite 
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depuis l'ndice # jusq!4'~ ~'infini, on obtient r ,app]~iqB,~0tl !'expre~i~n 
pr~c6dente et en ordonnant convenablement: 

fr$ 

(4) ~Xo(.O.,t ~ + a J  -~ + . . .  + a~.,)t~v '~' 

= t. X t~-~[.~(it - -  7~)p~ + .~+~(it - -  h)p.+, + . . .  + .~(it - -  h)p.~_,,] .  
h = l  

Nous obtenons ainsi une 6quation de la forme (I), ce qui justifie le nom 
que nous lui avons donn6 de g6n6ratrice de l'6quation (2), puisque route 
int6grale de r6quation (2) a pour fonction g6n6ratrice une int6grale de 
(i); et l'on voit que, r6ciproquement, toute int6grale de cette derni6re 
6quation d6veloppable en s6rie de puissances de t, est la fonction g6n6ra- 
trice d'une int6grale de (2). 

Le second membre de l'6quation (4) d6pend lin6airement des in- 
d6termin6es p~, pz+,, . . . ,  P,+r-1; son degr6 d'indfitermination est donc le 
m6me que celui du syst~me p,. On peut d'ailleurs voir ql~e si l'on se 
donne le second membre de l'6quation (I) sous la forme 

R(t) = bit ,-1. + b,r-'  + . . .  + b, 

et que l'on identifie cette 6quation a v e c l a  (4), on a 

(5) bn = an(It - -  h)p t, + a n + , ( # - -  h)pt,+~ + . . .  + a.(It - -  h)p~,+._h, 
( h =  1,2, 3~. . . , r)  

d'oh l'on peut d6duire sans ambiguit6 les valeurs de &,p ,+~ , . . . ,  pz+._a. 
En effet, le d6terminant du syst6me (5) n'est autre que 

~,.(~-- ~)a.(~-- ~)... ~ . ( u - -  ~), 

lequel n'est pas nul, d'apr6s l'hyp0th6se que l'6quation (3 )n ' a  pas de 
racines enti~res. 

. 

(6) A U----- o 

dont les points singuliers sont, outre t ~ o 
l'6quation 

(7) 

Consid6rons maintenant l'6quation lin6aire sans second membre 

et t ~ oo,  les raeines de 

ao.mV +.a~.,~t ~-~ +a2 . i , t  "-~ + . . .  + a,.,, ----- o, 
AeC, a ~tfJ~m~t~:va. 16. I m p r i m 6  le 14 octobre 189~. 44 
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racines que j 'indiquerai par a~, a ~ , . . . ,  a,, en supposant 

[a~l < 1 % [  ~ [a31.. .  < [a~[ �9 

L'6quation d6terminante de (6) par rapport au point singulier t = o ego 

a~(p - -  r) -~- O; 

or, cette 6quation n'ayant pas de racines enti6res, il s'ensuit que l '6qua- 
tion sans second membre (6) n'admet pas d'int6grale d6veloppable en 
s6rie de puissances enti6res de la variable dans un domaine du point 
t---- o. Par cons6quent, l'6quation k second membre ([) aura une seule 
int6grale particuli6re d~veloppable en une s6rie de cette forme 

dans le domaine du point t-----o, dont le rayon de convergence sera 
run  des modules [a~l , [ % [ , . . . , l a ~ [ ,  et en g6n6ral Is plus petit. On 
a donc, suivant une notation souvent employde: 

et mgme 

I 

lim p_.+l = i - - 7  
~t=oo ~)n a i  

oh l'on doit supposer en g6n6ral i = x. I1 peut cependant se faire que 
par un choix convenable des arbitraires p~, P1~+1,.", P,+r-I (ou par un 
choix convenable de R(t ) ,  ce qui revient au m~me)on  puisse avoir 
i >  I et mdme i----r.  Lorsque ce dernier cas se pr6sente, la s6rie 
~,pnt" est convergente clans le cercle le plus grand possible et je dis 
alors que le systdme pn correspondant est l'intdgrale distinguee de l'dqua- 
tion (2). Nous verrons bient6t comment on peut ddmontrer l'existence 
de cette intdgrale et la d6terminer. 

Z a  t~uvnsforma~m de H e i n e .  

5. Avant  d'aller plus loin, il nous faut 6tudier une op6ration 
fonctionnelle sous forme d'intSgrale d6finie, qui nous sera tr4s utile par 
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la suite. Soit f(t) une fonetion analytique, apte ~ l ' in~gration le long 
d'une ligne c. Je dis que l'on op~re sur cette fonction la transformation 
de HEINE 1 lorsqu'on en d~duit une nouvelle fonction ~(u) par la position 

_ f (8) ~ ( u )  - j r -  
(r 

En indiquant par H l'op~ration ainsi ex~eut~e sur f(t), l'~galit~ pr~e& 
dente pourra donc s'~crire 

F(u) = H(f(t)); 

cette op4ration est ~videmment distributive. 

6. Prenons comme chemin c une ligne qui venant de l'infini dans 
une certaine direction, y retourne dans le mdme > 
direction, eomme dans la figure ci-eontre, et suppo- ~ 
sons que la fonetion f(t)soit infinie d'un ordre �9 
fini p (positif, nul ou ndgatif) pour t = cxv, en sorte que l'on puisse 
d6terminer un nombre entier et positif # tel que l'on ait 

p --# --" - - r - - e )  

oh r e s t  un entier donn~ positif et x une quantit4 positive. 

a(r(t)  
t-V-~ 

L'expre~sion 

est alors ~videmment eonvergente. 

que 

7- On a, en posant 

f (  ~ i )( ~ , ( u ) =  t t - - , ,  t t' . . . .  - -  
(c) 

-~ )dr, 

1 A cause de l'usage qu'eu a fait ce gdom~tre dans le eas oh f ( t )  est l'int~grale 
d'uno dquation lindaire du deuxi~me ordre. (V. Handbuch der Igugelfunctionen, Bd. I ,  
p; 389 et J o u r n a l  de Cre l l% t. 6 0 :  Uber die Lamd'schen Functionen verschiedener 
Ordnungen.) 
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d'oh, en d6rivant par rapport ~ u et en ilit~grant par parties, en remar- 
quant de plus clue la partie aux limites est nulle, il vient: 

o , , _ ~ ( f ' ( t ) ' ~  ~,'(~,) = w z . k ~ ) ,  

et en appliquant de nouveau la d6rivation par rapport k u et l'int~gra- 
tion par parties, on trouve quel que soit k: 

(9) ~")(---~) = ,,~_, / / ( - ~ - ) "  

8. Soit maintenant l'int6grale 

H(f('){t)bh§ --'-- ] -~(t : - ~  
(c) 

qui est aussi convergente, d'apr~s le choix de /~, pour h < r .  Elle peut 
s'6crire identiquement 

.] t~- ' " - -  
(O (c) 

Cette derni~re int6grale n'est autre, d'apr~s la formule (9), que 

quant ~ la premiere, c'est une fonction rationnelle et enti~re de u, du 
degr6 h -  x, dont les coefficients sont les int~grales, toutes convergentes 

f fc')(t)bg+'-,'dt. 
(r 

(g--0j 1,2~,.., h--l) 

En int~grant k lois successives par parties et en remarquant ~ chaque 
lois que la partie aux limites est nulle d'apr~s le choix de p,  on a 

ff("CO~+'Z~dt= (-- ~)'(a + k--p), f f(t)t'-~dt, 
(c) (c) 
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d'oh il r~sulte enfin 
h--1 

(~o) H(fk)(t)t  ~+~-') : F(~)(u)u h+.-€ + E ( # - -  ~ --g)~u~-g-' f f( t) t~-"dt.  
g=O (c) 

Cette formule nouw exprime les propri6t6s fondamentales de l'op6ration H. 

Applications de la transfo~,mation de Heine.  

9- Reprenons l'~quation homog~ne (6), et supposons que a~ soit une 
racine simple de l'6quation (7), en sorte que l'~quation d6terminante 
relative au point a~ n'aura qu'une racine non enti~re. D'aprSs la th~orie 
bien connue de M. FucHs, on n'aura alors qu'une intSgrale particuli~re 
qui, apr~s  une rotation autour du point a~, se reproduit multipli6e par 
une constante diff~rente de l'unit6; soit U~ cette int6grale que l'on dira 
correspondante au point a~. 

D6crivons maintenant la ligne c indiqu~e au w 5 en sorte que partant 
de l'infini dans la direction du rayon qui joint l'origine au point a~, elle 
d6erive un contour qui embrasse le point a~ et revienne ensuite k l'infini 
suivant la m~me direction, sans contenir aucun autre point singulier de 
l'~quation (6); soit c~ la ligne ainsi parcourue. Les int~grales de l'~qua- 
tion (6) sont toutes, pour t = cxo, infinies d'un ordre n6eessairement fini; 
en effet, l'~quation d6terminante relative au point t----cxo est 

ao.,,,p (p - -  I ) . . . ( p - -m . - k  I)+ao. , , ,_lp(p--  I ) . . . ( p - - m  n u 2 ) + . . .  nu a0o = o, 

et ron a suppos6 a0.~ essentiellement diff6rent de z~ro. 
Soit done p, l'ordre d'infini de l'int~grale U~ pour t = cxo; nous 

pourrons appliquer ~ cette int6grale divis~e par t ~ la transformation de 
HEINZ, pourvu que nous prenions l'entier # assez grand pour que l'on ait 

, 6tant une quantit6 positive; cherchons done quel est le r6sultat de cette 
op6ration en prenant pour chemin d'int6gration la ligne c, que nous venons 
de d6finir, l~ous poserons pour cela: 

f u,(t)gt ( , , )  = , ,  

(c~) 
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Or, comme l'op6ration H est distributive, en appliquant cette op6ration 
(6), divisde prdalablement par t z, on a 

.~.#._,..~r(,,+.-, y,(.,)= o 
k==O 

qui, par l'application des formules (9) et (Io), devient 

(,:) A_~,,)_ _ ~ ~ ~:'~,._...(~--i--.),,,~-.-'f<,'-'dt; 
/~=0 h~O i t=O (r 

c'est 1~ une 6quation de la forme (i) dont ~,(u), donn6e par la formule 
(i I), est une int6grale. 

Io. Les intdgrales d~finies qui figurent au paragraphe prdc6dent 
sont toutes convergentes, d'apr& le choix de /t. Posons: 

03) p~_, --- f u, t ' -~- 'dt;  '~=',~,' ...... ) 
(e,) 

les coefficients des puissances de u dans le second membre de l'dquation 
(i2) seront des fonctions lin6aires des quantit6s P,~-I, P , - : ,  . . . ,  P,-r, et 
1'on volt facilement en ordonnant le second membre de (x 2) suivant les 
puissances de u, que cette 6quation prend la forme: 

( '4)  Af , (u )  
r 

--~ - -  u ~ Z U~-h{ao(ft  - -  h)p,,_h .-1- a , ( t t - -  h)p~,_~,+l " 4 - . . . - ~  a h - l ( l u - -  h)Pt , - , }  �9 
h = l  

I I. L'expression (I I) est d6veloppable en Unc s6ric de puissances 
enti6res et positives de u, pour toutes les valeurs de u dont le module 
est inf6rieur au module minimum de t le long du chemin d'int6gration. 
Mais comme ce chemin est aussi rapproch6 de a, qu'on le veut, on peut 
dire que le d6veloppemcnt en s6rie de ~,(u) converge dans un cercle de 
centre u = o e t  dont le rayon diff6re de l a, I d'aussi peu qu'on le veut. 
Nous indiquons cc fait par la notation 

I 

pn ~ i ; , {" 

quand on pose 

('s) ~,( .)  = ~; p . r  
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Or, on a 

(,6) p. 

ce syst6me p. ob6it donc k la relation r6currente (2), d'oh il  r6sulte (w 4) 
que le cercle de convergence de (15)es t  pr6cis6ment [a,[. 

Tandis que l'on d6finit ainsi p. au moyen de la formule (I6), pour 
les valeurs de l'indice depuis n -----/t jusqu'k l'infini, la formule (13) d6- 
finit encore p. pour les valeurs de l'indice depuis / ~ -  r jusqu'k / ~ -  1. 
Mais si l 'on substitue dans l'6quation (I2) la s6rie de puissances ( I5 )qu i  
repr6sente 9~,(u), il r6sulte du calcul d6velopp6 au w 3 que le second 
membre de l'6quation diffdrentielle (I2) est de la forme (v. 6% (4)) 

r 

UZh~=lU~--h[ah( # - -  h)pz + ah+~(#-- h)p~+~ + . . .  + a ~ ( p -  h)pz+~_h]. 

Cette forme devant dtre identique avec le second membre de l'6quation 
(I4) ,  on obtient, en identifiant les coefficients: 

ao(/~--h)pv_h + a~(t~- h)p~_h+, + . . .  + ah_~(~--h)p~_~ 

+ ah(,u-  h)p, + . . .  + a , ( p -  h)p,+,_h ---- o; ( h = 1 , 2 , 3  . . . . . .  , 

c'est lk l'6quation r6currente (2), qui st trouve done v6rifi6e non seule- 
ment pour les valeurs de l'indice depuis n = /~  jusqu'k n = ~ ,  mais 
encore pour les valeurs depuis n-----l~ ~ r jusqu'k n = / ~ - - i .  L'intd- 
grale p. de l'6quation (2) est donc parfaitement d6termin6e par les r 

valeurs (I 3). 

I2. La m6thode indiqu6e dans ce qui pr6c6de nous permet de d6- 
terminer r int6grales de l'6quation (2), en donnant k l'indiee i les valeurs 
i ,  2 , . . . ,  r. Si les modules des racines ai sont tous diff6rents, chacune 
des r s6ries F~ aura un cercle de convergence diff6rent, et en posant 

oh les constantes L,  ~ ;+1 , . . . ,  ~r (pour lesquelles on peut faire abstrac- 
tion d'un multiplicateur commun) donnent une vari6t6 cx3 r-~, la s6rie r 
converge dans le cercle de rayon l a~l. Les coefficients P.  du d6veloppe- 
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ment de r en sdrie nous donnent done une intdgrale de l'6quation (2) 
telle que 

I 

et nous venons de voir que les intdgrales de l'6quation (2) qui vdrifient 
cette condition (I7) constituent une vari6t6 c~ r--'. Le m&ne raisonne- 
ment montre donc qu'il n'y a en gdndral, (c'eat-k-dire loraqu'il n'y a 
qu'une racine simple de l'6quation (7) dont le module ait la vtdeur maxima 
larl) qu'une seulc int6grale de l'6quation (2) telle que 

I 

( '7 ' )  P" '-'-" V ~  ~" ; 

c'est 1~ l'intdgrale distingude, que nous reprdsenterona par $ . ;  la foncfion 
g6n6ratrice est 

( I I ' )  

et l'on a 

~ P ~ , . ( t )d t  

( I 6 ' )  ~. = f u d t ) t - " - ' d t .  , .o , , - , , , , - .+]  . . . . . .  ) 
(e,) 

La convergence de ees int6grales r~sulte de la faqon dont on a choisi 
l'exposant ft. 

I3. Lorsque la racine non enti@e de l'6quation d6terminante relative 
au point a, a aa partie r6elle plus grande que - - i ,  il eat clair qu'on 
peut substituer ~ l'int6gr~le d6finie prise le long du chemin G, l'int6grale, 
qui n'en diff5re que par un facteur, prise de a, ~ l'infini selon le prolonge- 
ment du rayon qui joint l'origine au point ai. Dana ce cas, lea formules 
( I I )  et (I6) peuvent &re remplacfes respectivement par 

t ~  

/ I  u , ( t ) d t  
~, , (u)  - -  u" ~ - ,  

J t ~ ( t  - -  u) 

et 
0o 

p. = f u,(t)t-"-'dt. 
a l  
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Z'~quation ~'~cu~'~'ente i n v e r s e .  

I4. Changeons dans l'4quation aux differences (2), le polynbme 
ah(n) en ah(n~h)  et P,+h en q~-h; nous obtenons ainsi une nouvelle 
dquation aux differences: 

(I8) a,(n--r)q ,_r+a,_~(n--r+ i)q,_~+~+...+a~(n-- I)q~_t+ao(n)q, = o .  

Nous dirons que cette ~quation est l'inverse de l'~quation (2). Si l'on 
rdp~te sur l'~quatlon (i8) l'opdration qui a servi ~ passer de (2) s (I8), 
on trouve l'~quation inverse de (I8); or le calcul, fort simple, montre 
imm~diatement que  cette nouvelle ~quation ne diff~re aucunement de 
l'~quation (2), sauf le changement de l'indice n e n  n W r. 

15. . I1 est facile de former l'~quation diff~rentielle g~n~ratrice de 
l'dquation (I 8). A cet effet, mettons-la sous la m~me forme que l'~quation 
(2), c'est'~-dire changeons n e n  n - t - r :  il vient ainsi 

h~0 (a~_,,.~(n + r)~ -{- a~_h.~_, (n + r),,_l -{-... -k a~_h.l(n + r)l -~ a~--h.o)~n+h = O; 

mais on peut poser 

a~_h.~(n -{- r)~ + ar_h.,~-i (n -~ r)~_, + . . .  ~-a,_h.o 

= + h),, + + h),,_, + . . .  + a,_ho, 

oh les coefficients a,.--h.k se calculent tr6s ais6ment au moyen d'une for- 
mule bien connue, tout-~-fait analogue ~ celle "de TAYLOR et applicable 

�9 a t  aux fonctions entmres ordonn6es suivant les factorielles (n + r)k. II ,  
importe de  remarquer que 

et 
ah. m ah. m ~ (h=Ojl~2,...,r) 

ao. k ----- ao. k. (k=O,l,~,..,.m) 

L'~quation (I8) qui s'~crit maintenant 

~(a,_h.,~(n + h)~ ~- a~_h.~_~(n + h)~_~ + . . .  -{- ar--h.0)qn+h ----- O 
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a la mgme forme que l '6quation (~), et on peut done imm6diatement 
en d6duire l '6quation diffdrentielle g6n6ratrice, comme on l 'a vu au w I. 
Cette 6quation diff6rentielle est 

(I9) (a,.~V -1- a,_~.,V -~ "4 - . . .  -f- a0.r)t -~ -  ~-- t s R ( t )  �9 
k ~ 0  

I6. De la remarque que ak.~ ~ ak., ,  il r6sulte que le coefficient de  

t m V  C"~ dans l '6quation (I9) est 

a..~,F -{- a,_l. . , t  ~-1 + . . .  + ao.m, 

qui, 6ga16 b~ zdro, donne les points singuliers autres que t----o et t = o0 
de cette dquation (r9). Or l 'dquation algdbrique que l 'on obtient ainsi 
n'est autre que la r6eiproque de (7); les points singuliers en question 
sont donc en ordre de modules non ddcroissants: 

I I I 

En outre, de la remarque que a0 ~ = a0.t, il suit que l 'dquation d6- 
terminante de (I9), relative au point t =  o, est pr6cis6ment l 'dquation 
d6terminante de (I) relative au point t ~---axv, tandis que l 'dquation d6- 
terminante de (I9) pour t = cxv ne diff6re de celle de (I) pour t - ---o 
que par le changement5 de p" en p + r.  

17- Pour  les int6grales de l 'dquation r6eurrente (i 8), on a en g6n6ral 

lim ~.+1 _-- at. 

Exceptionnellement, c'est-k-dire pour certaines intdgrales particuli~res, 
il pourra se faire que eette limite air un module moindre et pr6eis6ment 
le module d'une autre des racines de (7). Les paragraphes prdeddents 
nous donnent une m6thode pour d6terminer ces intdgrales, et en partieulier 
l ' int6grale distingu6e, pour laquelle 

lim q~+l ~ cq. 
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Applications. 

xS. Supposona r = I. Alors l'6quation (I) prend la forme 

~(~ . t+b . )r  t,~R(t); 

le rapport de deux coefficients cons6cutifs dans le d6veloppement en s6rie 
de son int6grale est une fonction rationnelle de l'indice n. C'est 1'~ le 
type hyperg6om6trique g6n6ralis6 de M. GOUaSAT. 

I9. Supposona maintenant r : 2. L'6quation aux diff6rences (2) 
prend alors la forme 

(a) ~(~)p.+, + a,(~)p.+, + a0(~)p. = o, 

que nous 6crirons pour abr6ger: 

(b) p.§ : c.+~p.+1 4- c;+2p.. 

D6terminons maintenant deux int6grales de cette 6quation par lea 
conditions 

(C) p~__2 = I ,  

~ - I  ~ O) 

puis consid6rons la fraction continue: 

(d) a = 

p~_l = I) 

! c~ 
p 

C~-t- l 
J 

r -~ r 
c~+~ + . . .  

On voit ais4ment que sa r6duite eat, en g6n6ral, ~ ,  oh p. et p'. sont 

d6termin6es pr6cis6ment par les conditions initialea (c). 
I1 s'agit de rechercher si cette fraction continue est convergente, et 

d'en trouver la valeur. Cette recherche peut se faire comme il suit. 
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a) Je commence par remarquer que toute int6grale de l'6quation (b) 
peut s'~crire 

P,, = ~pn + ~p'n, 

off 2 et tt sont des constantes. On en tire 

ion pn 

et si la limite de Pn:P'n est nulle pour n = cxv, il en r6sultera pr6cis6ment 

/l 
A 

b) D'apr6s cette remarque, on voit que la recherche de la valeur 
de # coincide avec la recherche des valeurs des constantes 2, p, pour les- 
quelles la limite de Pn:P'. est nulle. 

Reprenons pour cela r6quation (i) qui a actuellement la forme 

(e) 
i n  

t kdkU V.R(t), A ~ =  ~ (a,t, + b,t + ~,) ,~t, = 
k=O 

et posons 

. , . t '  + b,.t + ~., = (t - ~)(t - ~), I Z I >  t~ I- 

On voit alors, si U est l'int~grale correspondante au point fl de l'6quation 
AU---- o, c~ue 

f Udt 
~(u) = ~(t-,O ' 

(c) 

est l'int6grale de l'6quation (e) prise sous la forme 

s (a~u" + b,u + c,)u' 
d e Y 
du a 

k=O 

=--uP{a(#-- x)ur + a(/~-- 2)~,,_ 2 + b(l~-- I)~_~} 

off 
f dt 

@) (c) 
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c) Cela pos6, rappelons que l'int6grale 9(u)  est d6veloppable en une 
s6rie de puissances enti6res et positives de u ,  ]~o.u", oh $. est l ' int6grale 
distingu6e de l'6quation (b) puisque U est l'int6grale correspondante au 
point singulier de plus grand module de l'6quation A U----o. On peut poser 

et l'on sait que la limits de ~ . : p "  est nulle pour n =  cxv. On a en 
outre, k cause des (c), 

fva  
@) 

d'oh il suit enfin 

- = 

#---- ~ - 1  j t, ' 
(c) 

f ut-~ dt 
(g) (c, 

a fvt'-,dt' 
(c) 

formule qui transforme une fraction continue dont les 616ments sont des 
fonctions rationnelles de l'indice en un quotient d'int6grales d6finies, et 
qui renferme comme cas particulier le d6veloppement en fraction continue 
que GAuss a' fait connaitre pour le quotient de deux fonctions hyper- 
g6om6triques contigues. 

8yst~mes ~'$currents de fonctions. 

20. Nous avons suppos6 jusqu'ici que les coefficients de l'6quation 
(i) soient des constantes. Regardons maintenant ees m~mes coefficients 
comme d6pendant d'un certain hombre de paramStres x 1 , x 2 , . . . ,  x~ dont 
ils soient des fonctions analytiques. En indiquant par [x] un syst~me 
d6termin6 de valeurs de ces paramdtres, on pourra dire, pour abr6ger le 
langage, que [x] est un point de l'hyperespace S v ~, 2j dimensions d6fini 
par le syst~me des ] param~tres complexes x l ,  x 2 , . . . ,  xj. 

En consid6rant alors l'6quation (7), on voit que ses racines seront 
aussi des fonctions analytiques des param~tres x. Les points Ix] pour 
lesquels deux de ces racines ont mdme module forment un hyperespace 
S' k 2 j - - i  dimensions contenu dans Sv; si l'on p rend  un point [x0] 



358 S. Pincherle. 

de 8~ qui n'appartient pas k 8', pour tout point d'un domaine de [x0] 
suffisamment restreint, on pourra ordonner les racines de (7) scion leur 
module croissant 

d'apr6s les r6sultats des paragraphes pr6c6dents, on a un syst6me 0,9 r-~ 
d'int~grales p. de l'6quation aux differences (2) pour lesquelles 

lim T.-I = a,, 

et en particulier une unique int6grale (int6grale distingu6e)pour laquelle 
cette limite est a,. Pour tous les points du domaine consid6r6e de x0, 
la limite du rapport de cette int6grale distingu6e k une int6grale quel- 
conque de l'6quation (2) est nulle pour n = co; dans le cas particulier 
oh l'6quation r6currente est du deuxi6me ordre, cette int6grale distingu6e 
constitue le syst6me des restes de la fraction continue dont les num6ra- 
teurs et ddnominateurs des r6duites satisfont k la m~me 6quation. Je n'en 
dirai pas davantage sur le eas g6n6ral oh les coefficients de (2) sont des 
fonctions analytiques quelconques des param6tres, et je m'arr6terai plutbt 
l'hypoth6se particuli6re qui suit, et qui est la plus int6ressante, parcequ'elle 
offre la g6n6ralisation des fractions continues alg6briques ordinaires. 

2 I. Dans cette hypoth6se, je supposerai que les coefficients de l'6qua- 
tion (2) d6pendent d'un seul param6tre a: et en outre que ce param6tre 
entre au premier degr6 dans les coefficients, except6 dans a0., e ta , . ,  que 
je regarderai comme inddpendants de x. L'4quation diff6rentielle (i) 
pourra alors s'6crire: 

(20) ~_~[ao~t" + (a,.,--xb,,)t '- '-b...-k-(a._a.,--xb~_,.,)t+a.,]t ~dkU 
�9 . . d t  ~ ~ O ,  

k~O 

et l'6quation (2) deviendra: 

(2 i) a/n)p.+r + ( a r _ , ( n )  - -  xbr_,(n))p.+,_l + . . .  

+ ( a , (n )~  xb~(n))p.+~ -]- ao(n)p. :-- o. 

D'apr6s le w I4, nous savons 6crire l'6quation inverse de l'6quation ( : i ) ;  
en y changeant le param~tre x en z, cette 6quation sera: 
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(22) a. (n- - r )q ._ .  + (a._~(n--r + I ) - - z b r _ , ( n - - r  -~- i))q,_.+l + . . .  

+ ( a l ( n -  1 ) -  z b l ( n -  1))qn_i + ao(n)q,, = o. 

Nous allons 6tudier un syst6me r6current de fonctions d6fini par l'6qua- 
tion (2i). 

Ddveloppement d'une fonetion en sdrie ordonn$e suivant  
les polyn~ones d 'un syst~me ~'dcurrent. 

22. D6terminons une int6grale particuli~re de l'6quation (2 i ) p a r  les 
conditions que P0 soit 6gal k l'unit6 et que pour une valeur n6gative de 
l'indice n les p.  soient nultes: indiquons par P, , (x)ce syst~me particulier. 
L'~quation (2 I) montre que P . (x)  sera un polyn6me entier en x, de degr6 
pr6cis6ment 6gal ~ n. Nous avons ainsi d6fini un syst~me r6current tr~s 
g6n6ral de polynbmes de degr6 6gal k leur indice; c'est le syst~me dont 
l'6chelle de relation (6% 2 I) a ses coefficients lin6aires en x et rationnels en n. 

Je dis maintenant qu'il est possible d'obtenir le d6veloppement d'une 
fonction analytique quelconque de x en s6rie ordonn6e suivant les poly- 
n6mes d'un tel systSme et d'en donner les conditions de convergence; 
nous allons nous occuper de cette question�9 

A cet effet, ~erivons l'~quation (2I) pour routes les valeurs de n 
depuis n ~ - -  r + I jusqu'k l'infini, et multiplions respectivement par q,; 
en sommant ces 6quations et en ordonnant par rapport aux indices crois- 
sants de P . ,  on a, abstraction faite de la convergence dont les conditions 
seront donn6es plus loin: 

Pola,_l(--r + x)q_,+, + ar_,(--r  + 2)q_r+2 + . . .  + ao(O)qo} 

+ P~{a~(--r + i)q_~+, + a~_,(--r + 2)q_~+2 + . . .  + ao(I)q:} 

, �9 . �9 * �9 . �9 * �9 �9 �9 * * 

+ P.{a,(n--r)q._~ + a~_~(n--r + I)q._~+, + . . .  + ao(n)q.}+... 

= X[Po{br_,(-- r + I)~,.+, + b~_,(--,- + :)q_~+, + . . .  + b~(-- ,)q_~} 

+ P~lb~_,(--r + 2)q_,+, + b,_,(--r + 3)q-~+, + . . .  + b~(o)qo} 
, �9 * �9 �9 * �9 �9 * �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 

+ /)n{br_l(~$-- ~+ I)qn--r+l +br_t("-- r + 2)~n--r+, + , . . +  hi(n-- I)qn-l} +...]. 



360 S. Pinoherle. 

Remarquons maintenant que les quantit6s q~ satisfont k l'6quation 
r6currente (22), que nous supposerons v6rifide ir partir des valeurs de 
l'indice n- - - -o ,  n = x, pour lesquelles on a: 

a , ( - -  r)q_r + (a~_,(-- r + I) - -  zbr_l(-- r -1- I ) ) q _ r + l ' 3  l-  . � 9  

+ (a 1 ( - -  I) - -  zb, ( - -  I )) q_, + a 0 (o) qo = o, 

a ~ ( - - r  + I)q_~+~ + (a~_~(~r + 2) - - zb r_~( - - r  + 2))q_~+2 + . . .  

+ (al (o) - -  zb~ (o)) q0 + ao (~) q~ = o;  

d'oh il suit que le premier membre de l'6galit6 prdcddente pourra s'derire 

P0[-- ar(-- r)q_~+z(b~_~(--r+ t)q_,+,+b~_~(-- r +  2)q_,+~+..+b~(-- ~)q_~)} 

+ zP~{br_l(--r  + 2)q_~+ 2 + b~_~(--r + 3)q-~+3 + - - .  + b~(o)q0} 

�9 ~ �9 * �9 * �9 �9 �9 �9 * * �9 . �9 �9 �9 ~ �9 �9 * 

+ zP,{b~_~(n - r  + x)e,_,+~ + b,_~(n-r + 2)q,_~+: +...+ b,(n-  x)q._~} +.. . ,  

et par cons6quent cette 6galit6 elle-mdme devient: 

(~3) 

oO 

l~oa,,(--~')~_r(Z) -~- (~--X)n~=o1Dn(X)Ibr__l(n--9" + I ) ~ n ' - - r + l ( ~ )  

+ b~_~(~-- ~ + ~)~._~+.(~) + . . .  + bl(~--  ~)q._~(~)}. 

Mais 19 0 = I par hypoth6se, d'oh il r6sulte enfin, puisque ar(~r)= a~.o: 

I - -  I ,o 

, _ ~  ~.0~_,(~)T0{~-,( " - ~  + ~)q~_~+,(~) + . . .  

+ b,(~--  ,)g._,(~)}P.(~). 

23. Nous avons dtabli formellement ce ddveloppement; il s'agit 
maintenant d'en rechercher les conditions de convergence�9 Pour cela, 

l '6quation (7) prend actuellement la forme 

ao.,t" + (at, , , ,-  xb~.~,)t "-1 + . . .  + (a,_~.= - -  xb~_~.,~)t + % ,  = o; 

continuons ~ indiquer par a I s'a racine de module minimum. A chaque 
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valeur de x correspond une valeur et une seule de l al I, laquelle n'est 
infinie pour aucune valeur de x et ne peut m6me d6passer la valeur 

I /a: 
et qui est nulle pour x = c~v et pour cette valeur de x seulement. 

Indiquons par Cp le l i e u  des points du plan x pour lesquels oll 
a lal(x)[ ~ p, p 6tant une quantit6 positive queleonque plus petite que 
P0" Ce lieu est une portion de la courbe analytique qui, dans le plan 
des x, correspond au eercle It I ----p du plan des t. Tout point du plan 
x non situ6 sur la courbe Cp appartient, soit ~ l'ensemble des points pour 
lesquelles on k lal(x)] > p e~ que j'indiquerai par Ep, soit ~ l'ensemble des 
points pour lesquels on a [a~(x)] < p, et que j'indiquerai par /i;~. L'en. 
semble Ep se r6duit k z6ro pour p =Po;  pour route valeur de p <P0, Ep est 
une aire (connexe ou non) finie, tandis que /~'p est une aire infinie; on ne 
peut passer de l'une ~ l'autre sans traverser Cp, qui est donc une courbe 
ferm6e ou compos6e de plusieurs courbes ferm6es. Deux courbes C#, C~,, 
oh p' est plus grand que p, ne peuvent se couper, et comme Ca, est 
tout enti6re dans le champ Ep, on peut dire qu'elle est int6rieure k Cp. 

24. Tandis que nous avons parfaitement d6termin6 le syst~me de 
polynSmes /)~(x) qui figure dans le second membre du d6veloppement 
(23) , par les conditions 

Po = I, . . . .  - -  o, 

nous n'avons pas encore d6termin6 q.(z), qui est jusqu'ici une int6grale 
quelconque de l'6quation (22). Nous allons ~ pr6sent d6terminer cette 
int6grale en fixant que le syst6me q.(z) soit l'int~grale distinguee de 
t'6quation r6currente (22); nous l'indiquerons par Q.(z) et nous avons, 
ainsi qu'on l'a vu (w I6), 

lim Q.+i(z) = 

Cela pos6, prenons une courbe Cp quelconque (p > Po), et soit x un 
point quelconque du champ Ep, z un point quelconque du champ Ep; 
on aura pour de telles valeurs de x et de z: 

< 
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Je dis que pour ces valeurs de x et de z, la s6rie (23) est convergente. 
Elle se compose, en effet, de la somme de r -  I s6ries de la forme 

(23') ~=obA(n-- h)Q._h(z)P.(x);  o-~,, ..... ~-,, 

or, en formant le rapport .d'un terme au pr6e6dent dans cette sdrie, il 
vient: 

(24) bh(n + z - -  h) Q.+t-h(z)  P.+l ( z ) .  
bh(n ~ h)Q._h(z)P.(z) 

mais bh(n) 6tant un polyn6me de degr6 m en n, le rapport 

b (n + x - -  h):  b (n - -  h) 

tend k l'unit6 pour n =- cx~; quant k Q. et P. ,  on a 

lim Q.+l (z) Q.(z) = a~(z), lim P.+~(oe) I 
. . . . . .  1-'.(z) a,(z);  

la limite du rapport (24) est donc pour les valeurs consid6r6es de z et de 
z, plus petite que l'unit6 en valeur absolue, et par cons6quent chacune 
des s6ries (23') et par suite aussi la s6rie (23) est absolument eonvergente. 
El le  l'est de plus uniform6ment dans le champ Ep par rapport k x, (le 
contour Q exclus) ainsi que cela r6sulte de la d6monstration donn6e aux 
w167 9 et io de mort m6moire: Sui sistemi di funzioni analitiche e le serie 
formate coi medesimi, ~ et dam le champ E~ par rapport h z. 

25. I1 est maintenant facile de d6terminer le d6veloppement d'une 
fonction analytique donn6e f ( x )  en une s6rie de polyn6mes P.(x) .  I1 
suffit en effct que cette fonction soit 4onn6e k l'int6rieur de l'un des 
champs d6sign6s par Ep, pour que l'on puisse lui appliquer le th6or6me 
de CAuc~Y; on a alors 

i f f ( z )dz  
f (x ) -  ; : ; ,  

z 6tant prise le long d'une courbe C~, pour p~ < p e t  par cons6quent 

t Annal i  di Matematiea~ S. 2, T. I2: I884. 
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tout enti6re k l'int6rieur de E~. Le d6veloppement de en s6rie 

(23) 6tant uniform6ment convergent, on peut int6grer la s6rie terme k 
terme, et il vient: 

(25) f ( x )  ~- ~. C.,,Pn(x), 
n ~ O  

Oit 

co"(p~) 

Nous avons ainsi obtenu le d~veloppement d'une fonction analytique 
donn~e en une sSrie ordonn~e suivant les polyn6mes d'un syst~me r~- 
current dont (2i) est l'~ehelle de relation, et nous avons trouv~ les con- 
ditions de convergence de ce d~veloppement, toutes les lois que l'~chelle 
de relation est d'ordre fini et que ses coefficients sont des fonctions ra- 
tionnelles par rapport ~ l'indice et lin~aires par rapport k la variable, 
et qu'en outre a~.0 est different de z~ro. 

i 

Bologne, 3 ~ juin I89i .  


