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SUR LES FORMULES DE GREEN GI~NI~RALISI~ES OUI SE PRI~- 
SENTENT DANS L'HYDRODYNAMIQUE ET SUR OUELQUES- 

UNES DE LEURS APPLICATIONS. 

Par 

C. W. 0SEEN 

UPSAL. 

Seconde part ie .  Sur  les formules  de Green g~n~ralis~es qui se pr6sentent  
dans la th~orie d 'un fluide v isqueux et compressible.  

Notre but  dans cette partie de notre travail sera de donner des formules, 

analogues ~ celle de GREEN et se rapportant  au ealcul de la fonction a du 

syst~me: 

Ou I Oa 6 0  
Ot - - X  z"ox + (Z + ~) b-~x + ~ , / u ,  

Ov I Oa O0 
O r - -  Y z ~Oy+ (;~ +~t)'~y + ~ J v ,  

Ow = Z I 0(; O0 
0-7 - -  x-~oj + (;t + t~)Uz + ,u,~,w, 

Ou Ov + Ow 
o = ~ + ~  v ~ ,  

Oa Ou Ov Ow 
oT+b~+Uv+Uz =~ 

x > O ,  g + 2,u > O,/-t > O, 
Aeta mathematiea. 35. Imprim4 le 20 avrtl 1911. 
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8u 0v 0a 
ou de ceux que l'on obticnt en supposant Z ~ w ~ z  =Oz~8- - - z  ~ o ou Y ~  

= Z - - - - - v = W = ~ y = ~ z - - - - ~ y - - - - ~ = o .  Ces syst~mes servent ~ d~terminer le 

mouvement infiniment lent d 'un fluide visqueux et compressible h temperature 

constante. Par nos formules le calcul de la fonction a sera r~duit au probl~me 

de d~terminer une certaine solution particuli~re du syst~me A etc., off l'on pose 

X--~ Y ~ Z ~-0 et oil l 'on remplace t par - - t .  Une lois la fonction a connue on 

n 'aura pour calculer u,  v, w qu'h r~soudre trois ~quations du type:  

0U 
o--( = X + t~ Lt U 

avec des conditions ~ limite donn6es. 

Notre but dans cette seconde pattie est, comme on le vois, plus restreint 

que dans la premiere. Evidemment, on peut aller plus loin et donner des for- 

mules explicites pour u, v, w. Cependant, ~ l '6tat actuel de nos connaissances 

exp6rimentales et th6oriques, ces formules ne nous paraissent pas avoir un tr~s 

grand int6r~t. C'est pour quoi nous nous bornerons aux formules mentionn6es, 

qui servent h calculer la fonction a. Seulement dans ]e cas limite ~ + 2~ ~ o, 

nous dSvelopperons aussi les formules explicites pour u, v, w e n  nous restreig- 

nant  d'ailleurs au probl~me ~ trois dimensions. 

I 

Sur une ~quation aux d~riv~es partielles dans la physique math~matique et 
sur le mouvement rectiligne &un fluide visqueux et compressible. 

I. Soit donn6e l'6quation aux d~riv~es partielles: 

O~q~ Osep b "~q~ O(x, t) 

(a>o, b>o), 

oil q)(x, t) est une fonction continue de x et t, qui pour des valeurs de lx I assez 

grandes satisfait ~ l'in6galit6: 

I O(x, t)l < A, I xl", 

nl ~tant un nombre entier positif et AI une constante positive. Nous nous pro- 
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posons de chercher, pour des valeurs de t positives, une solution qo (x, t) de eette 

4quation telle que: 
0q0 

Jim cp(x,t)=Cpo(x), lim =q0a(x), 
t=0 t--0 ~ - {  

off q00 (x) et 91 (x) sent  des fonctions continues de x, remplissant pour des valeurs 
de x assez grandes, positives ou n6gatives, des in6galit4s de la forme: 

I~o (x) l, I~ (x) l< -L Ixl '~. 
Consid6rons ~ cet effet l '6quation adjointe de r :  

~to - - - - - - - 2 a ~  + ~ Ox ~ . 2. 

Supposons qu'il soit possible de t rouver  une solution ~ ( x ,  t; Xo, tO) de eette 

6quation avec les propri6t6s suivantes: 

I: qJ(x, t; xo, to) dolt pour o < t < t 0  et pour I x - - x 0 1 > o  6tre une fonetion 

continue de x , t ,  

x, t; 
2: on doit avoir: 

dou$e des d4riv4es continues de t o u s l e s  ordres par  rapport  

Olp 
lim ~(x,t; Xo, t o ) = o ,  lim = o ,  
t=to t=to - ~  

( ~ 0 )  2. 

,-,o ~ V~/=~ 
la convergence vers la valeur limite 6tant uniforme pour routes les valeurs de x; 
3: on dolt avoir pour t <t0: 

lim ~ ( x , t ;  x o , t o ) - ~  lira ~ ( z ,  ~; xo, to), 
X--Xo+O ~V~o--O 

4: quel que soit le nombre entier et positif n~, il dolt exister un hombre positif 

A. , ,  tel que l'on air pour des valeurs de I xl assez grandes et pour o < t <  to: 

IOtl la~atl < a"~l~l-'" 

Formons alors les 6quations: 
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to--e L 
; f O ' ( p  02(I) (~3(f ( ~ 3 ( / ) , l ( ~ . f p O . ~ . )  

t 
0 0 

to--,~ 0 

; f[ ] O~<f O~p (q) 03<p Ostp ~ l - -0 (9  dx  o. dt  ~p ~ - -  rp -~fr - -  2a + ~ ~ ) - - b  ( (p Osq~ -rp = 

0 --L 

En int6grant par parties, nous obtenons: 

L to--e L to--e 
. ;  / ((])(~)r O~ O(pO~' f' f' 

N - - r  + - - -  
2a ~x ~ x l d X - - J  J (POdxdt  

0 0 0 0 

0 0 

0 te--s  0 to--e 

d x - -  ( pOdxd t  = 
--.5 0 

t e - - t  0 

f 4 r  1 0"~o O'~p, b' Orp O~Vl" ] 

Supposons maintenant que, T 6rant un certain nombre positif, il existe un 

hombre entier positif n4 et un nombre positif A~ tels que l'on ait pour o < t ~ T :  

IO~ol IO~pl I a',p I 
I~1'1o~ I' I ot I'lO~Otl < A' Izl'" 

Nous pouvons alors dans les 6quations pr6c6dentes, si to < T,  faire L tendre 
vers l'infini et nous aurons en les sommant: 

(p - ~  --  r -g-i + z a -~x d x - -  

Faisons enfin e tendre vers z6ro. Nous obtenons: 

+Qo + ~  to 

~oo --oD 0 

3. 
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Notre problGme est donc, du moins dans des cas trGs gdndraux, rddui~ au pro- 

blame de dGterminer la fonction fondamentale r  t; xo, to). 
2. Pour  calculer la fonetion fondamentale nous partons de la fonction 

Q~ (x, t), dGfinie par l'expression : 
b 
a 

e cos k x d k  + cos k ( x  + t V b ~ ) d k ,  4. 
o 

a 

off les raeines carries doivent 6tre prises avec leurs signes positifs. On voit 

imm~diatement que cette expression pour t < o d4finit une fonction cont inue  de 

x et t, dou~e de dSriv~es continues de tous les ordres et que cette fonetion 

satisfait s l '~quation 2. Pour ~tudier de plus pros ses propriGtSs nous en eher- 

cherons d 'abord d'autres expressions analytiques. Posons h cette effet k =  k~ + 

+ ik2. Tragons dans le plan des k~, kz une eoupure du point  ---b au point + b 
a a 

le long de la ligne droite entre ces deux points. Nous aurons de eette mani~re 

deux points distinets ~ l'origine, r u n  au-dessus et l 'autre au-dessous de la cou- 

pure. Soit A le premier point et B l'autre. Convenons h donner ~ la racine 

carrGe VGi-~-~aSk ~ la valeur + b dans le point A. Cette racine sera alors une fonc- 

tion uniforme de k dans tout  le plan du k, pourvu, toutefois, qu'on ne d~passe 

b 
pas la coupure. Soit enfin C le point k-~ + a" 

Nous avons: 

Q~ (x, t) ~ partie r~elle de : ~]  ( ~ + ~ V ~ ) t + ~ a ~  dk ,  5. 
A 

l'intSgrale prise le long de l'axe des nombres r~els et positifs. Posons: 

Donc: 

(ak ~ + i k V ~ )  t + i kx  ~ - -  K .  

Q1 (x, t) = partie rGelle d e ] e - ~ r d k .  
t J  

A 

ConsidGrons maintenant l 'expression i k  Vb~--a~k ~. Lorsque k s'61oigne du point 

b 
-- le long de l'axe des nombres r~els, cette expression est positve et tend d'ail- a 

leurs vers l'infini en m~me temps que k. Supposons maintenant  que k s'$1oigne 

de l'origine le long d'un rayon veeteur qui fait avee l'axe des nombres r~els et 

positifs un angle positif ~. Posons par exemple kl = ~ cos qo, k2 ~ sin q0. I1 es t  
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a t t endre  que, l 'angle ep d tant  assez peti t ,  la par t ie  rdelle de notre  expression 

sera posi t ive pour  des valeurs  de ~ assez grandes.  On a en effet:  

a~k a - -  bSk ~ = a ~ (kl 4 ~ 6 k~k~ 8 + k2 ~) - -  b ~ (k~ z - - k2  ~ ) + z ik~ ks [z a ~ (/c~ ~ - -  k2 ~ ) ~ bS]. 

L 'hype rbo le :  
b s 

const i tue  done la fronti~re entre  le domaine,  off la par t ie  rdelle est posit ive,  et  

celui, off elle est  ndgative. I)onc, si o < f f  < 4 ,  la par t ie  rdelle sera posi t ive pour  

des valeurs de ~ assex grandes et  on aura  pour  ees valeurs :  

le-  I < I, 
pourvu  que t < o. II s 'ensuit  que, pour  ces valeurs de t, l ' intdgrale:  

/ e-~: d lc , 

prise de long d 'un  arc du  eerele k lS+ ks~=  ~ ,  du  poin t  kl ~ ~, ks = o au point  
Tf 

kl ~ ~ cos ep, k2 ~ ~ sin ~, oh o < ep < ~ ,  converge vers zdro, lorsque ~ tend vers  

l'infini. On conelut  de l~ que pour  t < o: 

Q~ (x, $) -~ par t ie  rSelle de t e - K d k ,  
J 
. 4  

r in tdgra le  prise le long d 'un rayon  veeteur  qui fait avee l 'axe des nombres  rdels 

et  positifs un angle posit if  ep, plus pet i t  que-~ .  En  d 'autres  te rmes:  
4 

oo 

Q1 (x, t) : par t ie  r~elle de:  t e (  ~ l ' + # ' v ~ ) ~ + i ~  co, ~ - ~  ,l~ ~ (cos ep + i sin ep)d~, 6. 
r  
0 

off : 

k = ~ ( c o s e p  + i sin ~), o < r  
4 

et off: 
V ~ = + b  

pour  k = o. 

Formons  enfin une derni~re expression ana ly t ique  pour  la fonetion Q1 (x, t). 

Nous avons: 

Q1 (x, t) ~= part ie  rdelle de:  f e - ~ d k ~  
t /  

A 
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6' B 

partie r6elle de:/e-Kdk+fe-~:dk+ 
A 6" 

l 'int~grale derni~re ~tant prise Ie long de l'axe de k~. 
b 

6' B a 

r  / e-Kdk, 

Or: 

~Ae--Xdlc +/e-Kdk~ - -2/e~k~t  sin kx sin [kt V~---a~k~Jdk. 
o 

Au lieu de prendre l 'int~grale: 

lZe-K dk 

le long du chemin indiqu6, on peu t  la prendre le long d 'un  rayon vecteur quel- 
eonque, qui fait avec l 'axe des hombres r6els et positifs un angle ~0 qui satisfait 

aux in6galit~s o ~  > z .  Nous avons done, toujours pour  t <  o: 
4 

b 
a 

Q1 ( x ,  t)  ~ ~ 2 / e  " ~  s i n  k x  s i n  [let Vb~-a~k~]dk + 
0 

c0 

partie r6elle de: f e  (ak~-'1'V~)t+~"~~ (cos ep + i sin el)d~ 7. 

0 
On a ici: 

k ~ ( c o s ~  + i sin ~), o > ~ > - -  -~, 
4 

et:  
V ~ = §  

pour  k = o. 
Supposons main tenant  que x soit plus grand qu 'une  quant i t$  positive r 

arbi trairement  peti te mais fixe. Par tons  de l 'expression 5. Nous pouvons  iei 
f a i r e t  tendre vers zSro et nous voyons que QI (x, t) tend uniformSment vers la 
pat t ie  rSelle de: 

~ o , ~ - ~ , t n ~  (cos ~ + i sin ~ ) d ~  ~ e ~ d k  8. 

o o 

Comme l'intSgrale : 

e~ d k , 

prise du  point  k ~ ~ (cos r + i sin ~ ) ( r  > o) au point  k = i t  le long de Fare du 
eercle kl~§  k2 8~- ~,  qui ne traverse pas l 'axe des nombres r~els, t end  vers z~ro, 
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lorsque ~ crott  au delk de route limite, il s 'ensuit que, dans l'expression 8, nous 

pouvons donner ~ r la valour z_. Nous avons done, s i x  > ~: 
2 

o o  

lim Q, (x ,  t) = patt ie  r6elle de: i [ e - ~  ~ d ~ = o. 
t--0 J 

0 

On d6montre de la mSme mani6re que, si x >  ~, toutes los d6riv6es de la fonction 

Q , ( x , t )  par rapport  h x o u t  tendent  vers z6ro en m6me temps que t. 

Si x est n6gatif, nous faisons usage de la formule 7. Lorsque t tend vers 

o, la premii~re int6grale ~ droite converge uniform6ment vers z6ro pour toute 

valour de x. Dans la seeonde int6grale nous pouvons, si x < - - ~ ,  ($ > o, imm6- 

diatement poser t = o .  Puis nous pouvons prendre r . . . . .  et nous obtenons: 
2 

lira Qt (x ,  t) = o .  
t.u0 

On ddmontre de la mfme mani~re: 

~ i Q t ( x ' t )  ( ~ = i ,  2 3 ,  . )  lira = o, 
t -O  ~) X i ' " " 

si x < - - ~ .  

Consid6rons maintenant la d6riv6e 0 Q (x, t). Cherchons la valour limite de cette 
Ot 

fonction pour des valeurs n6gatives de x, quand t tend v e r s o .  La premigre 

int6grale ~ droite dans 7 nous donne: 

b 

- - 2 / k ~  sin k x d k ,  

0 

tandis que la seconde int6grale donne un r6sultat, dont  la partie r6elle est nulle. 

Nous avons dono pour x < - - d :  
b 
{$ 

lira 0O, (x,O / t-o Ot ~ - - 2  k V b 2 - - a S k  i sin k x d k .  

o 

Nous obtenons do la m~me manigre pour x < -  d: 

b 
a 

o~ Q, (~,t) / 
lira == - - 2  k ~ V b ~ a ~ k  g cos k x d k  
t-o 8 x O t  

etc. 
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De m6me que  Q~ (x, t) la fonct ion Q2 (x, t), d6finie par  l 'expression:  

b 
00 a 

b 0 
r 

o f f  l 'on prend les racines carrges avec  leurs signes positifs, satisfait  pour  t < o h 

l '~quation 2. Pour  tou te  va leur  de x posit ive,  la fonct ion el le-m6me et  routes 

ses d~riv6es per  r appor t  ~ x t enden t  vers z6ro avee  t. On a de  plus pour  

x <  ~ d :  

etc., e t  pour  x > ~: 

lim 0Q2 (x, t) 0~Q2 (x, t) 
trio Ot ---- o ,  l i m  ~ o ,  t-o Ox Ot 

b 

lim ~Q~ (x, t) / t-o Ot ~ 2 k Vb ~ ~ a ~ k  ~" sin k x d k ,  
o 

e tC.  

b 

lim 0~Q2 (x, t) / t ,o OxOt = z k~Vb ~ ~ a ~ k  ~ cos k x d k ,  

o 

Nous ddfinissons main tenan t  une fonction Q(x,  t) par  les dgalitds: 

Q (x, t) = Q~ (x, t) 
si x>o,  et :  

Q (x, t) = Q2 (x, t) 

si x < o .  

Q (x, t) est pour  t < o une fonct ion cont inue de x et  t, dou6e de d6riv6es 

de t o u s l e s  ordres, c o n t i n u e s  pour  tou te  valeur  posi t ive  ou n6gat ive  de x. Ces 

d6riv6es sa t isfont  k ] '6quation 2. Pour  route  valeur  de x diff6rente de o, on a :  

lim 0~+J Q (x, t) = o. 
t-o OxiOP 

Pour  Studier la fonet ion Q (x, t) dans  le voisinage du  poin t  x = o, t = o, nous 

la comparerons  avec la fonct ion su ivante :  

F ( x , t )  = ~a~-~  t c o s k x d k =  V~r ~ bU _ _  e~at 2a .  

V - - 2 a t  
o 

~ o u s  a v o n s :  

A ~ a  m ~ h e m a t l e a .  35. Imprim6 le 22 avril 1911. 14 
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Q ( z ,  t ) - - F ( x ,  t ) = l i e  (ak~+kV~) t  - -  e(2aga--~a)t] 

a 

b 

+ f[eal~t eos [kt Vb~--agki ] _ e(2ak~-~ )el 

cos kx  dk + 

cos k x d k  T 

b 

q: / east sin [kt VbZ--a~k ~] sin k x d k ,  

oh l'on doit prendre le s i g n e -  ou + suivant que x ~ o .  

Posons: 

ak  8 + k V a t k 2 - - b l ~  2akl b ! 
2a 

Nous aurons, si k > b - :  
a 

x b s 5 b' 
q ) ( a , b , k ) = I +  2a-V~k t +  i28 tr + a 4 - 4  �9 . . ,  

b 4 

8 a 3 k z ~ (a ,  b, k). 

d'olk l 'on conelut que, pour k > b a '  ~(a ,  b, k) est une fonetion positive. Pour 

k =  b cette fonction a la valeur 4. Lorsque k croit, q0 d~eroit et tend vers la 
a 

valeur i ,  quand k croit  vers Hnfini. Nous avons donc: 

Or on a ,  si a est une quantit~ positive: 

e a - -  I < a e a . 
b 

Done, s i t  < o, k ~>-: - - a  

e(.k,+ k V ~ ) t  ' e(~k,-2-)t ".. ~ . . . . . .  8aSk 2 

Comme (pour t < o): 

e(,~+ k V ~ ) t .  

? •  ~ 4 a 

< 4 J k '  T '  
b 
a 

on volt que, pour t < o: 
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GO 

b2 I 2 b ~ I f e (ak '+kV~) t - -e (2ak ' - -~ ' t ]  cOs~xd]r , < - ~  I '  [" 
b 
a 

On a ~videmment  des in~galit~s analogues p o u r  les deux  au t res  intSgrales dans  

]a diff6rence Q(x, t)--F(x, t). Nous voyons  donc  que  l 'on p e u t  t rouve r  un  

hombre  posi t i f  A a,~ , dSpendan t  de a e t  b e t  tel  que  l 'on a pour  rou te  va leur  

de x et  pour  tou te  va leur  n~gative de t: 

V~ ~ ~1 
Q(~, t ) - -V~2a t es.~ ~ol<Ao,~ltl. . 

OQ 
Nous 6tudions de la m6me mani6re  la d6riv~o ~x"  Nous  avons :  

b 

Ox J 
b 0 
a 

et: 
oo 

Or on a:  

La  fonct ion:  

< 

c o s  [kt V ~ ]  • 

-4- cos kx sin [ k t V ~ ] ] d k  

: :  b2t 
�9 V~ ese 2~ 

4 a V ~  

~,' I t Isa~/~.P~ ~(.~+ ~ v ~ ) ,  ~ <  _~_a~ o _ E . 4  b' I t l / ,  .~,  d~ 

(~ + Ixl) e-I-l 

Donc,  pour  t < o: a sa plus grande  va leur  pour  x = o. 

Pa r  cons6quent :  

I 
e ~ t  < I --ak2--------~" 
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f ? ;  , , ~  eak~ < k(z--akZt) = z i n g  , .b~ t  �9 
t 

b b 
a r 

Soit  a un  nombre  posit if  plus pe t i t  que L La  fonct ion:  

mb~ t ( - -  t) 1-~ log a 
- - b Z t  

est  alors une  fonct ion cont inue  de t pour  t < o e t  t end  vers  zdro avec  $. Nous  

voyons  donc qu 'a  t ou t  nombre  posit if  T et  t o u t  nombre  positif  a plus pe t i t  qua 

I cor respond un  nombre  positif  At ,  a tel  qua l 'on a p o u r  tou te  va leur  de x et  

pour  - -  T<_t<_o: 

I " I 
b 
I I  

II est clair que l 'on pout prendre At,  a assez grand pour que l 'on air aussi pour 
- - T < t < o :  

, ,~ b~t I 

+ ,o .  

On d~mont re  d ' une  mani~re analogue qua l 'on a :  

~ bu - ~ - ~ I 

< B a ' b ( - - $ ) ~ } ,  I I .  

Bo. b 6 tan t  une  cer ta ine  cons tan te  positive, d~pendant  de a e t  b. 

Consid~rons ma in t cnan t  la fonct ion P~ (x, t), d~finie pa r  l '~quat ion:  

0 

P, (~, t) -~- -~Q (x, ~) d~. 
t ]  

Carte fonct ion  est, p o u r  t <  o, une  fonct ion cont inue  de x et  t, douse  de d~riv~es 

de t o u s l e s  ordres,  cont inues  pour  x ~  o. La  d~riv~e pa r  r appor t  & t est  encore  

cont inue  dans le voisinage de x = o, tandis  que la d~riv~e pa r  r ap p o r t  ~ x y 

pr~sente une  discontinui t6.  P~ (x, t) est  d 'a i l leurs  une  fonct ion paire  de x. 

Comme nous avons  pour  x ~ o :  

a Q (x, t) 
lim Q (x, t) = lira = o . .  
t -o  ~ o  8 t  "' 

nous voyons  que  pou r  ces va leurs  de x: 
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0 0 

t t 

~2 

b 9 ~--~.lO(x,,l dv = o. 
a x ' l -  " " 

P~ (x, t) sat isfai t  donc,  pour  tou te  valeur  de x posi t ive  ou n6gative K l '6quat ion 
~ "  t 0 ,  �9 �9 2. Pour  les valeurs  de x qui sa t i s font  k 1 m%,ahte [ x ] > 5 (~ > o) P t  (x, t) e t  tou tes  

ses d6riv~es convergent  uni form6ment  vers  z6ro avec t. On a d 'ai l leurs pour  

tou te  valeur  de x: 
0 

P ~ ( x , t ) + V 2 a J .  2~ < 2 ' 12. 

0 

,, , = ~ e S a v  2a  I < 
4V2aa~ ' --1/~s ] Of + I 

t 

I3. 

( o < a < I , - - T < t < o )  

0 0 

Ox' 4 ~ 2 a  a s~, , ~ V _ ~ + i 6 ~ e s ~  2 ~  < 2 B ~ ( - - t )  ~. 14. 
t 

Cherchons enfin des expressions ana ly t iques  pour  P l (x , t ) .  E n  p a r t a n t  de la 

formule 5 nous o b t e n o n s  pour  x > o: 

o0 o v  

~ - - =  dk  P,  (x, O~- partie reeUe d e : / a  k. +e-~--e'k~kVa'k'=b s = ~fe '~ (e-(~k~+--kV~)t - -  I) ~ + k V - - ~ k - ~  ~ 

~r~ 
k = ~ (cos (p + i sin ~) ,  ~ ----- eonst,  o < ~p < - ,  

4 

Vat-i-ki-~bi ~ + ib pour  k = o. 

Nous  avons  de mSme pou r  x <  o: 

~ e - ~ ( e ( ~ k ~ + k V ~ )  ~ - -  i)  dk  
P1 (x, t) = par t ie  r6elle de: j ak--~-~-kVa~kS_b ~ , 

0 

k-- - -~(cos~  + i sin~0), ~---- const . ,  o < ~ o <  -~, V a ~ k s - - ~  --- + ib  pour k-----o. 
4 

De ces formules,  nous  d&iuisons la suivante:  
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b 

P,(x,t) Jb a - ~  k ~  coskxdk +o  {e kU osk(l l+t 

1 / ~  {ea~t sin k(Ixl + t l / ~ )  -- sin klxl }]dk, ~ cos kx} -~ b~ k 

oh les racines carr6es do iven t  Otre prises avee  leurs signes positifs. 

La  fonc t ion :  
0' P I  __ b t 0 P t  

2 a o--x~ "O x 

xS. 

pr~sente  une  discont inui t6  p o u r  x = o .  Cherchons  ma in t enan t  uue  nouvel le  

solut ion P2 (x, t) de l '~quation 2, qui rempl i t  les condi t ions  suivantes .  Elle doi t  

e t re  con t inue  pour  t < o et  pour  rou te  va leur  de x. P o u r  t ~ o elle doi t  s '$va- 

noui r  ainsi que  les d6riv6es premieres  p a r  r a p p o r t  ~ x et  t. Enfin,  elle dol t  

sat isfaire k la condi t ion :  

i O'P, ,,OP,~=limo( O*Pt b, OP11 
x-d :O  

Nous avons  pour  x > O: 

�9 f f  e - K -  8ik~ . ~  
0 P 1 =  par t ie  r4elle de:  t I-  - - - - = - - - -  a x ,  
0 x J a  k + Va s kS--b * 

A 

Or:  

n; 
k -~ ~ ( cos  ~ + i sin ~), ~ ~- const. ,  o < ~ < - .  

4 

• a e~ d k / a  e-~ d ~ 
i k +Va~k*- -b  9 = i ~ + 1 / ~ + . a ~  s. 

D o n c ,  p o u r  x > o: 

0PI  
Yx 

Nous  ob tenons  donc:  

Ospl 
lim 2a  =-+o OxOt 

~ a  e-K d k 
- -  = par t i e  r~elle de : i k + V ~  

b 

o 

+ Vb'--a'k' cos [ k t V ~ ] } d k .  
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On obtient de m6me: 

. I O'P, ~ P I ~  
~m ,za  o--d~t--o 77.z ~ = 

Done, si nous posons: 

Posons: 

b 
t~ 

+ / e  ~ {a k 
o 

sin [ k t V ~ ]  + 

+ Vb'--a~k ' cos [ k t ~ ] } d k .  

ak sin [ k t V ~ ]  + Vb,--a'k'  cos [ k t ~ ]  = S(k ,  t), 
b 

rim'" Iza~--~- c)'P, b, tPP, l~.~.l = ~ f eak'tz(k''t)dk" 
x -  -b O ~ 

0 

o 

P,  (x, t) - ---fx (~) Q (z, t - -  ~)d~ 
t 

et cherchons ~ d6terminer la fonction Z(v) de telle mani~re que P2(z,t)obtienne 
les propridt4es 6numerdes plus haut. 

Tout d'abord, nous voyons que, si X(v) est une fonetion continue de v, 
P2(z, t)  est une fonction de x , t ,  continue pour toute valeur de x et pour t < o  
et doude de d6rivdes continues de tous les ordres pour t < o et pour l xl > o. 
Ces d6rivdes satisfont d'ailleurs ~ l 'dquation 2, puisque: 

l imQ(x, t )  lira oq OQ a,Q = ~ lim = lim = o 
,-0 t-0 ~ t-0 -#7 t-0 

pour l x ] > o .  L'indgalitd 9 montre  que P2(x,t) tend uniformdment vers zdro 
aveet t pour toute valeur de x. L'indgalit~ io montre  de plus que ron  a pour 
--Ts163 

0 

~u < ~:X(r)le so(.-,) ~'r d~: Ar,'~(--t) =+I 
V ~  + ~aax. Iz(~)l < 

a + I t~,~O 

b2t 0 

4v~?  ,Y ( ~ - 0  '~' 

- - -  ar,  o (_0a+l/ .  
d~ + . . . .  > ~vlax. IZ(~)I < 

a + I Jt~,ffi<0 

{~ b~t AZa(__t)a+l } 
e - ~  + Max. Ix(~)l. 

a + z t ~ o  

#P2 
Cette in6galit6 montre que, si X (o) ~ o, ~ tend uniform6ment vers z6ro avec t. 
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On d6montre de la m6me mani6re, en s 'appuyant  sur l'in6galit6 i I ,  que 

I O'P' I x-g~-x~ I, lorsque t tend vers zdro, reste fini pour toute valeur de x et s'annule, 

si X (o) = o .  

Supposons done que X ( o ) =  o. Supposons en outre que Z(v) admette  une 

d6riv6e continue. Nous avons alors pour z ~ o :  

o o o 

| Z t v J  ~ ) 0 ~ = - -  X(v O Q ( x ' t - - v ) d v =  Q ( x , t - - v )  dv 
03 ~ ' 

t t t 

6quation valable aussi pour x = o. Il suit de lk quo O_P~ pour toute valeur de 

#s P2 Os P~ 
z converge uniform6ment vers z6ro aveo t. Il suit aussi que ~ et x Ox j Ot 

pour route valeur do x restent finis, lorsquo t tend v e r s o .  
II no reste done qu'k montrer que l 'on peut  t rouver  une fonction continue 

X(v),(v<o),  qui s '6vanouit pour v = o ,  admet  une dSriv6e continue et  remplit la 

condition : 

o 
OSQ (x, t - -  ~) 

lim f Z(v)[za ~- =-•217 L uxOt 
r 

o 

lira ft2a  -- 
t 

t - - ~ ) ] d v =  

b 
G 

b2 g Ox 
o 

Posons, pour  simplifier l'6criture: 

dg 
za  ~ - -  btx = X, (~) 

et cherchons des expressions explicites pour les valeurs limites: 

0 

= Ox 

Nous avons d'apr6s la formule 4: 

b 
a 

lira O Q (x, t - -  ~) ke -ak~('-o sin [k ( ~--  t) Vb~a~ b 2] dk 
z .  .~ o O x, 

o 



Sur les formules de Green g6n6ralis6es qui se pr6sentent dans l'hydrodynamique. 113 

la convergence 6 tant  uniforme pour  les valeurs de t et  v qui remplissent  la 

condit ion v - - t  > ~ (, > o). Nous avons de plus, en ver tu  de l'in6galit6, ~o: 

t + s  t + ~  

I f , . O Q ( x , t - - v )  sa(~-t) ~ (~- t )  1/ < 

Ae, a $a+l 
< -  Max. Iz#)l. 

a + I t + e > v > t  

Donc : 

t + e  ~ X2 o0 ~2 

x,(,) + -J ,J. e" + 

Donc:  

+ 4 - r  Lz,(*) '  - z , ( t ) J - v ~ d ~ :  
t 

A e,a ga + l 
< - -  Max. I z , (~) l .  

a + I t + ~ > ~ > t  

t + ,  

x,(~) OQ(x,  t - - ~ ) d ~  + ~ < Max.  IZ1(~)l+ 
Ox 2alx[ a + I  t+6>~>t 

t 

b2 ] 
I , , ~a(*--t) V ~ I x z , ( t ) l  + ~ Max. [Z,t~)e - -  Z,(t) + 

2a t+~>~>t 2V8 aS, 

Faisons main ten tmt  x tendre  vers zdro et en m6me temps t t endre  vers une 

valeur  quelconque tt, plus pet i te  que o. Soit 8 un nombre  positif  aussi pe t i t  

que l 'on veut .  Nous pouvons alors t rouver  deux hombres positifs e~ et  ~(r <et) ,  

assez pet i ts  pour  que, si I t - -  tl I < *2 : 

b 
tx+~t a 

t 0 

sin [k (v - -  t ) l/b ~ - -  a s k g] d k I + 

b 2 A~+~,~(~, + ~) .+l  u 8 
Max. Iz , (~) l+ - -  Max. Iz,(~) e ~ ( * - ' ) -  z,(OI < 2" 

+ a -4- I tl+~>v>__h-~2 2ah+et>~>_t>__h_~ 

1 
Puis nous pouvons t rouver  un hombre  positif  ~s, assez pe t i t  pour  que les in6ga- 
lit6s : 

en t r a inen t  l ' in6galit6: 
Aeta maShematiea. 35. Imprlm~ le 24 &vril 1911. 15  
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b 
q o a 

i~l+el ta']- $1 0 

V~ I z x,(t) I 
+ V8a~(t,_t~) < -~" 

On conclut de ces in~galit~s que l'on a pour I t -  t , l< ,~, I x l  < t~: 

0 

l l" �9 .t~Q(x,t--.) zxx,(t) 
J xtt*~ a~: d , +  2alxl  
t b 

0 a 

t t+* t  

If gl(v)OQ x̀'t-v)dT+Ox 
t 

t 0 

0 

2alzl  + ~)d~-- 
tt+et 

0 r 

i x l f  x,(v) x d v f  ke -"k~(~- '̀ sin [k(v--t)l/'b'--a'k']dkl+ 
gl+~'t 0 

b 
t l + t t  a 

+ l f x,(~)dr f ke-~(v-t) sin [k(v--t)l/M--a*$']dk] < 
t 0 

b2 
]Xl(V) e2a (~-t) -- x,(t)[ + Atl+t~'a (~t + t2) a+l 

Max. I Zt(v) I + .... Max. 
a + I t l + s  2 a  t l + e l ~ V ~ t t - e 2  

b 
t l + t t  a 

+ [ f  xl(T)dv f ke-ak~(v-t} sin [k(v~t) V~--a~k~Jdk[ + 
t 0 

b 
0 0 a 

t t+el  t t+et  0 

V~l~z,(t)l <~  + e <d. 
+ Vga~(t,.t2) 2 2 

N o u s  a v o n s  d o n c :  
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0 

;Zt(*)  OQ (x, t - - , )  dr jingo. O x 
t 

a 

0 b 

2a  
tt 0 

Pour d~terminer la fonetion Zt(v), nous averts done enfin l'6quation: 

b b 
0 a a 

xt(t) - -  Z,(v)dv ke -~k~(~-o sin [k (v - -  t)l/b~--a~k~Jdk= ~k'*S (k,t) dk. 16. 
t 0 0 

C ' e s t  lg  une 6quation fonctionelle du type consid6r6 par M. VOLTERRA. I~OUS 
aurons: 

z~(t) = ~ z,  (o (t), ~7. 
1 

b 
0 

ott: 
a 

~1 (I) (t)= 2a:Tyt]~l(i_l)(T)d,fk,-o~. - ' ,  sin [k(v--t)Vb~--a~k']dk, 
t 0 

i s .  

i ~ 2 , 3 , 4 . . .  
b 
a 

Z~ cl) (t) = ? f ea~2tS (k, t) dk. 
o 

i9 .  

ga (t) admet des d6riv6es continues de tous les ordres. 

z (t) = 2 z(~) (t), 1 

Nous avons enfin: 

20. 

o ~2 
z (~ (0 = - ! r e -  ~ " - ~  z,(o (~) d . ,  

2aJ  
t 

0 

f �9 P ~ ( x , t ) = .  Z ( v ) Q ( x , t - - v ) d v =  2~P2 (x , t ) ,  
t 

0 

P2 IO (x, t) = f z  u~ (v) Q (x, t - -v)  dr. 
t 

2I. 

22. 

23. 
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La fonction: 

q) ( x , t; xo , to) -~ q) ( x - -  xo , to - -  t) = .-t /-~ ( P , ( x - -  xo , t - -  to ) - -  P 2 ( x - -  Xo, t--to)) 

est d6finie et continue pour toute val-eur de x et pour t < to. EIIe admet des 

d6riv6es de tous les ordres, continues pour X ~ X o .  Elle a l e s  propri6t6s pr6ten- 

dues dans le voisinage de x = x~ et de t-= to. Reste k faire voire que, quel que 

soit le nombre entier et positif ha, elle satisfait /~ des in6galitSs de la forme: 

' ' lO Otl < A ' ' I  
J 

pour des valeurs assez grandes de I xl. 
Je  dis d 'abord que, si deux hombres positifs T et R et deux hombres 

entiers et positifs m e t  n sons donn6s, on peut  t rouver  un hombre positif 

A r,a,m," tel que l'on a pour O<to--t<T, Ix--xol~B: 

I I Ar'R'""(t~ ~" Q (:r - -  X o ,  t - -  t o )  < 

Ix-xol z4. 

Traitons d 'abord le cas m = o. Supposons, pour fixer les id6es, x - -  x0 > o .  Nous 

aurons: 

Q (x - -  Xo, t - -  to) ~- partie r6eUe de : r e  -c~+ikVa~-~ct*-t)+i~r d k ,  
A 

l'intdgrale 

rdels et  positifs un angle positif <-~.  
4 

Done: 
t ~  

Q (x - -  Xo) = partie r6elle de: F e  -t~'~+~kV~:~)(t*-t) 
A 

prise le long d 'un rayon veeteur qui fair avec l'axe des nombres 

i 
partie rdelle de:  

X - - X  o 

d e ik(x-z~ 
- - d k ~  

dk  i ( x - - xo )  

i S ~  e--(altZ+iktrb2--~a2~2)(to--~) e~k(x-~) d k  = 
- -  + x -_Zxo 

partie r~el]e de: x-- XoAJa~ 

Rien ne nous emp~che d'int6grer par  parties encore une fois et nous obtenons: 

I_ , [ / ,  e_t~k,+,kVb~_-:~, (to_t,].4 _ Q (x- -xo ,  t - - t o )  -~ partie r6elle de: ( x - - x o f t . a ~  
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(X__Xo)~ - ~  e - ( a ~ + i k V ~ l l t ~  e ik(~-xo) dk-m- 
A 

o v  

partie r6elle de: ( x ~ x . ) s ]  ~ e - ( ~ k ' + i k V b ~ ( t ~ O  

A 

e ik(x-x~ d ]r 

Si l'on observe que pour k = o toutes les d6riv6es d 'ordre pair de la fonction: 

e--(ak2+ik]/~) (to--t) 

par rapport  & 
naires, on voit 
veut. On a donc: 

Q ( x - -  xo, t - -  to) = partie r6elle de: 

i /~. d" /e_( .~+ikV~,cto_o~ 
/ I 

k sont r6elles tandis que les d6riv6es d 'ordre impair sont imagi- 
que l'on peut r6p6ter le m6me proc6d6 autant  de fois que l'on 

e ik(x-~~ d k ,  

l'intdgrale prise toujours le long du m6me rayon vecteur. 
que la fonction sous le signe d'intdgration est dgale k: 

e-- (ak2+ikV~)  (to--t)+~ k(z--xo), 

On voit ais~ment 

multipli6e par une fonction rationneUe de t o - - t ,  k et V b ~ - - a g k  ~, qui d'ailleurs 
contient t o - - t  comme facteur. Ce facteur, nous l'avons fair parai t re  dans la 
formule 24. L 'ayant  supprim6, nous rempla~ons dans tout  d6nominateur de 

notre fonction rationnelle qui ne peut  6tre qu'une dignit6 de 1/b ~ - a 2 k  ~, cette 
expression par la plus petite valeur de son module sur le chemin d'int~gration. 
Cette valeur est d'ailleurs 6gale ~ b sin 90. Dans les num6rateurs nous rempla- 
~ons chaque nombre par son module et t o -  t par T. Dans rexponentielle nous 
rempla~ons l 'exposant par sa patt ie r6elle et posons t o - - t  = o sur la pattie du 

chemin de l'int6gration ott la patt ie r6elle de 

a k ~ + kVa~k j -  b s 

est positive et t o - - t  = T sur l 'autre partie. Par  tous ces changements, la valeur 
num6rique de la partie r6elle de notre int6grale s 'augmente, du moins si t o - - t <  T. 
Nous avons donc pour les valeurs de t, qui remplissent cette condition, et pour 

x > xo une in6galit~ de la  forme: 



118 C . W .  0seen.  

I Q ( x -  x., t - -  to)l < 

to--t  I f](1 n, (~,l/b' + a '~ ' ,T)  e-partl'r.a.i~'+kV'~)T-~'ln~(x-~o'd~ + 
< ( x - -  Xo)" 

o 

+.( ..t"' vb, + 

.r 

Pour  m = o  et  pour  x >  x0, l 'in6galit~ 24 est donc vraie, p o u r v u  que:  

/ AT,  R , o , n >  /,t(l) e-- partt~ ~- ) e -~s in  q~R d~ 
i ,  

o ~o 

Q(x - -Xo , t - t o )  6tan t  une fonct ion paire de x--xo ,  l ' indgalit6 24 est encore  

sat isfai te  pour  x - -  x0 < - -  R.  

Passons au eas g6n6ral. Le seul effet  d 'une  d~rivat ion pa r  r appor t  ~ x est  

d ' in t rodui re  darts no t re  int6grale un  fae teur  lb. Or eela n 'a l t~re  pas la pro-  

pri6t6 de la fonct ion  de k et  to-- t  sous 16 signe d ' in t6gra t ion  qui  est  iei la 

fondamenta le ,  ~ savoir  que les d6riv6es d 'o rd re  pair  sen t  r6elles pour  k = o et  

les d6riv6es d 'o rd re  impair  imaginaires.  Nous  avons  donc  pour  X--Xo > o: 
~"  Q (x - -  %,  t - -  to) 

0 x "  = pa t t i e  r~elle de : 

( x - -  X o ) " J  ~ k "  
A 

e t  pour  x - - X o  < o une  formule  analogue.  D'ofl la formule  24. 

II r6sulte de ce t te  formule que l 'on a pour  to--t  < T,  Ix--Xo]>k: 

Comme : 

e7"~P~(x--xo,t--to)[ A T,R . . . .  (to__t)~ 
- - ~ x  m < 2 Ix - -  Xol" 

o 

P2 (x - -  xo, t - -  to) = f X(v) Q (x --  
t--to 

Xo, t - -  to --v) d~, 

25. 

nous voyons  en ou t re  que po u r  t o - - t < T ,  [ x - - x 0 l ~ R :  

]amP2-(x--x~176 I AT'R'm"~(t~ M a x .  I ~ ( v ) [ .  
0x m < 2 I x - -  x0l ~ 0=>~>=t-~ 

On voi t  donc que  l 'on peu t  t rouve r  des hombres  positifs B r, R,~,~ tels q u e :  
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[ B r, R,,, , , .  (to ~ t f  o~ q, (x, t; Xo, to) [ < I" 
O x ~  Ix - -  x o  

26. 

pour  to - -  t < T ,  I x - -  Xol > R.  
Comme : 

OP2( X- -Xo , t - - t o )  
Ot 

o 

f d - X Q ( x - - X o  , t - - t o - - v )  d~ 

i l  est aussi possible de t rouver  des nombres  positifs CT,& m, - tels que: 

I(~ m + l  ~ ( X , t ;  Xo, to) I CT'R'm'n(to - -  t )  

~X~/jt  ~- < i x _ x o [ .  27, 

pour  O < t o - - t < T ,  Ix--Xol_~R. 
C'est une eons6quence imm6diate  

des nombres A, ,  tels que l 'on a: 

de ees formules que l 'on peu t  t rouver  

I~'l,lox I ~,lo=ott<A.,I 
pour o < t o - - t  < T et  pour des valeurs assez grandes de I xl .  

Nous avons donc d6montr6 que notre  fonction ~ ( z , t ;  xo, t o ) a  toutes  les 

propri6t6s caract6ristiques de la fonct ion fondamenta le  ehereh6e. 

Remarquons  enfin que les fonctions:  

( x - -  xo) = b 2 (to - - 0  /- 
O ' ~ ( x , t ; x o ,  to) + (x--xo)e s~(,o-O ~.~ 

OxOt 4 a V ~  - -  t) s ' 

(x--~,o)2 * b2 ff~--t) "I 

pour toute  valeur  de x, m~me dans  le voisinage de x = x0, res tent  finies, lorsque 

t 0 -  t tend vers o. 
3. Dans les applications a est toujours  un nombre  tr~s petit .  I1 y a done 

un grand  int6rSt ~ savoir comment  se comporte  ~P(x, t; x0,t0), quand  a t end  vers 

z6ro. Malheureusement,  c 'est l~ une  quest ion assez difficile que nous ne pouvons 

pas t ra i ter  ici dans toute  son 6tendue, Nous chercherons dans  c e  paragraphe 

une expression asympto t ique  pour  la fonet ion P t ( x ,  t). Puis nous mont re rons  

que les fonctions P2{ 0 (x, t) t enden t  vers z6ro avec  a pour  toutes  les valeurs  de 

x et de t ( t < o )  sauf peut-6tre sur certaines droites d a n s  le plan des x et t 
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off d'aillleurs elles restent finies. Evidemment ees r6sultats ne suffisent pas 

pour faire dans la formule 3 le passage ~ la  ]imite a----o. 

Je dis d 'abord que Q (x, t) et toutes ses d6riv6es tendent  uniform6ment vers 

zdro avec a pour toutes les valeurs de x et t qui remplissent une des conditions 

suivantes: 

x + bt > d, x - - b t  < - - $  

(~ > o). 

Nous d6montrerons que Q (x, t) tend uniform6ment vers z6ro pour les valeurs de 

x et t qui satisfont k la premiere condition. Le reste de notre th6orilme peut 

etre d6montr6 de la m~me mani~re. 

Partons de l'expression 6. D6terminons ~p par les conditions: 

sin 4 ~ - 6 s i n  2~cos 2~P+cos 4 ~ 0 ,  o<~<~. 
4 

Nous aurons alors sur le therein d'int6gration: 

partie r6elle de: (akS+ k V a ~ k ~ - - b i ) t - - i k x = - - a ( e o s t r 1 6 2  - 

V ~ ] / - -  b~( eos~ ~ -- sin~r + Vb~( cos~ eP - -  sin~ ~)~ + 4 sinl r cos2 9 ~ ( 2az (cos~ el-- sin~ r ~ - -  b i f  + 

+ ~ x sin r  

La racine carr6e int6rieure dolt 6tI'e prise avec son signe positif. L'ext6rieure 

doit etre prise n6gative pour ~ = o. Elle s'annule pour: 

b 
~-- ~0 = 

aVz (cos ~ ~f - -  sin ~ ~) 

Pour des valeurs de ~ plus grandes elle est positive. Sa valeur num6rique 

d6erolt lorsque ~ varie de o jusqu'h ~o. Puis elle va en croissant. On voit 

done que la racine earr6e ext6rieure toujours va en croissant quand ~ varie de 

o b~ l'infini. Done: 

partie r6elle de: - -  (ak ~ + kVa ~ k ~ - - b  ~) t - - i k x  > 

sin ~ (x + bt) > ~ sin r  

Soit maintenant e une quantit6 positive aussi petite que l'on veut. On peut 

alors d6terminer un hombre R assez grand pour que: 

e - t~ in~d~  ds in~  < 3 
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On a alors: 

[ /e{akz+kV~2)t+ikz d]gl < ~ , 
Re~ 

Re*~ 

On peut  en outre d6terminer un nombre positif a0 

entraine l'indgalitd: 

Reiq~ RelqD 

On a donc: 
co o o  

A 0 

3 

<~.  

tel que l'indgalit6 a < a, 

Or la partie rdelle de: 

est nuUe. Donc: 

si a < a o .  Donc: 

f e ik{x§ d k 
0 

IQ(x,t)l<~, 

lira Q (x, t) = o, 
a--O 

pour les valeurs de x et t (~  o) qui remplissent la condition 

x + b t>r ) .  

Nous savons par  le th6or6mc prdc6dent comment se comporte la fonction 

Q(x,t) ,  quand - - t  est un nombre petit  (saul pour des valeurs de I xl tr6s pe- 

tites). Nous supposerons maintcnant  que - - t  soit phls grand qu'un certain 

hombre positif f. Supposons, pour  fixer les iddes, que x soit positif ou nul et 

partons de l 'expression 4. Posons: 

k =  - ~ y , - -  

Nous aurons: 
A~a mathcmatlea. 85. Impr im6 lo 25 avr f l  1911. 

- - b S t  ~ - ~ .  
a 

16 
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Q (x, t) = - b-/ cos ~ d ~ - -  ~ e- - /cos  ~ + ~ 
# o 

Nous chereherons la valeur limite de cette fonction lorsque fl tend vers l'infini. 
Nous avons: 

_ e _ o l / ~ _ ~  ~x - -  x ~e--, ~ d~ ~ e ~ '--~' cosb-iag < e ~d~<~ =~e-~. 

Done, la premiere int6grale dans notre expression pour Q(x, t) tend vers z6ro. 
Suppons que fl soit plus grand que I. Soit p u n  nombre positif plus peti t  
i que - .  Nous aurons: 
2 

e--  V x  ~" < ['de-~dg < e-Y~P. 

Considdrons main tenant  l ' intdgrale: 

#~ +P 

�9 _ e  ~z  - - ~  

0 

Elle pout  s'dorire: 

) /o ,  ( ) 
~ oos~ {~+~ ,~- ,-~r ~/+~. d~+ 

0 , ~ + ~  

+ 

~�89 

o 

- -  V I - - ~ J - - ~ - ~ / s i n g  b - / + I  d~ ~ e- -H sm ~ (b--/+ 

i / 0  ( ) 
2 ~  ~Se P s in~ ~-~+i  d~.  

,+]+p 
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Or: 

/ ,~  ( ) e ~ c o s ~  ~ +z  d ~ =  e -  - - - -  , 2 2 V a  e 4at 

0 

Z~+p 

S i p  < -~, les fonotions: 

e-f l2  P. 

tendent  uniform6ment vers z6ro dans l 'intervallo o < ~ f l } + ~ ' .  Nous avons donc:  

~+L~{(30S ~(i__~///I ~ 
0 

J~e ~/ 
0 

~(~+~/~1 < 

0 
< ~ ( ~ ) / e - "  d u, 

0 

~�89 = i /~ ,  / 
< ~ e ( f l )  e - -#d~<s( f l )  e . ' d u ,  

0 0 

e (~) d6signant une fonetion de fl qui tend  vers ~.6ro, lorsque fl erol t  au del~ de 
toute  limite. Nous avons enfin: 

0 0 

4 fls/~ o xs  e = I- I / =  ~r aStS ~Txa 4=~ , 

/ ---- I I ~S ~2 ~-~ e ~ s i n f  + I  d f  < ~  u S e - ' d u .  
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Si l'on observe que les fonctions: 

' 4b Ox a e 

tendent  vers 

conditions: 

zdro avec a pour routes les valeurs de x e t t  qui remplissent les 

t < o , x > o ,  Ix + b t ] > ~ ,  d > o  

on peut du thdorAme ddmontrd plus haut  et de ces indgalitds tirer la consdquence 

suivante: Pour les valeurs de x et t qui remplissent les conditions: 

Oil a: 
o_>_t >_--t', x_> o, x - - b t >  ~(~> o) 

IQ(x ,  t) V ~  (.+b*)" V : z a S t  Os (.+b,), I 
2 V-~-a-at e 4=t + 4b Ox ae 4~, < e(a) ,  28. 

off ~ (a) tend vers zdro avec a. 

Comme Q (x, t) est une fonction paire de x nous pouvons imm6diatement 

du thdor6me pr6c6dent ddduire un thdor6me analogue pour x < o .  Si x < o ,  

o > t > - - t  t , x + b t < - ~ ( ~ > o )  on a: 

t 0 s (=-~0=[ Q ( x , t )  V ~  :=:-z.~, V - - t e a  8 , . t  _ ~ x  8 e 4 - ~ -  I < ~ (a). 2 9. 
2 V~aat :~ I 

On d6montre de la m6me mani~re les indgalit6s suivantes: 

[ga O O ( = , O  g ~  0 (,+bt), r 0" ~*b2 ' l  
- - e  4~t + 4b O #  [ < - -  - - e  ~=~ ' ~ ( a ) ,  

Ox 2 V ~  Ox 
30. 

valable si x > o , o > t > - - t ' , x - - b t > d ,  

[VaOQ_J x t) VVz a (~-bt~, 04 (~-bt)'l , 4=t V z a l ( - - t )  'l~ e ;=t  ~ (a ) ,  
2 V ~ t t  Ox e 4 b O #  ] < 

31. 

valable pour x <  o, o >_ t >__ ~ t r, x + bt < ~ ~. 

II rdsulte de ees in6galitds que l'on a pour x > ~, o > t > - - t ' :  

0 0 
P ~ ( x , O + - i Z _  e 4=~ 

t t 

o o 

l | / ~O , l (x , ,  , ] / / ~ /  0 (.+b~p d~ ~/~a' /  0 a (x+b~)= I 
Ox +--2-  ~x e 4,~ V------~ 4 b ~_~x~e 4,~ V ~ d v  <~(a) ,  

t t 

32. 

33. 
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et pour x < - - o  ~, o>=t>t~: 

0 0 

P l ( x , t ) + ~ a  e 4~. V ~ - ~ + ~  ~ e  4~ V~--~dv < t ( a ) ,  34. 
t t 

0 0 

t t 

< t (a) .  35. 

On peut  remarquer  que les fonctions:  

0 
t~ O~ (x+bO z 

a~ I " e 4av 
J i) x 4 
t 

- -  V - - ~ d ~ ,  

dans les formules 33 et  35 t enden t  vers z~ro avee a. On a donc aussi: 

0 

Va OP, (x, t) V~  | _ _  e ~a7 e (a), 
Ox + 2 t / 0 x  V ~  < 33*. 

0 
] l / a 0 P l ( x , t )  __V~ [" _ _  e (xTb-5)~ d v  

iJx + 2 , ] i ) x  k ~  < e (a). 35*- 
$ 

Considdrons main tenan t  la fonegion P~ (x, t) dans le voisinage de la valeur x =  o. 

Nous avons d 'apr6s  la formule I5: 

oo 

P, (~, t ) - j  ~k, + i v ~ : ~  cos kxdk + 
b 
a 

- -  cos kx} 

b 
a 

f[2,{, 
0 

cos k (I x I + t Vb s - -  a ~ k ~) - -  

+ b~k e o k 2 ' s i n k ( I x l + t V ~ - - - - a ~ ) - s i n k l z l  dk, 

les racines carries prises avec leurs signes positifs. 

Or: 

b b 
a a 

I f{ } l  ' e ~ k ~ t e o s k ( ] x l +  t V b ~ - - a ~ k ~ ) - - e o s k x  die < d l c = ~ ,  
0 0 
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b bill a 

J b'k k'~sinklxla~=J b~lxl sin ~dri 
0 0 

Nous avons done:  

si I~1>o, 

b 
a 

lira [ 'Vb~- a~ k~ zel/'~z 2 r 
~-o J b ~ k sin k [ x [ d k = 2b~ |  x [ = 2-b' 

0 

si x - - o .  On a d'ail leurs pour toute  valeur de x: 

b 

! { ' V / ~ - ~ '  . [ z {'sin '7 - ,  

I )  . . . .  ..... ~,n~l~ldk < ~ j - c . ~ .  
0 0 

Reste k 6tudier l ' int6grale: 

b 
a 

f l  ~ e~ 'sink(lxl+tVb'~a'k2)dk. 
0 

Elle peu t  s'6crire: 

b 
a 

f Vb~ ~ a ~ k ~ ,] b~k eak~t[s ink( lx l+tV~a~k~)--s ink(Ix l+bt)]  dk+ 
0 

b 
t ~  

+ f V ~ -  a~ k' j bTU ~ e ~ t s i n k ( I x l + b t ) d k "  
0 

Or: 

Isin k (Ixl + t b~l/-bY~ a '  ~ )  - - s i n k ( I x  I + bt) I = 

[ ( t (b+ V ~ a ~ - k ' ) ) l <  z sin X-kt2 (b--Vb'--a ~ k ~) cos k ]x[ + 2 

__kt(b_Vb~ a~-~)< a~kStMax. I--l/z----x* a~kSt 
�9 , 

b o,=z(=a x ~ b 
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Donc: 
b 

I?b 
o 

b 
a 

a~t 
< - - - ~ f k  ~ Vb ~ --  a ~ k ~ e ~ t  

o 

Enfin: 

e ~k't[sin k (I x l + t Vb ~ --  a ~ k ~) --  sin k (I �9 I + bt)] dk I 

b 
a 

dk ;ma,keok   k- I ( 2oa ~ 1 - , ~  
o 

b 
a 

I J  ~ k (1~1 + <-bJ--~,~,~. 
o o 

I 

< 2 b "  

I1 r6sulte de ces in6galit~s que l'on peut trouver un nombre positif A6 tel que: 

IP~ (x, t)l < A. -b- 36. 

pour toute  valeur de z, de t (<o) ,  de a (>o)  et de b (>o) .  

La fonction P2 (x, t) est d6finie par les 6quations 15--23. Pour  voir com- 
ment elle se comporte quand a tend vers z6ro, nous remarquons d 'abord que les 

int6grales: 

b 
a 

| - - e  -~  t - ' ,  sm [k (v - -  t) V M - - a  ~k~]dk, 

b 
a 

f 2aea~ tS (k ,  t) dk 

peuvent  s'6erire de la mani~re suivante: 

et:  

b 

le a sin -- V dl a 
o 

b 
2 f ~ t f   jeof 

0 

sin [ !t V~  a ~ l*] + V~-~-~ - - - - c o s [ / t  V b ~  l--~] l dl. 

37. 

38. 
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Cela 6rant,  je dis que  ~(o (t) et  par  consdquent  Z1 (t) ne eont iennent  a e t  t que dans 

la combinaison t .  Pou r  d6terminer ;~(o(0 nous avons  les 6quat ions:  
a 

b 
0 a 

g t ( 0 ( t )  = 2 a ~ j f X , ( , _ , , ( ~ ) a ~ f k . _ o ~ , . _ , , s i n f k . _ t ) V b .  a, k,]ak, 
t 0 

b 
a 

Xlll)(t) = 2 a  f ea~ t S (k, t) d k .  
z J  

0 

La derni~re $quat ion montre  imm6dia tement  que X,(l)(t) ne cont ient  a e t  t que 

dans la eombinaison t - - ,  

a 

~(~-l)( t) .  Posons :  

Supposons  que  eela soit encore vrai  pour Z,(2)(t), Xl(8)(t) ... 

Xt i - 1 )  (t)  ~ gt  ( i - x )  . 

Notre  formule pour  Xl(o(t) peu t  s '6crire: 

t 
a b 

) f X, 1 0 ( t ) - ~  - 21 + u  du  le -m's in[ luVb~-- - -2 i]d l .  

0 0 

Elle montre  que ~1(') (t) ne cont ient  a que dans la combinaison -.t Not re  th6or~me a 

6rant  vrai  pou r  n =  i ,  l 'est done aussi pour  n = 2 ,  n ~ 3  etc. Nous  pouvons  

donc poser :  

- t 

La formule 2i qui donne  ~(i)(t), peu t  maintenant  s '6crire: 

t 

0 b ~ a b 2 u  ) ~ e 2 ~ , )  + u  d u .  
2a d 2 

t 0 

Nous  pouvons  done 6crire: 
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Pour  ~tudier comment  se eompor tent  les fonctions Xl( 0 (t), quand  a tend vers  

zSro, ou, ce qui revient  au m6me, quand  - -  t t end  vers l 'infini, il f au t  ma in t enan t  

approfondir  r~ tude  des int~grales 37 et  38. Commen~ons par  la premiere.  Posons:  

off: 

b 

le" " sin I/b~--'-i i dl  = 2 F ( u ) ,  :r~a 
0 

a 

Je  dis que, lorsque u croi t  au  del~ de route limite, F ( u ) ,  qui est une fonction 

cont inue de u pour toute  valeur  de u,  tend  vers zdro de telle maniAre que l 'in- 

tdgrale: 

f l F ( u ) l  du 
0 

a un sens d6termin$. En  effet, nous avons:  

b 

0 0 

sin blu d 1 - - / l e -  ~" sin blu dl.  

b 

0 

b 

I f  l e - ~ " s i n L 2  
0 

b 

b b ~  

0 < l < b  l ~ = m~e-m2dm ~ 4e-m2dm'  O U r , /  
0 ~ 0 0 

I e- t~ ,  sin blu d l  ~ 4__~u be 4 , 
0 

Aeta maShrma$ica. 35. Imprim6 lo 26 svrll 1911. 17 
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Done:  

L'int~.grale: 

r 

IF(u)l< m*e-m'dm +- oe 
o 

b2u 
+ fl.~-e-b~,,< A7 

2 U  U %  " 

oO 

lF(u) l du 
o 

a done bien un sens d6termin6.  

Je  dis m a i n t e n a n t  que l 'on p eu t  t r o u v e r  un nombre  positif  B ,  tel  que l 'on 

a pour  rou te  va leur  de a posi t ive ou nulle et  p o u r  route  valeur  de i ent i~re et  

posi t ive et  plus g rande  que I:  

]g~( o (t) l < B Max. I X,('-I) (,)[. 

On a on effet :  

Donc:  

o 

t 

o 

t 

ao 

2/I  F(u) ldu. Max. [Xl (~-l)(v)[ 
0 > ~ > ~  

0 ~ 

Si nous  posons:  

nous avons  done:  

0 

[ Xt ~i) (t)] < B Max. [ X,(~-I) (v)]. 
O > ~ > t  
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D6montrons encore une autre in6galit6 qui nous sera utile dans les pages 
suivantes. On a, ~ 6rant un nombre positif plus petit  que i :  

Dono: 

at  0 

t at 

0 

0 

, s  Va 
< B  a,>~>tMax" [ Z,(I-1) (v) [ + 2z 0>,>tMax" [g,(I-1) (v)ljff-Zi-~fd, 

~ a ~  

4ATVa( i ) 
= B  Max. Ix,(~-')(~)l+ ~ Max. Iz, a-l)(v)[ 

< B Max. I z, "-1) (~)[ + 4A7 Vaa 
_ _  M a x .  l x , (~ - ' )  (~)I-  

Considdrons maintenant  l'intdgrale: 

b 
cl 

f 2 a e.k, ~ S (k, t) dk 

0 

Nous avons: 

b 

2 f ~  
- -  e a  

0 

b b V = ~  

l~ ~ [ 4bz/~' 4 b 1/a ? e a k 2 t S ( k , f )  d k  < eYdl ~ - e-~dl. 
0 0 0 

dl. 

On volt donc que notre int6grale pour toute valeur de t, plus petite que o, tend 
vers z6ro avec a e t  que l'on peut trouver deux nombres positifs B 1 et C1, tels que: 

b_ 
a 

0 b 
a 

I / I  
0 

39. 
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Les in6galit6s ci-dessus suffisent pour  d6montrer  le th6or~me suivant :  pour  route 

valeur  de n enti~re et  positive il existe deux nombres positifs, B .  et C . ,  tels que: 

c .  Va 
I~ ,  ("~ (01 < B., I x,(,,~(O I < V - - i  " 

Tout  d 'abord,  co th6or~me est vrai  pour n = I .  Supposons qu'il  soit vrai  pour 

n ~ i -  I .  Nous avons d 'apr~s les in6galit6s pr6e6dentes:  

I x, ")(t)l < B Max. I X, (~-~) 
o=>_,=>t 

Ix#( t ) l<  B Max. Ix,.-,)@)l + 
4 A ,  1/~ Max. I gl (i-1) (*) I 

I ) o n c :  

oh: 

B C~_l Vaa < + 
V ~  at  

4 A, Va Max. I x, (~ -1)(,)1. 
~rVz--a V~tt o>,>t 

I x, "~ (01 < B, ,  I x, "~ (01 < - -  
e~V~ 
V--~' 

B ~ B  B i _ l  = B i - 1 B t ,  

B C ~ - I  4A7 Bi-1 
V-~ ~ Vz " a "  

Notre  thdor~me d tan t  vrai pour  n ~  i ,  

n ---- 3 etc. 
On oonclut  des indgalitds ci-dessus: 

il est  done encore valable pour  n = 2, 

t ~ h  

I I l l  b'u I ' f  �84 
o o 

aS $ 

Ix ('~(t) l =  I e ~ X, (0 + u  d u - -  e 
at  
a 

b 2 u  

2 du=~_~is. 

+ 

t 

< bsV-~---~__ a V i-~t + e" 2 du  < ""~ e 2. < Di Va 
- -  2 d r  bIVI  - a  V = t  2a V--~t '  
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si: 

.,r/(,), 
D~ = b, VI ------~ + ~ a-e " 

Consid$rons maintenant  les fonctions: 

0 

t 

t - 0 t i t .  

Je  dis que l'on peut  t rouver  des nombres positifs E~, tels que: 

] p,(i) (x, t) ] < El 4o. 

pour toutes valeurs de x, t (<o)  et a (>o).  En effet: 

D o r i c :  

b 
oo r 

G 

v ~  a t  d 2 1 /~- - -d t"  
0 0 

0 

D, V ~ / '  _d__v D, z'/' 
I P , " ) (x , t ) l<  2 J V - - ~ ( ~ - t ) -  2 

t 

L'in6galit6 40 est donc valable, si: 

E i  D i  ~ s12 

2 

Soit mtdntenant x > o. Nous avons d'apr~s l'in6galit6 28: 

0 

P 2 ( i ) ( x , t )  - X (i) e 4 a ( t - O  I/-v---~--$ + 

t 

0 

V~:a~l  ~ f -  " " -~3 I~+ b(,-~)]~ 

4b J 
t 

V~--• d ~] < Bi e (a) ( --  t) 
b ~ 
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Or on a, ~ 6 tant  un  nombre  positif, aussi pe t i t  que l 'on veu t :  

0 - - 6  

I f-(5) V .  z") " '"~-') ~ < Max. I~(',(~) ~ 
t - , ~  t 

[ x - - b  (v- - t ) ]  2 
4 .  ( ' t - -  t) 

d~ 

Vh-(~-O 

0 - - 6  

+ ~"' ~ ,-.-~, V a ( ~ _ ~ < ~  
- - 6  t 

I x - -  b (v - -  t)] 2 
4 .  {v- - t )  

d~ 

V~--i 
- - +  

0 

i f  Ix- 6 (~ - t}F d v 
+ D  e 4.(~-t) 1 / - -  v (v - -  t} " 

_ _ +  

[ x -  b ( v - -  t)] 2 

Comme la fonct ion e 4 . (~-o tend uni formdment  vers zdro avee a pour  toutes  les 

valeurs  de x.  t e t  v, qui remplissent  les condi t ions:  

~ s  Ix - -b(v- - t ) l>~ ( ~ > o )  

et  comme la va leur  numdrique  de ce t te  fonct ion pour  les valeurs de x, t et  ~ que 

nous avons  h considdrer ici est  au plus dgal k I ,  la premiAre intdgrale t end  uni- 

fo rmdment  vers zdro avec  a pour  toutes  les valeurs de x et  t, qui sat isfont  aux 

condi t ions:  

x>o ,~ fS>t>=--T .  

Considdrons la seoonde intdgrale.  

Nous  aurons :  

Soit  o<=x<--bt--b~(e >o). Prenons  3 < - .  
2 

0 0 

e 4 . ( ~ - t ~  _ ----~ _ i v _ _ ~ l ~ _ t = , ~  e . 
x t,/ - -  ", ] I 

- - e l  t 

Soit d ' au t r e  pa r t  x > - - b t  + bt (e >o) .  Nous  aurons :  

0 
[m--b (v--t)]2 dv  ~. ~ 

e 4 a ( v - - t )  V~7:(7;__t)<~;e4at 
t 

- - 6  

P o u r  les valeurs de x et  t, qui sa t isfont  aux  condit ions:  

o < - - t < T ,  [ x + b t l > t , ( t > o ) ,  

notre intdgrale tend done uniformdment vers zdro avec a. 
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P o u r  6tudier  la fonct ion:  

0 

all, X() ~xse 4~,(~-o V ~ - - t d v  

t 

nous remarquons  d ' abo rd  que l 'on a:  

o. _t,-~(~-::,,~=_= J3[_=-a ( v - t ) ]  I * - a ( v = . O ] ' [  ( ' - ' ( ' - " '  
Ox__.~e 4a(,-t) / 4 a ~ ( ~ - - t )  ~ 8 a S ( v _ t )  8 ] e  4a(~-t~ 

Soit As un  nombre  posit if  assez grand  p o u r  que :  

IxF, e-'~ <A~. IxF=e-~ <A. 

pour  rou te  va leur  de x.  Nous  avons  alors:  

lo s [ = -  a (~- t ) ] '  I 

< a'/. ( v -  t)'/,[I ~ -  b (~-- t)lF,' 

Soit d ' abo rd  x > - - b t .  Nous aurons :  

0 

I/ (a) i 
t 

<41/z2a'l,A,B~ ( dv  _ 
b" J ( v  - -  t)'/* [ x  - -  b (v  - -  t ) ] ' / '  - -  

t 

1 

4V2a'/*AsBi t ~ du  
~-b~ :---J r (~-- u)'t~" 

0 

Si au eont ra i re  x < - - b t ,  nous aurons:  

0 

a% X cO ~-xxse 4aid-t) V-v-~---tdv < 
t 

< 4 V22 a'l, A8 B, (" _ d u  4 I/2 a'/, A s B,  ['_ d u 
x'/,b'/; J u'/,(i--u)'/, + ~ ; b ~ :  Ju'/,(u--i)'/," 

0 1 

De routes  ees in~gaIit~s e t  des in~galit~s analogues valables pour  x < o on p e u t  

d~duire le thGor~me su ivan t :  p o u r  les valeurs  de x e t  t, qui  rempl issent  les 

condit ions:  
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o<--t_<_T, I+I > +, Ix + btl>+, l~ - -b t l  > +, (+>o) 

la fonction P2 o3 (x, t) tend uniform~ment vers z~ro avec a.  

Reprenons l'~quation 3. Admettous que la fonction r  o) soit douse de 

d6riv6es continues des deux premiers ordres. Supposons en outre pour plus de 

simplieit6 que les int6grales: 

+ao +oD + w  +ce 

f,,,,,,_0++, f,~,,.o+,, fl~l,.o"", j ,  no'~io ,. ,,.o +" 
- - m e  - - m e  - - ~  - - o o  

soient eonvergentes.  Nous avons pour I x - -  Xo I > o: 

Done: 

to 

Ot ox j ax 
t 

�9 .1- Oo . ~ * 0 - - s  

,, f ~ ' l# "~p 
+ b l-z"-~.dtll dx  + 

j ax'x I J t -o  

~o"t- 

og, 
to 

,.+ .I,.+ )] -g~x + + b -g~x" d t  dx----- 
t--O 

t 

t to 

#* qJ , 

t X--Xo--~ t 
+,+ _+,?~)+Lo § 

tvDtr, o+e 

~  )l, ;( ) 
+ 2 a - ~ + b  = dt  d x +  qD-f f i  d x +  

--0 t--O 

to 

;[+( + )] + ~x z a ~  + b 2 d t  t-o 
xo + e $ 

d x .  

Le passage & la limite ~ = o  s'effectue sans difficult6 & l'aide de l'in6galit~ IO, 

si l 'on observe en outre que l'on a pour t < to: 

Nous obtenons: 

,ira I~a~'+--+'~)-- O .  



Sur les formules de Green g6n6ralisfies qui se pr6sentent dans l'hydrodynamique. 137 

Done :  

8(p d x  = 2 V2d-~-r (f (xo, o) + 2 a 
~TE ~-o 

-- ~e t 

+ o ~  to 

= 2 V 2 a z g ( x o ,  o ) - - f r a ~ e f ( 2 a ~ V + b t / q ~ d t ) ]  d x .  
JL#x = ~-o 

~o 

+0o to +oo to 

2V~d~9(x~176176176 h-~ ~vdtJ,_odZ-- ~VOd, dt. 
- - m  f - - ~  0 

Done : 
+ ,~ to 

I 0 9 ~ 0~9 _ to )dv]d  x + 9(Xo, to)=9(xo, o)- ~/[PAx-Xo,-to)(~i), .o+b (-g-~x,),_of P,(x-Xo, * 

+ oa to 

2 ~ J L  ' w x  I ~ = o d  
- - 0 0  0 

+o0 fo f f P:(x--xo, t--to)]O(x,t)dxdt. 
- - o r  0 

Cherchons la valeur l imite pour a-----o des termes qui dens  cette  formule d6pen- 

dent  de la fonct ion P~. Nous  avons  pour x > o,  en vertu  de l'in6galit6 3z: 

0 0 
- -  s 2  S (to+bY) 2 VYr ? (~,+bO'u d~ _, .  Vza/ f O =- 

- - - -  e - - - t - u r n  . . . .  - - - -  e lim._o P~ (x, t) = - -  lim._o 2 V a a J  V ~ r  . -o  4b J O x  s 
4 t ~ $  

t t 

V ~ - ,  dv .  

Si d'abord x > - -  b t ,  on voi t  imm6diatement  que les int6grales h droite  convergent  
x 

vers z6ro avec  a.  Soit  done x < - - b t ,  l~Ious aurons,  si o < r  < ~ :  

0 

V -  ; '  [ x+b~)2  . /g' / -  7 - -  a ~ "  
lim - - - : = / e  4a~ __  
~-o 2 V a d  V Z  

t 

l~z f (=+b~)Z 
_ _ = l i m - - ~ e  4a~ d v  _ 

. - o  2 V a J  l/-----7 
ag 

a--O 

A e ~ a  m a t h c m a t i c a .  35. Imprim6 le 26 avr i l  1911. 

~2 

18 
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Soit ~ un nombre positif aussi petit  que l'on veut. D6terminons un nombre 

positif A~ tel que: 

e 4(z+be) 

A~ 

On a alors aussi: 

--A9 

4(x+be) < , 

V x ~  b--~ + 2 b,] V x  -5~e -3- 
- -  oa  

eo - A 9  

2b'~'J e- ~ dg l /~  [ dg _ _  _ _  e - ~  < -. 
Vx + 2-b J V~ 3 

Soit ao un nombre positif plus petit que: 

~ b  $ 

A~ ~ 

et assez petit pour que l'in6galit6 a < a0 entraine l'in6galit6: 

- -  . d 9  

Nous aurons pour a < a0: 

< 

+~-~ e 

A9 

+ A 9  

- -  2bj  

+00  I 
+A9 se2 +A9 

r 

+ 

--A9 

(5 < �9 
3 

+ 2b~,, V5 

< 

+ 

+ A9  ~2 

2b j  

~ ~ ~_=~. < - + - +  
3 3 3 2 o d  V~ 

+ 
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Done:  

0 

lim V ~ f  ( x + b v ) X  dT 
a- -O ~ V  e 4 a v  V = T  

t 

si x < - - b t .  
On d~montre  de la m~me manigre :  

~2 

b J v~ = b-' 

0 

V~ a'l, l Os (. + b.~" 
]im,~=o 4 b - - J O ~ x  s e 4~ VZ-v  d v = o 

t 

pour  route  va leur  de x posi t ive  ou nutle. 

P~ (x, t) dtan t  une fonct ion  pai re  de x on a d o n c :  

lim P , ( x , t ) = o ,  si Izl>--bt, 
r  

lim PI  (x,  t) ~ ~-o - - ~ ,  si I x l < - - b t .  

Rappelons  d'ailleurs qu'i l  existe une limite supGrieure finie pour  [P~ (x, t)[, qu'elle 

ne dGpasse pour  aueune  va leur  de a .  Nous  avons  done:  

~0 

lira VP1 (X--  
a - O , ]  

0 

OU ~ 0 ,  

su ivan t  que:  o < x - -  Xo < bto ou: - -  bto < x - -  Xo < o ou I x - -  Xo I > bte. Done enfin:  

+ ~ to 

, ira + xo, ~--to) dv]dx  = 

xo + b to xo x o + b t o  

x o  - -  b to  eCo - -  b to  :co 

xo + b te xo ~o + b to 

 j,,W,,_odX + 
xo - -  b to ~o - -  b to xo 

x o + b t o  

f t~ ~ ~(Xo + bto, o 1 -  ~ ~-b.] l-g~/ t_odx + ef (xo, o) ~ ~ ~ ~f (xo --  bto, o). 
x o - -  b to 
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Nous  avons d 'un  au t re  c5t6: 

+ ~ t o  

lim I f f P , ( x  
a - - O  2 ~rg 

- - ~  0 

to xo + b (to-- t) 

0 xo--  b (to-- t) 

Done:  

- -  lira 
a - - O  

+ ~ '  to 

- - o o  0 

.I- oo to 

- - o o  0 

�9 (x,  t) d x d t }  = 

xo + bto to $o + b (to-- t) 

to t /~_odx + ~- tp (:~o + bto, o) + - -  + 
- -  0 x o - - b ( t o - - t )  

II r6sulte des in6galit6s obtenues  plus hau t  que les int~grales: 

+o~ +~e to 

- -  to) 01r d x ,  

+oo  to 

~ 0 

, t - -  to)  �9 ( x ,  t) d x  d t  

pour  route  valeur  de i t enden t  vers  z6ro avec a.  Supposons  pour  un  moment  

qu' i l  en soit  de m6me pour  la somme de routes  ces int6grales. Nous  aurons dans  

ce t te  hypo th6se :  

~ro + bto 

lira q~(Xo tQ)= I I I x . - 0  ' 2-b t_o d x  + 2 q) (x~ + bto, o) + ~ ~ (  o -  bto, o) + 
xo - -  b to 

to xo+ b( to- - t )  

0 x o - - b ( t o - - t )  

Or o'est  lit exac tement  ia solut ion de l '6quat ion:  

Os t--~ ~ b ~ 02 cP~xs + �9 ( x , t ) , 
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qui pour t = o prend les valeurs donn6es 9 (x, o) et dont la d6riv6e par rapport  

(0q0) . parai t  probable t pour t = o prend les valeurs ~ t-0 I1 done extrSmement 

que l'on a r6ellement: 

.{-oo 

- -  Xo, - -  to) (-~-d) ~_odX = 

+ r t,o 

l im  ( d x  l P , ( z _ X o  ' . O',p ~ - o d  d - - t ~  
- - o ~  0 

+ t~ tO 

a ~ O  J d  
~ o o  0 

q~(x, t ) d x d t  =- o .  

Ajoutons que cela serait d6montrd si l'on pouvait  montrer que la constante que 

nous avons appel6e B e s t  plus petite que i .  

4. Nous allons maintenant  appliquer les r6sultats obtenus au probl~me du 

mouvement rectiligne d 'un fluide visqueux et compressible. Reprenons le syst~me 

O X  O X  " Ou Ou Oa Oa 
A. Supposons Y =  Z ~- "~" ~ o z  ~ v = W ~  y Oz = Oy O z o. Nous aurons: 

O U = x  I Oa 02u Oa Ou 
0--~- --x-'-i O~ + (Z + 2 t~) ~xix~' ~-~ + ~--~X= O. 4 I. 

Si l'on suppose qu'il soit permis de ddriver ces 6quations une fois, on obtient: 

En posant: 

or,  = o ~  + ~ - ~ - -  o--~" 

I 0X 
)~ + z ~ t = z a ,  ~ - b  ~, a = r p ,  - - ~ x  - ~ ,  

nous retrouvons l 'dquation i .  

Soit donnde, dans le plan des x ,  t ,  une aire ~ ,  bornde d'une courbe qui 

admet en chaque point (sauf peut-6tre dans un hombre fini de points exception- 

nels) une tangente d6termin6e. Soit xo, t o un point queleonque dans ~2. Tragons 

la droite t = t o - - r  (e > o) et supposons pour simplifier que, ~ 6rant assez petit, 

elle ne coupe ]a fronti6re que dans deux points diff6rents, A~ et AV~. Soit C un 

point de la courbe fronti6re, situ6 au-dessous de la droite t ~ t o -  ~. Tra~ons 

enfin uue demi-droite x = x0, t < t o .  Nous obtenons de cette mani6re deux parties 

de .Q qui sont borndes par la ligne droite t ~ t o - - ~ ,  par la demi-droite x = x o et 

par des arcs de la courbe fronti6re. Formons les 6quations: 
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ff r O'a O~p ( OSa Onq~ i b j ( ( p ~ _ a  Ox~l_~PO]dxdt__o ' 

l ' intdgrat ion 

par  part ies et en prenant  la somme des deux int6grales: 

6tendue h ehaeune de ces deux parties.  Nous aurons en int6grant  

A'$ 

A e C A '  e 

[ (  0,.  ,(0o o )11;; + 2a ~ p ~ + a O x O t  ! ~0-5~--a~x dt + ~pq)dxdt. 
t< to - - e  

Le passage g la limite t = o donne:  

2 v ~ a T ~  ~ (Xo, to) .... . a -7 i  - -  ~v ~ -  t - -  2 a ~ l ]~  j d x 
Ao CA'o 

ff~ ox  + 
J~ to 

[ 2 a l  0~ a2tpt b~(tp do a ~ ) ] d t }  
- (~ ~ - ~ t  + ~ ~ I  ~ -  

42- 

dxdt. 

Si en part iculier  l 'arc AoCA'o est form6 de trois droites AoB, BB r et B'A'o, AoB 
et B~A'o 6tane parall~les ~ l 'axe de t et  BB ~ parallMe h l 'axe de x, nous avons:  

B s 

2V2a~.(Xo, to)=. aa~--qJs d~ 
B 

.4% 

+ a OxOt] ~x--a  dr-- 2a ~xO-I 

, #a aqAldt + ~ . ; ~ P ~ d x d t =  

AO 

+ 2a (P-Sx~-t + 

a '  

= a - o - i - - ~ - - 2 a ~ x o x l d x - - z a ( ~ P ~ - x ] B +  za (P~xfz~ + 
13 

.40 

_ _  ~ - -  

AcBB'A'o 
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Soit ~p~ (x, t; xo, to) une solution de l'6quation 2, r6guli~re dans la partie de 

qui est situ6e au-dessous de la droite t = t o et qui prend sur ]es droites Ao B e t  

Are Br, les m6mes valeurs que tp(x, t; xo, to). Posons: 

~, (x ,  t; xo,  to) = ~'o (:~, t; :to, to) + ,4,, (~,  t; ~o, to). 

Nous aurons: 

B t 

2 V 2 a ~ a ( x o ,  to)= a ~ - - - q s t ~ - ~ - - 2 a o x  oxldX + 

Ao A"o 

+I.(2 -I /h 
.4o B B ' A  o 

La m6thode des images permet de former sans difficult6s la fonction ~ .  Cette 

fonction connue, notre formule r6sout ]e probl~me de d6terminer ]a densit6 dans 

un point quelconque, situ6 entre deux plans, orthogonaux s la vitesse du fluide, 

si la densit6 et la vitesse dans chaque point de cette partie du fluide sent connues 

pour une certaine valeur initiale t de t et si les valeurs de a sur les deux 

plans sent  connues pour t ~ t. 

5. Si, les fonctions u et g e t  les d~riv~es de ces fonctions qm figurent dans 

le syst~me 41 ~tant toujours continues, on ne suppose pas qu'il soit permis de 

dt~river une fois ce syst~me, il faut  introduire le syst~me adjoint:  

~U I I 69~ ~gUr 6~6r ~U r 

De 4z et 43, on d6duit ais~ment, en reprenant les notations a et b: 

__ ! ~ OSu OSur I o 
Ot 

Consid6rons de nouveau l'aire ~ et le point x0, to. Tra~ons la droite t ~ to et 

les demi-droites x ~ x o ~ :  ~, t<~to, ( ~ o ) .  Soient Us et Cr~ les points, off ces 

demi-droites coupent la courbe fronti~re pour la premiere lois sous la ligne t ~ to. 

Int6grons l'expression pr6cSdente sur les deux parties de s qui sent born~es de 

la droite t ~ to, une demi-droite x ~ x0 • e et un arc de la courbe fronti~re. 

Nous obtenons, en int6grant par parties et en prenant  la somme des deux int6- 

grales: 
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X~XO-- ~, t~to 

~f(~u' - -  

A'o X~XO-- ~: f :  tO 

f Maa')dx + ( u u ' - - b ~ a d ) d x +  u' b~a+ 2a~-t- - -  
x-xo+e,t=to ~e 

X=Xo+ f, t=to 

2a~-~JJdt u' 2a - - u  - - 2 a ~ i ) J d t  + 

C$ 

+ f { [ u ' ( b ' a + 2 a ~ ) - - u ( b ' a ' - - 2 a O a - ~ ) J d t  - ( u u ' - - b ' a a ' ) d x } +  

Ano 

'~~ ( 
+ 2a ~ l - - u  bSd - 2a ~ ) ] d t - - ( u u r - - b ~ e d ) d x }  + ~ f  u ~ X d x d t = o .  

f< to 

Posons :  

u' a s ~V b~ 0 tp , 0 q' , 

ee qui donne  aux  deux premi6res  int6grales ir gauche la va leur  z6ro. Cherchons 

la va leur  l imite des autres  termes de no t re  6quation,  lorsque ~ t end  vers z6ro. 

Comme ~t- est, pour  t<to, une fonct ion cont inue  de x et  comme:  

to 

Ot I=_=o dt 
to-- 6 

a une  va leur  finie, s '6vanouissant  avee  6, on voi t  imm6dia tement  que l 'on a:  

~--~0--$,  t= to  ( 0o,i { 
lim ; u  b~a ' - 2 a ~ f  d t =  lim - -2a(uu ' ) c .  + 
�9 ~C 4 ~ = 0  

+ I 
X=Xo+~, t=to 

~ - o , y  Or/ 
C' 6 

La  fonet ion u ' ( x  o 4-~) tend  pour  t < to vers z6ro avec  , .  D ' a u t r e  par t ,  le t e rme  

principal  de ce t te  fonct ion dans le voisinage de x = xo, t = to est :  

( : - - X o P  + b 2 (to_--t) 
(X--Xo)e sa(to-0 2a 

2 V(t ,  - -  t f  
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D o l l c  : 

.-.o+~,t-to Oat (b'a + Oa x-~o-~,t-t~ Oal = -  lira f u '  (b~a + 
lim ;u ' (b 'a  + 2a dt 2a dt = - -  V ~  a 2a j i ) ._ . . t_ ,  o. 

Done:  

2vT-a~(b'a + 2 a  O-~/x_x..t_toA~ga,o{ + 2a - - u  2a-a-i)]dt 

t ~ t o  

44. 

Dans le cas part iculier  traitd plus haut ,  nous avons:  

.A.tl 

2 ~ ( b ' a T 2 a ~ ) , x o . t .  = / [ u ( b ' a ' - -  2a  Oa't--u'{b'a+~, 2a-~ljOatldt - 

.B  t .~ttl 

Soit ~01 (x, t; xo, to) une solution de l '6quation 2, qui dans  le voisinage de la 
ligne t = to se comporte  comme tp(x, t; x0, to) et qui sur les droites A o B et BrA'o 
rempl i t  les conditions:  

Os~1 b~ 0~1 
z a a x a t  -y~-x = o .  

Nous aurons, en posant: 

O~tp, b~ 0 t/' t Or/',. 
u ' , = - -  2a ~ - ~  + ~ - ,  oq---- O t " 

210 

~176 oo' I 2 Vfa-~ (b'a + 2a ~lxo, to~- # - - 2 a - - ~ i  dt --  

B'  A'o 

Aeta mathematiea. 35. Imprim6 lo 29 juin 1911, 

Oa',~ ~f, ,u'lXdxdt -- 2a ~-t-J dt + ' 
AoBB'A  o 

19 
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Cette formule r6sout le probl~me de trouver la densit6 dans un point quel- 
conque, situ6 entre deux plans orthogonaux h la vitesse du fluide, si l'on connalt  
la densit6 et la vitesse dans chaque point de eette partie du fluide pour une 
valour initiale ~ de t et si l 'on connait  de plus la vitesse sur cos plans pour t > L 

II. 

Sur  les problbmes ~ trois  ou deux dimensions. 

I. Le syst~me: 

Ou 
- - m X - - - -  - -  
Ot 

x Oa O0 
x ~ Ox + (Z + $i) Uxx + ~ ,du ,  

I .  

Ou 8v 8w Oa 

donne, si l'on suppose que toutes les 6quations soient d6rivables une lois: 

02a i . OJa OX OY OZ 
i)t' x ' A a - - ( ~ ' + 2 " ) O t  - + ~-x +3-yv +~)z = ~  

ou, si l 'on pose: 

I OX OY OZ 
z- i = b  s, ~ + 2 $ , ~ 2 a ,  ~ + ~ y  + itz . . . .  (1); 

02a O J a  
Ot-- F =  2 a ~  + b~da + O. 2.  

Cette 6quation joue un rSle important  dans plusieurs questions de la physique 
math6matique: 1 

Son 6quation adjointe est: 

O~d O J d  
Ot---i - = - 2 a  ~ + b~ da ' .  3. 

De 2 et 3 il suit: 

i Vo i r  p, ex.  DUH•M: , , R e c h e r c h e s  s u r  l ' $ l a s t i c i t~ , ,  A n n a l o s  de  l 'dcole  n o r m a l e  I9o4 P.  366. 
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~t at -- j~- -a~[  l - a  d a ' ~ + a ~ [  l + a d ~ -  i ~-~a + 

+ a J O #  ~,da--zOa~ 0 (OaOd +____Oaaa ~ oa oa'll _ b. ( a ' ~ a - -  a~a')  - -  a'O. 
+ ~ ~ l J  

D'oh, en intr6grant sur un espace fini ~( t ) ,  born6 de la surface 8(t) ,  et entre 

les limites t = o et t = to - -  t : 

;[a, #a #at 2a 2 O a  #a 7 [ ' r  rOa Oa r 

~(o) 
to-- e 

Oa Oa' 1 fe,fra s ou~,) o~ +2aZ~xxl,-od~+ ~ ~J,L dn (~t + a a ' s  

d aa' aada' Oa'da b~( da ada'l 
+ a a d n O  t aOtd  n a -~ d -~ +  #~-~-- dn] + 

I~O ~ 8 

+ U~ta~i--a-OyI+2aU~ ~ x ~ x ] d S =  dt a'q)dto. 
'o ~ l t )  

Dans cette 6quation, nous avons pos6: 

8a Oa r 8a Oa r Oa Oa r Oa Oa r 

U, d6sjgne ]a vitesse normale d 'un point de la surface S (t) et s l'opSration: 

8 8 8 
cos n x ~  + cos ny  ~-~ + cos nz ~-~, 

n Stant la normale int6rieure de la surface S(t). 
D'apr6s quelques r6duotions faeiles, notre Squation peut s'~orire: 

S [ o , , o  ,o, f [  .. ,o, , . , ~  - ~ [ - - o ~ [  + 2a 2 ~ x o x j d O J - -  e' 2a 2 ~ - - ~ -  + ~ j a , o +  
~(to- -  ) ~101 

to-- e 

O S(t) 

ta--$ 

" " :  ":' 0:"~ off af q) d eo . 
~l (t) 

. 
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Nous avons suppos6 dans cette formule que les fonctions o e t  o' et les d6ri- 

v6es de ces fonctions, qui figurent dans notre formule derni6re, soient continues. 

Posons maintenant  dans l'int6rieur et sur la fronti~re du domaine ~(t) :  

a' ~ z 0 ~p (r ,  t o - -  t ) ,  
r d r  

off: 

r = V(x - -  x0)' + (y - -  y,)' + (z - -  zo)', 

et x0, Y0, z0 sent les coordonn6es d'un point situ6 ~ l'int6rieur de la surface S(t0), 

par cons6quent aussi k l'int6rieur de la surface S ( t o - - * ) ,  pourvu q u e ,  soit assez 

petit. Posons au contraire o'-~ o ~ l'ext6rieur de la surface S ( t ) .  Dans ce cas, 

on doit, du domaine de l'int6gration exclure le point x0, Yo, Zo, ce que l'on 

peut faire k l'aide d'une sphere r = ~. 

nouveau terme: 

Dans notre formule, nous obtenons un 

~ ,a"l (2 a o+ 
,~ ~ + b d n f  + a a d n  Ot 
0 r - - 8  

Cherehons la valeur limite de eette intfgrale, lorsque 6 tend vers z6ro. Comme, 

pour t < to, ~ et ses d6rivfes restent finies, lorsque r tend vers z6ro, on a imm6- 

diatement : 

tO ~ 8 

a b,a.I 
0 r--~ 

+r ( 2 a ~  -b  Or~fj 

Reste ~ ealculer la valeur limite de l'int6grale: 

0 .  

Or, pour t < to: 

t 0 ~  

d t 2 a ~ - -  b i-~r l r~- . 
0 r - - 6  

lim 2 a s-~-~t-- bS - - -o .  
r - - 0  

Donc, l'int6grale tend vers z6ro avec ~. 

On d6montre do m~me sans difficult6 que les int6grales: 

n (t), 

(t = t o -  t ,  o u  = o ) ,  
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tO-- 

0 ~( t ) , r>6  

t enden t  vers les l imites:  

f[.' 
~q (t) 

Oa Oa t Oa #or1 
~ - - a  N + 2 a 2 ~  x~xxj  de~ 

(t = t o - -  e o u  = o)  

t o - - ~  

o f~ ( t)  

La  formule 4 reste donc vraie  sans aucune  modif icat ion,  si l 'on y pose:  

d =  ~ _ 0 ~  (r, to - -  t)  
r Or 

Faisons ma in t enan t  e t endre  vers z6ro. Comme la fonet ion P2 (r, t - - t o )  e t  routes  

OPl(r, t--to) ses d6riv6es res ten t  finies dans le voisinage de r = o, t = to et  eomme 
Or 

s 'y  compor te  eomme:  
o 

f r~ b'~ dv r 
_ ~ S a v  2a ~ ,  

4a d V~-~ 
t -- to 

don t  la va leur  absolue est plus  pe t i te  que:  

oo  b 2 t~ ~2 
e 2 a  / 

2~2a e - Y d "  
o 

on voi t  que l 'on peut  t rouve r  un  nombre  positif  At,  tel  quo l 'on a dans le voi- 

sinage de r ----- o, t = t0: 

Io'l<a~. r 

Pour  r > $ ($ > o), a' t end  d 'ai l leurs  un i form6ment  vers z6ro avec  t 0 - - t .  

Jim 

..q (to - -  e) 

Dono: 
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O a  t 
Lo terme principal de )~-~ dans le voisinage de t o -  t est: 

r 2 . b 2 ( t o - - t )  

I e sar ~ Ya 
4a V(to--t) ~ 

DOIIO : 

Donc: 

r2 + b 2 ( t o - - t )  

- -  a JUt dco = lim ~-a I V (to - -  t )  3 dco  = 
--(to - - e )  e--O ,~ 

c o  

27r V-fa a(x, ,  yo, zo, t). g S e - u  4~rVza~r a(xo, yo, zo, to). 
0 

4~V2a~ra(Zo,  yo, Zo, to)= f [ o ,  Oa oa' OaOar 1 #t - - o  ~ - t -  za ~ iJx  OxxJt-o d ~ ~  
fl(0) 

ta 

- -  d t j  a ' ( 2 a ~ i ) l  + dn] + a t 2 a d n  i)-t--~ cln] + 
o S ( t )  

to 

. 

2. Reprenons le syst~me I. Supposons que X,  Y, Z, u, v w, a e t  les d~riv$es 

de ces fonctions qui figurent dans ce syst~me soient continues. 

Le syst~me adjoint est: 

Ou r x Oar , O0' 

. 

O' Our 0v' 0wr 0at 

De i e t  6, on d~du-t: 

0 (uu' + vv' + ww') + ~ ~ (u'a --  ud)  + (v 'a--  va') + 
8t 

] o [ O l  ,oa Oa' 1 
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D'ofi: 

+~1,~+ ~ + ~  w' -g~ + w ~t [ u ' ~ u  + v ' , l v  + 

+ w ' z i w  - -  uzr  - -  v J v '  - -  w J w ' ]  = u ' X  + v' Y + w ' Z .  

to 

_ ~ u u ' - - ~ t r a  d~o--  2 u u ' - - ~ a a '  d~o + t ( a ' u , , - - a u ' , , ) - -  
~(7o) ~g(o) " o s(t) 

~ u ' ~  + ~'~" w'aWi 

to 

- -~t~ dn  + V d n +  d n /  + U n  ~ , u u r ~ a a  r d 8 ~  dt  ( u ' X + v ' Y + t o ' Z ) d w .  
o ~( t )  

Pour  simplifier l'~eriture, nous avons pos6 ici: 

u u  t + v v  t + w w  t ~  ~ u u  t, u cos n x  + v cos n y  + w eos n z ~ u , ~ ,  eto. 

Excluons par la sph/~re r = J  le point Xo, Yo, zo, situ6 dans l'int6rieur de ~2(t0), 
du domaine de rint6gration e~ posons: 

u'=--O~O( (it +2tt)O-i--O*P #,f), 
v '=- -O~ (~ + 2 ~ t ) ~ - - ~ p  , 

w' ~ (  O~ z ) = ~ O z  (~" + 2 ~ ' ) ~ i - - - ~ ~  ' 

a , =  O~p x OqJ(r, t o ~  t) 
- ~  , ef r Or ' r = V(x -- Xo )~ + ( y -  yo?+ ( z -  zo) ~, 

dans l'int6rieur et sur la fronti~re du domaine ~( t ) ,  u ' = v ' = w ' = a ' = o  dans 

l 'extdrieur du m~me domaine. L'intdgrale premi6re dans notre formule s'dvanouit, 

mais il y faut introduire un nouveau terme s savoir: 

to 

f[5 ) 
0 r - - 6  

l , ~  v, dV +~, ,~i  /, ~ ,  dv' d~t 1 
+ # l u ~  + -dn d n J ~ ' u \  d n + V d - ~ + W  gnJ.]dS" 
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Cherchons ]a valeur  ]imite de eet te  intggrale, lorsque d tend vers z6ro. Tout  

d 'abord ,  nous  avons :  

to 

lim Fat ( [~  0' ~-0g,LL" 

Or on a: 

--(Z + ~) -giJu,,dS = 
t, 

= l i r a  l d t  ([.~i u ,  +( i t  + tt)Ou~z] a ' d S  
0-o0J ~_Jo L~ 

+ (;~ + ~) ~!mJ(o'u.)t.oas. 
r ~ d  

a,=Oep V 2 - - a I  O Q ( r , t - - t o )  V ~ a i  O ' P , ( r , t - - t o )  
O- i=  -~ r Or - ~ r Or Ot 

La  fonetion 01P~(r'or ot--t~ reste, pour  tou te  valeur  de t ~< to, finie, lorsque r tend 

vers z6ro. Donc:  

t4 

( ([~ ~176 
lira at  u ,  + (z + t t ) - ~ j  Or ot r ~ - o J  J L X  

0 r - - ~  

. f t  O 'P , ( r ,  t - - t o ) t  a s  
+ (it + g) lira | [ u n  OrY)i ! - -  = o. 

On a de m~me: 

f (  OQ(~, ,-,o)l ~ 
lira u .  ? r  f t-o T ~ o, 
r  

OQ 
puisque  ~ pour  t < to reste fini, lorsque r tend vers z~ro. 

Res te  done l ' intggrale: 

to 

1 / ~  f d, f [  ~ o..~ oQ(~, ,-,o) as 
0 r  

Or, dans  le voisinage de r ~ o, t ~ to, la fonct ion:  

se eompor te  comme:  

V ~ OQ (r, t -  to) 
-~ Or 

r 2 b ~ (to - -  t )  

T e 8 a ( t o - - t )  t- 2 a  

4 a 1/(iu - -  t) s 
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Done, la valeur absolue de notre int~grale est plus petite que: 

to 8 2 

I I 
- ~ e  =" Max. un + (2~ + ,u) ~ -  . 6 ' J i / - ( ~ d t  a 

i1o 

- t / 2  ~ ~ + (~ + ~t) e - u  d~ .  < 2  V - a - e  Max.  un = - =  

0 

L'intggrale tend done vers z6ro avee $ e t  nous avons: 

to 

f rio ~i 5 dt ~ - ( z + ~ . ) ~ j . . e s =  
0 r--d 

O. 

Consid&ons maintenant l'int~grale: 

to 

at ~ <z ~,~-ij,,,es. f + ,oo , 
0 r--d 

Nous & v o n s :  

u' .  = - -  Or r 2 m ~r0? ~' aTr = >- (Z + 2,.) OrOt z ~ Orl  

( ,., x 081P I 0'~i I ( O ' l  D 

ir ( Z q - z ~ ' ) ~ O t  x ~ o r ' t = ~  ( Z + e ' ~ ' ) ~ 0 t  
I Oqa I 10 '  tp 

?~' -07I + r o i ,  " 

Notre int6grale peut done s%erire: 

to 

t + O. + ~,) ~ /  (z + 2.) + 
' OrOt x ~ OrJ r ~ 

0 r - d  

'o 

0 r--~} 

to 

=f ,f[5 
0 r - - 6  

r ~ 6  

, Oql O' qad8 

o.e zoe]es 

] . / ' t f [~ oq ,o~ t ds o ~ (o• 1 dS  "d ~ + (Z +,,) ot J,-o ~ Ot l , - o r "  §  t - o \ O t ] t _ o  r " 
O r ' 

La fonction 
A ~ a  mathsmat ica .  35. Imprim6 le 29 Juin 1911. 20 
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0_~ V ~  (Q(r, t - - to)  OPt(r,  t - - to ) )  
ot -~- ot 

satisfait  pour o < ~ t o - - t < T  ~ une in6galit6 de la forme: 

~ i  < y tT-~_t + A~" 

On eonelut  de 1~ que les deux dernigres int6grales t enden t  vers z6ro avee d. 

Quant  h la premigre, nous remarquons  d 'abord  que:  

(4 + 2,u) O~(p z 0 tp 
OrOt z ~ dr 

pour t < to tend vers z6ro avec r. De plus, lu fonction 0*tp dans le voisinage de 

r = o, t ~ t  o se eomporte  comme: 

Otp 
tandis  que ~ reste fini. 

r 2 M (t  o -  t) + 
r e 8 a ( t o - - t )  2 a  

4 ~ v ( C -  ii ~ 

(2 a =~ Z + 2 ,.), 

On a done:  

to 

dt ~ + O. + p ) ~ ]  (Z+2," )OrOt  
0 r - 6  

(o ,,)?t 
- -2~r  ~ + (~ +,  " tl~o, 

_ _ a  Oa 
- -4zc  V2 a~r( ~ + ( ~ +  P) ~)-o,Vo, 

z o~, t d8 

to t~ 
/ ' e  f l a ( t o - - t )  

lira ~ $ - ~ . . . . . . . . . .  dt := 
uo,*o,to ~-o f l  V ( to - - t  f 

to--e 

ZO ~ tO 

Pour  caleuler les termes qui restent  de notre int6grale, nous remarquons que l'on 

a ,  k l ' int6rieur de lu surface S( t ) :  

x - -  xo 0~ tp i 
u ' =  rS-- (Z+  z!~)~-rO t z ~ ~-r + 

etc., et k l 'ext6rieur de cette surface, u r = v ' =  w ' =  o. 
to to 

dt U'dn+V ~ + w '  d S  (Z + 2 g ) f r ~ ;  
0 r - -8  0 

to 

+ ~-d  ~=~ '. (x - -XO)dn r ~ " 

x - -  Xo 0 ! ~V 
r ~ Ot ~ 

Done: 

(2" ,d.ds z ~ orlr-,~ J ( x - - x ~  
r- -  6 
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Pour  ealculer les valeurs limites de cos int6grales nous faisons usage du th6or~me 

de TAYLOR. NOUS a v o n s :  

#u + (Y--Yo) Ou + (z--zo) i~-~l 9 u = Uo + (x - -Xo)  ~ o ~ o 

�9 o �9 , . . . . . . . . .  . �9 �9 . �9 �9 �9 , �9 o ~ . . . . 

_ _ =  a u  , ,lu I~ eo nx + corny  + + "I, 
dn ~Oxfo Wylo ~OZ�91 

�9 . �9 ~ . �9 . . . . .  �9 �9 �9 o , �9 �9 o �9 o o ~ . 

Uo etc. d6signant U(Xo, Yo, Zo, t) etc. et  h d6signant une fonction de x, y, z, t qui 
reste inf6rieur h une quantit6 finie, lorsque x, y, z d 'une manibre queleonque ten- 

dent vers los valeurs x0, Y0, zo, - -  Nous avons: 

t 

'~ O'qJ " ~?~qll dt  (x- -xo)  ~ (Z + 2tt) (Z +2~t)OrO t x ~arJ,.~ d .  ~ P  OrOt 
0 r--6 0 

to 

x* ,_o dt -~  o ()~+2~t) OrOt . dt (X--Xo)/,-#-, 
r--O 0 r..O 

los int6grales de la forme: 

f (x - -  xo) (y - -  Yo) dS 
r--O 

s'6vanouissant. La derni6re int6grale tend vers z$ro avee 6. Dans la premi6re 

int6grale, nous avons: 

(X-~o)' ~ I o ~ - -  3 ~ o  
~W 

Cette int6grale tend done vers la valour 4_= ~ (O a) 
3 - ~ -  Zo, Yo, ,o, ta 

Consid~ron8 maintenant ]'int~grale: 

Nous avons: 

r~d 

~o 

,_ d ( x - -  X~ dn r' 

(x--x~ f i  = 3 l/Oxx/0 l~10 
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/(r restant  fini, lorsque ~ tend vers z6ro. D'aprbs ee que nous avons vu plus 
0 ~ tp 0 s ~ b~ 0 ~ tp 

haut ,  les termes prineipaux de - O ~ 2 a ~  + ~ f i  dans le voisinage de 

X ~ X o ,  y - - ~ y o ,  z ~ z  o, ~ o s o n t :  

2 a  I 

r 2 b 2 ( t  o - -  t )  t r z  b2 ( t o - -  *) 

4 a ( t - ~ O  1 4aV~i~-__t) s + b 9, i 4a ( t~ - -  4 a V( to -~)8  d r =  
t 

t 
b,(to-% + b'..--O dv . 

(to-- t ) -2e  s " ( t ~ 1 7 6  + 4a'J]?4 so(to-o 2~ .f~-o-~_~ ~ 
t 

On eonclut ais6ment de 1~ que l 'int6grale: 

/ ?"Pl ('r duds 

tend vers z6ro avec c~. Donc: 

dw 4 ~r eta 
~-o,/ d ~ an dn  d n  3 Ot ~o, Vo,*o, to" 

0 r--d 

Consid6rons enfin l 'int6grale: 

t r 

0 r--8 

Nous avons: 

dr' w dw'l d S  
+ v d-~ + -rig! " 

du' 2 (x - -  Xo) [(Z + 2 tt) O~ tp 
dn r' [_ Or{It z ~Orj r s Ot ~ + r ~ cTrOt s 

etc. Done:  

? d t  u ~  ~ - d ~ I d S = - - 2  ( Z + 2 # ) ~ j  t -6 --Xo) ~ - +  
t 

0 r 6 0 

t / ' (20tp 0 ' ~  t f 2 0 U  , d S  [20tp O'~v I ; __ .  
�9 r ~ - t  Or~)r-O d ~-- t (X--X~ -+ ~r -~ OrOl]r.O,t-O [~.u(x - -  xo) ] d S  t--O r~ 
0 r--8 r--O 

Or: 
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f .u(._.o)~ ," 0" . Iovl + i, wl l f .(._ .. 4.10.i +,t, 
r - 6  r - 6  

dS  dS f:ou ~/- (x ~ - ~ l o ( X  - -  z o ) ) -  + ~ e (d) = 0 ~ (d), 
r--6 r--6 

e(~) tendant  vers z6ro avec r On en eonelut: 

,,m ( . ,  ( t . V  
o - o J  , / ~  an 

O r - 6  

+ v av' +waw't 
dn  d-n] dS  ~ - - -  

~96 

Done enfin: 

"~ o-O~o ;~'._, ([:. (~ + ") ~ u ~  , 0 . , ,  ~ . . j  .. '  , 
+ 

tu, d,~ ,,,d,, ,,,,awl lua~, a,; waw, i]as 
~ an + d n +  d n ] - - t l ~  dn + v ~ +  d n f J  ~ 

a . Oa\ (b~a + Oa 
4~r V~a~ (~  + (/t +2~,)~i],o.yo.,o.,o~-47rv-2a-~ 2a~)=| 

Nous devons maintenant chercher les valeurs limites des intdgrales: 

to 

CJ( 0 D(O, r~6  

ce qui se fair sans aueune difficultO. Nous obtenons de la premi&re int6grale: 

et de la seconde: 

n{o} 

to 

fdtf(u'X+r 
Done, enfin: 

' Voir p. 119. 
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4~V2--~ (b~a + aat t= I~ (~uu ' - -b ' aa ' )d r  /aty[b*(~u'~ 
2 a ~ l xo, yo, ~., o -~ 

9(0) o 

--a'u~,) + (iC + ,t) ~- tu , ,+ ~)t u,]+ it \ an + dn + w dn] - - #  U'-dn + 

t 

w W, / f, dn + dnl- -U, , (~ ,uu ' - -b~aa' )JdS+ dt u 'X + v 'Y  +w'Z)dt~. 
o ~(t} 

. 

3. Le probl~me k deux dimensions conduit au systbme: 

t~U I #0" 

#t x~<)x 
t)O 

+ (Z + ~t) ~ + # , / u ,  

~v i ~a 
Y 

~ t  - -  x ~ Oy 
aO 

+ (Z + ,,) ~ + ,udv, . 

~?u # v  8a 
O = ~xx + Oy 8t  

Nous supposons dans ce paragraphe qu'il soit permis de d6river ces 6quations 

une lois par rapport  ~ x, y st t. Nous avons dang ce cas: 

~ J a z a ~7~t d a ~ b ' d a 8 X t? Y 
dr* 8x 8y r 

L'6quation adjointe est: 
~sa' 

+ 2 a w = . J a  ~ - - b * J a r ~ o .  
8t ~ aS 

On d6duit de ces Squations: 

to--~ 

+ 2 a l ~ - x ~ - x + @ @ I j t . o d ( O +  dt a ' t 2 a a n a +  dnl + 
o d 

( ~ o~, ..~e, _ ( o. o~, to~o: o.oett 1 
+a z a ~  Ot t~ d-nI+U, a ' ~  --a ~t- + za ~OxOx + @-J-yllJ d o  = 

. 

t o ~  6 

o gJ(O 
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~2(t) d&igne dans cette formule une aire finie, borneo par la courbe C(t). On 

suppose que eette courbe admette dans chaque point (h l 'exeeption peut-6tre 
d'un nombre fini de points) une tangente d6terminde. 

Consid6rons l'int6grale: 

/ I  Otp(r, to--t) dzo, 
I =  r Or 

r = V ( x  - -  x o )  s + ( y  - -  y o )  ~ + ( z  - -  Zo) 9 . 

I1 r6sulte imm6diatement de l'in6galit6 24 du chap. I que eette int6grale a un 
sens d6termin6 et qu'elle d6finit une fonction de x, y, t continue pour (x--x0)2+ 

+ (Y-- Y0)* ~ Q~ > d* (r > o). Les int6grales que l'on obtient en d6rivant un nombre 
fini de fois sous le signe d'int6gration par rapport ~ x, y, z sont, pour Q>6, 
absolument et uniform6ment convergentes. On a donc: 

O x '  Oy m Ozn--JOx ~ OymOz n (~ -Or ~) dz~ 
+ o o  

On a de mgme: 

OZ+m+"+lI [ 0 l+m+n+l O~(r  
= -or - -  t)) dZo, 

- - o o  

l'int6grale k droite &ant  absolument et uniform6ment convergente pour Q> d, 

t< to .  Comme: 

l'int6grale: 
+~ 
J x 0 s q~ dzo 

�9 r O r O t  ~ 
- - o o  

est encore absolument et uniform~ment convergente pour Q > 6, t<to et par 
consequent 6gale ~: 

0~I 
Or8 �9 

Donc: 
+r 

0 ' I + 2 a ~ 0  / ( 0 '  0 } IOtp  
Or* v, J*'u'*I-- b* d . , y , . I=  ~ + 2a ~t.dx, y , .~b* dx, y,. r ~r dZo~O 

- - o o  
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Or: 

Donc:  

OI 
Oz 

OSI 0 
Or- ~ + 2a ~,:t,,.v I--bJJ~,u I = o .  

Considdrons maintenant l'intdgrale: 

et  6tudions comment  elle se comporte ,  lorsque q tend vers z6ro. Nous avons vu  

09 
plus hau t  que Orr res te  fini dans  le voisinge de r = o. En  ve r tu  de l ' indgalit6 

I :  26 nous pouvons  donc t rouver  un hombre  positif  A,,  tel que:  

pour  o<to- - t<T  et  o<=r, 

pour  o < t o - - t < T  et  r > i .  Done:  

O~V] A, 

1 oo 

. [" dz, j "  dz. < 2A, log I +Vq~ + I + 2A4. 

D'ofl le thdor&me suivant :  a d tan t  un nombre  posit if  aussi pe t i t  que l 'on veut ,  

on a :  

lira q" I~ = o. io.  
0 - 0  

On ddmont re  de la m~me mani~re:  

I I .  

Remarquons  enfin que l 'on a pour  e<=to--t<T: 

OrZ I' IOr~Otl < A~, 
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A~ ~tant une eertaine constante, qui d~pend de e. Done: 

dOr~ r ~ I' I d  ~ r ~ i  r' I < 2 A ~ d e '  + zo ~ e 
I 2 ,  

Posons maintenant  dans la formule 9: a ' = I  g l 'int$rieur de 9(t) et sur C(t), 
a r = o  ~ l'ext~rieur de C(t). I1 faut alors exclure le point x0, Yo du domaine 

d'int6gration, ce que nous pouvons faire g l'aide du cercle Q = 5. l~ous obtenons 

de cette mani~re un nouveau terme: 

t0--~ 

dt a' ( z a ~  +b 2 +(~ Zadn Ot dnl.l " 

Chorehons la valeur limite de ee terme, lorsque ~ tend vers z6ro. l~ous avons 

imm6diatement, s cause de l'6quation xo: 

t a r za + d n l d C ~ ~  
0 0 ~5  

Puis, si pour plus de simplieit6 nous supposons que le point x0, Yo dans tout  

l 'intervalle o<t<~to soit situ6 dans ~2(t): 

2adn  #t o d-~ - -  ;~s 2 a ~  dr] dz~ r" 2 a ~  b' Or']dz~ 

a ~ j r  s Ot I 

O r :  

r  

L'in6galit~ x2 montre alors que l'int6grale: 

to--e +oo 

dt adC 2a ~--~t--b~ r s 
0 0 - 6  - - ~  

reste inf6rieur ~ une quantit6 finie, lorsque 6 tend vers z6ro. Je dis que la 

valeur limite de cette int~grale est nulle. En effet, 2a O ~ - -  -~r s 'annullant  

pour r =  o (t < to) on peut trouver un nombre positif A~ tel que: 
Acta mathematlea. 85. Imprim~ le 30 juia 1911. 21 
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si r > I ,  e < t ~ - - t < T .  
vraie. - -  Enf in  : 

C. W. 0seen. 

2 a ~  r,  

si o < r < z  et * < t o - - t < T ,  

De lh, on eonclut  sans difficult6 que 

to~e 4.. 

lim,~.o b / o'L . / r '  ~-P- dzo = 

Or, en ver tu  de i I: 

-[-oo 

jL  e / 

/ ' r  l"0qJ dz , ]  

+ JLe~ 

limo.o Je~"J ~i ~' 
O ~  --oo 

~ 3a 
�9 . j ) j ? -  ; : q "  

Done, enfin, not re  int6grale t end  vers z6ro avee (~. 

Le passage ~ la limite $ = o dans les int6grales: 

/[ 
D (t),O > O 

a' Oa ~7~' tOa ~ '  iJ a im't ] 

t - - -~ - tO- -e  OU ~ 0  

etc.,  so fai t  sans aucune difficult6 k l 'aide de Io, i i ,  12. Nous obtenons:  

alia, Oa oar 1 0 a 0 e '  0 q 0 a ' , ]  

1} 

t ~  t o - - e  OU -~ O. 

L a  formule 9 subsiste done sans modification si l 'on y pose ~ ' =  I .  

II f au t  ma in t enan t  approfondir  l '6tude de la fonct ion ar dans  le voisinage 

de t = t , , .  II r6sulte imm6dia tement  des in6galit6s 26 et  27 du  chap. I que 
0a' 0~' 0d  

a', ~xx'~yy et  ~ -  tenden~ vers z6ro avec t0=--t, si r > ~(3 > o). Comme: 

notre th~se est 

O. 
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nous averts de plus:  

l i m e  ~ I1 = o, 

lira e ~ i a ' l  ~ o 

pour toute  valeur de t entre  t o -  T et to, les limites y comprises. Consid6rons 
Oo ,r 

main tenan t  la fonction ~ .  Nous avons :  

+ o ~  z + l  ~ z - - 1  

+ z O ~0 dzo.  
ot ot r ~ dzo = OW-r~ azo ~" b-;Oi dzo + r O ~  

- -~o  z - - 1  z + l  - - ~  

Dans les deux dernibres int6grales on a d 'aprbs  I: 27: 

Donc: 

[ O ~  I<  CT'I'I'I ( /~  �9 
OrOtl r 

O0 X - - 1  CO 

I . I ' f d z ~  

z + l  ~ m  1 

(t0-- t). 

D'aut re  part ,  l 'in6galit6 I: io et les propri6t6s connues de la fonct ion P2(r ,  t) 

mont ren t  que l 'on peut  t rouver  un nombre positif  Ae tel que pour o < t o - - t < T :  

Donc: 

r 2 . b2(~--t) 
i)~(p re  8a(t~ ~ ' ~  I ~ +  < A 6 .  

4 a V~o - -  t) s 

Or: 

* + 1  

.; 
z--1 

J i  r O~-t dzo 

2a e 8a(t~ 

z + l  r 2 b2(to--t) 

I f e 8a(to--t)+ 2a 
+ ~ V~o--t)~ dzo 

z--1 

< 2 A8 log 
z + Ve" + z 

d z  0 

0 2 . b 2 ( t o - - t )  + 1  ~ 

8 a ( t o - - t )  e sa(~o--t)*~-- ( e  

~ : - 2  e S a l t 0 - - t ) -  2,, 
= 2 - - ~ ,  e - i d ~  - e - u  . 

t o ~ t 
0 1 
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Soit AT un nombre positif plus grand que la plus grande valeur de la fonetion: 

AlorB: 

Dono: 

I~ ' l  ~ e , 

; -~-" / d~ t 4d~<A 7 
1 1 

Vi~(to-- 0 V ~  l to- t) 

= ATa(to--t ). 

0 R 4. b2(to--t)/ 

to__t e 4 d ~ < 2 a V ~ A T e ~ ,  
1 

Y2-d~o-o 
si to--t <~T. 

I1 r6sulte de tout  eela que l'on peut  trouver deux hombres positifs A~ et Ag, 
tels que l'on a: 

I 9~---- + bz(t~--~) I OI V2azr e sa(t0-o 2 .  
0 i  + 2 a (to - -  t) < A, log [ r [ + A, 13. 

pour route valeur de e positive et pour  o ~ t o -  t < T.  

Cherchons maintenant  la valeur limite pour t = o de rint6grale: 

f [a, Oa Oa' ( O~Oar 0~0dl] dto= 
I~ ( t o - -  O =/? o., j c ~ - - a ~ - - 2 a a r  da t_t,_~ d w - 2 a d a ' d a  

- -  C(to--e) 

On voit imm6diatement  que ces deux int6grales tendent  vers z6ro avec e. 
Enfin, nous avons: 

a T 

lim tr e s~ dto Iim - - ~ c l ~ =  2 a e  j 
$ - - 0 ~  ~ - - 0  

~ 4 ~  

8 

o 

O R 

Saedr = 4 z  ~ a(xo, Yo, to). 
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Le passage h la limite dans les termes restants de la formule 9 se fair sans 

aucune difficult& Done: 

4 z  V~-~-~a(xo,yo, to)_~a~(m[ffOa Oar (ea0a' ea0,'l] 
-~ - -  a - ~  + 2 a ~ ~ + ~yy ~y l.]~,od(O - -  

to 

- -  d 2a  ~ +  d n / + a  2 a d n a t  d n / + U ,  l a ~ - - a ~ - ( +  
C(t) 

o ~ (0 

4. Reprenons le syst~me 8. Supposons que u, v, a, X,  Y et les d6riv6es 

de cos fonotions, qui y figurent, soient continues. Le syst~me adjoint est:  

eOu r I cod ~ 0  r 

- -  a~- = - -  x -~ O--x + (;~ + ~ )  ~ x  + ~ "~u" 

Ovr I Oar O0 r 
vy  I5. 

~,_____ 0u' Off 0a' 

De 8 et I5 il suit: 

$ 

uu'  + vv' - -  ~ (~a dm - -  uu '  + vv ~ x~-- ~(~' d~o + t (aru,, - -  

~(G},o>~ ~q(o),o>~ 0 O(t )  

(1 Urn )  - -  

16. 

~-~+ d n ] - -  ~ u ~ +  d n l j d C =  dt  ( u ' X  + v ' Y )  dco, 
0 ~2(t), O> ~ 

~ V ( x - -  xo) ~ + ( y - -  yo) ~ , u .  = u cos n x  + v cos n y .  

Soit h l'int~rieur de ~ ( t )  et sur G(t): 

0 0~6 
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u ' : - - O  ( ~I ) 
t~xx 2 a ~ - bj I ' 

v' a ( Ol ) =- -a-y  za  ~ i - - b ' Z  , 

al  

b, l 'ext6rieur de . Q ( t ) u ' =  v ' - - a ' =  o. La premi6re int6grale dans la formule I6 

s'6vanouit. Cherehons les valeurs limites des termes restauts, lorsque ~ tend vers 

z6ro. Commen~ons par l'int~grale: 

to 

, d t  ~ ( , r u . - - a u ' . ) - - ( Z + t , )  # i u ' , , + T i v . ] + t t  U'-d~+ V'd-n --  
0 O~t} 

du' 
- - ~ t  u d - ~  + 

d v ' i l d o  
V d n l ]  �9 

Supposons pour plus de simplicit6 que le point x0, Y0 dans tout  l'intorvallo 

o =< t < to soit situd dans l'int6rieur de -Q(t). Nous aurons: 

to $o 

) f f 7;) "'dr • a'u,, -- (Z + ,.) -ai u,,) dO -=- dt a' 4 - t Z + t t ) ~  dC + 
r 

0 0--,4 0 0 - -8  

+ (Z + t~) f(u,,)t-odC, (~')*-0,o-~ 
v 

0--d  

L'in6galit6 z3 montre quo la dernibre int6gralo tend vers z6ro avee d. Je  dis 
qu'il en est de mfime de la premi6re. I1 suffit pour le prouver de montror que: 

Or: 

to 

~i.m ~ .; ~ e -  ~ ~u--~ 

0 

~ 0 .  

8 a t o  
~2 d2 

. } ~  t o - - t  d t - -  ~ e -c' . . . .  u 
0 0 

Soit Al0 un nombre positif plus grand que la valour maximum de: 

1 
I - - -  

s e tt 

V~ 
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On a alors: 

Donc: 

Par  cons6quent: 

8a to  
to 0 a O z 

f ~e: so(to-O A ~ f du 
"?oZ~ d t <  ,o du2/3 = 3 A , o ( 8 a t o ~ ) t .  

0 0 

to ~a 

lim f de sa(to-O 
o-o ~ t o -  t 

0 

d t = o .  

to 

j ~a' 
lim a' u ,  - -  (J. + It) ~ u ,  d C = 
0 - 0  

0 0=0 

O .  

Consid6rons maintenant  l'int6grale: 

Nous avons: 

dt f 
0 ~=6 

+ (Z + #) gi  u',, dC. 

4-Qo .I.r 

J( ,i b,) 0 ,,',=-~j~ 2 a ~ -  = j ~ , ~ a  -~1-# - +  iJt' ,.~ " 

Or: 

to + m  4"~  

t + (;~ + ") ~1 d C J  a~ 7' -~ + (* + ~ )̀ ai)fl a ~ J , . o  d o  - 
0 0--~ - - m  0=6 ~ m  

to + oo 

- -  at ~ + (x + ~,) ai, l j  ~ - u  j dO. 

Donc, en vertu de zz: 

to 4" c~ 

~ , .  dc f lira t dt ((.7, + (J" + ,") Oc*t O'qa odzo 
~=o./ j ~z , , f l  'O-d '-r -~- O. 

Nous avons vu plus haut  qu'une int6grale de la forme: 
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to--V + o o  f(o oo) f( 0 ~  _ _  b s 
t ~ + ( Z + ~ , ) ~  dO 2 a ~  Orr r ~ 

t 
0 p - -8  --co 

tend vers zdro avec 6 quelque petite que soit la quantit6 positive e. Nous avons 
done, on posant pour plus de simplicitd: 

a Oa 
xq + (Z + te) 0 i f S :  

to to + 

o9 

0 O--d to--e O--d - -~  

= o .  z 7. 

Nous avions: 

pour o < t 0 - - t <  T et pour touto valour de r. Done: 

Done: 

�9 J r  r s < 2  ,jQ,+z~ q 
- - r  0 

to + 

I / . ;  I Odzo 
dt  S d  rS < 2 z ' A , e  Max. ISl. 

O-~, ta--~<t< to 
18. 

Nous avons vu plus haut  que l'on peut trouver un nombre positif A, tel que: 

I r 2 b a (to-- t) 
02tp re ~ + - ~ a - -  

1 ~ +  4a V ( i o - - t  f 
<A6.  

Or: 

r 2 b= ( to - -  0 

e 8 a ( t o - - t )  2 a  

Done: 

~2 b ~ (to - - e  8 a ( t o - - t ) ~  - - t )  e 

oroi 

2 a  

v 2 M (to-- t) 
8 a  ( t o - - O  + 2 a  

r 2 

r e  8a(to--t)  
. . . . . . . . . .  +~2 ,  

4 a I/(to-- t?  

b ~ ( t o - -  t~ b~(to-t) 
" ' e  ~-d < 

2 a  
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off: 

b 2 ( t o - -  t) 

b.~ r e 2a 
I~1< _ _ + A . .  

8 a 2 V to  - -  t 

De eette in6galit6 on conclut: 

to + ~o to + o~ b x e 

Jc A 6  - - - - <  dt de  dt Sd s g ~ - t  e + ~: 
t o - - t  O ~ d  - - ~  +,o--v o . ~ o  - - , ~  

< [jt2b~dee~ 1/s 

L ~ 

Consid~rons enfin l'int6grale: 

19. 

to + Go r 2 

:f f dt  S d C  I ~ , - - ~ d z o .  
~ r ' V ( l o - t ) '  

Soit So 10 valeur de S pour X = X o ,  Y = Y o ,  t = t o .  L'int6grale peut s'6crire: 

tO + 00 )4 to + 00 r~ 

. f s ,  i e, ( e c  (~ e~o + e, (S-So)~C . . . .  
2 d d d r ' V ( t o -  t), r'V(t-7--i)~ 
t o - - ~  0 ~ 6  --Qo t e - - e  O ~ d  - -  

. . . .  d z  O . 

Posons dans la premigre int6grale: 

Nous obtenons: 

r ~ 

f( ~ V ~ s  e -  2 ~  o i 

- ~  ~ V ~  2 

V,2-d~ 

On eonelut de cette expression que la vMeur absolue de eette int6grale va en 

croissant, lorsque d diminue. Soit O un nombre positif aussi petit que l'on veut. 

Choisissons une qu~ntit6 positive +it, assez grande pour que: 

f d +' 
el1 0 

AeCa  m a t h e m a t i e a .  35. Imprim~ le 1 juille~ 1911. 

0 < . 
4 

22  
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D6terminons une valeur do do ~, telle que l'in6galit6 

~<~o 
entraino l'in6galitd: 

On a alors, si ~<dO: 

+*It  2 a c  

o 
e * d ~ < - - - .  2 z I & VI,. 2 

- -  ~ t  0 

Donc: 

2 z  (I ')'/' e - ~ d ~ _ _ 2 z V 2 a S  i ....... d fl ..... i e-~d~l 
I + r / )  ~/ 

- = 6 #i-Co' 
V~-a~ 

tO + oo r * + o~ 

lim ..... d t  dC  .... ,---.-_==d~, = 2~r V2a-iYr S o (I + (,")~-- 4~  V2a,,r Su. 
,~-0 2 . 1  d dr~V( to__ t )~  , : 

to--*-" t j ~  - - o 0  - - ~  

On voit de plus que l'on a: 

to + oo r2  

r ~ V i ; _ y ~  = 4 ~ r l / f ~ , ~  Max. ,-- -~ S d C  ~ L 
O < ~ < e  2 7 r o , J  - -  ~ ~ 

.,.< 4~r V ~  Max. S d C  . . . .  !_~ ~ ' d C  
o<~-<~ 2 ~ d J  

- ~ O - - d , t = t o - - v  q = ( } , t = t o  

I1 r6sulte d e  18, 19, 20 et 21 que l'on a: 

$o + o~ 

�9 . ~ - - b  Orl..r-g- 
t o - - e  0 ~ }  - -ao  

2 0 .  

2 Z .  

+ 4 z  V ~  S{, ] < d(3) + e(t), 

off d e t e  d6signent des fonctions positives, qui tendent vers zSro en m~me temps 
que leurs arguments. 

Soit maintenant  01 un n0mbre positif aussi petit que l'on veut. Choisissons 

e de telle maniSre que e (r O_~. D~terminons ensuite un hombre positif ~'~ assez 
2 

petit pour que l'in6galit6 6 < 3~ entraine l'in~galit6: 

t~o t o - -  e +0o 

"dt  S u ' , , d C - -  d t  2 a b r ? ~ - -  0 r / ~  T- + d ( ~ ) < - - 2  
0 0 - - 0  0 0 - - 0  - -o~ 
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ee qui est possible d'apr~s z 7. On a alors: 

to 

0 0--6 

pourvu que 3<3~, Donc: 

to 

lim [ dt ~SurndC--- - -  4~r V 2 a ~  So 
o=o,.l' w 

0 0=6 

a 0a 
= -  4~ V2--a~ (~ + (Z + #) -~ )~o, uo,~" 

Sans rencontrer des difficultds nouvelles on peut maintenant ealculer la valeur 
limite de l'int~grele: 

to 

+ dn -- It u~-n+Vdnl jdC.  
0 0=6 

II suffit donc d'6noncer le r&ultat. On trouve: 

4 ~  V~a-~ #t (e~)xo, yo, to" 

La formule 16 donne p~r cons6quent: 

4~TV2~ (~a~~ + b~a)~o, vo, t~ 

to 
lOa r 

o c(t) 

lim { j ( u u '  + vd -- b~oa')t.odco -- 
~(o) ,o>6 

Oa r \ ( du dv dur__vdV'l+ 
+ ~-{ u .  I + ~t u' v' + ~ - - u ~  de/ 

to 

+ Un(uu'+w,'--b~aa')]dC+ f d t  f (u'X+v'Y)doJ I. 
o ~(t),o>6 

D'ofi la formule d6finitive: 
to 

4~V2a~ 2 a ~  + 
/ ~o, yo, to t J  

(o) o 6' (0 

tO~ , Oa' ) / ,du v, dV du' dr' 1 
--(z+e,)t~u.+ ~ .  +~,/~ ~ +  ~ - ~ - - u ~ - - V d ~  J + 

to 

+ U.(ur vr + fa~ f  (u,x+,, Y)dw. 
o ~ (t) 
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III .  

Sur  le eas l imite  ~ + 2,u = o. 

i. Le cas limite )~ + 2,u ~ o n'est pas r6alis6 dans la nature. Pourtant,  nous 

ne croyons pas que les formules que nous allons d6velopper dans ce chapitre, soient 

d6nu6es de tout  int6r6t pour l 'hydrodynamique. Consid6rons en effet un fluide 

visqueux et compressible, dont ]a compressibilit6 soit tr~s faible. Dans ce cas, 

00  
il existera bien des mouvements, off les termes (). + te) ~x etc. sont tr~s petits 

pas rapports aux termes ~lz/u etc., du moins si l'on suppose que )~ soit du m6mc 

ordre de grandeur que p. Dans ces cas, on pourra remplacer le-coefficient )~+#~ 

par --#~ sans qu'il y air lieu de craindre une grande erreur dans les r6sultats. 

D'un autre cSt~, il existe ~videmment aussi des mouvements, oh l 'hypoth~se 

i t + z ~ e ~ o  n'est point admissible. C'est p. ex. le cas, si l'on veut ~tudier les 

ondes qui peuvent subsister dans un fluide visqueux et compressible. 

Consid6rons done le syst~me: 

Ou x aa a~) 

~v i Oa O0 
Y z~Oy # - . ~  + t t J v ,  

~W I 0{~ ~0  
Ot Z z ~ z  ~ e  ~ z  § ~ e J w '  

au  i)v ~?w ~a 

I .  

a u' z ~ a r a O f ] 

�9 " ~ " * . . . .  ~ . . . . .  " ~ I 2 .  

Or ~ u r ~ v r O w r ~ a r 

Soit ~ une partie finie de l'espace, born6e par la surface S. Supposons, pour 

~viter des formules trop compliqu6es que S soit ind6pendant de t. Nous aurons 

dans ~:  

Nous supposerons dans la suite que X, Y, Z; u, v, w, a et leurs d~riv~es qui se 

trouvent  dans le syst~me 1 soient continues. Nous supposerons de plus que 

X,  Y, Z admet tent  des d6riv~cs continues par rapport ~ x, y, z. 

Le syst~me adjoint est: 
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,~ , x . , _ ~ f ~ _ ( ~ ? )  ,~(v,.) ~ (w, . )  0 (u .,) 0 ( . . , ) , ~ ( w . , q  
L Ox ~y  az  ~)x 8 y  O-z J 

olqq') ro(u'o) o(v'o) a(w'O) O(uO') o(vo') a(w0')] 
+ ~ o~ ~' L ~ -  + ~y-- + ~--~--- ~ -  Oy ~ j 

+ ,u[u~Ju + v~ ~ v  + w' ~ w - - u ~  u ~ - - v  ~ d - - w  ~ w ~] 

et par cons6quent, si u,,  v',  w ' ,  a ~ et les d6riv6es de ces fonctions qui figurent dans 

le systbme z soient continues dans ~2, la frontibre y comprise: 

,) 
, ]  ~ I t = t l  

~2 0 D 

i~ 
d ~ o +  ~z~ ( a d ) t . a d c o - -  

t l  

tx 

+ u ,u ~ - -  # cos n x  - -  - -  - -  

0 S 

u r # ~ n + # C o s n x ~ t - - ~ c o s n x . a  d S +  

O a ' z  )j  
~t ~ c o s n x . d  d S .  

On a iei: 

~ X u r - ~ X u  r + Y v '  + Z w  ~, 

~ , U U  r - -  - U U  r ~ V V  r -~ W W  r 

etc. 

Soient maintenant  xo, Yo, z0 les eoordonn~es d 'un point dans s Soit r run nombre 

aussi petit que l'on veut. Tra~ons la sphere r - -  r' (r - V ( x - -  xo) ~ + ( y - - y o ) ~  + ( z - -  zo) ~) 

et appliquons la formule ci-dessus ~ l'ext~rieur de cette sphere. Posons pour 

r <=r r + t , ~ t ,  r > r': 

off: 

r' ~) F v' rr O F 
u'  = u'r, = ~ ~--~x ' = V'r~ .... 2 ~ y '  

r r a F r z ~ r '  a F 

t l -  t - ~ ( r -  r')  _ r_n__ 

et pour r > r  r + t l - t  u~ vr wr - - - - :  = = = a r g o .  Observons que les fonctions ainsi 
z 

d~finies sont continues et admettent  des dSriv~es continues pour r ~ r  r. Nous 

obtenons, en d6signant par ~2~, la partie de ~2r, qui est situ~e s l'int6rieur de la 
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sphere r = r' + tA--~-t et par S~, la partie de S qui se trouve k l'int6rieur do la 

m6me sph6re: 

t l  t l  

,q., o . / . ,  0 .#,,, 
+ 

+!~eosnxo t - - z .~Cosnx  a d S +  dt  u ff du~e " " d n  - - / '  cos 

0 S/r~ ' 

(~ ~7~r , 
n ~ - ~ -  - -  

[1 

' ) ] - -  i , , f [z - , . ( , , ' "  X ~ COS ~gX  . (Ttr , , ~ l ~ q -  ,It 

0 r = r '  

, , , .  )] 
cosnx o~i--z~eosnx.a dS + 

f /[ ( " .  , , , . ,  )] + dt ~ u  ff dn - - u e o s n x ,  #l --• dS == 
0 r - - r '  

O .  

Multiplions par dt~ et int6grons entre !es limites o et to. Nous aurons: 

to to t t  

�9 ,,, : , +),.o,,. +f,,,, /: , ,  (.. .i .f( uu,._.... . 
t l  tt 0 0 ~ t r '  0 ~ O f  

. ~  )] + f f c o s n x . ~ ) ~ - - z ~ c o s n x . o  dS 

to tl  

X u/e  d o , - -  t ,  d r ,  ~.~ u'e t' d-;~ + 

I) 0 , t t  
,S t r '  

to tt 

+ t", ~~' {[~" ~..,..'- ..~ 0~ 
.. ' . /  . 

n x  - J t  - -  

tl 0 0 S t r ,  

# o tt 

- - z ~ c o s n x  are d S - -  dt, dt u',., !~du 
�9 d r ~  

q ~  e ~  t ~  
0 0 r - - r  t 

, , , I  )] 
+ , u c o s n x  0 t - - z ~ c ~  d S +  

t o tt - - _  

"d t -~l-n- " --)) t -  - -  " ' + u ,. - - f f e o s n x  z ~ e o s n x  (/,., d S = o  

0 0 r ~ r '  

Faisons maintenant le passage ~ la limite r r - -  0.  N o u s  a v o n s  p o u r  r =  rr: 

~r r, 

t rr2 t l  - -  --. _ _  ~J2 

X ~ Z  0 f e  4/~r . Z ( X _ _ X 0 )  e 4 ! t ( t l - - g )  

. r " . ~ - i ~  a~-- 2~' V(i~--C~-- 
0 

X - -  X o 

2 r r 

etc., off : 
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t t - t _  r'2 
I l ~ e 4~t~ ~ 

= ) - - c t ~ .  
~" ~ V~.~ 

0 
P u i s  : 

7,t2 ~e2 

Ox 2 r' 8t V(t~--t) 

etc.  

~rl2 0-r 

z e  4 ~ - t )  t X g ( X - - - X o ) ( y - - y o )  0 e4U( t t - t }  Ou'v 3 (X--Xo) ( y - -  Yo) F,, + 
Oy 2r' ] / ( t - - .  t)3 .] 2r '~ YtV(t__t)~ 

P o u r  l < t t ,  on a :  

f12 oo tl--t . . . .  

lim~,=o r''~ F e  = lim,,_o r r d  ~ d~ = 2 V 4 du = 2 V= ft. 
0 r t 

-]/It (t~--t) 

3. 

Enf in ,  nous  a v o n s  d ' a p r ~ s  le t h 6 o r ~ m e  de  TAYLOR: 

( t"t (z-%)/~ ,,., u .... % + (x - -xo)  ~i)xlo-t- (Y--Yo) \t)yfo + ~iffz!o+ " T, 

Ou [Oul r' 
dX = I~)7~1o + r . . . .  

uo = u(xo, Yo, %, t) etc.  e t  ~p d 6 s i g n a n t  une  f o n e t i o n  q u e l e o n q u e  de x,  y ,  z,  t, d o n t  

]a v a l e u r  a b s o l u e  r e s t e  in f6 r i eure  h une  l imi te  f inie l o r sque  le p o i n t  x ,  y ,  z d ' u n e  

m a n i ~ r e  q u e l c o n q u e  t e n d  ve r s  x0, Y0, %. A l ' a ide  de  ces 6gali t6s,  on v o l t  s a n s  

di f f icul t6  que  l ' on  a :  

t t  tl  

i " ) ; 'dt 'urn, ' ]ira odt (X- -Xo) 'F~ ,d~  - -  l im ,, d u d s  
~ - o  8 5 i  =--2 ~,=o �9 ~ . 

0 r ~ r  p 0 ! r ~ r  t 

t l  TI2 t l  
. .  'jOu ~)~e-  4;~(t,-ii ?lOu~ 

0 ' r - , . ,  % 

et  p a r  c o n s 6 q u e n t :  
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t l  t l  

0 r--r* 0 

~ dt 
+ o z l o  " 

Nous  avons  de m6me:  

t l  t l  ,(o;:) 
l i m p  d t  u ! c o s  n x d S  = - -  l i m  ~t uo+(x--:Co + 
r ' - o  J j o X  r ' - O  0 

0 r--r t 0 r~r t 

r l l  

i~ + (~-~o)I~ (F~ ~ . , . t . - , )  3(.._~o).l(~_~,,)dS -I- ( y -  Yo),(~y,o '~)Z-'O q-r"~ (Jr)) 01- V(,l ~__~))~ ) ( i - -  T~ ~ , ~7i, 

t l  ~,e2 

___zz~l lim ( x - - x o ) S  u : d t  ~- 

r~r t 0 

tl 

j( ) - -  z ~ t~ lime=o J \ i ) x l o  t I ~ (x  - -  Xo)' F v  ri~ -t- 
0 ~'~t w 

tl  

[" .dS [ Ou "= + x z , .  lim | (x- -x , , )  .... 3 ! - . = - e  -a~it;-:-ii d t  

r - r '  0 

La derniSre int6grale tend vers z6ro avee r'. Dans  la premiere, nous  avons:  

/ (  3(x--_x..o~t dS 14e': z2z/r,__=_ 16err' 
I - -  - - - 5 ~  ~' I ( X - -  XO) '  -FT~j- = -3  . . . . .  5 - I  - - -  i - ~ - - "  

,r ~ t "r 

Done:  
tx t l  

lim tt d t  u cos n x d S  . . . .  ~ru11 Jr u 
r , - o  d d -Ox z5 ' Ox  o dr" 

0 r ~ r '  0 

On a de m~me: 

tt tt 

lim u J ' d t / u  Ou',, e o s n y d S =  3 a f d t )  .... Ou) Fr ~ =  
, , - o '  (W~y ) '  . . o z o 

0 r~r* 0 r=t* 

4~..,v~;, ((~ 
-5 ' , /  ta -x !o  " 

0 
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Done:  

.ol~=.D,f-~ 
0 r ~ r '  

t l  

3 
0 

et par consequent:  

t l  tt 

/ 1~( ~u . . ,  _ . ; (o~  o, l imt t  d t u'r, - -  u ~dn) dS =--4zvttV~r'u ~xx + ~-y 
0 r ~ r  t 0 

t~wl d t  
+ o-~lo " 

Cherehons maintenant  la valeur l imite de l' int6grale: 

t l  

' ~q r 
t l  

~'f ~,=,~ e o s  n x  d S  = dt  d ~- 7 ~ t  
0 r - - r  ~ 

--i,j=r 
0 r ~  0 r ~ r  ~ 

"~ d8 
V ~ ,  - -  t ) a  

Nous  obtenons  done:  
tl  

0o -4,,~/(~)od,. 
0 

Nous  avons  de m~me: 

lim~i/dt/a=ur#r,-O 
0 r - - r '  

Enfin:  

tl 

,,m ,,3'/@ 
0 r ~ r  r 

cos n x d S  

~t 

%-,~_fo. ~,. 
0 

tl  

lim I.~ (d t  (a'~, 
~ - o  ~ d 

0 r ~ r  ~ 

~ u  cos n x d S = o ,  

tt 

~ u c o s  n x d S  = - -  l im tt d t  art, cos n x d S =  o. 
r r ~ 0  

O r - H  

Comme: 

ig~X/o 

nous avons  dono:  
Acta  mathematica,  35. Imprim~ le 3 juillet 1911. 

ewl t~t 
~ O ~  

23 
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to fl 

o o 

to [fa,,f[=.=,.,' ] r'-o - -  ~ a a',, d oJ + 
J t -O  

0 tt 
9. Or' 

tO t l  

o o *i',, 

to t l  

j "dt {u d~uu ,)a do~ - -  uCr' l' d n  + ~t cos n x  h--t - -  
tl 0 0 S tr' 

, )] --~cosnx.o d 8  

tO t l  

'dr -Wn- "'d t, ~t + u - -  

0 0 Sil t ,  

~tt c o s  n x Ot u ~ c o s n x . a ' s  d S  �9 

A droite, nous t ra i tons  d ' abord  les int$grales de volume. Nous avons:  

to to 

cos n x)t-o F t -o  d S  - -  

to 

0 r--r '  

to 

] z r' ' Oa 
cos n z ) t . o  F t = o d S  + z l i t  t-o do.), 

La  premi6re int6grale peut  s'6erire, en posant  pour plus de simplicit6 S~]., = 8re : 

to 

rr ; ( ~  u cos nx)t=o ? J ' r F t - o d t l .  
25~0r~ u l r - -v ' )  

Pour  les valeurs de t qui sat isfont  k l'in6galit6 t l > z r ,  ]a fonction r r r F t . o  tend  

uniform6ment  vers la limite 2 V ~ ,  lorsque r r tend  vers z6ro. On a, d'ai]leurs 

toujours  : 

rrLF <= 2V~-~F . 

Posons : 

Nous avons alors:  

St ~ lim S t e .  
r~O 

lira - -  rr ;(Z 
r ' - 0  2 , / '  

to 

d S  
u e o s n x ) t - o - ~ - f r F t - o d t l ~ - - V - ~ l t l ( ~  

ur SO 
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Puis: 
~ r  

I ;, ~ u  eosnx)t=o T rFt=odtl <zV~r' ~ueosnxlt_oT-. 
5"~,, ~(r-- r ' )  ~o 

Enfin, nous avons sur ]a partie Soe - -So  de la fronti~re: 

~ ) o n c  : 

tO<r<r,  + to. 

I r r '  ( F~=odtl < V ~  (to-- Z ( r - - r  < z Vzl* r r 
x(r--r') 

t~ 

dS " r'~12u dS nx)t-o ~ - ) r F t = o  dt[I <z 1/~-~t cos d cos n z  k _ o - r - .  
x(~--r') 5"or,--5"0 

et par cons6quent: 

I t, f ( Z u  

:5"o 
On eonclut de ls qua la premiere int6grale tend vers la valeur limite: 

So 

On montre sans difficult~ que la deuxi~me int6grale a ]a valeur ]imite z6ro et 

que la troisi~me intr6grale tend vers la valeur: 

On a iei: 

L'int6grale: 

peut s'6erire: 

t2 o 

t2o ~ l i m  to "Qor'" 
~rt ~ 0  

to 

t t  0 $20r ' 

=odoJ 

to ~t2 
r f f' d~ [" e 4~,(t~-~(~-r 

~0 r t ~ ( r - - r r  ) 

_ _ d t ~  
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Elle a done la valeur limite: 

V - ~  ~[ ( / t  -- 0 ? "  

Envisageons maintenant  l'int~grale: 

to tl  

0 0 tl  
g~tr I 

d(o. 

Une integration par partie donne: 

to tl  to tt  

"7 Jf " 
0 0 ,S~t 0 0 r - -r '  

cos n x  F d S - -  

to tl  
r' ~g X -fdt, fdt ? t - -  ~g g g~ ~J~ + -~-] + e~! 

La premiere intSgrale peut s'~erire: 

o ~o',, o 

to tl ~ x ( r - - r ' )  

 fff F d t - - ~  dr1 d S  ~ X c o s n x F d t - -  

0 Stx  0 

to tt--x ( r - - r ' )  

~ ~ , _ 4 ,  ~ 

De ees intdgrales, la premibre tend vers la valeur: 

n x F d t .  

to ~t -- gr 

O 4~ O 

cos n x  dt  

et la seconde vers z6ro, comme on le voit sans difficult6 en remarquant  que l'on 

a sur S ~ , - - S ~ :  t l - - •  r. La valeur limite de l'intdgrale: 

to tt 

0 0 r =r '  
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est z6ro et celle de l'int6grale: 

e s t :  

to tx 

;J f 5(0~ 0. 0.) 
0 0 t t  

~ t r '  

to ~1 

f f f(~ 0. 0.,,o - -  V z-~# dr,  d t + -~y  + -O z / T " 

0 0 ~1 

Passons aux int6grales de surface. Posons: 

d u  i Oa 
-- e o s n x +  # ~ - i c o s n x =  V~, 

etc. La premi6re int6grale de surface peut alors s'6criro: 

off: 

to t t - -  ~ (r -- r ' )  

f.,,f-f ..'....,. 
0 tt 0 

r' ~ ( X - - X o )  O F  r' ( x - -  Xo) F + 
u rr' ~- 2 r ~ 2 r O t 

etc. Les termes qui contiennent F comme facteur donnent, en effectuant le passage 
s la limite: 

~0 I~1 - -  ~ r 

0 8~t 0 

Pour caleuler la valeur limite des termes restants do notre in~6grale, nous les 
~crivons comme suit: 

t o - - t - - x ( r - - r '  ) 
to  - -  z {r  - -  r '  ) r , 2  

-'/W".,'-'o," ~.",-~ ".~.-.o,', "'-: 
~Or' 0 t + x ( r - - r O  ~OC 0 

D'ofi la valeur limite: 
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to 

_ v f r 
o s~ 

dS 
+ Vv (y--  Yo) + V. (z - -  Zo)) ~ "  

Passons k l ' int6grale:  

,,fff';,, ';, 
0 0 ~ t t  

r p 

dv'~, wdW'vldS 
+ V-dn  + dn ! " 

Nous avons:  

du',, [ r  d 0 (I) I . . . . .  X r t  ~.~ 

d n  2 d n - ~ - x  2 

#F d e9 [i~ i ~?~F X--Xodr 
_ z e r ,  i)t dn Ox Ir) + 2 i)t ~ r dn' 

~ F  
etc. Les termes qui cont iennent  F ou /Tt comme facteur,  se t ra i ten t  de la m~me 

mani6re que les termes analogues plus hau t  et nous donnen t :  

to t l - - g r  

o #o' o 

to 

+ zt~l /z  # d u ~ i ~ x  + d-n~y\r! +wdntTz rdS.  
0 S t 

Les termes res tants  donnen t :  

; ~ ~ to-~(~-e)j t; ij2 F~f~.~ d t~ 
I- x~ ~ rr d S ( ~ u ( x - - x o )  dt = 
2 - -  d 1 

SOt  ~ 0 t + u ( r ~ r ' )  

to - -  ~ {r - -  r ' )  r'Z 

x ~ d ~u(x  -- xo) r~e ~/ato-t-~(~-r')) 
2 V(to_t_•  dr. 

~b~ o 

Pour  effeetuer  le passage g la limitc nous divisons S0r, en deux parties So et 

Sor,-  So. Darts la premiere part ie  l ' int6grale: 

to - -  • ( r  ~ r ' )  r a  
f~  e 4 , u ( t o - - t - - u ( r ' - - - r ' ) )  

0 

t e n d  u n i f o r m 6 m e n t  vers  la  v a l e u r :  
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Comme l 'autre partie tend vers z6ro avee r r, nous voyons que notre int6grale 

admet la valeur limite suivante: 

dn " 
So 

Envisageons en dernier lieu l'int6grale: 

to t ldt n x + 
2 ~ t - j~)  dS. ~ r' dt, u cos 

o o sl~ 

Elle donne: 
ta 

o st So 

Cos longs ealeuls aehev6s, on peut  r~sumer leurs r~sultats dans la formule que 

voici: 

o o ~" ~ ;~i' 

to t t - -u  r 

3 Z I dto _ f 
+ ~ f  --i- ( zu  

oO 

- - z )dS- -  dtl ~-  Y. X c o s n x d t ~  e~176 ) f f f 
o 8~' o 

t o t~--u r 

0 ,5~t 0 

to 

nx + Et ~ cos nx  dt + 

[ du x 

"6 "st 
to tx--u r to 

+ y f .  j .ox 
o sgx o o s t  

t +?j u 

~a ) dS cos nx + tt ~cos  nx ~ + 

+ 

d8 7 (  I dr )) dS cos n x - - - - g x  ~ucosnx - - -~n2U(X- -X  o - - .  
r r t= to - -u r  r 

~o 



184 C.W. 0seen. 

Diff6rentions cet te  formule par  r appor t  ~ to. A gauche, nous obtenons:  

to 

~-~ f ao (t)dt. 
o 

A droite,  on calcule sans diffieult$ les dSriv4es de la p lupa r t  des termes. Envi-  

sageons p. ex. le terme troisi~me. ~Tous avons :  

s176176176 
++o g~ 

-f,+,+oo+,++,_o (+_.) ++st = 

f (zucos++),_o++ lim + ["(+~ueosnx),~_o( to +-d~t+---v+)dS 
r dto-O d t o , ]  

,~to+dte ~to Or on a s U r _ o  - - o :  t o+dt , , - - zr>O,  t o - - ~ r < 0 .  Done: 

to + dr~ dto 
r r 

De plus l 'aire .qto+dto ,qt~ tend tou jours  vers z6ro avee alto. ~ 0  - -  v 0  

t e rme admet  la d~riv~e: 

- -  o~(~ 'u  cos nx)t_od~Sr �9 

Done, le troisii~me 

Consid~rons encore:  

to +;,+,(.++, tO--" ST 

dS d fdS I ~ 
cos nx r ~ d--~. ] r  ] ~u cos nxdt = 

7o  0 
to+ dto-- • to-- ~r 

I J f d S f  ; d  St j '~ucosnxdt} = dto-0lim ~ o | J - r j ~ , u  cos nxdt - -  . = 
g~ o ~0 ~ o 

~o dS ( ~ u  cos nx)t-to-.~ T 

to+dto--~r 

+ dto=0lim dI-tojfdSr JfY'uc~176176 
~to+dto .~toO ,o 0 

~ 0  - -  ~0 
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En trai tant  les autres termes d'une mani~re analogue, nous obtenons la formule 

suivante, off S#o d6signe la limite vers laquelle tend la partie de la sph6re 

to r ~ r = - - +  qui est situ6e h ]'int6rieur de ~Q, lorsque r ~ tend vers z6ro: 
X 

to to 

o ~o Spho o ~t 

- - / ( 2  u cos 
~b 

to--ur 

~o---~r 

,S o 0 

( X e o s n x d t +  (X--Xo) #~-~ 

to-- • 

+ f / (:) dt 
~o o 

+/ (2ue~176  HZ 'd~o / [2u  

oo SO 

2. La fonetion: 

o~ ) 
a c o s n x  + tt ~-t cos nx d t - -  

i Oa ~ dS  
z~aCosnx + # ~  eosnxI r - i- + 

t = t o - - z r  

+ t~z ndnn3-x r -to-,c,. 

C O S  n X - -  - -  - -  
I d r  . . . .  d S  
r dnn 2 t x  - -  xo)Jt-to-~,. T "  

to 

0 

eonnue, on trouve ais6ment une expression pour la fonction u (x 0, Y0, z0, to). 

effet, le syst~me 1 peut s'6crire: 

t t t 

O--t U+z2Ji)x I = X + t t d  U+z'f l  #x f - -  dsxdt+~---x~t' 
0 0 0 

etc., 

8a Ou Ov Ow 0 
0 ~ + ~ + ~ + ~ z =  �9 

En 

Or on a, si l'on suppose que u, v, w, a admettent  des d6riv6es continues des 

trois premiers ordres et X, Y, Z des deux premiers ordres: 

03a 0 tOX 0 Y 
OxOt~ Ox ~ + ~ y  

Acta  ma themat l ca .  8 5 .  I m p r i m 6  le  3 J u i l l e t  1911. 

+-~T ~ ~ "  
"24 
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Donc:  

Donc:  

t 
(o,~ t o3. o f t o x  o r  
W ~ l t - o  o~ot = ~ , 1 ~  + ~-~ 

0 

+ -~z dr--  ~ ~ d t .  
0 

t t 

I ~'Oadt I (u + • ] (~ + ~=j ~ = , , ~  z r '~ ~,1 
0 0 

IO~al __ 

t 
0 f i O X  OY OZ 

- -  ~' - ~ j  ~-~x + Oyy + -~z) dr ,  

0 

etc. De ces ~quations,  on d~duit  d 'une  mani~re bien connue  des expressions pour  
e 

i f J a d t  u + :~ f lOx  etc. Malheureusement ,  les expressions p o u r  u, v, w, ainsi obtenues  

0 

d~pendent  d ' une  mani~re for t  compliqu~e des donn~s h la front i~re u, v, w, a 

du dv dw 
~-~, ~ ,  -d-~. C'est pourquo i  nous choisissons une  au t re  mSthode pour  pa rven i r  

h no t re  but .  

Nous  avons  vu  plus h au t  que l 'on a, si u', v', w r, ar est  un syst~me de solu- 

t ions du  sys t~me 2, r~gulier k l 'ext6r ieur  de la sphere  r ~ rf: 

~0 

- - ~ a a '  dco-- dt (~Xu')d~o + 

to 

d t  u ~ d n  x 2 
i 

0 S 

Posons: 

to 

o/11= (=" ' + dt u' ~-d-n = = c ~ 1 7 6  - -  

cosnx. ( f  - -~ t eosnw-~  dS + 

to 

0 r ~ r  F 

to 

, 
x~ c o s n x . a  + ~e cos nx ot dS 

d u  r I ,(~t (~(lrl] 
dn x~ cos nx - -  ~ cos nx Oi l j  dS ~ 0 .  
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~2 

I e 4 , ( to- t )  xO~G xO~G xO~G v' x O2G 

u ' - -  z , u V ( t o - - t ) 3  ~ - 2 ~ =  ~Oy "2 2 0 z  ~'  z O x O y '  

I O2G 
w ' =  ~ O-~x ~ '  ~ ' =  o, 

off: 
to ~. 2 

G ; e 4~( t0 -~)  

V(to - -  7:)~ t 

On peut donner s la fonction G une forme diff6rente. La fonetion: 

satisfait g l'~quation: 

Done: 

~2 

E (~ ,  
Vt o - -  v 

OE O~E 
+ t ' ~  = o. 

to 

r ~ t t 

et par cons4quent: 

r ~2 to r 'z 
I / e  4# (to--t) r r ; e 4# (to--v) 

; V~ - -  t 
r t t 

Dans chap. I de la premiere partie de ee travail, nous avons d~fini les fonetions 

u'(r'), v'(r'), w'(r') par les 6quations: 

u'(r') = O~P(r') O*P(F) v ( r ' ) - -  O~P(r') w(F)  O~P(r') 
Oy2 Oz ~ ' OxOy ' - -  ~ ' 

oh: 

r o ~2 

= 

Nous avons done, en posant Q = l: 

m _ _ d ~ .  
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~o #.t2 

__ I_ G = P(r ' )  - -  r2 ; e ,,,(to-do_ 
2 2 r . t / V ( $ ~ o ~ v #  

d~ 

e t  : 

rt~ I u t = - -  ur(r ') ~ , 27 ~ I  7 ~ f Fe, - -  v t ( r  t) + 3 r "  ( x -  Xo) (y - -  Yo)Fe,  
2 r  ~ 

On a pos6 ici: 

w'  = - -  w ' ( r ' )  + 
3r'~ ( x ~  xo) r - -  z~ F e  o' -=  o 

2r5 

to r 'z t o - - t  r '2 
I I " e  - i ) i i e ~  

F r , = ~  " ~ . . . . .  d v = ~  ] ' 'e '"~ " 
r d g(to - -  't) ~ .~ 1/5~j~- cir. 

t o 

Cela  $ tant ,  on calcule assez s implemen t  les valeurs ,  vcrs  lesquelles t enden t  les 

deux derniers  t e rmes  de no t re  formule,  lorsque r r t end  vers  z6ro. T o u t  d ' abo rd ,  

nous avons  en v e r t u  des r6sul ta ts  t rouv6s  dans  la p remie re  par t ic :  

to j / [  ( d u  
lim dt  u' (r' 
r '  ~ 0 

0 ~'-- r t 

a,Jt7 
n z . a  + ~, cos n x .  i ) i t ]  d 8  ~ 0 .  

du'(r')  8 
l imi t  Cdt  C ~ u - - - , - - -  d S =  
r' - o . ]  . ]  a n  3 

0 r ~ r '  

,~ V~, u (xo, yo,  Zo, to). 

Les t e rmes  r e s t an t s  de nos deux  int6grales p e u v e n t  " " en s ecrlre, m e t t a n t :  

d u I t) a 
V z ~ t d n  x ~ c o s n x . a  + t t e o s n x . ~ ,  

e r e :  

to 

0 r ~  r p 

+ 

to 

2 r' d j [ j~ i x  ~ t r f  u + ~ v + i-~x~ d S .  
0 r ~  r t 

P o u r  calculer  les va leurs  l imites de ces deux  int6grales, nous r e m a r q u o n s  d ' a b o r d  

que l ' on  a :  
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e tc . ,  

e t c . ,  

(Ou) + . . . +  ~ (x_xo)~(O.u) 
u = Uo(t) + ( x -  Xo) - ~  o ~ 0-~ o 

o~=  O~ o + ( x - - x ~  ~v' 

a==a o+ (x--xo)(O~x)  + " ' +  ~p' 
o 

+ . . . +  q~, 

~-t = ~ o + ( x - - X o )  l ~ t o  + + q'' 

cp et  tp 6rant  des fonct ions  de x, y, z, t, cont inues  dans  le voisinage de x = Xo, 

Y----Yo, z = zo et  a d m e t t a n t  les propri6t6s:  

lim ~ = o, lira : = o .  
r = o T  r ~ O  r 

Subst i tuons  dans nos int6grales ces expressions p o u r  u, v . . . .  On voi t  de  suite 

que la p lupa r t  des termes ainsi ob tenus  s ' annulent ,  lo rsqu 'on  effectue l ' int6gra- 

t ion sur la sphere  r = r r e t  que les te rmes  qui  con t i ennen t  (f ou  ~p s ' annulen t  

avec r r. Dans  la p remiere  int6grale,  il reste t~ consid6rer les te rmes:  

~,o 

0 r ~ r  r 

[0 8 u I 
+ ~' (Y - -  Y~ ~Oy~lo 

[O~u] 
+ ~ (z-- zop /~ /o  - -  

Comme: 

03 [ o, w I 

z ~ l ~ l o  + 2 v / ~ l o J  d S .  

(x - -  Xo)*dS = 4-~rr'~, ~ ( x  - -  Xo) t d S  = 4 zr '*,  
3 J 5 

r ~ . r  r ~ r t  

4__ 
(x - -  Xo) ~ (y --yo)~ d S  ~ I5 n:rr~' 

r = r  t 
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cette intdgrale est 6gale ~: 

r,, r~8~,r ~o,u~ lO, ut l~ 1 8,~,,rl o,,,t l ~ 
T J / T / - L m t ~ l , -  ~ t . -  ~ o . j  + T - U o T ~ o  + ~ O ~ o j -  

D'ofi la valeur limite de la premibre int6grale: 

to 

s~y~['l"[2Pul I~ 1~ ,rto'vl l~ 
0 

~F'-l~176 - l~ 
3 Lx' ~Oxto ~ ~a~/oJJ 

to 

_8,~V~7~.fJff (~t,,)o_2'tt~ ~[aat [dt 
0 

De la seeonde int6grale, nous obtonons: 

to 

3 f f{o, to, t,,u,1 - [ ( ~ - . . .  ( . ) o  + .~-~o.. ,~ ,o  + . . - .o . .  , . ,o~ + 4ttr' F,., d, /)~xg (~) O'u 
0 r ~ r  t 

o , / ~ t t  o,v I o, (r I t .  
+ 2 (x--xo) (y--yo)~xxO-y~r! XUxxO~lo + 2(X--Xo)(Z--Zo)-o--x8 z X~TxxOz]oj , 

ee qui donne: 

to 

~0}1o + (JU)o} dr. 
0 

Voilg done la valeur limite de nos deux int6grales: 

to 

8 4 f {  2(oo)} 
3 o 

0 

to to 

( ~ n~176 ~,)+ 4~u<~o,~o,~o,o)+' ~f~o~, .  - -  4 ~ V ~  Uo (to) + ~ j ~ x ]  ~ 3 ~ z 

0 0 
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Nous avons done obtenu la formule suivante:  

to to 

4~rVzr# u~176 + ~  ~ ] o  - ] = 3  3 
0 0 

P o s o n s :  

etc., ce qui donne: 

to to 

--Iimf(~uC)t=odw--limldt f ~ X u ' d w +  dt ~ur #dn 
e - o j  ,-'=oj j 

~ r '  0 ~2 r , 0 ,S' 

to 

--x- i cosnx.a+#cosnx,  dS--~t dt u -~  . 

lim u'(r') ---- u', 
r ' ~ O  

w '  = - -  w '  + V-~  ~t Ux-8-~ " 

Les r6sultats obtenus dans ]a premibre partie permet tent  imm6diatement  d'dcrire 
les 6galit6s: 

D'autre  part :  

to to 

Done: 
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lim rr~ fr Z 
r'-o 2 , ] L  

~r '  

U 

+ d, , .  
3 

On obtient de la m6me mani~re: 

to to 
r,i ,~ r, 09 ~ - ~ p / d t /  O 

Done enfin: 

4-z ~'~* X o d t - -  dt +-~y + ~ ~x dw. 
+ 3  

o o ~ 

to 

4 z V~rff u o (to) + x~ f l  ~i]xlo dt ~- (~uu')t-od~o-- t-o i~x dw + 

to to 

(o 

+ ~ (~'=cosnx)t_o~ IS + V~;~, dt ~'Xeosn:c~kTl + 
,S o 5' 

'dt ff ~ - - - ~ c o s n x . a  + ff cos nx d S - - f f  dt . 
+ ur d u  I 

,j dn  
o ,2 o S 

Les formules analogues s 'obtiennent par des permutations des lettres. 

Lund, Mai 19o 9. 


