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UBER DIE IRREGULAREN INTEGRALE
DER LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ZWEITER ORDNUNG
MIT RATIONALEN COEFFICIENTEN

VON

J. HORN

in CHARLOTTENBURG.

Im 8. Band der Acta mathematica hat sich Herr Porcari mit
der asymptotischen Darstellung der irregularen Integrale der linearen
Differentialgleichungen it rationalen Coefficienten durch die im all-
gemeinen divergenten Normalreihen beschaftigt. In der Differential-
gleichung

dn dnr—1 d
P+ Pt 4+ P+ Py=o0

seien die Coefficienten ganze rationale Functionen von z und zwar P,
vom Grad m, P, (A=1,...,n) hochstens von Grad m - M; dann ist
# = oo eine singuldre Stelle der Unbestimmtheit® fiur die Integrale, und
die Differentialgleichung hat an dieser Stelle den Rang p =% 4 1.2
Fur eine Differentialgeichung vom Rang 1, in welcher der Grad der
Cocfficienten P, (A= 1, ..., n) denjenigen von P, nicht tibersteigt, unter-
sucht Herr Poixcarg® das Verhalten der Integrale bei der Annaherung

der Veranderlichen z an die Stelle £ = oo vermittels der Laplace’schen

' Bezeichnung von Herrn Fucus (Sitzungsberichte der Berliner Akademie, 1886).
Vel. ScrLESINGER, Handbuch der linearen Differentialgleichungen.

* POINCARE, 2. a. O. ,

® American Journal, Bd. 7; Acta math, Bd. 8.

Acta mathematica. 23. Imprimé le 4 septembre 1899,
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Transformation.? Die Differentialgleichung »'* Ordnung vom Rang p
(p > 1) wird auf eine Differentialgleichung #?** Ordnung vom Rang 1
zuriickgefithrt; aus den Ausdriicken der Integrale y der urspriinglichen
Gleichung durch geeignete Integrale der neuen Gleichung vom Rang 1
schliesst Herr Poixcarg, dass, wenn die Veranderliche  mit einem be-
stimmten Argument ins Unendliche geht, das allgemeine Integral y durch
eine der #n Normalreihen asymptotisch dargestellt wird. Aber gerade die
Differentialgleichungen hdheren Ranges bedurfen noch einer eingehenderen
Untersuchung, welche ich in dem vorliegenden Aufsatz zunachst fur li-
neare Differentialgleichungen zweiter Ordnung in Ankniipfung an die ci-
tirten Arbeiten des Herrn PoiNcarg durchfithre.? Abgesehen davon, dass
bei Herrn Porxcart die auf Differentialgleichungen hoheren Ranges be-
ziiglichen Untersuchungen weniger vollstandig gefihrt sind als diejenigen
fur den Rang 1, beschrinke ich mich nicht auf Wege, welche mit einem
bestimmten Argument nach der Stelle z = co gehen, sondern ich suche
das Verhalten der Integrale in der ganzen Umgebung der singuldren Stelle
so weit zu ergriinden,® dass es gelingt, Aufschluss uber die Lage der
Nullstellen in der Umgebung der Unbestimmisheitsstelle zu gewinnen und
den Begriff des Ranges als Verallgemeinerung des Begriffs des Geschlechts
einer gangen transcendenten Function erscheinen zu lassen.

! Tm 50. Bd. der Math. Annalen fithre ich die auf Differentialgleichungen vom
Rang 1 beziglichen Untersuchungen in einer Richtung weiter, welche ich im 49. Bd.
bereits fiir den einfachsten Fall, die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit
linearen Coefficienten, eingeschlagen habe,

* Im 118. Bd. von Crelles Journal habe ich die Differentialgleichung zweiter
Ordnung vom Rang % + 1

2
%+az"<ao +%+Z—i+ >Z—Z+ a;'-"'(bo +%‘+%‘+...>y=0

ohne Benutzung der Taplace'schen Transformirten nach einer Methode untersucht, welche
sich, wie ich im 119. Bd. zeige, auf nicht lineare Differentiaigleichungen tibertragen lisst.
Die in der vorliegenden Arbeit behandelte Differentialgleichung ist insofern specieller, als
ibre Coefficienten rational sind; ich kann jedoch unter dieser Beschrinkung mit Beoutzung
bestimmter Integrale das Verhalten der Tategrale der Differentialgleichung weiter verfolgen,
als es in meiner fritheren Arbeit geschehen ist.

3 Man vergleiche die Untersuchung der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung
mit linearen Coefficienten im 49. Bd. der Math. Aun.
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Die hier gefuhrten Untersuchungen, die sich far die Differential-
gleichungen zweiter Ordnung besonders ubersichtlich gestalten, gedenke
ich in einer spateren Arbeit auf die allgemeinste lineare Differential-
gleichung mit rationalen Coefficienten auszudehnen.

§ 1.

Die Differentialgleichung

&) P, h

0 dat

d
+ng%+Pay=o

habe als Coefficienten ganze rationale Funktion von den Graden m,

mtf-p—1, m-42p—2
P ="+ ...,

—1

P =qax™t? ...,
+2p—2

P, =qax"t? 4 ...,

so dass sie an der Unbestimmtheitsstelle # = oo den Rang p besitzt.’
Die charakteristische Gleichung

o+ aa4a, =0

habe (in den drei ersten Paragraphen) zwei verschiedene Wurzeln a,, a,,
so dass die Differentialgleichung (A) durch zwei Normalreihen

aiz? | anzf-l

s 1
S;=e ?

+.otapaz Oi Oi

96"‘(0@- + ”x—l + ;2? + .. > (i=1,2)
formell befriedigt wird. Wir setzen a, und a, als reell und a, > q,
voraus, was durch eine Substitution von der Form

yz®

y=ce?y, T == CI

»

erreicht werden kann.

! Der erste Coefficient von P, und dic beiden ersten Coefficienten von P, sollen
nicht gleichzeitig verschwinden.
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Ist y = f(x) ein Integral von (A) und e eine primitive p* Einheits-
wurzel, so geniigt
¥ = f(e") @=1,..,p—1)

einer Differentialgleichung
da’ )
(A) Py + P+ Puy = o,

welche durch die Normalreihen

S (e*x) , S,(¢*x)
formell befriedigt wird.. Das Product

U= Yy Yo

genigt einer linearen Differentialgleichung 27'** Ordnung, welche, wenn

=1
gesetzt wird, die Form
d¥ u d¥—ly
(B) ont;+Q1~cl—ty:T+---+szu=0

annimmt und worin @, im allgemeinen’ nicht identisch verschwindet;
@,> @, ... sind ganze rationale Functionen von ¢

Q. =0bit+ ..., (#=0,1...2%)

wo b, von Null verschieden angenommen werden kann, da die Differen-
tialgleichung (B) vom Rang 1 ist.? Die Gleichung (B) wird durch die

2?7 Reihen .
Slo(t%> S,q(stl;) e S,.p‘l<s"1 15),

wo jeder der Indices 2,, 2 ,... den Werth o oder 1 haben kann, formell
befriedigt, worunter sich die beiden Normalreihen von Rang 1

T; = Si<t15>S,.<et;_> e Si<s"‘1 5117) = e““z’”'(Di + Pt-"—‘ + 13:2 +.. ) (=1,

! Der hier ausgeschlossene Ausnahmefall ¢, = O wird in § 2 behandelt.
* POINCARE, a. a. O., § 5. — ScHLESINGER, Handbuch Bd. I, S. 355,
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befinden. Diejenigen Reihen, in welchen % der Zahlen A , 4, , ... gleich
1, die fbrigen p—Fk gleich o sind, enthalten einen Exponentialfactor

von der Form
kay+(p—h)ay

4.
e 7P .

Die charakteristische Gleichung
b+ 0+ ...+ b, =0
von (B) besitzt demnach die Wurzeln

a (p _ I)a1 + a, (p-—z)a, + 2a, a
19 P ’ P ’ ey Oy

und zwar «, und «, cinfach, die ubrigen mehrfach. Die Laplace’sche
Transformirte von (B)

dav de1y
(C) RO&—ZT+R1:1F+"'+R91):O
hat als Coefficienten ganze Functionen 2?** Grades von z und zwar ist

By =0b2"+b2"4+...=@—a)z—a,)....

Sind o, 1,...,9g—2 und 4 (( = 1, 2) die Wurzeln der zu ¢z = a; ge-
horigen determinirenden. Gleichung, so hat (C) ein Integral von der Form

v; = (¢— “‘i)m-Bi (3 — @), @=1,2)

wo P;(z— a;) eine in der Umgebung von z = «; convergente Potenzreihe
ist.' Dann ist durch die Gleichung

P —_ 2
U, == f’viezdz (i=1,2)
14

fur ein gewisses Gebiet der Veranderlichen ¢ ein Integral von (B) dar-
gestellt, wenn der Integrationsweg I, aus einer mit arg(¢ — «;) = » aus
dem Unendlichen kommenden, vor a; endigenden Geraden, einem kleinen

! Im Text ist angenommen, dass A; keine ganze Zahl sei; andernfalls treten die
Acta math, Bd. 8, 8. 308—314, angegebenen Modificationen ein, ohne dass die Resultate
sich #ndern.



176 J. Horn.

den Punkt z = a; einschliessenden Kreis und der rackwarts durchlaufenen
Geraden besteht. Nehmen wir etwa @ = 7 an,! so gelten, wenn ¢ als
reelle positive Grosse ins Unendliche geht, dic asymptotischen Gleichungen

u, ~ T, , uy~T,
und es ist fur lim¢ = 4 oo

. . . dl
hmdlog'zll= lim og U,

dt %y

=
Der Grenzwerth der logarithmischen Ableitung eines Integrals « von
(B) kann nur einen der Werthe

P—1a +a

a
17 P

.

haben,” welche der oben gemachten Voraussetzung gemiss reell und ab-
steigend geordnet sind. Dann ist, wenn Integrale, welche sich bloss um
einen constanten Factor unterscheiden, nicht als verschieden betrachtet
werden, w, das einzige Integral von (B), dessen logarithmische Ableitung
fur lim¢ = 4 oo den Grenzwerth «, besitat.

Um dies zu beweisen, setzen wir

Y = u,fwdt,

wodurch die Differentialgieichung (B), wenn voriibergehend 27 =1 gesetat
wird, in

dr—1lyw d—2w
Lo_d—t.':-l_Ll»—dtTi-*-.'.—}—Lr—lw:O
tibergeht; dabei ist
Lo = Qo)
ne uf v Ug
L, = (T)AQou_ + (r— 1160 + it Q=+ G a=neen
2 Uz g
Aus
lim = = g
Uy

Der Iutegrationsweg /, muss dabei dem Punkt @, ausweichen.
PomNcaRE, Am. Journ., Bd. 7.
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folgt

o
lim 2 = g},
u2

also

ll == Iile = (”')lboa; + (7‘-— I)A_lbla;~1 + “ e
Die charakteristische Gleichung der Differentialgleichupg fur w

L Lyt .. =0

oder

blr + )7 + oG+ o) +...=0
hat als Wurzeln die um o, verminderten Wurzeln

(p'—l)a1 + a, 2, +<-p—l)a9
1,—'“‘, e ey T

P p

a

der charakteristischen Gleichung von (B) im urspriinglichen Vielfachheits-
grad, also lauter reelle positive Wurzeln. Es ist also

. dlogw
lim -

fir jedes Integral w reell und positiv. Wire ein von w, verschiedenes
Integral u, von (B) mit

1imd IZ; - o,
vorhanden, so wire
d log
lim T 2= 0.
Wenn man
d log %
= e(t)

setzt, so lasst sich nach Angabe einer beliebig kleinen positiven Grosse
Aoty mathematics, 23. Imprimé le 4 septembre 1899. 23
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e eine positive Zahl #, so angeben, dass fur ¢>¢ |¢(¢)|<e ist. Bs
ist also

t
d-2 [ st

Uy v, :
= Celt)e ,

wo C eine Constante ist. Zu u = u, gehort w = w

ad
S
W = di ’
und da
. dlogw
lim T

reell und positiv ist, so ist ein positive Grosse % so vorhanden, dass fir
t>t,
|w| > e

ist. Es ist also fur ¢ > ¢

I fga(l)dt
e <|Cg(t)e

<|C] e,

was nicht mdglich ist.

Wie ich im 118. Bd. von Crelles Journal gezeigt habe, besitat
die Differentialgleichung (A) ein einziges Integral 7,' fiir welches fur
limz = 4 o0

. pep @1
limz—® 1)%‘”= a,

ist; ebenso ist fur ein einziges Integral y, von (A))

lim g~ D g

dlogm
— =
Wegen 27 = ¢ ist also fur lim¢ = 4 oo

. dlog(yy, ... .pp1)
Iim T =

a,.

! Tmmer von einem constanten Factor abgesehen,
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Da »9,...9,_, ein Integral von (B) ist, so muss sein:

’M? =Ny .- 71,_1.

Durch wiederholte Differentiation dieser Gleichung und Beritcksichtigung
von (A) und (A,) erhalt man Gleichungen von der Form'

dre d dnd dr,—
79‘572'_ AA0“2 = AMEZWI' se Yp—1 + ...+ Ax,v—lﬁ‘&%"'%‘l:
A=1,...,2"
wo Ay, Ay ..., 4y rationale Functionen von z sind. Da die Diffe-

rentialgleichung (B) durch Elimination der 22 — 1 Producte % Yoo Ypysans

aus diesen. 2? Gleichungen entsteht, so ist
QO - lA)-#l' A, p=1,2,...,20—1)

Wenn der bisherigen Annahme gemiss ¢, nicht identisch verschwindet,
. . d .
so lasst sich aus den 27 — 1 ersten Gleichungen d—z 71...7,—1 in der Form

berechnen:
dy — ., du
Tt Tt = zF"__dx: ’
A=0
wo F, eine rationale Function von z ist. In Verbindung mit

Uy == N1 e Pp

ergiebt sich
1

P

~ gt d u,
A d P

= Cu, do

2
A

dlogy
de

Setzt man hierin fur wu, die asymptotische Reihe 7, so crhalt man
hieraus die asymptotische Gleichung *

7~ 5,

fur den Fall, dass  als reelle positive Grosse ins Unendliche geht.

! POINCARE, Acta math., Bd. 8.
* Acta math. Bd. 8, S. 338 342.
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Man kann aber, und das ist fiur die Erforschung des Verhaltens der
Integrale von (A) wesentlich, ohne Miuhe einen Schritt weiter gehen.
Falls der geradlinige Theil des Integrationsweges /, von

— z 7.
u, = fv,e dz
2

in der negativen reellen Axe verlauft, definirt das Integral die Function
#, in der Nahe von ¢ = co fur

x<arﬂt<z
2 = 2’

Man kann aber den geradlinigen Theil von 7, um weniger als z in po-
sitivem und um weniger als 7 in negativem Sinn drehen, ohne dass der-
selbe einen der auf der reellen Axe gelegenen singuliren Punkte
(p—l)al + a, , +(p—1)a,

1) 9 o v ey

g p

o

der Function v, tberschreitet, so dass der Werth von argz am Anfang
von I, zwischen — 7 und = variirt. Da das Integral einen Sinn behalt,

so lange argt? von z-—argz um weniger als 5 nach der einen oder

anderen Seite abweicht, so ist die Function #, in der Nzhe von { = co
durch den Integralausdruck fur

3z

37
> <argt<—2—

definirt, ohne dass der geradlinige Theil des Integrationsweges abgesehen
von der Drehung deformirt werden muss. In den Math. Ann.' habe

1

Im 49. Bd. fihre ich die Untersuchung fiir die lineare Differentialgleichung
zweiter Ordnung mit linearen Coefficienten und im 50. Bd. fiir eine beliebige lineare
Differentialgleichung vom Rang 1 mit rationalen Coefficienten unter der Voraussetzung,
dass die Wurzeln der charakteristischen Gleichung verschieden sind. Aber auch fir die
Differentialgleichung (B) bleibt die ganze Entwickelung bestchen, soweit es sich um die
> 4, die einfachen Wurzeln a, und
a, der charakteristischen Gleichung umkreisen, A. a. O. habe ich allerdings ganzzahlige

Integrale %, und w, handelt, deren Integrationswege

Werthe von /4 nicht beriicksichtigt; dass aber der ausgesprochene Satz allgemein gilt,
ersieht man, wenn man die von Herrn PoINCARE (Acta math. Bd. 8, S. 310—314)
gemachten Bemerkungen mit der Entwickelung in den Math. Aonn. verbindet.
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ich gezeigt, dass, wenn ¢ ecine beliebig kleine positive Grosse bedeutet,
die asymptotische Gleichung
y ~ T,

in der Nahe von ¢ = co gleichmassig far
3= N 3z 5
—;--l— g <argt<—2~——o

besteht; d. h. wenn man, nachdem ein beliebiger Werth von n gewahlt ist,

<Dy, 0
= e%'{r: 2 =
u? =€ tl’(z t* +tn>
n=0
setzt, so lasst sich mach Angabe einer beliebig kleinen positiven Grosse
e eine positive Grosse R so bestimmen, dass fur

|t|>R,—§2E é‘<argt<%7—r——o“

o] < e
1
ist. Wenn # = ¢* gesetzt und einem reellen positiven Werth von ¢
der reelle positive Werth von 2 zugeordnet wird, so geht das Gebiet

37 gy 37 3z
1o 2p<argac<2p

Niahe von 2 = co die asymptotiscle Gleichung

—-‘%ﬂ <argt < tiber. Demnach besteht in der

n~ 85,
gleichmissig fiir

T
35

3T o 37
210+o<argac <2P

d. h. wenn man

aar " C ;
.. o .
=2~ p x”*’( E pry -+ a)

7=0

2 In demselben Sinn bestehen die asymptotischen Gleichungen

du, dT,

_E}/_ dt u. 8. w.
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setzt, so ist mach Angabe einer beliebigen positiven Grosse e eine positive
Grosse R so vorhanden, dass |r,[ < e ist fur

32 i 37T N
[z|> R, @+o<argx<2p J.

Wir zerlegen nun die Umgebung von z = oo in die 2p Gebiete
G?” (p=0,1,...,2p— 1)

(20 — D= (20 + 1)7
——21—;——— <argr < T
Geht z mit einem dem Gebiet G (v = o0, 1,...) angehorenden Ar-

gument ins Unendliche,? so ist fir ein einziges Integral ™ der Diffe-

rentialgleichung (A)
. : (2v)
lim g—e-» 41087 105;7 =aq,°

und es besteht wie oben die Beziehung

201

1 dru,

g, AT T
dz e u, dx

woraus man schliesst, dass die asymptotische Gleichung * ~ S, in der
Nahe von # = co gleichmassig fur
(4v

_;—_pS)_E_*_ 0 <arge <

2p

gilt. Dabei ist », dieselbe Function von ¢ = «? wie vorhin; es wird nur
. . 2vm .
einem reellen positiven Werth von ¢ der durch argx =—;Z bestimmte

Werth von x zugeordnet.

! Das Gebiet
20 — 1} 2 7
P —07 | 5 cage< 2T DT_5
2p 2p
werde mit G'” bezeichnet.
? Vgl. Crelles Journ. Bd. 118, 8. 267.

* Die bisher mit 7 bezeichnete Function heisst jetzt 7(®.
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Wenn # im Gebiet G®*P (y =0, 1,...) ins Unendliche geht, besitat
(A) ein einziges Integral 5»®*?, fur welches

v4+1
—(p—1) d log v(2‘+ )

limz
de

=a1

(2v + 1)z

ist. Nehmen wir etwa argz = , so ist arg¢ = x. Die Diffe-

rentialgleichung (B) besitzt nur das eine Integral «,, fur welches

. dl
11111——%;’;—%-——ot1

ist, wenn ¢ als negative reelle Grosse ins Unendliche geht. Dieselben
Schlusse wie oben fuhren auf die Gleichung

29~1

d log 7 +D z 1 dhu,

— T3 3
dw tu, det

woraus man schliesst, dass die asymptotische Gleichung
)7(%-}-1) ~ Sl
in der Nahe von z = oo gleichmassig fir

(2 — 1)z
2p

o 2v 4 §)7 N
+ o0 <arge <(——7—5—)*—0
besteht.

Wenn # in einem der 2p Gebiete G®, GV, ..., G®V ing Un-
endliche geht, strebt die logarithmische Ableitung des allgemeinen In-
tegrals von (A) bezw. dem Grenzwerth a« ,a,,...,a, zu; es entspricht
aber jedem der 2p Gebiete ein bis auf einen constanten Factor vollstandig
bestimmtes particulares Integral %, 7@, ..., 5, dessen logarithmische
Ableitung den Grenzwerth a, oder a, hat, je nachdem der Grenzwerth
der logarithmischen Ableitung des allgemeinen Integrals in dem betreffen-
den Gebiet o, oder a, ist. Das Integral #* wird in dem aus G®V,
G, G zusammengesetzten Gebiet durch die Reihe &,, das Integral
7 in dem aus G, G®V, G®+? zusammengesetzten Gebiet durch
die Reihe S, asymptotisch dargestellt.
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6(1)

In der beigegebenen Figur, welche dem Rang p = 2 entspricht, be-
zeichnen die Buchstaben 7©® und %™ die Gultigkeitsgebiete der asymp-
totischen Gleichungen #® ~ S, und 7® ~ §,, die Buchstaben 7 und 7®
die Gultigkeitsgebiete der asymptotischen Gleichungen »®~ S, und ¥~ §,.
Wenn beide Grenzen eines Gebietes beliebig wenig verengert werden, gilt
die betreffende asymptotische Gleichung gleichmassig. An die Endpunkte
des Bogens 7% sind die Argumente gesetzt, durch deren Angabe die in
S, und S, enthaltenen Potenzen z” bezw. z” in jedem Fall fixirt sind.

Bei beliebigem Rang p bilden wir im Gebiet G’ ein Fundamental-
system von (A) aus dem Integral 7*’ und dem aus G**" uiber die Gerade
arg — @t OT Lach GO fortgesetzten Integral 7®*P (oder aus %* und

2p

dem aus G“P tber argzx =

7*7Y). Dann ist in G®

() (2v41)
7~ 8, g~ 8

Co— 17T nach GO fortgesetsten Integral
2p

und, wenn b von Null verschieden ist,

y —— (h?(‘)v) + 67](2'44-1) ~ bSl;l

! Bs ist
ayz?

y = be r T xm(q + %‘—‘ + ...+ =24 ﬁ) +ae ? +mw1’2(02 +7)

" @

a,r?

_ bg.p-+"'96p'<01 + % + ... +.@2+&),
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im Gebiet G®*V ist
v(gl‘-l"l) ~ S] , 77(21‘-i-‘2) ~ 82
und

Y = ay®¥ 4 by ~ b,

27

wenn b von Null verschieden ist. Bewegt man sich in dem aus G©
und G zusammengesetzten Gebiet, so ist die asymptotische Gleichung
in der Form

y = an® + by ~ a8, + bS,

beizubehalten, obne dass von den Reihen S, §, die eine gegen die an-
dere vernachlassigt wird.

Wir fassen die Ergebnisse dieses Paragraphen, soweit sie tiber die in
der Arbeit des Verfassers im 118. Band von Crelles Journ.' enthalte-
nen hinausgehen, in den folgenden Satz zusammen:

Die characteristische Gleichung der Differentialgleichung (A) mit ratio-
nalen Coefficienten und vom Rang p an der Unbestimmtheitsstelle x = oo
habe zwei verschiedene Wurzeln a, , a,, (und swar seien beide reell und
a, > a,, worin keine Beschrinkung liegt), so dass (A) durch zwei Normal-
reihen

a;z? | apxrt

o
S =e? P71 Tgm . (i=1,2)
? i)

p=0 o

formell befriedigt wird. Dann besitzt die Differentialgleichung 2p ausgezeich-
nete Integrale

0; 1 —1
70, q®, ..., oD

von der Art, dass 5 in der Ndihe von x = oo fir

(2/0— 3)” a (210 + 3)71' N 2
—zp—— + 0 < arg <———519———— )
wenn
a (aa—al)z’+...
Oy = % + l—we P wﬂz—m+"(0’ + f)

gesetzt wird; est ist lim §, = O, wenn # im Gebiet G ins Unendliche geht.
! Vgl. den Satz auf S. 274.
* J ist eine beliebig kleine positive Grosse.
Acta mathematica. 23. Imprimé le 6 septembre 1899, 24
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bei ungeradem p durch die Reike S,, bei geradem p durch die Reihe S,
gleichmdssig asymptotisch dargestellt wird.’

Dass der Satz auch in denjenigen (darin nicht erwahnten) Ausnahme-
fallen gilt, welche in diesem Paragraphen ausgeschlossen worden sind,
wird im nachsten Paragraphen gezeigt werden.

§ 2

Die bisherige Annahme, dass die Determinante @, welche den ersten
Coefficienten der Differentialgleichung (B) bildet, von Null verschieden
sei, lassen wir jetzt fallen.

Da die 27 Reihen

si)s(e)... 8, ()

7/
mindestens p 4+ 1 verschiedene Exponentialfactoren

(r—Datay,

t .
e, e s eeey €T

enthalten, so ist die Anzahl der verschiedenen Reihen mindestes p + 1,
und die Ordnung der Differentialgleichung, welcher u geniigt, kann nicht
geringer als p + 1 sein. Fir

U =YY+ Yp
ergeben sich wie in § 1 die Gleichungen
'Ll,(?) - Alou == Any'yl e yp_1 + e + Al,‘h—ly,y; cte y;—l

oder, wenn man durch » dividirt,

u® y VY Y
— — Ay =A==+ ..+ Ay (A=1,2,3,..)
" 20 ny + + 4,0 o e
Alle aus dem System
Ay ooy Aoy (A=1,2,...,22—1)

gebildeten Determinanten 7" Grades seien gleich Null, wihrend eine De-

' Vgl. Fig. 8. 184 fiur p = 2.
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terminante (r — 1)*® Grades von Null verschieden sei. Dann erhdlt man

’

durch Elimination von %, ... aus r der angeschriebenen Gleichungen '

fir « eine lineare Differentialgleichung (B) mit rationalen Coefficienten
deren Ordnung geringer als 27 ist, und zwar ist diese Gleichung, wenn
¢t = #® als unabhingige Verinderliche eingefiihrt wird, wie frither vom
Rang 1, und ihre charakteristische Gleichung hat die Wurzeln a und «,

(P — I)a1 + &y
p

einfach, die Wurzeln u. s. w. einfach oder mehrfach.

Im Falle p = 2 folgen aus
U =yy
die Gleichungen
w = Y+
w' —Adu=Ayy + Ay + 29y,
w" — Byu = By'y, + By, + By'y;,

wo die 4 und B rationale Functionen von z sind. Wenn

I 1 O
Q=14 4, 2| =o0
B, B, B,
ist, gentigt u der Differentialgleichung dritter Ordnung
uw , L, 0
(B) w —Adu, 4,, 2 | =o.
w’'—Bu, B,, B,
Wenn man aus den Gleichungen
w ,
= ;’7 + %’17

' Vgl. die folgenden Beispiele.
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Yy qe e e . .
" eliminirt, erhalt man fur Z— die quadratische Gleichung

i
v\’ 2 Yy’ w” 2w ,
() (o ) 4 (s} =

welche unabhingig vom Verschwinden der Determinante ¢, besteht. Wenn
¢, = o ist, entsprechen einem beliebigen Integral « von (B) zwei Integrale
y von (A), deren logarithmische Ableitungen der quadratischen Gleichung
geniigen." Im Falle @, 4= o gehort nur zu gewissen Integralen » von (B)
ein Integral y von (A) und zwar ein einziges, dessen logarithmische Ab-
leitung der quadratischen Gleichung geniigt, aber auch wic frither rational

'
durch — ,
u

1

' w .
— ausgedriickt werden kann.

Im Falle p = 3 folgen aus

R . U =yy,y,
die Gleichungen

Y e Au=A L A g 2<y_'ll L %&)
u ‘y+ y1+ ’ya+ yy1+yye+y,ya’

- —Bu=B 4. +BLE4 . fellE

Y Y Y YUYy
”(4) ,"1 "I, yl yl ul l/",
— —Cu=0C =~ C, Ll 4 ...+ 0C L2,
u 0 ‘y+ + ty v, + Y Y Yy

Wenn z. B. alle Determinanten vierten Grades aus den Coefficienten auf
der rechten Seite verschwinden, geniigt  der linearen Differentialgleichung
vierter Ordnung

——4,,4,, 2, 0

(B) 1 = 0.
u

* —B,B,B,, 6

«)

“_—¢,0,0,C

7

! Dabei sind constante Factoren von y und u als uowesentlich angesehen.
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Ist der Rang p beliebig, so bestehen, welches auch die Ordnung von
(B) sein mag, Gleichungen von der Form

u® Y'Y Y
A= A e (A=1,..p)
wo
’li'z: . ’.lh'l-—x
Y% Y

die Summe von je A Producten der p Grossen

y ¥ Yp—1

L %, Y

¥y’ m " Y
bedeutet, wahrend an Stelle der Punkte Ausdriicke stehen, deren Dimen-
sion in diesen Grossen geringer als A ist. Durch Elimination von

’

% Yp—1

9 o0 —_—

Y ’ Y1

aus diesen p Gleichungen erhalt man in allen Fallen eine Gleichung von

der Form
Zre-e

deren Coefficienten Z, von %’, ?;’ ... und von z rational abhingen und
nicht sammtlich identisch verschwinden. Setzt man hierin fur » ein In-
tegral von (B), welches die Form yy, ...y, , hat, so geniigt jedes Integral
y-von (A), aus welchem die angenommene Function w durch Multiplication
mit geeigneten Integralen y,,...,y,, von (4,), ..., (4,,) hervorgeht,
der angegebenen algebraischen Gleichung, wenn auch nicht umgekehrt
jede Wurzel dieser Gleichung die logarithmische Ableitung eines Integrals
y von (A) zu sein braucht.
Wir schalten den folgenden Hilfssats ein:

Wenn die Coefficienten der algebraischen Gleichung
G(2) = X444 =0

Functionen von # sind, welche in der Nahe von # = co fir o, <argr < w,
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durch Potenzreihen von i gleichmassig asymptotisch dargestellt werden,

so wird jede Wurzel z durch eine der die Gleichung formell befriedigen-

den Potenzreihen von i (oder von —11—‘) in dem bezeichneten Gebiet gleich-
xm
missig asymptotisch dargestellt.
Es sei
A 4 4™ T
Al'_'A).n"'-x,,'—'a).o—i- z o I o +wn’

wo @, fir o, <argz < o, gleichmassig zur Grenze Null convergirt.

. . . - . I
Irgend eine Wurzel s erscheint als algebraische Function von - und den

@, wenn die a,, voribergehend neben i als unabhangige Veranderliche

aufgefasst werden. Durch Nullsetzen der a,, geht z in eine Wurzel 2,
der Gleichung
;Alnzfl =0

itber, welche sich als Potenzreihe von :—: ! darstellen lasst:

. Cy Cn Tn41 Tnt2
Zn—co+;+--- +;.+w,.+.+w,.+,+
Wenn man

’
¢, Cn Sn
2= C, +;+~--+;+;,
. . . . I .
setzt, ist ¢, eine algebraische Function von p und a,,, welche far «,, =0 in

It Tn+2
e + ey + ...

ibergeht, also far i: 0, a;, = o verschwindet und in der Umgebung

! Durch eine Substitution z = «'* kann erreicht werden, dass keine gebrochenen

Potenzen auftreten, und durch eine Substitution von der Form y = 2™y’, dass die Reihen
keine positiven Potenzen von # euthalten. Tm Beweis wird diese Voraussetzung der Ein-
fachheit halber gemacht,
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dieser Stelle stetig ist. Wenn # im Gebiet w, < argz < w, ins Unend-
liche geht, convergiren die «,, gleichmissig zur Grenze Null, so dass das
Gleiche fur ¢ gilt. Durch die Reihe

¢, c
z=co+;+;§+...

wird die Gleichung G(z) = o formell befriedigt.
Wie in § 1 hat die Differentialgleichung (B) ein einziges Integral
u, von der Eigenschaft, dass fur lim¢ = 4 co

. dlogu,
lim T %

ist; ebenso ist fiir ein einziges Integral 3 von (A)

lim g 4187 _

a
r=+tw (t%

2

und fir ein einziges Integral », von (A))

. —(p—1
lim g——Y 2

dlogy
=
so dass wie in § 1

Uy =Ny« - YPpa
ist. Es erscheint daher

7
Y
als Wurzel der algebraischen Gleichung
(a) ?Ll(ug)z‘ = o.
Die Gleichung
(@) ZA:LA (T,)# = o,

welche man erhalt, wenn man fir », die asymptotische Reihe 7| setzt,
wird durch die Reihe
__dlog S,
z = dz
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}

formell befriedigt. Nach dem soeben bewiesenen Hilfssatze wird :77 als

Wurzel von («) durch eine der der Gleichung (a) formell geniigenden

Reihen mit unendlich vielen negativen und einer endlichen Anzahl po-
1

tenzen von z (oder z™) asymptotisch dargestellt; bezeichnet man diese

dlogS

Reihe mit , 8o ist § eine normale oder anormale Reihe. Aus der

asymptotischen Gleichung 7 ~ § folgt, dass § der Gleichung (A) formell
genigt, was nur moglich ist, wenn § mit S, identisch ist. Es ist also
7 Nd log S,
/] dx
und
7y~ 8,

Die saimmtlichen asymptotischen Gleichungen gelten zunichst, wenn z als
reelle positive Grosse ins Unendliche geht. Nun gilt aber die asymp-
totische Gleichung
~ T,
gleichmissig fir

_ 3z

N 3n N
2 0<argt<7——o,

woraus die gleichmassige Gultigkeit der asymptotischen Gleichung
n~5,
for
3z 8 37 5
T +o<argrz<5}—3~—o
folgt.

Wir haben dasselbe Resultat wie in § 2. Die weiteren Schlusse ge-
stalten sich wie friither.
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§ 3.

Wir wollen die asymptotische Darstellung der Integrale der Diffe-
rentialgleichung (A) benutzen,’ um uber die Lage der Nullstellen der In-
tegrale in der Umgebung der Unbestimmtheitstelle x = oo Aufschluss zu
gewinnen.

Setzt man
azP

77(”) — 87+m£l7”(0 + 1)

wo die Grossen a,...,p und C mit dem Index 1 oder 2 zu versehen
sind, je nachdem der Index p von 7 ungerade oder gerade ist, so lasst
sich nach Angabe einer beliebig kleinen positiven Grosse ¢ (Je| < C) eine
positive Grosse r so bestimmen, dass fir

@2p—3)7 | 2p +3)m
|z|>r, 7—+ ¢ <args < s — 0
|7] < e ist. Die Function #%* ist demnach in dem bezeichneten Gebiet
von Nullstellen frei.

For ein beliebiges Integral

y = ag® + by,
fir welches- im Gebiet G® die asymptotische Gleichung

y ~ bS,
besteht, ist

L
y="be? a"(C, +7)

! Vgl. meine Arbeiten: Verwendung asymptolischer Darstellungen xur Untersuchung
der Integrale einer specielien linearen Differentialgleichung (Math. Anu. Bd. 49) und
Uber das Verhalten der Integrale einer linearen Differentialgleichung erster Ordmung in der
Umgebung einer Unbestimmiheitsstelle (Crelles Journ. Bd. 120). " Ich kann mich im
gegenwirtizen Paragraphen kurz fassen, wo es sich um die Ubertragung der in den ge-
nannten Arbeiten fiir die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit linearen Coeffi-
cienten und die lineare, nicht homogene Differentialgleichung erster Ordnung entwickelten
Methoden auf eine beliebige lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit rationalen
Coefficienten handelt. Nach dem Muster der Arbeit im 49. Bd. der Math. Ann. liessen
sich die jetzigen Entwickelungen weiter ausfiihren.

Acta mathematice. 23. Imprimé le 7 septembre 1899. 25
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wo 7 im verkleinerten Gebiet G gleichmassig zur Grenze Null con-
vergirt. Das Integral y kann daher im Gebiet G keine Nullstellen be-
gitzen, wenn |z | hinreichend gross genommen wird.

Wenn also ein Integral y von (A) Nullstellen z; von der Art besitat,
dass fur lim A = co |2,| = oo ist, so muss sich argz, einem der Grenz-
werthe

(2p — )= (0=0,1,2,..)
2p

nahern. Die im Unendlichen befindlichen Nullstellen eines Integrals y
konnen nur in unendlicher Nahe der Trennungslinien der Gebiete G, G%, ...
liegen.

Betrachten wir z. B. die Gerade

=
arga: = 2p ’
so lasst sich das Integral
y = by® + ag™,
wenn a und b beide von Null verschieden sind, in der Form schreiben

azP

paLiulpt Bgs g-&-...
y=aer Twn(C + 1)+ et w(C, + 1)

wo 7, und y, im Gebiet

b4 T
E—m<arga:<-2-1—)+m,

wo  eine kleine positive Grosse bedeutet, gleichmassig zur Grenze Null
convergiren; dasselbe gilt fur 4, und d,, wenn wir

(a|+31)f: (a,-j-d.z)g
y=ac™"7 (0, + 1) + 0O, + 1)
setzen. Die Gleichung
y=o0
schreibt sich
(al—a‘l""’l—a!)%t _ _2 02 + Ts
¢ YA A

oder
x=s5,(1 + @),
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wobel

8 == \;/“1 — - (Iog <—gg—:) + 2/17&') !

gesetzt ist und ¢, eine Function von x bedeutet, welche gleichmissig zur
Grenze Null geht, wenn =z in dem oben bezeichneten Gebiet unendlich
gross wird. Wir zeigen, unter e eine beliebig kleine positive Grosse ver-
stehend, dass ein mit dem Radius ¢|s,] um den Punkt z = s, beschrie-
bener Kreis X eine und nur eine Wurzel der Gleichung

€= 8(1 + ¢,)

enthalt, wenn A hinreichend gross genommen wird. Das geschieht durch
den Nachweis, dass fir hinreichend grosse Werthe von A

I
é—n:ifdlog(m——s,z—sl;pl) =1
X

ist, wenn der Kreisumfang K als Integrationsweg genommen wird, oder,
was dasselbe ist, durch den Nachweis, dass

fdlog(x——s,l — smx)—fd log (x — s,)
K

X
_ si(pr — (€ — 1) ¢i)
_f(a: — &)(x — 81— 812) dw
K

beliebig klein wird, wenn man A hinreichend gross annimmt. Das letate
Integral ist dem absoluten Betrage nach kleiner als das Product aus dem
Kreisumfang 27¢|s;| und dem Maximum des zu integrirenden Bruches
auf K. Der Zshler ist dem absoluten Betrage nach kleiner als |s,]ey
(wo % eine beliebig kleine positive Grosse bedeutet) wenn man A hin-
reichend gross wihlt; da |g,| fur hinreichend grosse Werthe von A kleiner
als ne ist, so ist der Nenner dem absoluten Betrage nach grosser als

elal(elsil — Isilge) = &*[si*(1 — ).
! Dabei ist A eine ganze positive Zahl; die Wurzel ist so fixirt, dass fir
T
A=+ c© arg 8, = 51—7

wird.
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Der absolute Betrag unseres Integrals ist also kleiner als

Isal en 27y

27z'fs|5>‘1|.e,|/h|,(I e Rl

d. h. beliebig klein fiir hinreichend grosse Werthe von 2, w. z. b. w.
Das Integral hat also die Nullstellen

z, = (1 + &), lim A = 4 oo,
WO

limeg, = o0
ist.

Wir bringen nun den Begriff des Geschlechtes einer ganzen transcen-
denten Function und den Begriff des Ranges einer linearen Differential-
gleichung an einer Unbestimmtheitsstelle in Verbindung. Wenn die zur
singuliaren Stelle # = co gehérige Fundamentalgleichung zwei verschiedene
Wurzeln ¢, '™ besitzt, hat man ein Fundamentalsystem von der Form

¥, = 2" P;(z), (=1,2)

wo P,(x) eine nach positiven und negativen Potenzen von x fortschrei-
tende, fur hinreichend grosse Werthe von |z| convergente Reihe ist. Eine
der beiden Functionen P;(z), welche kurz P(x) heissen mdoge, habe die
Nullstellen ¢’ (o = 0, 1,...), wo

lim arg 2§ = (20 — 1)z

A= Zp
ist. Bezeichnet man mit
g, v=1,2,..., )

diejenigen Nullstellen, deren absoluter Betrag grosser als dic beliebig zu
wiahlende Grosse r ist, so ist, wie man aus den asymptotischen Ausdriicken
fur die Nullstellen ersieht, von den beiden Reihen

oF 2T
v lE,lP ’ v lev|p+l

die erste divergent, die zweite convergent. Das unendliche Product

nz) =TT (1 —2)ew* (G s )
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ist daher fur jeden endlichen Werth von z convergent. Dann ist

Pz
F(@) = i

fir |z|>r von Nullstellen frei, so dass eine fir |x|> 7 convergente Ent-

wickelung von der Form
i
dlog F(x) P + dg(=) + d‘Bo(;;)
dx T de dz

besteht, wo g(«) eine nach positiven Potenzen von z fortschreitende, be-

staindig convergente Reihe und P, G) eine fur |x|>r convergente Potenz-

reihe von ;13 darstellt. s ist also
F(z) = x”e”"’iB(é),

wo p eine positive oder negative ganze Zahl und

1
$(£> — Ces'B"(x)
eine Potenzreihe von ;I, ist, welche fiir |#|>7 von Nullstellen frei ist.
Wir haben demnach

y = " P(z) = 27 e" H(m)ip(;).

Mit Benutzung unserer asymptotischen Darstellungen und eines Satzes
von Herrn Hapamarp' zeigt man, dass g(z) eine ganze rationale Func-
tion ist, deren Grad nicht grosser als p sein kann, so dass

G(x) = ¢ I1(x)
eine ganze Function vom Geschlecht p ist. Wenn wir unserem Integral

y=oG(@)3(;)

den Rang p an der singuliren Stelle z = co beilegen, so stellt sich der

! Liouv. Journ. 1893.
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Begriff des Ranges als Verallgemeinerung des von LAGUERRE eingefiihrten
Begriffs des Geschlechtes einer ganzen transcendenten Function dar.

Die Hauptergebnisse dieses Paragraphen mdgen in der Satz zusam-
mengefagst werden:

Das ausgezeichnete Integral v von (A) besitast fir

(20 — 3)=
2p

@p+3)n 5

+o<argr < 2p

keine Nullstelle, deren absoluter Betrag eine gewisse Grenze tubersteigt. Ein
beliebiges Integral y besitzt in der Umgebung von x = oo unendlich viele
Nullstellen 2P von der Art, dass fir lim A = oo

lim [z{] = oo, lim arg 2§ = (2—'0—23—121

ist. Es ist 2. B. fir y=by® + ag®

) = \701. ;a, <10g (_g%) + zjn-i) (1 4 &),

lim g = O.
A=
Ist
¥ =2 P(x) G=1,9

das zu x = o0 gehorige kanonische Fundamentalsystem von (A), so ist die
Laurent'sche Reihe P(z) von der Form

I
P(z) = o G(2)3(5),
wo G(z) eine ganze (transcendente) Function vom Geschlecht p ist, welche
diejenigen Nullstellen wvon y; besitst, deren absoluter Betrag grisser als r
(r beliebig) ist, wihrend u eine ganze Zahl und 2]3(;) eine fir |w|> r nicht

verschwindende Potenzreihe von i darstellt.

! 1 ist eine beliebig kleine positive Grosse.
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§ 4

Wir lassen jetat die in § 1 gemachte Voraussetzung, dass die Wurzeln
der charakteristischen Gleichung von (A)

a’+aa+ta,=o0
verschieden seien, fallen.

Ist a eine Doppelwurzel, so wird die Gleichung (A) durch die Sub-

stitution
_a_L'P

y=e? z
ibergefithrt in
d? — d
‘POE;:—I-(I)] + 2a2? IPO)E—:;
+ (P, + aa? ' P, + (@’ + (p— 1)aa? ) P,)2 =0

oder wegen o’ + @,a + a, =0, 2a4a, =0 in
m dzz ! p—2 dz ! pm+42p—3 11 pam42p—4
( +...)%2+(be +...)%+(bzx + b x +..)z=o0.

Ist b, von Null verschieden, so fithrt die Substitution
x =1t

auf die Differentialgleichung

G B e R Ak IO PR
vom Rang 2p—1 mit der charakteristischen Gleichung
192 + 4b’ =0,

deren Wurzeln 8, und 8, = —pg, zwei Normalreihen

fat2e-=1 B tie-2

+ 5t C;
T, = g1 2% tm((}'i + —t‘—l + .. ) @=1,2)
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entsprechen. Daraus ergeben sich fur die Differentialgleichung (A) zwei
anormale Reihen von der Form

2p-1 2p—-2
ar? Pz fazx 2

pi 4
+ et = Cl Cya
S;=e¢? W1 W2 x? <C,- + S+ =+ > (i=1,2)

4
22

Im Fall b, = o haben wir die Differentialgleichung vom Rang p — 1

d*z dz

(z™ +...) ot (b{x™+r? 4, )&; + (b ™+t 4 .. )z=0

mit der charakteristischen Gleichung

B+ b+ by =o.

Wir erhalten zwei Normalreihen vom Rang p— 1, wenn die Wurzeln
dieser Gleichung verschieden sind, wahrend im Fall einer Doppelwurzel
f = a, die Substitution
azF—!
z=e?! g
angewandt wird. Nehmen wir an, man miisse -mal nach einander eine
solche Substitution anwenden, bis man auf eine Differentialgleichung stésst,
welche unmittelbar oder nach Anwendung der Substitution x = ¢* durch
Normalreihen befriedigt wird. Man hat dann
aze + a,zP-1 a1 zP—H1

= +ot
— 1 —I+1
y=e’ ? 2

und die Differentialgleichung fir z wird entweder durch zwei Normal-
reihen

Bizr=  Anar—i-t

+ +... C;
T, =ert 271 :v”‘(Ci + ;’l +.. ) G=1,2)

oder durch zwei anormale Reihen

2p—2041
fiz 2 Aozt

pi . (i=112)
— + 4. 2 G
T, = e w“<0.~+—:+...>
2

@
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formell befriedigt. Aus der Differentialgleichung (A) erhalt man dem-
nach Reihen von der Form

p—1 T p—it1 r—t  p—i—-1 "'x”‘<0,r -+ ‘Gf + .. > =1,

az? ot arar—H Giae-t fppr—i-1
r

S,i:e

oder von der Form

2p2 4t
azp  oyzP-l ai_yap-Ht B 2 Bnar-t

S — 67 =1 Tt o YT T T
=

F)— . +
Xx2<0,-+%+%‘2+.--\ (=1,2)

a? }
Im Falle { = p fiithrt die Substitution

azxr | ayar—!
+ 2t ez

y=e? o z
auf eine Differentialgleichung, fiir welche x = co eine Stelle der Be-
stimmtheit ist.

Aus der Art, wie die. Differentialgleichung (A) auf eine Differential-
gleichung zuriickgefithrt wurde, deren charakteristische Gleichung zwei
verschiedene Wurzeln besitat, folgt in allen Fillen die asymptotische Dar-
stellung der Integrale von (A) durch die Normalreihen oder anormalen Reihen
S, und §,. Das Nahere ergiebt sich aus den in § 1 gefundenen Resultaten.

Charlottenburg, 8. October 1897.

Acte mathematica. 23. Imprimé le 14 septembre 1899. 26



