UBER DEN ZUSAMMENHANG ZWISCHEN DEM MAXIMAL-
BETRAGE EINER ANALYTISCHEN FUNKTION UND DEM
GROSSTEN GLIEDE DER ZUGEHORIGEN TAYLOR-
SCHEN REIHE!

(Brief an Herrn Professor Dr. A. WiMan.)

Yon

G. POLYA

in ZGOrICcH.

Sehr geehrter Herr Professor!

Ich habe Thre Arbeit »Uber den Zusammenhang zwischen dem Maximalbe-
trage einer analytischen Funktion und dem grossten Gliede der zugehérigen
Taylorschen Reihe» mit dem allergrossten Interesse gelesen. Ich bemiihte mich,
Ihren Gedankengang, dessen Originalitit mich frappierte, klar herauszuarbeiten.
Es gelang mir in der Tat mit einem etwas einfacheren Ansatz auszukommen,
Ihre Schliisse in elementare Hilfssitze zu zerlegen, und diese Hilfssiitze kurz
und durchsichtig zu beweisen. Es hat hiufig keine Schwierigkeit, einer schon
gemachten Entdeckung einfachere Form zu geben, und ich hitte Sie damit nicht
aufgehalten.

Es ist aber ein Punkt Ihrer Arbeit, und zwar eben der springende Punkt
darin, mit einer gewissen Unklarheit behaftet, die einige Leser aufhalten konnte.
Sie behaupten S. 310 Ihrer Arbeit, dass simtliche Ungleichungen

(18) ﬁ";;" I[ Pask (<), (19)11 " JI p,,: (> o)

=1 i Pn +E= f=1
fiir unendlich viele n erfiillt werden kénnen, vorausgesetzt, dass

0<r<r<r<--, 0<P,<P,<P,<--
lim 7, = o0, lim P,=P,

7= ® = w0

1 Vgl. Acta Mathematica Bd. 37. 8. 305—326.
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wo P einen beliebigen positiven endlichen Wert haben kann. "Ich werde im Fol-
genden eine numerische Folge r,, r,, r;,--- angeben, bei welcher Ihre Unglei-
chungen (18), (19) fiir kein » séimtlich erfiillt sind.

Dies Beispiel, ich weiss es wohl, entkraftet Thren Schluss keineswegs. Denn
meine Folge ist eben eine numerische, wihrend Sie noch freie Hand haben ge-
wisse Ihrer 7, 7,, 7,,--- in bestimmten Intervallen geeignet zu wihlen. Auch
die Art dieser Wahl ist Threr Ausfiihrung, wenn auch vielleicht nicht ganz klar, zu
entnehmen. Ubrigens, urteilen Sie selbst, ob die nachfolgende Darstellung Ihrer
Schliisse nicht das Verstindnis IThrer Entdeckung erleichtern kénnte.

1. Die Potenzreihe

Fx)=a,+a,z+a2® +---

soll folgende Eigenschaften haben:
1) Alle Koeffizienten a,, a,, a,,--- sind positiv.
2) Die Rolle des grossten Gliedes wird nacheinander von jedem Glied a2
iibernommen, sei es ein ganzes Intervall entlang, sei es nur in einem
Punkte.

3) a,=T1.

Sie haben in Ihrer Arbeit S. 307 gezeigt, dass, wenn Ihre Sitze fiir
solche ganze Funktionen gelten, die den Bedingungen 1) 2) geniigen, sie dann
fiir jede ganze Funktion gelten. Offenbar ist die Normierung 3) eine irrelevante
Beschrinkung.

Das Glied a,z" iibernimmt die Rolle des grossten Gliedes von seinem linken
Nachbar a,—i127~1. Dies soll in dem Punkte |z]=r, geschehen, d. h. es sei

n—1 n
Apn—1Tn = OnTn

oder

I
[1]* Ap = —0p—1.
Tn

Seien r,, r,, 7;5,--- die Punkte, wo a,z, bezw. a,2%, a,2% - die Rolle des

grossten Gliedes antreten. Es ist
[2] . O S Sr; <.

und aus [1] ergibt sich durch Rekursion

! Tch numeriere meine Formeln in eckigen Klammern [), um sie von Ihren in runden
Klammern () numerierten Formeln zu unterscheiden.
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I

Qp = ——————
Ty TyTgTn

[3] F(x) =1 +”§m.

Jede Potenzreihe, die den Bedingungen 1) 2) 3) geniigt, ldsst sich, und
zwar nur auf eine Weise, in die Form [3] setzen. Umgekehrt, ist [2] erfiillt, so
reprasentiert [3] immer eine Potenzreihe, die im Kreise vom Radius ¢ =limr,

=

konvergiert, und die Bedingungen 1) 2) 3) erfiillt; denn es ist offenbar Ty
17273 I
das grosste Glied von [3] im Intervalle r, <|z|<7n4+1 von verschwindender oder
positiver Linge. Setzt man fiir »,,r,,7,,--- die einfachste wachsende Zahlenfolge
I, 2, 3,... ein, so erhdlt man die einfachste ganze Funktion e*.
Ich setze |z} =7, und fiir 7, <r<rn4;

e
m(r) = — ——
Ty 1273 Tn
7 o r'”
Tn—u+1---Tn~17n 2
ple) =1+ m +
4 1,_lrn-i-lrn-l-2---rﬂ+'v

p=l
Es ist also
| F(z)] < F(r) = m(r)ulr).

Ich halte am Ansatz [3] fest. Ich habe also die beiden Ausdriicke m (r)
und u(r) gegeneinander abzuwigen. Ich habe r,,r,, 75, -- als fest gegeben zu
betrachten, und ich kann r im Intervalle (r,,7,+1) variieren lassen.

2. Hilfssatz 1. Ich setze von der Folge 1,,1,, - 1, -- voraus, dass

Iiml”= + o,

1= Q0

Dann gibt es unendlich viele Indices n, zu denen man Zahlen A bestimmen
kann, derart, dass alle Ungleichungen

[ ] ln—u+l+"’ +zn—l +ln<A<ln+1+ ln+2+ "'+ln+v
4 u <4< -

(u=1,2,"--n; v=1,2,3,")

erfullt sind.

Acta mathematica. 40. Tmprimé le 14 avril 1916. 10
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Es sei r gegeben. Ich werde einen Index » finden, n > r, der die gewiinschte
Eigenschaft hat. Dabei kann A4 beliebig gewéhlt werden, wenn sie nur grosser
ist als das Maximum der Zahlen [,,7,,--- I,

(5] A>1,A4>1,--- A>1,.
Man betrachte zum Beweise die Zahlen
L,=1'—4
Liyi=l+l,;a—24
Lyjo=lL 4+l 41+l a—34

..................

Es ist offenbar 122 L, = + «, und darum besitzen die Zahlen L,, Ly41, Ly 2 -~
ein Minimum, d. h. ves gibt (wenigstens) ein L, so, dass
L,>L, (v=r,r+1,r+2,-).
Es ist
Lpjw—Ln=lpns1+1lpse - +lpyo—vA>20 (v=1,2,3, )
und so ist die zweite Hilfte der Ungleichungen [4] erfillt. Es ist ferner

Ly—Lyp p=ly—psr1+ - +lhcr+lhy—ud<o (n—u>z=r).

Dies zeigt, dass auch ein Teil der ersten Hilfte der Ungleichungen [4] erfiillt
ist, ndmlich diese, wo u<n —r. Addiert man zu der Ungleichung

Lyrtlhyet - +l(n—r)4d
die aus den Ungleichungen [5] fliessende
lnpsr1+lo—pset+--+L<(r—n+ w4,

so sieht man, dass die erste Hilfte der Ungleichungen [4] auch fiir u >n—r er-
fiillt ist. Der Index m (n>7) und die Zahl 4 sind also in der Tat so gewdhlt,
dass alle Ungleichungen [4] erfiillt sind. —

Setzt man in [4] 4 =» =1, so erhélt man

ln<A<lnsr.
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Es besteht also der Satz: Strebt die Folgevl,,lz,ls,--- gegen + o, so lassen sich
darin unendlich viele Paare benachbarter Glieder l,,1, +1 finden, so dass

lnortlogot - tlnss

In<
— v

(V= 1,273,"')

ln—-u+l+"'+l —l+ln
u

ln+12 (u=1,2,--n).

Um so merkwiirdiger ist es, dass folgender Satz, der eigentlich viel ein-
facher lauten wiirde, falsch ist: Strebt die Folge I,,1,, - ls,--- gegen + o, so
lassen sich darin unendlich viele Glieder I, finden, so dass

e e T T <1 chnritlnset - +lnay
=" =

[6] . -

(t=1,2,---n—1; ¥v=1,2,3, )

In der Tat, es gibt gegen + x strebende Folgen, deren Glieder folgenden
Ungleichungen geniigen
L>1
,>1,
L, >0>0>1
L >0, > >l

.......

(7]

...........

In solchen Folgen gibt es kein », fiir welches simtliche Ungleichungen [6]
erfiilllt wiren. Genauer, es sind wenigstens 2% —1 Ungleichungen {6] nicht er-
fiillt, wenn 2% + 1 <n < 2k+1.1

3. Eine ins Unendliche wachsende Folge von der Eigenschaft [7] erhilt
man etwa folgendermassen: es sei

1 s besteht jedoch folgender Satz: »Sei die Funktion f(z) stetig fiir x>0, und sei
lim f(x) = + ©. Dann gibt es beliebig grosse Abszissen £, sodass fiir jedes x < { und jedes
& == O
y>&
1

; y
e_w47@mm;ﬂa;;£;{m@dm,
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0< P,<P,<P,<--<P,<--

und lim P, sei endlich. Sei ferner

n=ow
r=r,=2
r3=1r,=
Ty =Tg=10;=73=28
ok 41 =Tokpg="- =1tk +1=2k+1
Setzt man
7,
ln——-log—i,
P,

so sind die Ungleichungen [7] alle erfiillt. Folglich sind die Ungleichungen [6],
die sich jetzt so schreiben lassen

A

( Tn—u " Tn—2Tp—1 )1’;< n ( Tn+1fn+2  Tntw )1—
Pn—uf"Pn—2Pn—1 =Pn Pn+1P'n+2"'Pn+'v

(#=1,2,n—1; v=1,2,3,")

fir kein n sdmtlich erfiillt, und genauer, die Anzahl der nicht erfiillten wichst
mit wachsendem % ins Unendliche. Das besagt aber, dass Ihre vorher erwihnten
Ungleichungen (18), (19) im Falle der eben konstruierten Folge r,,r,,7,,--- fiir
kein n simtlich erfiillt sind, und dass die Anzahl der nicht erfiillten unbegrenzt
mit n wichst. —

Es ses

o< irn Sl

o< P, <P, <P, <--- <P, <"

ST
lim 7 _ o,

n=w [,

So kann man zu unendlich vielen Indices n positive Grossen r bestimmen, wo
I rSras

ist, sodass samiliche Ungleichungen
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rn—u+l---rn—lrn<Pn—u+l-~-Pn——1Pn
ri = “
Pn

(["=I,Za"'n)

(8]
r P

- <
rn+17n+2-~-rn+v—Pn+an+2

TPy, T DB

erfillt sind.
Man wende Hilfssatz I auf die Folge

—log T, 1 —log 12,...1. —log I*,...
l, ——logPl l,=log P, I, =log
an, und man setze die in den Ungleichungen [4] vorkommende Zahl
r
A=Ilog P,
Fiir p = » =1 ergeben die Ungleichungen [4]
Tn+1

<logP—

Tn+1
Pn+l

"n

r
logP” A= logITn;log
also

1 r<fp41.

Setzt man den Wert A=log—;—in [4] ein, so erhdlt man genau die Unglei-

chungen [8].

4. Durch das Gesagte, hauptsichlich durch [3] und [8), glaube ich den
wesentlichsten Teil des Gedankenganges der §§ 1—3 Threr Arbeit dargestellt zu
haben. Ich glaube, dass der Kern Ihrer Schlussweise in § 5 in folgendem Hilfs-
satze seinen einfachsten Ausdruck findet:

Hilfssatz II. Die Folge reeller Zahlen

ll:lz:lsa"'lna"'

unterliege den beiden Bedingungen

1) T (I, + 4+ +h) =+

VY=o

2) lim I, =o.

Y -0
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Dann gibt es unendlich viele Indices n, zu denen sich eine Grosse A so bestimmen
lisst, dass samiliche Ungleichungen

ln—u+l+"'+ln—1+ln>A >ln+1+ln+2+ +ln+v
[9] u - = v

(w=1,2,"-m; v=1,2,3,""")
befriedigt sind.
Sei r gegeben; ich werde einen Index n, n >r, finden von der im Hilfssatz
II. verlangten Eigenschaft.
Es sei M das Maximum der 7+ 1 Zahlen

Lo+ by i+l +---+ 15 0.

Kraft Bedingung 1) kommen unter den Zahlen I, +1[,+ ---+1, solche vor, die
grosser sind als M. Sei » = s der kleinste Index, fiir welchen dies eintritt, dann ist
s>r
L+l +l, 4+ +l>M>21 41,4+ 1,

(u=1,2,3,--8—1)
also

l[+lz+lg+"'+ls>0
lz+l3+"'+l8>o

.......

Das Minimum der s Zahlen

Ltl+tls Ltdl
S ’ §—1I ’

P

ist also ein pesitiver Wert, den ich = A4 setzen will.
Man bilde nun die Zahlenfolge

Ls =ls""‘A
Ls+1 =1+ ls+1_2A
LS+2=ls+ l3+1 +l8+2_3A

.............

......................
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Es ist

lim L,=—

P = O

wegen der Bedingung 2z), und da 4 >o. Folglich haben die Zahlen L,, L, 1,
Lsyo,... ein Maximum, d. h. es gibt wenigstens eine Zahl L,, so dass

L,< L, (v=28,8+1,8+2,-).

Es ist also

Loyv—L, =lis1tlpset+-+lher—vAZ0 (v>0)
Ly —Lp—y=lp_ps1+ - tlhsr1+lhb—pud>0 (u<n—as).

Man bemerke, dass n > s>r ist, und der Beweis endet, wie fiir Hilfssatz 1.1
Ich wiirde mich sehr freuen, wenn diese Schlussweise Thren Beifall finde.

1 Um Ihr Resultat in § 5) aus Hilfssatz II zu erhalten, setzt man

1 I Pn
= = yin = log ==~
B o " hpe e P18,




