ESSAI SUR LES FONCTIONS e DU QUATRIEME DEGRE.

Par
PAUL APPELL

& Paris.

Premiere partie.

I. Dans les Annales de la Faculté des Sciences de Marseille pour 189, t. I,
p- 1—7, j’ai considéré une fonction définie par une série simple, ayant comme terme
général une exponentielle dont 'exposant est un polyndme du quatridme degré par
rapport au rang n du terme. J’ai indiqué (loc. cit. et Bulletin de la Société mathé-
matique de France, t. XIX, année 18go—g1, p. 125—127) des relations fonction-
nelles que vérifient cette fonction et d’autres fonctions qui s’en déduisent. Enfin,
je suis revenu sur ce sujet dans deux notes des Comptes Rendus: Sur les fonctions
O de degrés supérieurs, 25 Septembre 1911, t. 153, p. 584—587, Sur les fonctions
O du quatriéme degré, 2 Octobre 1911, t. 153, p. 617—618, et dans un article des
Rendiconti del Circolo matematico di Palermo: Sur des fonctions se rattachant aux
fonctions @ du quatridme degré, séance du 1o Décembre 1911, t. XXXIII, p. 86—8q.
En 1892 M. I’Abbé RIVEREAU a publié dans le tome II des Annales de la Faculté
des Sciences de Marseille un article relatif & la fonction que j’avais définie dans
le tome I. Je publie ici la premiére partie de I’ensemble de ces recherches.

II. Fonction © fondamentale du quatriéme degré. En modifiant légérement
la notation autrefois adoptée, posons

n(n—1)(n—2) (n—3)

(m,4) = 1.2.3.4
n(n—1)(n—2)
(1) (m3) ===
_n(n—rx)
(n-Z)—-T
(n,1) =n,
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en remarquant que chacune de ces fonctions est la différence de la précédente,
par rapport & l'accroissement 1:

(n’3)= (n+ 114)'_(”'14)
(2) (n,2) =(n+1,3)—(n,3)
(n;1)= (n+ I,Z) —(n,z).

Soient enfin 4 une constante dont la partie réelle est négative et X, Y,Z
des variables complexes.
Nous appellerons fonciion @ fondamentale du quatriéme degré la fonction
entiére:
n=+w

(3) 0(4,X,Y,Z)= D emH A+ 31X+ T +0,1Z,

1 == — @0
Cette fonction vérifie les quatre relations

[@(A,X t2mi,Y,Z)=0(4,X,7,%)

{@(A,X, Y +2ni,2)=0(4,X,7,2)
O4,X,Y,Z+2n))=6(4,X,7,%)
OU,X+A4,Y+X,Z2+Y)=e20(4,X,7,7).

Les trois premidres de ces relatious sont évidentes, car les coefficients de X, Y, Z
dans le terme général de la série (3) sont des entiers. Quant & la quatriéme
des relations (4) on I'obtient de la fagon suivante; les identités (2) montrent que

N+ 0
OUA4,X+4,Y+X,Z+7Y)= 2 e+ LY A+n+1,39X+(n+1,2) T+(n,1)Z,

7 - — 0

si 'on remplace, dans Pexposant, (n,1) par (n + 1,1)—1 et si l'on remarque
que, 7 variant de —oo & + o, on peut remplacer n + 1 par %, on a la quatriéme
des relations (4). On remarquera que la substitution faite sur les lettres 4, X,
Y,Z dans cette quatriéme relation, consiste & ajouter & chacune des trois der-
niéres lettres X, Y, Z la précédente.

Il est évident enfin que la fonction ® conserve la méme valeur quand
on remplace X,Y,Z par des valeurs X,, X,, Z, telles que, dans 'exposant du
terme général de la série (3) les coefficients de n® et de n changent de signe,
celui de n? restant le méme.
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Pour obtenir ces valeurs remarquons que

(—n,4)=(n+3,4)=(n,4) + 3(n,3) + 3(n,2) + (n,1)

(5) (_n,3)-=_—('n+2,3):_("':3)“2("’12)_(”’1)
(_n12)=(n+1’2)=(n,2) + (n)I)
(_n,I) =_(ns1)'

Donc en écrivant

A(—n,4)+X(—n,3) + Y (—n,2)+Z(—n,1) = A(n, 4)+ X, (n, 3)+ ¥ (n,2) + Z,(n,1)

on voit que
(6) X,=34—X, Y, =34—2X+7, Z,=A—X+Y—2Z

ce qu'on peut écrire, sous forme symétrique,

(6) X+X,—=34, Y—X=VY,—X, Z+Z1——§(Y+Y,)=——§A.

III. Fonctions © générales du quatriéme degré d’ordre . Désignons par w
une constante dont la partie réelle est négative, par z, y, z trois variables com-
plexes, et considérons le polynéme

g(n)=ca(n,4)+ 8(n,3) +7(n,2) + d(n, 1)

ol n est un entier quelconque, o un entier positif, différent de zéro, 3, 7, 0
des entiers déterminés arbitrairement choisis positifs, négatifs ou nuls.

Ce polyndme prend des valeurs entiers pour toute valeur entiére, positive,
négative ou nulle de n. Nous aurons alors, en désignant par Df (n) une différence
telle que f(n + 1) —f(n):

Do(n)=a(n,3) + (n,2) + y(n, 1) + 0
DDg(n) =D*p(n)=a(n,2) + B(n,1) +¥
DD*p(n) =DPp(n) =a(n,1) + B
DD3¢p{n) = Dip(n) =a.

Cela posé, considérons la fonction entiére de x,¥,z:
=4 x

(7) (w,x,y,z)___ 2 emg;(n)+zD<p(u)+yD?|p(n)+:D3<p(n)_
@, 8,y,0/ A
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Cette fonction de z,y,z posséde la période 274 par rapport & chacune des
variables séparément: elle vérifie, de plus, la relation

w,x+w,y+x,z+y)_ —az (w,x,y,z),
(8) 0 o, 13’ 7 d = a’(g’?/’a

En eoffet, calculant, sur la série, le premier membre de la relation (8) et re-
marquant que

¢(n) + Dy (n) =@ (n + 1)
Do (n) + D*p(n)= Do(n + 1)
D*g(n) + DPg(n) = D*¢(n + 1)
Dg(n) — Dp(n + 1) —a,
on voit que ce premier membre est égal au produit de e—2 par la série (7), ol n

est remplacé par (n + 1): ce qui démontre la relation (8).
w,T,Y,z

ayﬁ’ 7:6
mentale. En effet, en ordonnant l'exposant du terme général de la série (7)

par rapport & (n,4), (n,3), (n,2) et (n, 1), on a, pour cet exposant

La fonction 6 ( ) peut s’exprimer & Paide de la fonction ® fonda-

aw(n,4) + (@2 + fw) (n,3) + (ey + fz + yo) (n,2) +
+(ez+ By + yx + dw)(n,1) + Bz + yy + d.

En comparant cet exposant & celui du terme général de la fonction fondamen-
tale ®(4,X,Y,Z), on voit que

) O(Z:;,’Z:E):“eﬂ””’*"”@(A,X, Y.Z)
ol

A=cw
(x0) X=ax+ fw

Y=c0y+pBx+yow
Z =0z + Py +yxr+iw.

Toutes les fonctions § qui dépendent de quatre entiers «,§, 7,0 se raménent
donc au seul élément analytique ©.

IV. Réduction de Ventier 8. Quand Dentier positif « est choisi, on peut,
dans les formules précédentes, donner aux entiers 8,7, d des valeurs arbitraires.
Mais il est & remarquer qu’on peut toujours ramener § & avoir I'une des valeurs
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0,I,2,...,00—1I.

En effet, I’entier n prenant, dans la série (7) toutes les valeurs de — » & + o,
on ne change pas la somme de la série en remplacant, dans le terme général,
n par n + k, k désignant un entier arbitrairement choisi. Le polyndme ¢(n) est
alors remplacé par un autre

Y(m) =9 +k)=gk) +nDypk)+ (n,2) D’p(k) + (n,3) Dp(k) + (n, 4) D*p(k),
ou, en intervertissant 1’ordre et remplag¢ant les différences par leurs valeurs

Y(n)=ua(n,4) + (ek + B)(n,3) +[a(k,2) + 8k + y](n,2) +
+ [a(k,3) + Blk,2) + 7k + d](n, 1) + (k).

La série devient alors

0T, Y2\ om (w,x,y, z)
0(“,#’7’6) e w 0 a)ﬂ”?"l 6,

ou
B=ck+ g8
Y=a(k,2)+Bk+y
0 =alk,3)+ Bk, 2) +yk+ 4,

k étant arbitraire.

Il existe toujours une valeur de % et une seule, positive, négative ou nulle,
telle que g’ soit égal & I'un des nombres o, 1,2,...,a—1. C’est cette valeur que
nous attribuerons a4 k. La fonction 6, od 8 est quelconque, pourra donc tou-
jours, au facteur constant e*?® prés, étre remplacée par une fonction analo-
gue ou

(11) 0<f<a—r1.

A Pavenir, dans toutes les fonctions @ considérées, g sera supposé vérifier cette
condition (z1).

Le nombre positif ¢ étant appelé lordre de la fonction 6, on voit qu’il existe
une infinité de fonctions

w,x,y,z
o(a,ﬂ,rﬁ)

d’ordre donné «: on les obtient toutes en faisant
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B=0,1,2,...0—1,
Yy=0,+1I,32,...%&
d=o0,4+1,+2,...+ .

V. Changement de n en —n. 8i dans ¢(n) on change » en —mn, on ob-
tient un nouveau polyndme qui donne la méme fonction 0

Pu(r) =@ (—n)=a(n,4) + B,(n,3) + 7.(n,2) + d,(n, 1),
d’oli, en se reportant aux relations (5) et (6)
Bi=30—8, yy=3e¢—28+y, 6,=a—pB+y—4.
On a alors

0 w,x,y,z) =0(w, z, Y, z)
0‘)‘8:7:6 0‘161,71:51

VI. Substitution inverse. La fonction 6 admet la période 277 par rapport
4 chacune des variables z, y, 2z; elle vérifie la relation ‘

Ow,e+o,y+r,2+y)=e*0(w,2,y¥,2)
ou
O0{w,2',y,2)=e"%0(w,x,y,?)
en posant
=2+ o, y=y+z, Z=z+y.

La substitution inverse donne
t=0—w, y=y—2+ o0, z=2—y + o —w;
on a donc aussi
(x2) 0@ — o,y —2 + 0,2 —y + 2 — ) =@y +7=0)g (2, 4/, 2).

VII. Fonction enti¢re la plus générale vérifiant les mémes relations fonc-
tionnelles qu’une fonction 6 d’ordre «. Cherchons la fonction entiére la plus géné-
rale G (x,y,2) vérifiant les relations
Glx+ 2nt,y,2)=G(x,y,2)

(13) Gz, y+2ni,2)=0(z,y,2)
G(-’E,y,z + 2”7:) =G (x’ Y, Z)
(G@+o,y+a2+y) =e22G(z,y,2)
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ol « est un .entier positif donné; nous allons montrer que cette fonction G est
une fonction linéaire, a coefficients constants, des fonctions 6 d’ordre o

f=a—1 y=+» J=to

Gl,y,= 3 2 X Aﬂ'r'”’(%’,z:;'

B=0 y=-—ow dm—x

ou les coefficients Ay, , s sont des constantes. C'est ce qui résulte de la méthode
des coefficients indéterminés. D’abord les trois premiéres relations (1r3) montrent
que G est développable en une série de la forme

G(x,y,2)=3 Bi,m nelttmytne

les trois entiers I,m,n prenant toutes les valeurs de —o & + o et les By m,n
étant des coefficients indépendants de =z, y, z.

L’entier positif « étant donné, groupons d’abord les termes dans lesquels
n est de la forme

n=ap+f,

ou p est un entier variant de —o & + o et # un entier déterminé ayant une
des valeurs

de telle fagon que p soit le quotient et 8 le reste de la division de n par e.
La série se décompose ainsi en une somme de o séries:

'ﬁ-a—l
G—= 2 2 Bi,m,apsp €= tmytiap+iz
=0 Il,m,p

l,m,p variant de —» & + . Prenons les termes qui correspondent & une
valeur déterminée de 8:

Gﬂ= 2 Blim'ap+ﬂelz+my+(ap+ﬁ)z_
I,m,p

Introduisons & la place de ! et m d’autres entiers y et 0 en posant
m=y+ Bp +a(p,2)

l=0+yp+A(p,2)+ a(p,3).

A chaque groupe de valeurs de I,m,p répond un seul groupe de valeurs de
7,0, p et réciproquement. Nous pourrons alors écrire
Acta mathematica. 40. Imprimé le 18 novembre 1915. 38



298 Paul Appell.

Gy=— 2 C,, 5,5 €5 PP+ y0(p) +293(p)
7,8,p

en posant pour abréger
l=¢(p)=0+yp+p(p,2)+ap,3)

m=g,(p) =9, (p + 1) —¢, (p) = Do, (p)
=@ (p) =@, (p + 1) — @, (p) = D*qp,(p).

11 reste & écrire que la fonction G vérifie la relation
Ge(z+w,y+z,z+y)=e**Gs(z,y,2).
On devra avoir

30,4, pen P +alop + @l +yle(p + ;o +em®) = 30, 4 ,ec 0PI +y0lp) +2pa(p)—az

Mais comme

@, (p) + ¢, (p) =9, (p + 1)
P.(p) + @5 (P} = @, (p + 1)

@, (p) =@ (p+1)—0a
on a

Zoy 5,0 eo 9 (n) gz i+ +y(p+) tzpslp+l)—ezr — 207 o pezwx(ll)+1l<}?2(?)+2<pa(p)—az

ou, en changeant, dans le premier membre, p en p—1

= 06, p—1 e pilp—1) pz 1 (P +y 2 (D) +2ga{p)~az — 3 07,, o’pextpl(p) +yga(p)+zpa(p)—az

Les entiers qui multiplient z, y, z dans les exponentielles des deux membres
étant égaux, les coefficients sont égaux, et on a

Cy,0,p=Cy,8,p—1 €7D,

Ecrivons cette relation en y remplagant successivement p par 1,2,3,...p, et
multiplions membre & membre les relations obtenues, nous aurons enfin

Oy,é,p = 07 8. o e@lold+oli+ - -+ op—1)

= ,,,d,,,e““?(l’),
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en posant
¢(p) =a(p,4) + B(p,3) + 7(p,2) + Ip.

La fonction G4 est alors

—_ 2 C,,5,0e°? P +2Do(p +y Po(p) +2 Dolp),
7,6,p

Faisons d’abord la sommation par rapport & p, en laissant 8,7, d constants: nous
W, T,Y,2
a,8,7,0
la place de C, s, un coefficient 4z, , pour rappeler que C,, s,, peut dépendre
de 8. Nous aurons ainsi

aurons comme coefficient de C, ; , une fonction 0( ) Nous écrirons &

. wyx!y'z .
(x4) Gﬂ(%y,z)_E,Aﬂw'de(a,ﬂ,%")

D’ou enfin, pour la fonction @

B=a—1 f=a—1 y= 40 =40 FA
Az,y,2)= X Gplz,y,2)= X X X 4s ,,00( 8, y.d)'
B=0 B=0 y=— de—w

Telle est donc I’expression générale des fonctions entiéres vérifiant les relations
(13). Cette expression renferme une double infinité de coefficients arbitraires
Ap.4,6 B variant de 0 & « — 1 et 7, prenant toutes les valeurs de — o A + oo,
0y,
ﬂmd

fondamentale @, on a aussi

En remplagant 0( ) par son expression & laide de la fonction

(15) G(z,y,2) = X Apyoe's+bu+120(4,X,Y,Z)
8,7,9

ol
A=cocw

(10) X=caz+ fw

Y=0ay+ 82+ yw
Z=az +fy+yx+dw.

La fonction entiére G(x,y,z) que nous venons de trouver et qui est définie
par D'équation (15) renferme une infinité de coefficients arbitraires 4g,,,5. On
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pourra évidemment chercher & disposer de ces coefficients de telle facon que
la fonction G vérifie d’autres relations fonctionnelles distinctes des relations (13).
Nous reviendrons plus tard sur ce point.

VIII. Fonctions méromorphes laissées invariables par les substitutions du
groupe d’une fonction 0 du quatriéme degré. ,

Soit en général G (x,y,z/¢) une fonction entiére vérifiant les quatre relations
fondamentales (x3). Nous venons de donner Pexpression générale de la fonc-
tion G. Quand nous voudrons mettre en évidence ordre o, nous écrirons
G(»,y,2/a). Nous appellerons ces fonctions G' des fonctions entiéres générales
d’ordre c.

Soient G, (z,y,2/e,), G.(x,y,2/0),..., Gr (x,y,2/cx), k de ces fonctions
d’ordres respectifs «,, a,, ..., az. Désignons par ¢, ¢,, ..., ¢x des constantes et for-
mons la fonction

i=k

(16) H(z,y,2) =[] Gix,y,2—ci] ).

i=1

Cette fonction est entiére: elle admet la période 2m¢ par rapport & chaque
variable; enfin elle vérifie la relation

H(x +o,y+ 2+ y) — e-—(a1+a2+---+ak)z+a1c1+a2c2+'~-+akckH(x’y’z).

Posons

o6 ey e gy
a1+az +'+ or

o taot+--tor=0a
nous aurons

H@x+ o,y+x,2+y)=e2%-9H(z,y,2)

ou, en faisant

z2—c=2

Hz+ow,y+x,2 +y+c)y=e?H(z,y,2 +¢);
la fonction H(x,y,?' + ¢) est donc une fonction entiére G (x,y,2' /) et on a
im
(17) G(x,y,z—'C/a)=I[Gi(x,y,z*—ci/0¢i)-
=1

La fonction méromorphe
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=k
MGy, 2—cfe)
(18) F(2,y,2) ==

TL6(x,y,2— gi/a)

=1

ol
o, ta,+Fop=do +o,+- -+

&, + 0y C -t oper=a g +a,9,+ -+ dig+2nwi
vérifie les quatre relations
F(zx+2nt,y,2)=F(z,y,2)
F(x’y'l' 2”5,2)=F(x,y,z)

F(z,y,z2 + 271) = F(z,y,2)
Flz+ow,y+z,2+y)=F(z9,2).

(19)

Il est évident que les dérivées partielles de F par rapport & z vérifient les mémes
relations.
La fonction méromorphe
ik

d Log Gi(z,y,2—¢i [ )
(20) F(x,?/:z)=2A‘ dz

i=1
ou
Ao+ Aya, +---+ droar=0

vérifie les mémes relations, car l'effet de la derniére substitution du groupe
est de faire croitre chaque terme de — 4;e;. Une expression de la forme

drLogG(z,y,2—g/a)
dzn

(21) F(z,y,z)=4A

o » > 1, vérifie encore ces relations, quels que soient n, o et la constante g.
Enfin, il est évident que les sommes, les produits, les quotients de ces ex-
pressions sont des fonctions méromorphes vérifiant les mémes relations (19).
Toutes les fonctions que nous venons de former et qui vérifient les relations
(19) sont de la forme

Gl (x’yyz_g/a),
G(x,y,z—c/a)

F(x,y,2)=
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G, et @ étant deux fonctions entiéres générales vérifiant les mémes relations
fonctionnelles qu'une fonction @ d’ordre «.
En prenant la dérivée par rapport & z,

¢, 6—a, G

aay-rem—

G2

Flo=

on voit que le produit
D(z,y,2)=0F,

est une fonction entiére de z,y,z; comme F', vérifie les relations (19), @(x,y,2)
admet la période 27z¢ par rapport & chaque variable et vérifie la relation

O(x+ w,y+x,2+y)=e2069Q(z,y,2).

En posant z—c¢ =2, on transforme donc cette fonction @ en une fonection
entiére générale d’ordre zo vérifiant les mémes relations que 6(z,y,z): soit
G, (z,y,7 [2a) cette fonction. La dérivée F', est alors le quotient de deux de
ces fonctions 0 généralisées

_G(z,y,z—c/2a)
T P(x,y,z2—c]a)

(22) F,

IX. Il w'existe pas de fonctions entiéres vérifiant les relations (19). De méme
qu’il n’existe pas de fonctions entiéres d’une variable avec deux périodes, il n’existe
pas de fonction entiére F (x,y,z) vérifiant les relations (19). En effet, si une
pareille fonction existait, elle serait représentée, pour toutes les valeurs des
variables, par une série

F(x’y’z) o— EBl,m,n ela:+my+n:

l,m,n étant des entiers qui varient de — w0 & + o et By m,, des coefficients
constants. En écrivant que cette fonction vérifie la relation

Fleat+ow,y+z,24+y)=F(x,y,2)
on a
EBz,m,nel“’e(’+m)"+(m+")y+”’=EBZ m nelx+my+nz.

D’oti, en identifiant les coefficients des termes ell+miz+m+n)y+ns dang les deux
membres
(23) Bl+m,m+n,n=elmBl,m,n-

Considérons les coefficients dans lesquels n a une valeur déterminée non nulle.
Nous pourrons poser
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m=np+r

en appelant p le quotient et r le reste de la division de m par n, r étant un
des nombres o,1,2,...n —18in est positif, 0,1,2,...—n—1, si n est négatif.
Nous grouperons alors les termes pour lesquelles r a une valeur déterminée.
Dans ces conditions p varie de — o & + . Nous poserons ensuite

l=(p,2)n +pr+gq,

g variant de —o & + o pour que ! varie de —w & +o. Avec ces notations,
pour faire croitre m de n et I de m, il suffit de faire croitre p de 1. Le coefficient
Bi,;m,» 00 1 et 7 ont des valeurs déterminées, deviendra une fonction de p et g,
Cp.q, et la relation (23) deviendra

(24) Cpir,g=el@Antprido, .

Remplagant p par o,1,2,...p—1, p et multipliant, on a

Jp,q = ellpAn+(pYr+pgo Oo,q .

Les termes correspondants de la série, ot ¢ a une valeur déterminée seront alors

pmto
Co,q 2 e9¥(P)+ T Y1)+ yya(p) +2ya(p)

pe—w

en posant pour abréger

Y(p)=(p,3)n + (p,2)r + pg

et désignant par v,,y,,y, les différences D (p), D*y(p), D*¥(p). Or cette
série est évidemment divergente, car, dans I'exposant de e, le terme de degré le

s
plus élevé en p est m%)— et p varie de —o & + oo.

I ne peut donc exister que des termes dans lesquels » = o; la fonction F
est alors indépendante de z.

X. Fonctions entiéres de deux variables vérifiant des relations analogues d
(19). Par contre, il existe des fonctions de deux et, en général, d’'un nombre
pair de variables, vérifiant des relations analogues & (19). Bornons nous ici &
une fonction entiére de deux variables g (z,y) telle que

g(x + Z”iry)‘——_ g(x’y)
(25) glz,y +2ni)=g(z,y)
g(z+ow,yt+z)=g(z,y)
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Pour la former prenons deux entiers quelconques A et p dont le premier A est

positif et différent de zéro. Désignons par ¥ (n) le polyndme en n
Y(n)=1i(n,2) + pun.

La fonction

7= 420 n== 40
(26) glz,y)= 2 eV M)+ aDyn)+y D2yln) 2 e®1A(n,2) + pnl+ 2lhn +p) +y 2

New—n Nom—w0

vérifie les conditions indiquées. Elle peut d’ailleurs s’écrire

n=+w
(27) g(z,y) =¥ 2 1A (1,2) + pm) + 2 (in + 1)

ou la série est une fonction 8 elliptique vérifiant les deux relations
0(x + 2mi)=0(x)
0(z+ w) =0 (x).

Nous désignerons la fonction entiére (26) qui dépend des deux entiers 4 et
p par

%, Y\
g(l,u

En posant

n=-+w
O(X,4) = 2 edm2)+Xn

N-=—u0

ol la partie réelle de 4 est négative, on a

g (;,’Z) = e+ W O(Ax + pno, lw).

On peut toujours, en remplacant dans le terme général de la série (26) n. par
n +k, determiner & de facon que la nouvelle valeur de Pentier u soit I'un des
nombres o,1,2...A—1. (est ce que nous supposerons réalisé par la suite. Il
existe done, une fois w donné, une infinité de fonctions

x,y
g (l.u)
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A=1,2,...4 0, u=0,1,2...4—1. Pour chaque valeur de 4, il y a i fonc-
tions g¢.

Réciproquement, si 'on cherche la fonction entiére la plus générale g (x, y)
vérifiant les relations (25), on trouve qu’elle est donnée par la série

Am40 pei—l z
- 'Y
(28) g(x,y) = E “2_0 Al,ug(l,y)

les coefficients 4, , étant indépendants de z et y; ¢’est ce qu’on verra par la
méthode des coefficients indéterminés, comme nous l'avons fait plus haut pour
des questions analogues.

Il résulte de 13 que si E (z) est une fonction entiére quelconque de z la
fonction

Elg(z,y)]

ol g(z,y) a la forme (28), a encore la méme forme.

Soit G (z,y,2z/a) une fonction entiére vérifiant les mémes relations qu'une
©,%,Y,2
a,8,7,0
fonction entiére G, (z,y,z/e) de méme ordre, ayant par rapport 3 z les mémes
zéros que la premiére.

X1. Dérivées partielles des fonctions F. Soit d’abord une fonction f(z,y)
de deux variables admettant la période 27 i par rapport & chaque variable et
vérifiant la relation (29)

fonction 0( ) d’ordre «. Le produit G(z,y,z/a)g(z,y) est encore une

(29) fE+w,y+2)=f(2,y).

Nous allons chercher des combinaisons des dérivées partielles de f vérifiant la méme
relation: il est évident que toutes les dérivées admettront la période 27+ par
rapport & chaque variable. Faisons

f1=f:,: Iz=f;,

fu= Z.:, f|z=f21=f’,',v- f22= ;1

..ete.

Les fonctions f,, f,,,... ne contenant que des dérivées par rapport & y vérifient
évidemment la relation (29). Mais il en existe d’autres, qu’on peut former comme
il suit.

Acta mathematica. 40. Imprimé le 13 avril 1916. 39
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Ecrivons la relation
f(z,y)=0
qui définit y en fonction de . D’aprés la relation (29) si on a
y=9()
on a aussi

y+r=¢ @+ o)
ou en dérivant deux fois
y'=9' @ +w)
9" (z) = 9" (z + w).

La dérivée y" ne doit donc pas changer quand on change z en 2 + w et y
en ¥y +x. (Voyez & un autre point de vue la note des Rendiconti di Palermo
séance du 10 Decémbre 1g1r, t. XXXIII). Appliquons & f(z,y)= o, le théoréme
des fonctions implicites, nous aurons

fity'fa=o0
fu +2fs, ?/’ + fny®+ y”fz =0

ou en éliminant y'

fufi—z2fahife+ fufi +y'fi=o0.

La fonction

(30) g@,N="rlufi—2f:hife+ ffi
vérifie la relation
g(x+w,2/+x)=9(x»y)-

Vérifions-le directement. Pour cela, étant donnée une fonction quelconque
¢(z,y) appelons ¢, avec un trait, ce que devient cette fonction quand on y
remplace 2 et y par 2+ w et y + x

o=9(x+ w0,y + ).

Alors (29) donne

f=1.
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Dérivons cette relation par rapport & z et y: nous avons

h+h=1.
fo=1,
fu+ 2fu+ fo="fu
o + Fas = f1s
fas = f3-

Prenant alors la fonction (30) on a

g=(fu+2fiu+ ) i
—2(fu+fa) (i + ) o
+ fath + £
=fuli—zfulifs+ tafi
=g.
On obtiendrait d’autres formules analogues en calculant y", 41, ... ete.

XII. Ezxpressions analogues pour les fonctions F de trois variables z,y,z,
admeltant la période zmi par rapport & chaque variable et vérifiant la relation

(31) Flx+ow,y+z,z+y)=F(z,y,2).

Appelons de méme F,, F,, F, les trois dérivées premiéres;

F!l FIZFIS
F?l FII F23
F!l F!2 FSB
les six dérivées secondes (F;;— Fi;), et désignons par ¢ ce que devient une

fonction ¢ (z,y,2) par leffet de la substitution (z,y,2) (z + 0,y + 2,2z + ¥).
En dérivant par rapport aux trois variables, la relation (31), on a

!
[

-
I

1

+
O i

2

I
I

a'§ U§
I
e
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On en conclut
F—F,F,—2F, F,~F'—F,F,—2F,F,.
On a donec ainsi deux fonotions dépendant des dérivées premiéres
(32) ¥, F;—F,F,—2F,F,

qui sont laissées invariables par les substitutions du groupe considéré.
Si nous passons aux dérivées secondes, nous avons

F22=F22+2F23+ F—ss
(33) F,o,=F, + F,
F33=F33-

On en conclut que les trois fonetions

Fyy
(34) F,,—F,F,
FzzF:"“ZFstan'l'FasF:

sont invariables par les substitutions du méme groupe. Cest ce qu’il est aisé
de vérifier. '

On peut rattacher ces formules & la théorie des formes. Ainsi, prenant la
forme

F22X2 +21—723XY+1733 Ye,
faisons sur X et Y la substitution |
X=X, Y=X'+Y

de déterminant + 1. L’effet de cette substitution en vertu des relations (33)
ost de transformer la forme en

Fp X2+ 2F X'Y' 4 Fy Y
Les disoriminants des deux formes sont donc égaux
F:a_F22F33=F:s_’F22F33

ce qui donne une des fonctions invariantes (34).
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Des considérations analogues s’appliquent aux dérivées d’ordre plus élevé.
En appliquant & une des fonctions trouvées (32) et (34) les mémes calculs qu’a
F, on en obtient évidemment d’autres possédant les mémes propriétés.

XIII. Transformations. Dans une deuxidme partie, nous nous occuperons,
entre autres, de certaines transformations, dont nous avons donné un exemple
simple dans les Comptes Rendus (Séance du 7 Septembre 1914).

Paris, le 17 Sept. 1914.



