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Es se T eine beliebige geschlossene, singularitiitenfreie, analytische Fliiehe. 
In der Theorie der automorphen Funktionen spielt bekanntlieh die folgende 
Aufgabe eine Rolle. Es ist eine auf T, ausser in einer endliehen Anzahl vor- 
gegebener Punkte,  nebst ihren partiellen Ableitungen erster und zweiter Ord- 
nung stetige LSsung der Differentialgleichung , t 2 u ~  k e "  zu bestimmen, die in 
jenen Ausnahmepunkten vorgeschriebene logarithmisehe Unstetigkeiten hat. Un- 
ter d~ u wird der zweite BELTRAMI'sche Differentialparameter der Fl~iehe, unter  k 
eine au f  T erkliirte positive, nebst ihren partie]len Ableitungen erster Ordnung 
stetige Funktion verstanden. Man kann iibrigens der Betrachtung eine zu einer 
beliebigen algebraisehen Funktion gehSrige R~.MANN'sche Fl~iche zugrunde legen. 
Alsdann lautet die Differentialgleiehung einfacher J u =/r e=; der gesuchten LSsung 
sind dann aueh in den unendlich fernen Punkten bestimmte logarithmische Un- 
stetigkeiten vorzusehreiben. In der zuletzt genannten Form ist denn auch diese 
Aufgabe im Jahre 1890 von Herrn H. A. SCHWARZ gestellt worden. 1 

In seinen beriihmten Abhandlungen fiber die Methode der successiven 
Approximationen hat sich Herr PICARD a|s erster mit diesem Gegenstande be- 

G~tt inger  Nachr ichten ,  :89 o, S. ~z6. 
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soh~ftigt.* Herr PIOARD 15st das erste Randwertproblem der Differential- 

gleiehung z /u  = k e ~ fiir hinreiehend kleine Gebiete durch sukzessive Approxima- 
tionen, geht dann zu bel iebigen Gebieten naeh dem alternierenden Verfahren 
fiber, um endlich dureh giirtelfSrmige Versehmelzung zu geschlossenen Fliichen 
zu gelangen. Die Verhs liegen hierbei wesentlieh anders als in den klas- 
sisehen Fs des Herrn l=I. A. SCHWARZ, so dass bei der Durehfiihrung der 

Methode besondere Hilfsmittel angewandt werden mussten. 
Es seien (x,, y~) . . . .  (x~,, y,~) beliebige im Endliehen gelegene Punkte  der 

m2-bls RIEMa~ ' schen  Fl~che F. Es wird der Einfachheit  halber voraus- 

gesetzt, dass weder die Punkte  (x~, yi), noch die unendlich fernen Punkte  yon 
F zugleich Windungspunkte sind. 

Herr  PICARD bestimmt diejenige in F, ausser in den Punkten  (x~, y~) und 
den unendlich fernen Punkten,  nebst ihren partiellen Ableitungen erster und 
zweiter Ordnung stetige LJsung der Differentialgleichung . / u  = Ice", die sich in 

(x~, y~) wie 

at log R~ + beschrs Funktion, R1 = ( x - - x ~ )  ~ + (y ,y~)~,  a ~ > -  2; 

in den unendlioh fernen Punkten  wie 

- -  8i log R + boschr~inkte Funktion, R '  = x j + y', 8r > 2 

verh~ilt. Es wird dabei 

ar + ~ <  o 

vorausgesetzt. 
Ein anderes, von den alternierenden Methoden unabh~ingiges Verfahren ist 

sps yon POI~CA~]~ unter  Zugrundelegung einer gesehlossenen Fls im Raume 
angegeben worden. ~ POI~CAR~ fiihrt fiberdies singuls Punkte  (p'~, q'~)ein, in 

deren Umgebung die gesuehte LJsung sieh wie 

- -  2 log r ; - -  2 log I log r'il + besohr~nkte Funktion, r'~" = ( p - -  p'~)' + ( q - -  q'~)' 

t Vgl. E. PICARD, Mdmoire sur la tMorie des ~quations aux ddrivdes 2artielles et la mdthode des 
a2proximations suecessives, J ou r na l  de Math.  i89o, S. I45--2Io,  Sur ~application des mdthodes 
d'apTroximations suceessives ~ lYtucle de eertaines dquations diffdrentielles, Jou rna l  de Math.  I89~, 
S. 217--27I sowie  n a m e n t l i c h  die be iden  Arbe i t en ,  Sur l'dquation J u  = eu  J o u r n a l  de Math .  
I898, S. 313--315, JOe l'intdgration de l'dquation J u = eu sur une surface de R i E ~ x ~  ferrade, J o u r n a l  
ffir Math. I9O L S. 243--258. 

Vgl. H. POI~CAR~, Les fonctions fuchsiennes et lYquation J u  = eu  Jou rna l  de Math .  *898, 
S. *37--230. 
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verh~ilt. Diesen singuliiren Punkten kommt bei der Anwendung auf auto- 
morphe Funktionen eine besondere Bedeutung zu. Sis sind, wie es seheint, dot 

PICARD'schen Methode nicht zugi~nglioh. 
In der vorliegenden Abhandlung wird die Aufgabe auf sin Problem 

der Variationsreehnung zuriiekgefiihrt und unter Benutzung des in einer vor 
kurzem ersehienenen Arbeit I dargelegten, auf dem Gebrauch der unendliehvielen 

Variabe]n beruhenden Gedankenganges erledigt. Wit legen unseren Betrach- 

tungen sine geschlossene Fl~iehe im Raume und logarithmisehe Unstetigkeiten 
sowohl des PICARD'sehen als aueh des PorNcAR~.'sehen Typus zugrunde. Am 
Sehluss werden die Modifikationen, welehe die Benutzung einer ebenen RI~.- 

~mNz~'schen Fl~iehe bedingt, kurz besproehen. Der Existenzbeweis ge]ingt, was 
an dieser Stelle besonders hervorgehoben werden mag, ohne dass man genStigt 

ist, zu den seh~fferen Hilfsmitteln der neueren Analysis, wie dem LssEsGus'schen 
Integralbegriff, dem FISCH~R~RI~.sz'sehen Satze u. s. w. Zuflucht zu nehmen. 
Auch yon dem Auswahlprinzip wird kein Gebraueh gemaeht. ~ 

w x. Problemstellung. 

Es sei T eine beliebige analytische, singularitiitenfreie, geschlossene Fliiehe, 

deren Punkte auf irgendein System isothermischer GAuss'scher Parameter p und 
q bezogen sind. s Das Linienelement der Finishs sei 

(I) ds ~ ffi ~ (dp 2 + dq~). 

Die beiden B~,LTRAMI'schon Differentialparameter der Fl~iehe sind alsdann 

?"1 '1,  ra, u 
(=) " 'U=TLt p/ tb--q# j 

i Vgl. L. LICHTE~ST~I~', Uber einige E~stenzproblems do" Variationsrechnung. Methods der 
unendlichvie[en Variabeln, Journal fiir Math., B. I45, x914, S. 24--85. 

Die Ergebnisse dieser Arbeit babe ich in der Note, Integration de l'~quation J2u ~ - k ~  
suo" unr surface ferrn~r Comptes rendus, B. x 57, I9I 3, S. 15o8--I 511 zusammengefasst. 

s In  hekannter Weiss hat man sich hierbei die Fliiche T in sine endliche Anzahl iiber- 
einandergreifender, einfach zusammenh~ngender Fl~tchenstiieke T~, T: . . . .  T t geteilt zu denken. 

Bildet man Ti( i= I . . . .  l) einzeln auf einen Tell einer Ebene konform ah, so erh&lt man l 
Systems isothermiseher Parameter, die zusammengenommen unser System (p,q) darstellen. 
Don Punkten, die mehreren Teilgebieten zugleich angeh6ren, entsprechen mehrere Wertepaare 
(p, q). Welcher dieser Wertepaare der Betrachtung zugrunde gelegt wird, ist wegen der be- 
kannten Invarianzeigenschaften der BELTRA~I'schen Differentialparameter gleichg(iltig. 
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Es seien (p~, qi) (i = i . . . .  m), (P'i, q'~) (i ~ i . . . .  m r) beliebig vorgegebene Punkte  

der Fl~che, /c(p, q) eine positive, nebst ihren partiellen Ableitungen erster und 
zweiter Ordnung stetige Funkt ion:  

(3) ~ (p, q) > ko > o. 

Wir stellen uns die Aufgabe, die]enige au/ T, ausser in den Punkten (pi, qi), 
t (fro q~), nebst ihren partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetige L58ung 

u (p, q) der Di/]erentialgleichung 

(4) , t 2 u =  ke" 

zu bestimmen, die sich in der Umgebung ]ener Punkte entsprechend wie 

(5) ai  l og  r~, r~ -~ ( p - -  pi)* + (q - -  qi)2, a~ > - -  2 ,  

0 t 

(6) - -  z log r~ --  2 log I log r~l, r'~ * = (P - -  p'~)~ + (q - -  q~)~ 

verhglt. Die entsprechend in der Umgebung der Punkte  (Pi, qi), (Pi, q~) erkl~rten 

Ausdriieke 

(7) u - - a s  log r~, u + 2 log r~ + 2 log [log r'il 

sollen besehr~inkt sein. Es wird endlieh 

(8) I...~ 2 ~ i  - -  2 m  r < o 

i 

vorausgesetzt. 

w 2. H i l f s s ~ t z e  u n d  v o r b e r e i t e n d e  B e t r a c h t u n g e n .  

Es sei ~ der Fl~icheninhalt des Gebietes T und G(po, qo; P, q) diejenige, 
ausser im Punkte  (Po, qo), nebst ihren partiellen Ableitungen erster und zweiter 
Ordnung stetige LSsung der Differentialgleichung 

(9) z/2 G ---- 2z  
T 

die sich in der Umgebung des Punktes (Po, qo) wie 

{io) _ i log [ (p- -  po) ~ + (q - -  qo) ~] + stetige Funkt ion 
2 
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verh~lt und iiberdies der Beziehung 

( i i )  fl'G(p0, qo; P, q)doJ=o 

T 

geniig~, un te r  dee das lfl~chenelement verstanden.  
Bekanntl ich ist 

(~2) a(p', q'; p", q") = G(p", q"; p', q'). 

Es sei h (p, q) eine auf T, ausser in den Punk ten  (pi, q~), (pi', qi'), nebst  ihren 
partiellen Ableitungen erster 0 rdnung  stetige Funkt ion,  die sieh in der Umgebung 
jener Punk te  entsprechend wie 

"7'Y,(P, q), r'~-211~ r;I-:r~(v, q), 

unter  ~'i, 7i' besehrgnkte Funkt ionen  verstanden, verhglt. Betraehten wir das 
Doppelintegral 

(~3) ~(po, qo) ~ t G(po, 
2 ,'T L 

T 

qo; P, q)h(p,  q)d~o. 

Naoh bekannten S~tzen ist u (Po, qo) eine auf T, ausser hSehstens in den Punk ten  
(pi r, q/), stetige Funkt ion.  Ausser h(iohstens in don Punk ten  (pi, qi) und (pi', q~'), 

hat  u(po, qo) auf T stetige Ableitungen erster und zweiter Ordnung. Es sei 
(Po, qo) irgendein yon diesen Punk ten  verschiedener Punk t  der Fl~iche. Wir 
besehreiben auf T eine geseh]ossene, doppelpunktlose,  stetig gekri immte Kurve 
U., so dass dureh diese (Po, qo) yon den vorhin ausgesehlossenen Punk ten  getrennt  
wird. Dasjenige der beiden Gebiete, in die T durch C.  geteilt wird, welches 
(Po, qo) enthhlt ,  sei mit  T .  bezeiohnet. In T .  kann man, sofern, was wit vor- 
aussetzen wollen, C ,  hinreichend nahe an (To, qo) liegt, 

G(po, qo; P, q ) = G ( p ,  q; Po, qo) = l o g  -~ +G'(p,  q; Po, qo), r'o=(P--Po)' +(q--qo) 1 
r e  

setzen. G~(P, q; Po, qo) verhglt  sieh, sis Funk t ion  von (Po, qo) betrachtet ,  fiir 
alle (p, q), (Po, qo) in T ,  und auf C ,  regul~ir und geniigt der Differentialgleichung 

r 2 ;r 
A 2 G = - - -  

T 
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Es ist nun 

U(po, qo) z~  (P' q) log ~deo-- G'(po, qo; P, q)h(p, q)do~-- 
o j j  

1", ~[, 

/ J 'G(po ,  q.; P, q)h(p, q)dco-~,  + u~+ u~. 
2~r, 

T - - T ,  

Nach bekannten S~tzen der 

Punkte  (Po, qo) zun~ehst 

Man findet ferner 

Theorie des logarithmisehen Potentials is~ im 

und den 

.-42u2=--~- ( f  h(p, q)dco 

T. 

bekannten S~tzen der Theorie uneigentlicher Integrale gem~ss 

somit 

Ist  insbesondere 

so erh~lt man einfacher 

z12u8 -- -- ~ h(p, q)deo, 

T - - T ,  

T 

, ; / h ( p ,  q)deo = o, 

T 

d2 u = h (po, qo). 

Es sei ~fi (P, q) (i --~ x, 2 . . . .  ) das normierte, orthogonale System derjenigen LSsungen 
der Differentialgleiehung 

(I5) .l~u + ~ u = o ,  

die auf T sieh nebst ihren partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung 



Integration der Differentialgleichtmg .d 2 u = k e u auf geschlossenen Flitchen. 7 

stetig verhalten und  von einer Kons tan ten  versehieden sind; ~ sei der zu 9i (p, q) 
geh6rige Wert  des Parameters  2. Es ist, wie man leieht findet, 

(16) JJ (Pi (~o, q0) = O (P0, q0; P, q) ~i (p, q) d~o, ~p, (p, q) d~  ~ o. 

T T 

Nach bekannten S~tzen sind alle ~.i positiv. Die unendliehe Reihe 

I 
(~7) ~ 

i 

konvergiert.  Die unendliehe Reihe 

(I8) 1~| [~, (p, ~)]~ ~J 

konvergiert  unbedingt  lind gleiehm/issig. Jede in der Form 

(19) / G ( p o ,  q~ p, q) g (p, q) d~o = / ( p ,  q), 

T 

unter  g(p, q) eino auf T stotige Funkt ion  verstanden,  darstellbare Funk t ion  
/ (p ,  q) I~isst sich in eine unbedingt  und gleichm~ssig konvergierende Reihe 

(20) /(po, q.) = ~ ~,(p., q~ / (p.  q)r q) d,o 

T 

entwickeln. Diese Entwieklung gilt wie die Darstellung (19) fiir alle nebst  ihren 
partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung auf T stetigen, der Beziehung 

(21) / / ( p ,  q) dco= o 

T 

geniigenden Funkt ionen.  Ist  die Beziehung (21) nicht  erfiillt, so ist 

(22) I / /  ' ~  
/ (~0, q.) = ,: / (p, q) d,o + ~ ~r~ (po, q~ q) q~, (p, q) a,o 

i 
T T 
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oder, 

(23) 
I 

gesetzt, 

(24) 

Endlich ist 

(25) 

O"r~ 

1 (7,0, qo) = ~ ~, (po, qo) 1 (p, q) ~o, (p, q) d~o. 
i 

T 

T T 
Die Formel (25) lgsst sich leicht aus der fiir jedes Paar  auf T stetiger Funkt ionen  

und ~ giiltigen Beziehung 

(26) 
T T T T T 

ableiten. In der Tat  ist naeh (26) 

/ j~Zl l /d(o~-- / / /~2/d(o~--~/ / /d~o/ /z~2ld 'o-- l~ i~ j~/ f~ id{~ "zl21~id(O" 
T T T T T T 

Nun ist aber 

T T T T 

daher wie behaupte t  jj l( j ; 
,J1/do = ~ Zl lrf~d~o 

T 

Die Gleiehung (26) gilt noeh, wenn ] und ~ in einer endliehen Anzahl yon 

Punk ten  unstetig sind, sofern nur die Doppelintegrale ]'f']2dr l'Fg~doJ exi- 
J J  

T T 

stieren. Desgleiehen g i l t  (z5), wenn / auf T stetig ist, ws die partiellen 
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Ableitungen erster und zweiter Ordnung yon / in einer endlichen Anzahl yon 

Punk ten  unstet ig sind, sofern I ' f J i  [ d w  existiert. 

T 

Der Beweis l~isst sich ohno Schwierigkeit erbringen, indem man ], ~, ] du tch  
geeignete singularit~itenfreie Funkt ionen  approximiert  und die Formeln (25), (26) 
anwendet.  Diese Formeln gelten iibrigens unter  betrs allgemeineren Vor- 
aussetzungen. Doch geniigen f/it unsere Zweeke die soeben betrachteten Spezial- 
fiille vollst~indig. 

w 3. HilfssSttze und vorbere i tende  B e t r a c h t u n g e n  (Fortsetzung).  

Es sei 70 > i so gross gews class den Kreisen in der Ebene (p, q) 

I (i = I .... m') 
(P-- P'~)' + (~-- r = r~ 

auf T gesch]ossene, einander nicht  treffende Kurven r~ entsprechen. Die von 
diesen begrenzten kreisf6rmigen Gebiete mSgen O~ ( i =  I , . . .  m') heissen. Es sei 
w 0 (p, q) irgendeine auf T,  ausser in den Punk ten  (pri, q'~), nebst ihren partiellen 
Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetige Funkt ion ,  die in Oi (i = i . . . .  m r) 
den Wert  

( 2 7 )  w0 = - -  log log I 

hat.  Wie die unmit te lbare  Ausrechnung zeigt, ist in O~ 

(z8) 0'wo + # ' w , _  x d3wo - -  x 
8 p '  Oq' r ?  (log r'i)' ' q r'd (log r'i)' 

M a n  finder ferner 

( 2 9 )  f J 2  wo dw = o. 

T 

Es ist niimlich 

+ff. 
T o i T -- ~86 

i 

Acta mathematica. 40. lmprim6 le 10 Jauvier 1915. 
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Nach (27) ist 

= 7 l o w .  

T-- .Zoi q $ 

2~ 

ds = - -  log-7o 70 log 70 
0 

Aus (28) folgt ferner 

1 
~o2~ ff jj" r i dr'i d9  

(32) ztz Wo dto = r'-~ -~ (log r'~) ~ 
0 i 0 0 

2fg 

1 
[ ~__5__] ~~ 
log r'iJ o --  - - 2  z~ - - .  log  

Aus (30), (3I) und (32) folgt endlieh in der Tat  die Beziehung (29). Es sei 
fl (p, q) eine auf T, ausser in den Punkten  (pi, q~), (p'~, q'i), nebst ihren partiellen 

Ableitungen erster Ordnung stetige positive Funktion. In den Gebieten O~ 

setzen wit 

2 
(33) fl (P' q) r r ?  (log r'i) ~' 

In  der Umgebung der iibrigen singuls Punkte  sollen die Ungleiehheits- 

beziehungen 

(34) o < ~' </~ r~ - ~  < ~", 

unter  E' und A" im iibrigen beliebige feste Zahlwerte verstanden, bestehen. 

Endlieh soil 

f f  [ 1..m ] (35) f l d o , = 2 ~  - -  ~ +  2m'  
$ 

T 
sein. 

Es sei 

(36) ~, (p, q) = fl (p, q ) - -  2 ~t~ wo. 

In o~( i  = x , . .  m') ist offonbar 

(37) ~,(p,  q) = o. 

Sodann ist 

(38) f f  1..m 
T T T T 
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Wir setzen jetzt 

(39} 
1 . .  t?/. I , .  ~t. s 

v (p, q) = - -  ~ a~ a ( ~ ,  q~; p,  q) + 2 ~ O (p'~, q'~; p,  q) + 
i i 

z G + 2w~ q)---~-~ff (p,q; ~,~)t~,(~,O)a~,. 
T 

Das Doppelintegral 

(40) i_ G 
I o =  2 z r f f  ( p , q ; p , ~ ) f l , ( p , q ) d D  

T 

ist auf T stetig und hat, ausser etwa in den Punkten (pi, q~), stetige Ableitungen 

OIo ~Io erster und zweiter Ordnung. In den ausgeschlossenen Punkten werden -~p, Oq 

I 
hOchstens wie ~ (o < ~ < i) unendlieh. Den Betraehtungen des w 2 zufolge ist 

I 2 7 t  ~ 1 . . m  

T 

Die Funktion v(p ,  q) is$ in T,  ausser in den Punkten (pi, qi), (p'i, q'i), neb,t 
ihren partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetig. 

In  diesen Punkten verhdlt sich v(p ,  q) wie die gesuchte LSsung u(p ,  q). End- 
lich ist 

2 ~, l ' ' m  4 er m '  
(421 ,a2 V ---- - -  -7-  ~ '~ + ~ - 

i 

+ z J 2  We + fl ,  - -  - -  a l  + 2 m '  --= tl. 
i 

w  Zuriiekfiihrung auf ein Problem der Variationsreehnung und Bestimmung 
einer ausgezeiehneten Folge yon Vergleiehsfunktionen. 

Wir setzen, unter u(p ,  q) wie in w I die gesuehte LSsung der Differential- 
gleichung (4) verstanden, 

(43) 

und erhalten 

(44) 

u = v + U  

,t3 U + fi = ke"e v = K e  e. 
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Die Funkt ion  K ist auf T, ausser etwa in den Punk ten  (p~,qi), (pri, r 
positiv und nebst  ihren Ableitungen erster Ordnung stetig.. 

In  diesen Punk ten  verhiilt sich K entsprechend wie 

r~7~ (p, q), r:. -2 (log r'~)-27~(p; q), 

unter  71 und ~r positive besehriinkte Funk t ionen  verstanden.  
In einer gewissen Umgebung eines jeden der Punk te  (pi, qi), (ffi, qri) gelten 

mithin die Ungleiehheitsbeziehungen 

o < it (3) < K (p, q) r~ -ai < ~(4) (i = z , . .  m), 
(45) 

t 2 t o < Z (3) < K (p, q) rl (log r~) ~ < Z(41 (i = I , . .  mr), 

unter  )ja)g(4) positive Konstante  verstanden. 
Aus (33), (34), (35) und (45) ergibt sieh die ffir das folgende wesentliehe 

Ungleichheit  

(46) o < it (5) < ~- < Z(~). 

Sie gilt fiir alle nicht  singul~iren Punk te  auf T;  ~(~ und it (8) sind positive 
Konstante .  

Auf dieselbe Differentialgleiehung (44) fiihrt, zun~chst rein formell be- 
t raehtet ,  das folgende Variationsproblem. Unter allen au/ T beschra'nkten, mit 
etwaiger Ausnahme der Punkte (pi, q~), (prl, qri), nebst ihren Ableitungen erster und 
zweiter Ordnung stetigen ~'unktionen U(p,  q), deren DIRICELET'sches Integral 

U d~ existiert, die]enige zu bestimmen, die das Integral 

(47) I = / / [ J 1  U - -  2 fl U + 2 K e U] dee 

T 

zum Minimum macht. 
Man iiberzeugt sich zungehst leieht, dass die Werte des Integrals I ,  wenn 

wir fiir U alle mSglichen au/ T nebst ihren partieUen Ableitungen erster und zweiter 
Ordnung stetigen F u n k t i o n e n  einsetzen, eine endliehe untere  Grenzo d haben. 
In der Tat  ist, unter  a einen posit iven Zahlwert  verstanden,  wie eine elemontare 
Minimumsbetraohtung lehrt, 

(48) Min [e v -  a U] = a (I - -  log a), 
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daher, ausser in den Punkten (pl, qi), (p'i, q'i), 

(49) 

und 

2KeV--2 f lU = 2K ( e e - - ~  U) > 2fl ( I - -  log ~) > 2/3(I - -  log ;r 

(50) f f [ g ~  V -  2 # U + 2 K err] do~ > 2 (r - -  log ;t( '))~ffl d~o = d'. 
T T 

Zur wirklichen 
gehen. Wir setzen 

Bestimmung der unteren Grenze d kann man wie folgt vor- 

Co 1~,, clqoi(p, q) 
(5i) t.  (p, q) = ~ + v ~  ' 

i 

unter  co, c l , . .  c~ zuniiehst noch unbestimmte Parameter  verstanden. Es sei 

(52) f [ J l  t ,  - -  2 flt ,  + 2 K e*'] do~ = Q (c0, c1,.. c,) > d'. 

T 

Die Funktion Q(co, c l , . .  c,) ist stetig und hat  naeh (52)eine endliche untere 
Grenze f t . .  Da alle Q(co, c~,.. c,) in Q(co, c~,.. c~+1) enthalten sind, ist gewiss 

(53) d',,+l < d',,. 

Die Folge d'l > dr~ > d'3 > . . .  hat  (SZ) zufolge eine endliehe untere Grenze d. 
Diese ist zugleich die untere Grenze des Integrals l. 1 Wiire dies niimlich nieht 
der Fall, so giibe es eine auf T nebst ihren partiellen Ableitungen erster und 
zweiter Ordnung stetige Funkt ion 

1.~ b, q0i (p, q) 
(54) t .  (v, q) = V~ + ~ b ,  _ , 

VZ~ 

so dass 

(55) [ g , t , - - z f l t ,  + zKet*]doJ=~bl  + [2Ket '--2fl t ,]  do~<d 
T T 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

t Die im  obigen  zur  B o s t i m m u n g  v o n d  b e n u t z t e  Methodo  ist  o inom b e k a n n t e n  Vor fah ron  
yon W. RITz nachgebi lde t .  Vgl. W. RITz, * Uber eine neue Methocle in der Variationsrechnung*, 
Jou rna l  fttr M a t h e m a t i k ,  B. 135, I9o9, S. i u. ff. 
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wiire. Da die unendliche Reihe (54) gleiehm~issig konvergiert, kSnnte man /~ so 

gross annehmen, dass 

1../~ 
bo ~i (p, q) 

t~?) (P' q) = V; + ~ b, 

gesetzt, immer noch 

f [ ~1 t~ ) - 2 ~ t~ ) + 2 K e'! ~)] d~ < d < a ' .  
T 

ausfiele. Dies w~ire aber im Widersprueh mit der Tatsache, dass d',  die untere 

Grenze aller Werte Q (c0,.. ca) ist. 
Es sei el, e : , . .  en, . .  eine Fo]ge positiver, gegen Null konvergierender Zahlen. 

Wir nehmen (n + x) Zahlen z0~, zl~, . ,  zn~ der Ungleichheit 

(56) Q (z0,, Z l n , .  �9 Znn)  <~ dr, + e~ 

gemi~ss, sonst aber willkiirlich an und setzen 

(57) Q (zo,,, zx,,,., z,,,,) = d,~, 

1 , . n  
ZOn q_ 7.  Zln 

(58) V-~ ~. v~, ~i(p, q) = z ,  (p, q). 

(59) 

Offenbar ist 

T 

2 fl Zn + 2 K eZ'~] d~o = d. 

Wir wollen jetzt zeigen, dass man v o n d e r  Folge Z,,(p, q) zu einer anderen 
Folge yon Vergleiehsfunktionen U~ (p, q) fibergehen kann, die eine zu (59) analoge 
Beziehung erfiillen und in ihrer Gesamtheit dem absoluten Betrage nach unterhalb 
einer endliehen Schranke liegen. 

Betrachten wir den Ausdruek 

Es ist 

K eZ--  fl Z = K (eZ-- ~ Z) 

d F . = e Z _  fl 
a--2 2 '  

ffi= K F ( Z ) .  



Integration der Differentialgleichung ,4 z u = ke 'h auf geschlossenen Fl~tchen. 15 

daher 

dF 
dZ  > o fiir Z > log // 

d F  
~-z<O fiir Z < l o g ~ - .  

Es sei H die gr6ssere der beiden Zahlen 

Dann ist gewiss 

(60) 

daher 

[log ~c5~[, [log ~t<e)[. 

d F  
d z > o  ffir Z > H ,  

d F  
d--z<O fiir Z < - - H ,  

(6i) KeZ--{~Z > K e R - - f l H  fiir Z > H,  

(62) K e Z ~ Z >  K e - ~  + ~H fiir Z < - - H .  

Betrachten wir jetzt die Vergleiehsfunktion Zn(p, q). Ist auf T durehweg 
Z,~(p, q ) > H ,  so setzen wir Un(p, q ) = H .  Es ist dann 

(63) 

sowie naoh (6I) 

f A~ U,,d~o ~ o 

T 

(64) 

T 

somit 

(65) 

T T 

/ [  J ,  U.  + 2 Kern  - -  2 a U,~] d~o < dn . 

T 

{0  r 

Es sei zwoitens Zn(Iv, q) nioht durchweg > H.  Ist dann etwa im Punkte (p', q') 

z~, g)>H, 
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so gibt es gewiss ein yon einer geschlossenen analytisehen Kurve  begrenztes, 

den Punkt  (if, q') in seinem Innern enthaltendes Fl~iehenstiiek T ~, so dass in T o 

auf seinem Rande 

Zn(p, q) > H, 

z , ,  (p ,  q) = H 

ist. Ersetzt  man in T O die Funkt ion Z,,(p, q) durch H, so wird wie vorhin das 

Integral I verkleiner~. WKre Zn(p', q l )<- -H ,  so h~tte man in T O fiir Z,~(p, q) 
den Wert  - - H  zu substituieren. Da Z~ regulKr analytiseh ist, ist die Anzahl 

der Gebiete T O jedenfalls endlieh. In allen diesen Gebieten kSnnen wir Z ,  

durch H oder - - H  ersetzen und erhalten eine stetige, abteilungsweise analytisehe 

Vergleiehsfunktion, deren partieUe Ableitungen erster Ordnung abteilungsweise 

stotig sind. Dutch den bekannten Prozess der ,Abrundung der Eeken~ gelangt 

man sodann zu einor auf T regulKr analytisehen Funkt ion U,~(p, q), die so 

besehaffen ist, dass 

(66) IU . (p ,  q) l<H,  

(67) 

ist. 

/[~IU.-- 
T 

2flU,, + 2 KeGq do <d,~ 

w 

Wir setzen 

Best immung einer speziellen Grenzfunktion. 

1..oo 
U 0 ~ ~ U'~ (68) Un (p, q) = ~ + ~i(p,  q), 

(69) / / [ d l  U,~ - -  2 fl U,, + 2 KeGq dta = ~,. 

T 

Es ist 

ferner fiir alle n naeh (66) 

lira d~ ~ d, 
nw r 



(70) 
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T T T 

somit nach (25) und (68) 

(7~) 

(72) 

Andererseits ist nach (66) 

(73) 

1 ~  

~ u ~ < d * ,  
i 

luM < V ~  ( i , , = ~ ,  2, . . ) .  

[ U o ~ [ = ~  ,,(p, q)dw < H V u  ( n ~ x  z ..). 

T 

Mit 
Teilfolge V , ( p ,  q) (n ----- i ,  2 , . . ) :  

Hilfe des bekannten Diagonalverfahrens kann man aus U.(p ,  q )e ine  

1..ao 

~ vl,~ < d*, [Vol < H Vu 
i 

daher 

und 

(77) 

1, .lrg$ 

v'~ < d* (n---- x, 2, . . . ) ,  
i 

1 . . m  

vl <_d* 
i 

1.~ 

vl < d*. 
i 

Acta mathem~ica.  40. Imprim6 le 10 j anv ior  1915. 

(76) I V,(p, q) I <--_ H, 

Es ist ferner fiir alle m 

17 

limvi~----vi ( i =  o, i ,  e, . .) 
n 

VO n 1.. v,,(p, q)= ~ + ~v~,, , ~ , r , ( p ,  q) 

existiert. Offenbar ist 

(74) 

aussondern, so dass 

(75) 
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(78) 

Leon Lichtenstein. 

/[,fit Vn - -  2fl V,. + 2Ker~*]doJ -~f}~. 

T 

Dann ist 

(79) lira 8f, = d. 
~ t  CO 

(8o) 

und beweisen, dass 

Be$rachten wit  #tzt das Doppelintegral 

1~ ~) = / / O  (p~ qo; p, q) K (p, q) ev.(~,g) d~ 
T 

lira 1~ n) 
n ~ o o  

in #dem die Punkte (p'~, qt) nicht enthaltenden Teile des Gebietes T exiaiert und 
eine daselbst 8tetige Funktion darsteUt. 

Wir sehliessen die Punkte  (pl, q~), (ff~, q'i) aus d e m  Gebiete T durch belie- 
bige geschlossene, doppelpunktlose,  einander weder schneidende nooh beriihrende 
analytische Kurven  Ci, Cr~ aus. Die yon diesen begrenzten kreisfSrmigen Gebiete 
seien mit  Ti, Tr~ bezeichnet. Ihre Flgcheninhal te  seien v~, v'i. Wir setzen zur 

Abkiirzung ~.~ Ti + ~ T'~ = To. Es ist dann,  wenn T* ein beliebiges die P u n k t e  

(P~, q'd nicht  enthal tendes Teilgebiet yon T bezeiohnet, fiir al]e (Po, qo) in T* 

(8 I )  / /  / / / /  ..) I~")= G(Po, qo; P, q )K(p ,  q)eVn(P,~)dto = + = I(~) + ~s �9 

T To T--To 

Fiir alle n ist nach (76) 

(82) II(~')1 < e~f/IO(po, qo; p, q)IK(v, q)dr 

To 

Man kann gewiss To so klein wRhlen, dass fiir alle (Po, qo) in T* und a l l e n  

(83) II(~')l < -~ 
4 

wird, unter  ~ einen beliebig kleinen posit iven Wert  verstanden.  
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Es ist ferner 

(84) 
/ eVn+v-- een. 

-3~("+~)-- ~3~(") = O(po, qo; P, q)K(p ,  q) V .+. - -  ~ ( V . + . - -  V.)d~o, 

T--To 

somit der SoHw~az'schen Ungleichheit gemiiss 

lI3 " + ' ) -  I~")I' <yf[G(po, 
T--To 

(85) 

q.; 7,, 

T--To 

o < 0 ( p ,  q ) <  

oder afort ior i ,  wenn man sich das an zweiter Stelle stehende Doppelintegral 
fiber T erstreckt denkt, nach (z6) 

V('*+,) T(,olj B:J~[O(po {z *s --~a , <e  s ,qo; P,q) K(p,q)]  2d~ ~[vo,.+.--Vo,.] + 

T--To 
(86) 1..| 

i ~ . [ ~ i , . + . - v i , . ] '  �9 

Ieh behaupte, man kann nach erfolgter Wahl der Kurven Ci, C'i den Index n 
so hoeh annehmen, dass ffir alle ~ und alle (Po, qa) in T* 

i r(n+~) t(n)12 ~2 (87) i - 8  - - -3  , < - -  
4 

wird. 
Es sei etwa 

(88) L -~ Max e2B J ~'[6/(i~o,:: 

T--To 
in T*. Es ist nun 

qo; P, q)K(p, q)]~dto 

1..oo I ...*V 

' 2 + 2 < o=;-C,,o,.+.-vo,.] + ~ ~ [ v , , . + . - , , ~ ,  
i i i>N 

(891 < ~ [Vo,.+~ - -  re, ,, ]" + 
1 . . ~  r 1 . . ~ v  

+ ~ [vl, . + .  + v;, .]  < ~- [~o,.+. - -  ~o, . P  + Zlv+l 
i 

+ l ~  ~vx. ~. [vi,,~+,.-- vi,,,]* + gN+4d*a" 
$ 



20 Leon Lichtenstein. 

D a  

(9 o) lim I 

ist, kann man wegen (75) n gewiss so gross w~hlen, dass fiir alle r 

~2 

1 1<4- Z 
wird. Alsdann ist 

I 7( n + v) 7(n) I 

und naeh (8i) und (83) ffir alle (Po, qo) in T* 

(92) ii(n+v) i(n)l / ii(n)l i l(n+*,)l ii(n) l(n+v)l 
l l  - - - / -1 I ' ~ 1 1 2  I-{'-I 2 l ' { -1*8  - - a a  I < t .  

Also konvergiert  1~ ~) fiir alle (Po qo) in T* gleiehm~ssig gegen eine in T* stetige 
Funkt ion.  

Wit  setzen 

vo x lim~ ; ; G ( p o  ' qo; p, q)[K(p, q)eV,,(p,q)--fi(p, q)Jdeo. (93) W (po, qo) V-~ 2~ _ 
T 

Die Funkt ion  W(po, qo) ist in jedem (ffi, r  x , . .m  r) niehg enghaltenden 
Teile des Gebietes T stetig. In  der Umgebung der Punk te  (p'i, q!i) ]gsst sieh 
W (Po, qo) in der Form r'7~ • besehr. Funk t ion  (t ~ beliebig kleine positive Zahl) 

darstellen. Man finder dies, wenn man  das Integral  (93) in  geeigneter Weise 
absch~itzt? 

In ganz ghnlioher Weise l~sst sioh zeigen, dass die Grenzwerte 

(94) l im| n-~limffKeV~dw' n=| Kev~qDidw(i=I '2 ' ' ' )  
T T T 

existieren. Aus (78), (79) und (94) folgt sofort, dass auch 

; 1 . .~  
(95) lira ,d 1V,~dw ~ lira v& 

n ~  d d n~  ~ i 
T 

existiert. 

1 Beispiele fiir derart ige Abschii tzungen finder man bei PLEMELJ, ~ber lineare Randwert- 
aufgaben der _Potentialtheorie, Monatshef te  ftir Mathemat ik  und Physik,  x9o4, S. 337--4Iz, insb. 
S. 364. 
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Bestimmen wir jetzt die FOURIER'schen Koeffizienten der Funktion W (Po, qo). 
Nach (ix) ist zungehst, wie man leicht sieht, 

(96) V•://W (Po, qo) duo = v,. 

T 

Es ist ferner fiir i > i 

f / W (po, q~) (po, qo)dUo 
T 

(97) ffi - -  - -  [// ] 2+T (Pi(Po, qo)doJo O(po ,  qo; P, q){  K e y ' -  f l } d ~  

T T 

~ ( K e V n -  f l ) d w  O(po,  qo; P, q)qDi(po, qo)doJo �9 

T T 

Die Vertauschung der Reihenfolge des Grenziiberganges und der Integration 
sowie derjenigen der beiden sukzessiven Integrationen ist nach bekannten Sgtzen 

gestattet. 1 Man beaehte, dass I~ n) in T* gleichmiissig konvergiert und in der 
Umgebung eines jeden der Punkte (p~i, q~i) fiir alle n 

II~n) I < Const.  r'~ -~ 

ist, unter ~ eino beliebig kleine positive Zahl verstanden. 
Nach (x6) ist mithin 

(98) / i l im//[KeV,,--f l]qD~dw. W(po, qo)q~i(po, qo)dwo = - -  ~ ,,-| 

T T 

(99) 

w 6. Beweis, dass die in w 5 best immte Funktton der Differential- 
gleiehung (44) genllgt. 

Aus (78), (79) and (95) folgt 

lim ~ vl,, + [z K e  v" - -  

T 

2# V.] d~,----- d. 

I Vgl. z. B. PLeaZLJ, a. a. O. S. 36z. 
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Es sei r eine dem absoluten Betrage nach beliebig kleine Zahl und 

(1oo) R,,(p, q)=V~(p,  q ) + r  

Offenbar ist 

(lOl) / [ J ,  R~ 

T 

oder anders gesehrieben 

q~(p, q) vo. "~ v~,, _ cp~ (/>o). --V; + 

+ 2KeRn--2flR,]doJ>d 

i 
T 

Wie in w 5 lgsst sich zeigen, dass 

d~o> d. 

lira Ke V~l eV~do~ 
n =  o~ 

T 

existiert. Also kann man in (lO2) zur Grenze n = oo iibergehen. Man erhglt 

(103) lim ~v~+2e0vz+e~0v~+l im 2Ke V;'zeV'--2[~ g,,+eo dw=d.> 
n ~ o ~  i n - - e ~ d  d L 

T 

Aus (lO3) und (99) ergibt sieh 

(Io4) 

oder 

(Io5) 

rr[ (")o:: 
2QoV~+Q~v~' + l i ra  2KEY,, e I/~z--1 --2flr ~z dw>o= 

n ~ o o j  j L 
T 

T 

P(r ist eine nur  yon ~o abh~ingige, fiir alle dem absoluten Betrage nach hin- 
reichend kleinen Qo dem absoluten Betrage naeh unter  einer endlichen Schranke 
gelegene Gr5sse. Man finde~ dies leicht, wenn man beaehtet,  dass die unend- 
liche Reihe 
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e - - I : Q 0  --~-- + ~o + "'" V~ ~ ~Z~,/ 

gleichm~issig konvergiert  und fiir a l l e n  

ist. 
Iv.I~H 

Aus (Io5) folgL da das Vorzeiohen i on  eo bel iebi l  ist, in bokannter Weise 

(Io6) 

Es sei ferner 

vt : - -  lim r  / J ' (  KeV" --  fl) 9 

T 

( / . :  1, 2 , . . ) .  

(zoT) 

Es ist dann 

P o .  
Q,, (p, q )=  v, (p, q) + VT 

(io8) 
,..- / / [  

lira ~ vl,~ + lira 2 Ke 
n m ~  i n m ~  

T 

0 o 

F T / J  = 

Hieraus und aus (99) folgt wie vorhin 

ff (lO9) lira K e Y ,  do = do .  
firm OO 

T T 

Aus (98) und (lO6) sehliesst men, dass 

(IIO) Y (Pot go) ~l (Po, go) do) = V~ 7 

T 

ist. Die Werte 

( l =  1, 2 , . . )  

vl (l = i ,  2 , . . )  (i11) 'J~ VZi 

Bind ~lach (96) ~nd (rio)FOURIER'sche Koeffizienten der au] T, ausaer dwa in den 
Punkten (p'i, qrl), ,tetigen Funktion W(po, qo). Da W, wie wir in w 5 gesehen 
haben, in der Umgebung der Punkte  (p'i, q'i) h6chstens wie r'~ -~ (~ beliebig 

klein > o) unendlich wird, so ist das Doppelintegralr162 gewiss vorhanden. 

T 
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Nach (74) und  (1II) ist 

(112) f f  (w- Vn)Sdw = 
T 

Hieraus folgt aber nach (75), (76) und (77) sofort 

,i.mo f f  (w - v.), ao = o .  

T 

Da fiir a l l e n  

l..oo 1 v,.)' + ~ (vi-- vi.) ~ 
7 ( r e - -  z~ " "" 

i 

IV.I<H 

ist, so ist in allen Ste t igkei tspunkten der  Funk t ion  W sicher 

(114) IWl<__H. 

W~re n~mlieh in einem Stet igkei tspunkte  (p*, q*) auf T 

(IIS) W(~9*, q*) > H, 

so g~be es aueh ein (p*, q*) enthal tendes Gebiet, in dem etwa 

(ii6) W (p, q ) - - H > h o  > o 

w[ire. Es sei ,* der Fl~eheninhalt  dieses Gebietes. Dann wiirde aber fiir alle 
n gewiss 

(117) / " l i W  _ Vn)~ deo > h~o l; *, 

T 

sein, was naeh (II3) unmSglieh ist. 
Die Funkt ion  W ( p ,  q) ist somit auf T beschrdnkt und, ausser hSehs tens  in 

den Punk t en  (p'~, q'i), stetig. 
Man iiberzeugt sich nunmehr  leicht dureh eine Betraehtung,  die der in 

w 5 durehgefiihrten analog ist, dass 

T T T T 
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(II9) 

/ / ( K  e w-- fl) q~,d~o = l!m / ) ' (K  eV. - -  fl) q~tdo, = -- vV~ 
T T 

/ ( K  eW-- fl) d(o= o 
T 

(l  = ; ,  z , . . ) ,  

ist. Es ist ngmlich beispielsweise 

D.----/:(Ke w-fl)9~zdoJ-f/(Kev'-fl)eftdoj= f : K  eW eV" 
T T T--To 

(i2o) 
+ K(eW--eV.)rfzdo.,=D,,+ D., 

To 

ID'.I' <//K,e*tv,,+O,(p,g)(w-v.)l ~ ;d~ / / (W- -  V.) 'a,o < 

T--To T--To 

( I 2 I )  

und 

(zz2) 

< :f f..., 
T--To T 

IDOl < ~ffglg,,Id,o. 
To 

o < 8,(p, q ) < i  

Man kann nun gewiss den Fl~cheninhalt yon To so klein w~hlen, dass 

8 
ID:I < ~- 

wird. Hierauf wird n so gross, etwa n > ~, angenommen, dass 

[D ' . [ '<  L s 
4 

ausf~llt. Dies ist nach (II3) ohne weiteres m5glieh. Man erh~ilt so fiir alle 

(I23) ID.[ < r, daher lira D.  
n ~ O 0  

Es sei jetzt 
Ada ~ a .  40. Imprim6 le 11 janvier 1915. 

~ O .  
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Vo iff G(po, qo; P, q)[K (p, q)eWr q)]dr (I24) W* (po, qo)= V~ 2-z 
T 

Die Funk t ion  W* (Po, qo) ist auf T, ausser in den Punk ten  (prl, qi); wo sie sich 
wie r r--e • beschr. Funkt ion  (e ---- einer beliebig kleinen posit iven Zahl) verh~lt, 
stetig. Fiir die FovRIER'schen Koeffizienten yon W* (Po, qo) finden wir in ~hn- 
licher Weise wie vorhin die Werte  

(125) 

(I26) 

- V - • / /  W* (po, qo)da, = re, 

T 

/ I// Vl 
W*(po, qo)q~z(Po, q o ) d o J = - - ~  (KeW--fl)qD~dc~ V~ ( l =  I ,  2 , . . ) .  

T T 

Die au] T, ausser hdchstens in den Punkten (p'i, q'i), stetigen Funktionen W(po, qo) 
und W* (Po, qo) haben durchweg gleiche FovRI•R'sche Koe//izienten. 1 Also ist, wie 
aus (26) leicht geschlossen werden kann,  durchweg 

(I27) 

somit 

W (po, qo)-~ W* (po, qo), 

vo i / / G  (I28) W(po, qo) V~ 2~v (Po, qo; P, q)[K(p, q)eW(p,q)--fl(p, q)]deo. 
T 

Nach bekanten Sgtzen (vergl. w 2) hat  W (p, q) auf T, ausser etwa in der  Um- 
gebung der Punk te  (p~, q/) und  (p'/, qr), stetige Ableitungen erster und  zweiter 
Ordnung und  geniigt der Differentialgleichung 

(i29) ~/~ W = K eVC-- /~ -- ~ f / ( K e W - -  fl) d~o. 
T 

Nach (119) ist daher 

(13o) J2 W + fl = Ke w. 

Die Funk'tion 

( I3I )  U =  W -}- v 

ist eine LSsung unseres Problems. 

I Die I n t o g r a l e / / W ~ d o ~  undj~fW*~doJ  existieren. 

T T 
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w 7. E indeuUgke i t  der  L~sung.  

Wit  nehmen jetzt  zun~chst m ' ~  o an, setzen also voraus, dass nur  Unste-  
t igkei tspunkte (iv/, q i ) ( i ~  x , . . m ) ,  in deren Umgebung die LSsung u (p, q) sieh 
wie ~t log rt (a~ > - -  z) verh~lt, vorliegen. Nach bekannten Siitzen sind, wenn 

OW O W .  
- -  i < at ist, die partiellen Ableitungen -~p,  ~ -  m (pi, q~) stetig. 

Is t  - -  2 < a /<  - -  I oder as ~ - -  I ,  so sind entspreehend die Ausdriicke 

( i 3 2 )  11r O W  O W  

in der Umgebung des Punktes  (pi, qi) besehr~inkt. ~ 
Es soil jetzt  bewiesen werden, dass die vorhin 9e/undene Ldsunfl unseres 

Problems eindeutig ist. Genauer: es gibt keine yon u ( p ,  q) verschiedene, ausser 
in den Punk ten  (p/, qi), nebst  ihren partiellen Ableitungen erster und zweiter 
Ordnung stetige LSsung u' (p, q) der Differentialgleiehung (4), die sich in jenen 
Punk t en  entsprechend wie ai log r~ verh~ilt, wenn iiberdies vorausgesetzt  wird, 
dass die Funkt ionen  

( I 3 3 )  u ' ( p ,  q) - - a t  l o g  ri -~ W t ( p ,  q) (i  ~ i , . . m )  

in der Umgebung der Punk te  (pi, ql)(i  = i , . .  m) stetig sind und die partiellen 
OWt OWi OW OW 

Ableitungen -~-p, ~ sich daselbst wie --Op' ~ verhalten. 

Es sei im Gegensatz zu unserer Behauptung  u' (p, q) yon u (p, q) verschie- 
den. Wir setzen 

(x34) u (p, q) - -  u' (p, q) -- u" (p, q). 

u" (p, q) geniigt der Differentialgleiehung 

(x35) , ~  u" = be"  ( e " ' - -  ~) = K"  (e"  --  ~). 

In  den Punk ten  (p~, q~) ist u" stetig; die partiellen Ableitungen - ~ ,  -~ -  ver- 

halten sich daselbst wie r]+ot, die, ausser h/~chstens in (p~, qi), positive Funkt ion  

K" wie ~ t 2  Genauer gesagt, es ist z. B. K"r~-~ ~ in der Umgebung yon (Pt, qt) 

besehriinkt. 
Ist  die stetige Funkt ion  u" (p, q) nicht  identisch gleich Null, so muss sie 

auf T positives Maximum oder negatives Minimum oder auch beides annehmen.  

i Vgl. die Fussnote auf S. 20. 
W i t  setzen, um Vorstel lungen zu f ixieren,  - -  2 < a i < - -  I (i ---- I . . . .  m) voraus. 
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Es mSge etwa in (p*, q*) ein positives Maximum liegen und  es sei (p*, q*) 
zun~chst von (pl, qi) (i = 1 , . .  m) verschieden. Alsdann ist 

K" (p*, q*) (e~"<P*,g *) - -  i) > o, 
(136) 

,t2 u" (p*, q*) < o, 

was wegen (135) nieht  mSglieh ist. 
Es bleibt nur  noeh der Fall zu untersuehen,  dass positives Maximum in 

einem der ausgeschlossenen Punkte ,  etwa in (Pl, ql), eintri t t .  Wir besehreiben 
um (pl, q~) auf T eine geschlossene, doppelpunktlose,  stetig gekrfimmte Kurve  

und bezeiohnen dab yon ihr begrenzte, (p~, qt) enthal tende Gebiet mit  ~, die 
zu ~: gehSrige, auf ~ versohwindende, in ~ positive GREXN'soho Funkt ion  der 
Differentialgleiohung z / 2 u = o  mit  @. Wir wiihlen ~ so nahe an (p, qt), daBs 
in ~ durohweg u" (p, q) > o ausf~llt. Naeh bekannten  Si~tzen folgt mit  Riieksioht 

0 U rr 0 U tr 
auf das Verhalten der partiellen Ableitungen-~p-p, 0q-  in (p, q~) die Formel  

(I37) u" (p, q) i F ~ K "  (p, q) (e ~''~' ~) - -  i) @ (p, q; p, ~) d D + t" (p, q), 
2 , 'T  Jd  

unter  t" diejenige in ~: regulgre LSsung der Differentialgleiohung J2u-----o ver- 
standen, die auf ~ dieselben Werte  wie u" (p, q) annimmt.  

Da in ~:, ausser hSehstens in (p~, qt), 

K"(~, ~)(e"(~,q)--~)>o, ~(p, q; p, ~)>o, 
(138) 

t" (p, q) < Max u" (p, q) auf 

ist, so ist naeh (137) gewiss 

(139) u" (p~, qt) < Max u" (p, ~/) auf 6 ,  

womit  der Eindeutigkeitssatz in dem besonderen Falle m r =  o bewiesen ist. 
Es ist leicht zu zeigen, dabs die Punktion W (p, q) daa Minimum des Dop- 

pelintegrala I realisiert, d. h. daB8 

ist. 

~[all W--2f l  W + 2KeW]dw =d  

T 

Den 8iitzen am 8ehluss des w 2 gemiiss ist mi t  Riicksicht auf (ILO)zuniichst 
/ ]..oa 

J1Wd~o = ~ v2. 
T i 
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Es ist ferner fiir alle t~ 

] . .  

i 

daher 

1..  1../z 1..~e 

~ l i m  ~ lim ~ v l , , < l i m  ~ "  ? ) i n  
n oo n ~ o ~  f t  co 

* i i 

, Wrd~- Z ~l~lim v]n. 
T i n - - ~  i 

Hieraus sowie aus (99) und (ii8) folgt 

I' -~ f f [ J 1  W - -  2flW + z K e W ] d o ~ d .  

Ich behaupte, auf der reehten Seite gilt das Gleiehheitszeichen. 
Es sei im Gegensatz hierzu ]r<d.  Man kann dann, wie man sieh leicht 

iiberzeugt, yon der Funktion W(p, q) dutch geeignete ~Abrundung,) der in 
(p~, q~) vorliegenden Spitzen zu einer Funktion W I (p, q) iibergehen, die auf T 
durohweg stetig ist und stetige Ableitungen erster und zweiter Ordnung hat, 
so class 

/ [ d l  W ' - - 2 f l W  r + 2KeWT]dr d 

T 

ausf~llt. Dies ist abet nicht m6glioh, da ja d die untere Grenze der Werte des 
Doppelintegrals I ffir alle auf T nebst ihren partiellen Ableitungen der beiden 
ersten Ordnungen stetigen Funktionen ist. Damit ist unsere Behauptung be- 
wiesen. 

Es sei jetzt m r ~ o .  Die Funktion W(p, q) ist alsdann auf T besehr~inkt 
und, ausser etwa in den Punkten (p,, q,), stetig. 

Sie gestattet ferner die Darstellung 

(z4o) W(p, q ) ~  Const - -  ~ G(p, q; ~, q)[g(~, ~)e W~' ~)--fl (p, ~)]d~.  

Y 

Es sei ~ eine gesehlossene, doppelpunktlose, stetig gekriimmte Kurve um einen 
der Punkte  (p'~, q'i), etwa um (P'~, q'0. Der Einfaehheit halber nehmen wir an, 
dass das yon ~ begrenzte, (p'~, q'~) enthaltende Gebiet �9 weitere singulitre Punkte 
weder in seinem Innern nooh auf dem Rande enth~ilt, und bezeiehnen mit @ 
wie vorhin die zu ~ gehiirige auf ~ versehwindende, in �9 positive GBEE~'sche 
Funktion der Differentialgleichung J2u  = o. Wir setzen 
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(I4I) W(p, q) 
i @ 

2 - ~ f ~  (P, 
T 

Leon Lichtenstein. 

q; p, q) [K(p ,  ~l)eW(E~)--fl@, q ) ] d D + I s = I , + I a .  

Ordnung haL. 

(I42) 
ist, so ist 

(I43) 

,t214 = K e W -  fl 

J2 15 -~ O. 

Da 14 augenseheinlich auf ~ versehwindet,  so ist 15 diejenige in Z regul~ire 
LSsung der Differentialgleiehung z/2 u = o, die auf ~ dieselben Werte wie W(p, q) 
annimmt.  

Den Eindeutigkeitssatz spreehen wir jetzt  so aus. Es gibt keine yon u(p,  q) 
versehiedene, auf T, ausser in den Punk ten  (pi, qi), (p'i, q%), nebst  ihren partiel- 
len Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetige LSsung u'(p, q )der  Differen- 
tialgleiehung (4), die in der Umgebung dieser Punk te  entspreehend wie 

(x44) a~ log r!, - -  z log r% - -  2 log ]log r'il 

unendlieh wird, wenn ferner vorausgesetzt  wird, dass 

(I45) u'(p,  q ) - - v ( p ,  q) = W'(p ,  q) 

sieh in den Punk ten  (Pi, qi) in der vorhin auseinandergesetzten Weise verh~ilt, 
in der  Umgebung der Punk te  (p%, q%) besehr~inkt ist und eine Darstellung yon 
der Form (x4x) gestat tet .  

Dies ist, wie man  sieh ohne Sehwierigkeit fiberzeugt, sieher der Fall, wenn 
z. B. das Integral  

erst~reekt fiber einen um (p'i, q'i)(i = i , . .  m') als Mit te lpunkt  gezeiehneten Kreis 
in der Ebene (p, q), mi t  dem Radius dieses Kreises zugleich gegen Null kon- 
vergiert. 

Der Beweis ist hSehst einfaeh. Wir setzen wieder 

(I47) u (p, q) - -  u' (p, q) = u" (p, q). 

Wie vorhin finder man, dass u" (p, q) auf T, ausser vielleieht in den Punk ten  
(p'i, q'i), weder positives Nix imum noch negatives Minimum haben kann. In 

Man fiberzeugt sich leicht, dass I5 in Z und auf ~ [insbesondere also auch im 
Punk te  (p'~, q'l)] stetig ist und in Z stetige Ableitungen erster und zweiter 

Da fiberdies 
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der Umgebung der Punkte (p'i, q'i) gestattet aber u" (p, q) eine Darstellung yon 
der Form (I37). Also ist auch dort positives Maximum oder negatives Minimum 
unmiiglieh. Damit ist die Eindeutigkeit der Liisung definitiv bewiesen. 

Alle bisherigen Betrachtungen gelten, wie man unmittelbar sieht, ohne 
jede Anderung, wenn die unseren Untersuchungen zugrunde liegende Fl~che 
eine endliche Anzahl Windungspunkte hat. 

w 8. Der besondere Fall einer geschlossenen Riemann'schen Flliche. 

Herr PICARD hat seinen Untersuchungen fiber die Differentialgleichung 
J u ~ k e "  eine zu einer beliebigen algebraischen Funktion gehSrige fiber der 
(x, y) Ebene ausgebreitete m2-bl~ttrige RIEMAN~'sche Fl~ehe F zugrunde gelegt. 1 
Es seien (x~, Yl) . . . .  (xml, ym,) beliebige im Endlichen gelegene Punkte yon F ,  s 
k(x, y) eine auf F beschr~nkte, im Endlichen nebst ihren partiellen Ableitungen 
erster Ordnung stetige Funktion. Es wird eine in F, ausser in den Punkten 
(r~, yi) (i ~ I , . .  ml) und den der Einfaehheit halber als einfach vorauszusetzenden 
unendlich fernen Punkten, nebst ihren partiellen Ableitungen erster und zweiter 
Ordnung stetige Liisung u .  (x, y) der Differentialgleiehung 

(i4s) 
gesueht, die sieh in (x~, y~) wie 

(I49) a~ log R~, R~-~(x--x~)2+ (y--y~)~ ( i = I ,  . . m 0 ,  a i > - - 2 ,  

in den m2 unendlieh fernen Punkten aber entsprechend wie 

(I5o) --~ilogR, R 2--x ~+yz ( i=x, . .m2) ,  #i>2 

verh~lt. Es wird hierbei 

+ < o 

vorausgesetzt. 
Die Bestimmung der LSsung u,(x, y) l~sst sich, wie wir jetzt zeigen wollen, 

ohne wesentliehe Modifikationen nach der in den vorhergehenden Paragraphen 
auseinandergesetzten Methode durchffihren. 

i Vgl. die auf  S. 2 z i t io r ten  Arbe i t en .  
Der E i n f a c h h e i t  h a l b e r  werden  (xi, y.,) yon den  W i n d u n g s p u n k t e n  ve r s ch i eden  vor-  

ausgesetzt .  
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Der Einfachheit halber nehmen wir m2 = i an, legen somit der Betrachtung 
die sehliehte (x, y)-Ebene zugrunde. In dem unendlieh fernen Punkte soll sich 
die gesuchte LSsung wie - - ~  log R + besehr. Funktion (~>2) verhalten. Es 
ist ferner 

~_~a~ + ~ < o .  

Es sei T irgendeine einfaeh zusammenhgngende, geschlossene, singulari- 
tgtenfreie analytisehe Fl~iche, deren Punkte auf ein System isothermischer Para- 
meter (p, q) bezogen sind. Die Gebiete F u n d  T denken wir uns aufeinander 
eindeutig umkehrbar und bis auf den unendlich fernen Punkt konform abgebil- 
def. Es mSgen hierbei die Punkte (p~, qi) (i-----I,..ml) den Punkten (x~, yi), der 
Punkt (p", q") dem unendlieh fernen Punkte entsprechen. Denkt man sich die 
LSsung u .  (x, y) der konformen Beziehung gem~iss auf die Flgche T verpflanzt 
und setzt man 

(I52) u.  (x, y) -~ u (p, q), 

so findet man, dass die Funktion u(p ,  q) sieh auf T, ausser in den Punkten 
(pl, q~) (i-~ i , . .  ml), (p", q"), nebst ihren partiellen Ableitungen erster und zweiter 
Ordnung stetig verh~It und einer Differentialgleiehung yon der Form 

(I5.3) ,ff2U = k' eu 

geniigt. Die Funktion k' ist, ausser in (p", q"), positiv und nebst ihren partiel- 
len Ableitungen erster 0rdnung stetig. In der Umgebung des Punktes (p", q") 
kann man 

(~54) k' (p,  q) = r ' ' ~  q~r (~0, q), r ''~ = ( p - -  p")~ + ( q - -  q")~ 

setzen, unter ~p' eine besehr~nkte positive Funktion verstanden. In der 
Umgebung der Punkte (pl, q l ) ( i - - i , . . m i ) ,  (p", q") verhglt sich u(p ,  q) ent- 
sprechend wie 

u~ log r~ + ~p~(p, q), a ~ > - - z ,  

{z55) 
log r" + ~p" (p, q), ~ > 2, 

unter ~Vi, ~p" besehrKnkte Funktionen verstanden. 
Es sei /~(p, q) eine, ausser in den Punkten (pi, q~)(i= i , . . m l ) ,  (p", q"), 

positive, nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung stetige Funktion 
auf T, die sich in der Umgebung jener Punkte entsprechend wie 
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(I56) ~i  Hi (p, q), r "(~-41H" (p, q) (Hi, H " =  positive, beschr~inkte Funktionen) 

verh~ilt und der Beziehung 

T 

genfigt. Es sei welter v (p, q) eine in T, ausser in den Punkten (pi, ql) (i ~ i , . .  m~), 
(p", q"), nebst ihren partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetige 
LSsung der I ) i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  

(~58) ~ v  --- ~ ,  

die sieh in der Umgebung dieser Punkte wie die gesuchte L6sung u (p, 9) ver- 
hRlt. Wir setzen 

(x59) u = v + U. 

Die Funktion U geniigt der Differentialgleicbung 

(16o) zr U +/9 = k'eveU = K e ~  

Die Funktion K ist auf T, ausser in den Punkten (pl, 91), (P", 9"), positiv und 
nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung stetig. In der Umgebung 
dieser Punkte verhs sie sich entspreehend wie 

(I6I) r~ 0~ (p, 9), r"r 0" (p, 9) (01, 0" = positive, besehrs Funktionen). 

Hieraus folgt aber, wie man sofort sieht, dass iiberall auf T 

o < ~ < /~  < (~62) ~C8) 

ist, unter ~.(7) und ~<8) gewisse positive Konstante verstanden. Die Beziehung 
(i62) ist der Beziehung (46) in w 4 analog. Die weitere Betraehtung verl~uft 
ganz wie vorhin. 

A ~ a  mathcrnat /va.  40. Imprim6 lo 6 f6vrior  1915, 5 
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