INTEGRATION DER DIFFERENTIALGLEICHUNG

42u=ke“

AUF GESCHLOSSENEN FLACHEN.

Methode der unendlichvielen Variabeln.
VON
LEON LICHTENSTEIN

in BErLIN.

Es se T eine beliebige geschlossene, singularititenfreie, analytische Fliche .
In der Theorie der automorphen Funktionen spielt bekanntlich die folgende
Aufgabe eine Rolle. Es ist eine auf 7', ausser in einer endlichen Anzahl vor-
gegebener Punkte, nebst ihren partiellen Ableitungen erster und zweiter Ord-
nung stetige Ldsung der Differentialgleichung 4, = ke* zu bestimmen, die in
jenen Ausnahmepunkten vorgeschriebene logarithmische Unstetigkeiten hat. Un-
ter 4,u wird der zweite BELTRAMI'sche Differentialparameter der Fliche, unter k
eine auf 7 erklirte positive, nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung
stetige Funktion verstanden. Man kann iibrigens der Betrachtung eine zu einer
beliebigen algebraischen Funktion gehorige RiemMan~’sche Fliche zugrunde legen.
Alsdann lautet die Differentialgleichung einfacher 4 u = ke%; der gesuchten Losung
sind dann auch in den unendlich fernen Punkten bestimmte logarithmische Un-
stetigkeiten vorzuschreiben. In der zuletzt genannten Form ist denn auch diese
Aufgabe im Jahre 1890 von Herrn H. A. Scawarz gestellt worden.!

In seinen berithmten Abhandlungen iiber die Methode der successiven
Approximationen hat sich Herr PIcarD als erster mit diesem Gegenstande be-

! Gottinger Nachrichten, 1890, 8. 216,
Acta mathematica. 40. Imprimé le 10 janvier 1015. 1
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schiftigt.! Herr Prcarp 16st das erste Randwertproblem der Differential-
gleichung 4 u = ke* fiir hinreichend kleine Gebiete durch sukzessive Approxima-
tionen, geht dann zu beliebigen Gebieten nach dem alternierenden Verfahren
iiber, um endlich durch giirtelférmige Verschmelzung zu geschlossenen Flichen
zu gelangen. Die Verhiltnisse liegen hierbei wesentlich anders als in den klas-
sischen Fillen des Herrn H. A. Scawarz, so dass bei der Durchfiihrung der
Methode besondere Hilfsmittel angewandt werden mussten.

Es seien (z,,¥,),...(Zm, Ym) beliebige im Endlichen gelegene Punkte der
m,-blattrigen RiEMANN’schen Fldche F. Es wird der Einfachheit halber voraus-
gesetzt, dass weder die Punkte (xi, 4;), noch die unendlich fernen Punkte von
F zugleich Windungspunkte sind.

Herr Picarp bestimmt diejenige in F, ausser in den Punkten (23, y;) und
den unendlich fernen Punkten, nebst ihren partiellen Ableitungen erster und
zweiter Ordnung stetige Losung der Differentialgleichung o u = ke*, die sich in
(@i, yi) wie |

o; log R; + beschrinkte Funktion, R} = (z—ux)®+ (y—y:)% o> — 2,
in den unendlich fernen Punkten wie
— 0; log B + beschrinkte Funktion, R*=zx®+ 4%, 0;> 2
.verhiilt. Es wird dabei
2 o; + 2 di<o

vorausgesetzt.

Ein anderes, von den alternierenden Methoden unabhingiges Verfahren ist
spiter von PoiNcarRE unter Zugrundelegung einer geschlossenen Fliche im Raume
angegeben worden.? PoiNcaRE fiihrt iiberdies singulire Punkte (p;, ¢;) ein, in
deren Umgebung die gesuchte Lésung sich wie

— 2 log r;— 2 log | log #}| + beschréinkte Funktion, ¢ = (p—p))?*+ (g—¢))*

! Vgl. E. Picarp, Mémoire sur la théorie des équations aux dérivées partielles el la méthode des
approximations successives, Journal de Math. 1890, 8. 145—210, Sur Clapplication des méthodes
d approximations successives & létude de certaines équations différentielles, Journal de Math. 1893,
8. 217—271 sowie namentlich die beiden Arbeiten, Sur l'équation du = e%, Journal de Math.
1898, 8. 313—316, De Uintégration de U'équation 4 u = ev sur une surface de RIEMAXN fermée, Journal
fiir Math. 1905, S. 243—258.

? Vgl. H. Poixcart, Les fonctions fuchsiennes et Uéquation du = e, Journal de Math. 1898,
S. 137—230.
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verhilt. Diesen singuliren Punkten kommt bei der Anwendung auf auto-
morphe Funktionen eine besondere Bedeutung zu. Sie sind, wie es scheint, der
Prcarp’schen Methode nicht zugénglich.

In der vorliegenden Abhandlung wird die Aufgabe auf ein Problem
der Variationsrechnung zuriickgefilhrt und unter Benutzung des in einer vor
kurzem erschienenen Arbeit! dargelegten, auf dem Gebrauch der unendlichvielen
Variabeln berubenden Gedankenganges erledigt. Wir legen unseren Betrach-
tungen eine geschlossene Fliche im Raume und logarithmische Unstetigkeiten
sowohl des Picarp’schen als auch des Poincarg’schen Typus zugrunde. Am
Schluss werden die Modifikationen, welche die Benutzung einer ebenen Rig-
maNN’schen Fliche bedingt, kurz besprochen. Der Existenzbeweis gelingt, was
an dieser Stelle besonders hervorgehoben werden mag, ohne dass man gendtigt
ist, zu den schirferen Hilfsmitteln der neueren Analysis, wie dem LEBESGUE’schen
Integralbegriff, dem FiscEER—Rigsz’schen Satze u. s. w. Zuflucht zu nehmen.
Auch von dem Auswahlprinzip wird kein Gebrauch gemacht.?

§ 1. Problemstellung.

Es sei T eine beliebige analytische, singularititenfreie, geschlossene Fliche,
deren Punkte auf irgendein System isothermischer Gauss’scher Parameter p und
g bezogen sind.® Das Linienelement der Fliche sei

(1) ds?=(dp® + dg?).

Die beiden BeLTRAMI'schen Differentialparameter der Fliche sind alsdann
_x[{0u\? [Ou\® 1[0%u  0%u
‘2’ S (R N R e

t Vgl. L. Licatensteis, Uber einige Ewistenzprobleme der Variationsrechnung. Methode der
unendlichvielen Variabeln, Journal fiir Math., B. 145, 1914, S. 24—85.

? Die Ergebnisse dieser Arbeit habe ich in der Note, Intégration de l'équation dyu = kew
sur une surface fermée, Comptes rendus, B. 157, 1913, S. 1508—1511 zusammengefasst.

* In bekannter Weise hat man sich hierbei die Fliche T in eine endliche Anzahl iiber-
einandergreifender, einfach zusammenhingender Flichenstiicke T}, Tg, ... T; geteilt zu denken.
Bildet man T;(i=1,...1) einzeln auf einen Teil einer Ebene konform ab, so erh&lt man /
Systeme isothermischer Parameter, die zusammengenommen unser System (p,q) darstelien.
Den Punkten, die mehreren Teilgebieten zugleich angehéren, entsprechen mehrere Wertepaare
(p,q)- Welcher dieser Wertepaare der Betrachtung zugrunde gelegt wird, ist wegen der be-
kannten Invarianzeigenschaften der Brurramrschen Differentialparameter gleichgiiltig.
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Es seien (pi;, q;) (i =1,...m), (p;, ¢;)) (f=1,...m') beliebig vorgegebene Punkte
der Fliche, k(p, q) eine positive, nebst ihren partiellen Ableitungen erster und
zweiter Ordnung stetige Funktion:

(3) k(p, @) 2k,>0.

Wir stellen uns die Aufgabe, diejenige auf T, ausser in den Punkien (pi, ¢i),
(D> g;), nebst ihren partiellen Ableitungen erster und- zweiter Ordnung stetige Losung

u(p, q) der Differentialgleichung

(4) A% = ke

zu bestimmen, die sich in der Umgebung jener Punkte entsprechend wie
(s) alogr, rt=(p—p)P+(g—aq)3 ou>—2,

(6) —zlogr,—z2logllogr;|, r*=(p—p)?+(¢g—g)*

verhdlt. Die entsprechend in der Umgebung der Punkte (p;, ¢:), (»;, ¢;) erkldrten
Ausdriicke

{(7) u—a;logr, u+2logr;+ 2 log|logr]

sollen beschrinkt sein. Es wird endlich

(8)

I...m
Zai—zm’<o
i

vorausgesetzt.

§ 2. Hilfssiitze und vorbereitende Betrachtungen.

Es sei 7 der Flicheninhalt des Gebietes T und G (p,, ¢,; P, ¢) diejenige,
ausser im Punkte (p,, q,), nebst ihren partiellen Ableitungen erster und zweiter
Ordnung stetige Losung der Differentialgleichung

(9) 42G=2_—7t9

T

die sich in der Umgebung des Punktes (p,, g,} wie

(10) —f;— log [(p— p,)? + (g — ¢,)t] + stetige Funktion
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verhilt und iiberdies der Beziehung

(x1) 6w 0 9 dw=o
).

geniigt, unter dw das Flichenelement verstanden.
Bekanntlich ist

(12) G, 4d; v, ¢")=G(". ¢"; P, q).

Es sei A(p,q) eine auf 7', ausser in den Punkten (p:, ¢:), (p/, gi'), nebst ihren
partiellen Ableitungen erster Ordnung stetige Funktion, die sich in der Umgebung
jener Punkte entsprechend wie

rfiv(p, @), it log |72y (p, @),

unter y;, y;/ beschrinkte Funktionen verstanden, verhilt. Betrachten wir das
Doppelintegral

(13) "'_"(7’0’ QO) =—£;: ’[G(po: %; P, O h(p, Qdw.
r

Nach bekannten S#tzen ist u(p,, ¢,) eine auf 7', ausser hochstens in den Punkten
(pi, ¢¢'), stetige Funktion. Ausser hochstens in den Punkten (p;, ¢;) und (p, ¢i),
hat u(p,, ¢,) auf 7' stetige Ableitungen erster und zweiter Ordnung. Es sei
(po, 9.) irgendein von diesen Punkten verschiedener Punkt der Fliche. Wir
beschreiben auf 7' eine geschlossene, doppelpunktlose, stetig gekriimmte Kurve
Cy, so dass durch diese (p,, g,) von den vorhin ausgeschlossenen Punkten getrennt
wird. Dasjenige der beiden Gebiete, in die 7' durch C, geteilt wird, welches
(py» go) enthalt, sei mit 7', bezeichnet. In 7', kann man, sofern, was wir vor-
aussetzen wollen, C, hinreichend nahe an (p,, ¢,) liegt,

G (Po> 205 P @) =G (P, 45 Po> ¢0) =1°g;I°+G'<p, & Dos @)y To—=(P—DPo)* +(g—q0)*

setzen. G'(p, ¢; p,, ¢,) verhilt sich, als Funktion von (p,, ¢.) betrachtet, fiir
alle (p, q), (9, ¢,) in Ty und auf C, regulir und geniigt der Differentialgleichung

2T

4,6 =%
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Es ist nun

(po,qo)—-“ff P, q) log = dw—-—ff (Do 405 2> DI (P, )dw—

_Z_L”ffG(m, g0; Dy 1 (P, Qdo =y + Uyt s

TeTy

Nach bekannten Sitzen der Theorie des logarithmischen Potentials ist im
Punkte (p,, q,) zundchst

42-7;’1 = h (P, qo)-

42a,=—§ffh(p,g)dw
Ty

und den bekannten Sdtzen der Theorie uneigentlicher Integrale gemiss

=1 [ [mp, 9o,

T—Ty,

Man findet ferner

somit

(14) Adyu=h(p,, ¢) — ff (p, 9)dow.

lfM%quso,

42:‘;=k(po: q)-

Ist insbesondere

so erhilt man einfacher

Es sei ¢i(p,9) (¢ =1, 2,...) das normierte, orthogonale System derjenigen Losungen
der Differentialgleichung

(x5) A4+ Au=o0,

die auf T sich nebst ihren partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung
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stetig verhalten und von einer Konstanten verschieden sind; A; sei der zu ¢;(p, ¢)
gehorige Wert des Parameters A. Es ist, wie man leicht findet,

(16) @i (Py, o) = z%ij(po, 9 P, 9) 9i(p, Q) dw, jffps(p, g)dw==0.
T T

Nach bekannten Sitzen sind alle 4; positiv. Die unendliche Reihe

..o

I
(17) ZA,
konvergiert. Die unendliche Reihe
1. . 2
(18) 2 L(_pt (Zl)’; Q)]_

konvergiert unbedingt und gleichmissig. Jede in der Form

(19) ffG(po,qo; P, 9 g(p,9)do=f(p,q),
T

unter g(p,q) eine auf 7T stetige Funktion verstanden, darstellbare Funktion
f(p, q) lasst sich in eine unbedingt und gleichmiissig konvergierende Reihe

1..@
(20) f(po’ 90) = 2 @i (po’ o) [[f(p» q) pi(p, q) do
[ '/Tt

entwickeln. Diese Entwicklung gilt wie die Darstellung (19) fiir alle nebst ihren
partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung auf 7' stetigen, der Beziehung

(21) fff(p,q)dtu=0
T

geniigenden Funktionen. Ist die Beziehung (21) nicht erfiillt, so ist

I..w ~
(22) f(po,qo)=f,fff(p, gdo+ X 9“;(po,qo)f‘ (P, D oitp, @) dw
T : Tv
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oder,
(23) Po(p, q) = ;/I—T
gesetzt,
0. @
(24) 1 (Po> 46) = 2‘, (Pi(po’%)f (2,9 9:(p, q) deo.

¢ T

Endlich ist

(25) ffdxfdw=lfli[ﬂﬂf(p,q) Pi(p, q) dw]
T t T

Die Formel (25) lisst sich leicht aus der fiir jedes Paar auf 7' stetiger Funktionen

f und g giiltigen Beziehung

(26) [[iaao=%[[1a0 [[120+ 'S [ [1g:a0 [ [apsde
T T T

T T

ableiten. In der Tat ist nach (26)

[Jﬂlllfdw=—‘[ffdzfdw=—g;[ffdcu‘[fdzfdcu~1$4?/\frpidw[]‘dzfq»,-d(,,,

Nun ist aber

Il 4
ffdzjdw=o, [fd2f¢,-d(u= }ffdz,(p;dw=—liﬂ fpide,
T T T T

daher wie bebauptet

[Joree= o ffns

Die Gleichung (26) gilt noch, wenn f und g in einer endlichen Anzahl von

Punkten unstetig sind, sofern nur die Doppelintegrale [ f ffdo, f f g dw exi-
T T

stieren. Desgleichen gilt' (25), wenn f auf 7 stetig ist, wiahrend die partiellen
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Ableitungen erster und zweiter Ordnung von f in einer endlichen Anzahl von

Punkten unstetig sind, sofern f f 4, fdw existiert.
T

Der Beweis ldsst sich ohne Schwierigkeit erbringen, indem man f, g, f durch
geeignete singularititenfreie Funktionen approximiert und die Formeln (25), (26)
anwendet. Diese Formeln gelten iibrigens unter betridchtlich allgemeineren Vor-
aussetzungen. Doch geniigen fiir unsere Zwecke die soeben betrachteten Spezial-
fille vollstandig.

§ 3. Hilfssiitze und vorbereitende Betrachtungen (Fortsetzung).
Es sei y,>1 so gross gewahlt, dass den Kreisen in der Ebene (p, g)

I

; (=1,...m)
1£] (

(p—23 )+ (g—4qi)P=
auf T geschlossene, einander nicht treffende Kurven I'; entsprechen. Die von
diesen begrenzten kreisférmigen Gebiete mogen ©; (=1, ... m') heissen. Es sei
w, (p, ¢) irgendeine auf 7', ausser in den Punkten (p';, ¢;), nebst ihren partiellen

Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetige Funktion, die in O;(i1 =1,...m')
den Wert

(27) w, = — log log 'rl’.
hat. Wie die unmittelbare Ausrechnung zeigt, ist in ©;

Pw,  Pw, 1 S T .
dpt * dg*  r(lograr 70 ori(logr)

(28)

Man findet ferner

(29) ffd,w.,dw=o.
T

Es ist namlich

[Jamse=2fff]

6, T-36i
1]

Acta mathematica. 40. Imprimé le 10 janvier 1915. 2
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Nach (27) ist

dw 27mwm
(1) ffd wod= 2‘[ odsﬁ_zflogm 7= " Togy,

T—30;
%

Aus (28) folgt ferner

1

1
s dr; ridr'idg R I
(32) ffd wydow= ] 7 (log r'o)F —-zn’[logr,i]o——-—zn —

00

Aus (30), (31) und (32) folgt endlich in der Tat die Beziehung (z9). Es sei
B(p, q) eine auf 7', ausser in den Punkten (p;, ¢:), (9’5, ¢'s), nebst ihren partiellen
Ableitungen erster Ordnung stetige positive Funktion. In den Gebieten ©;
setzen wir

2
(33) ﬂ(Z’,Q)=W'

In der Umgebung der iibrigen singuliren Punkte sollen die Ungleichheits-
beziehungen

(34) o<A LB %<,

unter 4' und A" im iibrigen beliebige feste Zahlwerte verstanden, bestehen.
Endlich soll

(35) ffﬂdw=zn[——12ma;+ zm’]
A ;

sein.
Es sei

(36) B.(p,q)=B(p, Q) —24,w,.
In 6;(¢:=1,..m') ist offenbar
(37) 8.(p, 9 =o.

Sodann ist

1.m
(38) {fﬁldw=[fﬂdw~z{f42wodw=[fﬂdw=27r[—;m-I—zm].
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Wir setzen jetzt
(39} o(p, q)———Za.G(p;,q.,p q)+2ZG(p“qnp g) +

+ 2w, (p, q)—-——ff (p,g;5,9)8,(p, D d

Das Doppelintegral

(40) ==z [[e.00.080.24
T

ist auf T stetig und hat, ausser etwa in den Punkten (p;, ¢;), stetige Ableitungen

I,
erster und zweiter Ordnung. In den ausgeschlossenen Punkten werden - ip’ 62

héchstens wie (0 < &< 1) unendlich. Den Betrachtungen des § 2 zufolge ist

1—-s
LK

(41) 41—,31——~f 8 dw—f, — [ 2a.+zm]

Die Funktion v(p,q) ist in T, ausser in den Punkten (pi,qi), (p'i, g%), nebst
ihren partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetig.

In diesen Punkten verhdlt sich v(p, q) wie die gesuchte Losung u(p,q). End-
lich st

(42) dv—-—~—2 .+~——+zd,wo+p‘l———[ 2a,+2m]=ﬁ

. § 4. Zuriickfithrung auf ein Problem der Variationsrechnung und Bestimmung
einer ausgezeichneten Folge von Vergleichsfunktionen.

Wir setzen, unter u(p,q) wie in § 1 die gesuchte Losung der Differential-
gleichung (4) verstanden,

(43) u=v+U
und erhalten

(44) 4, U+ B=rFkerelU=KeU.
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Die Funktion K ist auf 7', ausser etwa in den Punkten (p;, ¢:), (9%, ¢%),
positiv und nebst ihren Ableitungen erster Ordnung stetig.
In diesen Punkten verhilt sich K entsprechend wie

570, @), 72 (log )2 Yi(p, g),

unter y; und 7'; positive beschrinkte Funktionen verstanden.
In einer gewissen Umgebung eines jeden der Punkte (pi, ¢:), (9, ¢'s) gelten
mithin die Ungleichheitsbeziehungen

o<V < K (p, ) 1% < i (i=1,..m),
(45) 1 ’
0<MO< K (p,q)r(logr)<i® (i=1,..m),

unter A®, A4 positive Konstante verstanden.
Aus (33), (34), (35) und (45) ergibt sich die fiir das folgende wesentliche
Ungleichheit

(46) o<iw< L <o,

Sie gilt fiir alle nicht singuliren Punkte auf 7'; A® und A® sind positive
Konstante.

Auf dieselbe Differentialgleichung (44) fiihrt, zundichst rein formell be-
trachtet, das folgende Variationsproblem. Unter allen auf T beschrinkten, mit
etwaiger Ausnahme der Punkte (ps, ¢i), (', q's), nebst ihren Ableitungen erster und
zweiter Ordnung stetigen Funktionen U (p, q), deren DIRICHLET sches Integral

f f 4, Udw existiert, diejenige zu bestimmen, die das Integral
T

(47) I=ff[dlU—2p’U+zKeU]dw
T

zum Minimum macht.

Man iiberzeugt sich zunéchst leicht, dass die Werte des Integrals I, wenn
wir fiir U alle moglichen auf T nebst thren partiellen Ableitungen erster und 2weiter
Ordnung stetigen Funktionen einsetzen, eine endliche untere Grenze d haben.
In der Tat ist, unter @ einen positiven Zahlwert verstanden, wie eine elementare
Minimumsbetrachtung lehrt,

(48) | Min [eV—aU]=a (1 — loga),



Integration der Differentialgleichung ,u = ke* auf geschlossenen Flichen. 13

daher, ausser in den Punkten (p;, ¢:), (P, ¢%),

(49) zKeU—-zp’U=zK(eU—%U)izp’(I-—log %) >28(x—log i®)

und

(50) ff[JIU—zﬂUJr 2KeU]dw>2(I—logl“”)f[ﬂdw=d'.
“ y

Zur wirklichen Bestimmung der unteren Grenze d kann man wie folgt vor-
gehen. Wir setzen

(51) () = o+ 2 c"”"” 9,

unter ¢,, ¢, . . ¢, zundchst noch unbestimmte Parameter verstanden. Es sei
(52) f (4,t,—28t, +2Ke*]do=Q(c,, ¢,, .. ¢a) > d'.
T
Die Funktion Q(c,,¢,, .. ¢,) ist stetig und hat nach (52) eine endliche untere
Grenze d',. Da alle Q(c,,c¢,,..cs) in Q(c,, ¢,,.. cns1) enthalten sind, ist gewiss

(53) dpi1 <dn.

Die Folge d',>d', >d',> ... hat (52) zufolge eine endliche untere Grenze d.
Diese ist zugleich die untere Grenze des Integrals I.! Wire dies nimlich nicht
der Fall, so gibe es eine auf 7 nebst ihren partiellen Ableitungen erster und
zweiter Ordnung stetige Funktion

(54) te(po @) =5+ Zb, % (p 2,

so dass

l.. »
(55) U(dlt*—zﬂt*+ 2Ke]dw= N b+ {[[zKe"—zﬂt*]dw<d

T

! Die im obigen zur Bestimmung von d benutzte Methode ist einem bekannten Verfahren
von W. Ritz nachgebildet. Vgl. W. Rirz, »Uber eine neue Methode in der Variationsrechnung»,
Journal ftir Mathematik, B. 135, 1909, S. 1 u. ff.
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wire. Da die unendliche Reihe (54) gleichmissig konvergiert, konnte man u so
gross annehmen, dass

b ., '§¥; 9i(p. @)
£ ,q) =% + bi% >
X (0 9) == 2 Vi

gesetzt, immer noch
ff[d, W28t + 2K do<d < d,
T

ausfiele. Dies wire aber im Widerspruch mit der Tatsache, dass d', die untere

Grenze aller Werte @ (c,, .. cu) ist.
Es sei ¢, &,,.. &,,.. eine Folge positiver, gegen Null konvergierender Zahlen.

Wir nehmen (n + 1) Zahlen 2o, 214, .. 22 der Ungleichheit
(56) Q (zOn, 2lns - - znn) < d’n + &,

gemiiss, sonst aber willkiirlich an und setzen

(57) Q(ZOn, Rin, .« Znn) = dy,
(58) an S8 ) g) - Zap, )
5 V'; . V}:‘Pzp,q np’Q'

Offenbar ist

(59) lim d,, = lim [ (d,Zy— 282, +2Ke]do=4d.

T
Wir wollen jetzt zeigen, dass man von der Folge Z,(p, q) zu einer anderen
Folge von Vergleichsfunktionen U, (p, ¢) libergehen kann, die eine zu (59) analoge
Beziehung erfiillen und ¢n threr Gesamtheit dem absoluten Betrage nach unterhalb
einer endlichen Schranke liegen.
Betrachten wir den Ausdruck

KeZ-—-ﬁZ=K(eZ—%Z) —KF(2).

Es ist
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daher

ar .. 2
dz”>° far Z>logKv

g

‘E<o fiir Z<logf-

dzZ
Es sei H die grossere der beiden Zahlen

jlog ®], |log A®].

Dann ist gewiss

Z—Z>O fir Z>H,
(60)
Q<o fir Z<—H,
d
daher
(61) KeZ —8Z>Ke?—3H fir Z>H,
(62) KeZ—8Z > Ke—H + 8H fiir Z< —H.

Betrachten wir jetzt die Vergleichsfunktion Z,(p,q). Ist auf 7 durchweg
Zn(p, q)> H, so setzen wir U,(p,q)=H. Es ist dann

(63) f fa‘, Undw=0

T

sowie nach (61)

(64) ff(zKeUn——zﬂUn)dw =ffz(KeH—ﬂH)dw<ff2(Kezn—ﬂZn)dw,
T T T

somit

(65) f [4,Un+ 2KeUn —28U,]dw<d,.
T

Es sei zweitens Z,(p, q) nicht durchweg > H. Ist dann etwa im Punkte (7', ¢')

Z”(p, Q)>Ht
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so gibt es gewiss ein von einer geschlossenen analytischen Kurve begrenztes,
den Punkt (¢, ¢} in seinem Innern enthaltendes Flachenstiick 7", so dass in 77

Zn(p, q)>H,

auf seinem Rande

Zn(p,q)=H

ist. Ersetzt man in 7° die Funktion Z,{p, ¢) durch H, so wird wie vorhin das
Integral I verkleinert. Wire Z,(p), ¢') < — H, so hatte man in 7° fiir Z,(p, q)
den Wert — H zu substituieren. Da Z, reguldr analytisch ist, ist die Anzahl
der Gebiete 7° jedenfalls endlich. In allen diesen Gebieten kénnen wir Z,
durch H oder — H ersetzen und erhalten eine stetige, abteilungsweise analytische
Vergleichsfunktion, deren partielle Ableitungen erster Ordnung abteilungsweise
stetig sind. Durch den bekannten Prozess der »Abrundung der Ecken» gelangt
man sodann zu einer auf 7' regulir analytischen Funktion U,(p, g), die so
beschaffen ist, dass

(66) [Un(p, 9l < H,

(67) ff[dl Up—28U, + 2KeUnldw <d,
T

ist.

§ 5. Bestimmung einer speziellen Grenzfunktion.

Wir setzen
1..»
68 Un ’ =y_0—'2+ EZIL: 3 B N
(68) (P, q) =/ gmw (?, 9)
(69) f (4, Un— 28U, + 2 KeOnlde — 6.
T

Es ist

limé, =d,

ferner fiir alle n nach (66)
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(70) ffdl Undw <6, + 2Hffﬁdm+ zeﬂfdew<d* (d* = Konstante),
T T T

somit nach (25) und (68)

1.
(71) D ul. < d*,

D

(72) Juin) < Vd* (i,n=1,2,..).

Andererseits ist nach (66)

(73) Jaton] = %I f f Un(p, @)dw
T

Mit Hilfe des bekannten Diagonalverfahrens kann man aus U,(p, q) eine
Teilfolge V,.(p, ¢)(n=1, 2,..):

<HVe (n=1,2,..).

l..

Valp,q) =22 + ¥ Yin o (o,
(74) (P @) ==+ Z L9
aussondern, so dass
(75) lim vy, =9 (¢t=o0,1,2,..)
existiert. Offenbar ist

1..o -

(76) | Valp, IS H, Dovh<d*, |v|<HVz.

Es ist ferner fiir alle m

1..m
2 v, <d* (n=1,2,...),

daher
1..m
D v} <d*
i
und
1..0
(77) D vl <d*.

Acta mathematica. 40. Imprimé le 10 janvier 1915. 3
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Wir setzen

(78) f [JIVn——ZﬂV,.+2KeVn]dw=5'n.
T

Dann ist

(79) Iimd',=d.

e O

Betrachten wir jetzt das Doppelintegral

(80) 1(1")=ff0(2%, 9 P, Q) K(p, q) e"olr9dw
T
und beweisen, dass
lim I

i jedem die Punkte (p's, ¢';) nicht enthaltenden Teile des Gebietes T existiert und
eine daselbst stetige Funkiion darstellt.

Wir schliessen die Punkte (pi, ¢i), (9%, ¢') aus dem Gebiete 7' durch belie-
bige geschlossene, doppelpunktlose, einander weder schneidende noch beriihrende
analytische Kurven C;, C'; aus. Die von diesen begrenzten kreisformigen Gebiete
seien mit 7T';, T'; bezeichnet. Ihre Flicheninhalte seien z;, 7/;. Wir setzen zur

Abkiirzung ETH— 2T';= T,. Es ist dann, wenn 7* ein beliebiges die Punkte
(p'i, ¢'s) nicht enthaltendes Teilgebiet von 7' bezeichnet, fiir alle (p,, ¢,) in T*

(81) I‘{"=ffa<po, @ v DK@, q)eVn‘f’wdw=ff+ff= I I,
T To T—T%

Fiir alle n ist nach (76)

(82) FERIRS erfIG(po, 9: P, DI K (p, 9)do.

Te

Man kann gewiss 7', so klein wihlen, dass fiir alle (p,, ¢,) in 7% und alle »

(83) | 5] < f

wird, unter ¢ einen beliebig kleinen positiven Wert verstanden.



Integration der Differentialgleichung /,u — ke auf geschlossenen Flachen. 19

Es ist ferner

(84) I(3"+v)——1(3")=ffG'(po, go; P, ) K (p, q)eV’Hw—e ”(V,..H Vs)dow,

T
somit der ScEwARz’schen Ungleichheit gemiss

e+ — 19 < f [G(Po> 903 P 9) K (p, g)eVn*0P 0 Vasy "’”’]'d“’j / [Vasr—Valtdo,

T—Te T—;o
(85)
0<0(p, 9)<1

oder a fortiori, wenn man sich das an zweiter Stelle stehende Doppelintegral
iiber T erstreckt denkt, nach (26)

|5+ — 1) <ewﬂ [G(po. 00 2. 0) K(p, q)]’dw{i[vo,m—vo,n]”

T—Te
(86)

+12°°I_[v. —; ]2 .
- }w s, N4y 5, N }

Ich behaupte, man kann nach erfolgter Wahl der Kurven C;, C'; den Index =
so hoch annebmen, dass fiir alle » und alle (p,, ¢,) in T*

(87) |I(3n+‘ll)_ I(an)lg < €
wird.
Es sei etwa

(88) L—Max @ f j 6@, 00 P> ) K(p, P dwo

T—To
in T*%. Es ist nun

0——[')0 n+v"vo,n] + 2 }. [vi,n+v vo,n]2=_[vo n+v — ¥y, n]’ + 2 2 <

i i>N
8g) <z [vo,nw—@o n]+ z +— Z[v. nev + 03 ,.]< [v0,n4+v — v0,n]* +
1.N *
LA PR Ll
+ .2 L_['ls,n-ﬂv vs,n] + ANe1
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Da

(90) lim ;— =0

ist, kann man wegen (75) n gewiss so gross wihlen, dass fiir alle »

82
fol < Y/
wird. Alsdann ist
(91) |78+ — 1) <

und nach (81) und (83) fiir alle (p,, ¢,) in T*
(92) ll(ln+v)__l(ln)| < II(2n)| + Il(2n+v)l + Ilgn)_lgn+v)| <e.

Also konvergiert I fiir alle (p, ¢,) in T* gleichmissig gegen eine in T* stetige
Funktion.
Wir setzen

Vy

03) W0 90 =5 1m [ (G0, 06 7, QUK @)Pao0 (o, glldo.
T

T 2” n= oo

Die Funktion W (p,, ¢,) ist in jedem (9';, ¢s) ({=1,..m') nicht enthaltenden
Teile des Gebietes 7' stetig. In der Umgebung der Punkte (p';, ¢;) ldsst sich
W (pys q,) in der Form 777X beschr. Funktion (¢ = beliebig kleine positive Zahl)

darstellen. Man findet dies, wenn man das Integral (93) in geeigneter Weise
abschitzt.
In ganz dhnlicher Weise lisst sich zeigen, dass die Grenzwerte

(94)  lim ffﬁ V.do, limffKeVndw, lim ffKeVntp,-dw (=1, 2,..)
T T T

existieren. Aus (78), (79) und (94) folgt sofort, dass auch

1..0
(05) 1imff4 Vado=1m Y vk
T i

Nwa® TN= 0

existiert.

1 Beispiele fiir derartige Abschitzungen findet man bei Premers, Uber lineare Randwert-
aufgaben der Potentialtheorie, Monatshefte fir Mathematik und Physik, 1904, 8. 337411, insb.
S. 364.



Integration der Differentialgleichung 4, = ke* auf geschlossenen Flichen. 21

Bestimmen wir jetzt die FourIiER’schen Koeffizienten der Funktion W (p,, ¢,).
Nach (r1) ist zuniichst, wie man leicht sieht,

(96) i;';_f W (po, 40) dwo = v,.
T
Es ist ferner fiir ¢ >1

f W (Po, 4.) @i (Do, o) By =

T
(97) -—L ggff ‘(s qo)dwo[ffcr*(p.,, 0 B, O KePn— Bydu|~
=—7 l’ﬂff‘Ke Vn—B)dw ffG(por%s P, q)tpi(po,qo)dwo]

Die Vertauschung der Reihenfolge des Grenziiberganges und der Integration
sowie derjenigen der beiden sukzessiven Integrationen ist nach bekannten Sitzen

gestattet.! Man beachte, dass I{” in 7T* gleichmissig konvergiert und in der
Umgebung eines jeden der Punkte (p';, ¢’ fiir alle n

|I(1")| < Const. i

ist, unter ¢ eine beliebig kleine positive Zahl verstanden.
Nach (z6) ist mithin

t 7=

(98) f W (p,., qo)¢.(po,qo)dwo=——~ hmff[Ke"n—ﬂqudw
T

§ 6. Bewois, dass die in § 5 bestimmte Funktion der Differential-
gleichung (44) geniigt.

Aus (78), (79) und (g5) folgt

N=co i =

(99) lim vm+hmff[2KeV"——z;S’V,.]dw=d

! Vgl 2. B. PLEMEL, a. a. O. 8. 362.
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Es sei g, eine dem absoluten Betrage nach beliebig kleine Zahl und

Rn ’ =¥V al\l (p—‘l(pj—ﬂ 'bOn Yin : P: { .
(100)  Ba(p,@)=TVu(p.0) + ™2 +2m‘” toyz (>0

Offenbar ist

(101) ff[le,,+ 2Kef — 28R, ]dw>d
T

oder anders geschrieben

/2]

l..» —
(102) 2v2n+290vm+g§vﬁ.+ff[zlfe Vig gv n-—zﬂ( w+ g,,v )]dw>d

T

Wie in § 5 ldsst sich zeigen, dass

92
00 —~——
limf/.Ke Vit eVadw
n=w,/,
T

existiert. Also kann man in (102) zur Grenze n = « iibergehen. Man erhilt

l..0
(103) lim szn+zeovz+e§v§+“mff[2 "V eV"“‘Zﬂ(V””W )]dw =
peeoo A =
Z T

Aus (103) und (99) ergibt sich

24 \
0o ———
(104) 20,v; + 0y v] + limff[zKeVn(e & —1)——2;9907(’%] dw>o
== 00, 1
T

oder

{(x03) zgovl+gov,+gohm zXeV a2 zﬁw(p-f:]dw+9:1’(g,,);o.
Vi Vi

P(g,) ist eine nur von g, abhingige, fiir alle dem absoluten Betrage nach hin-
reichend Lleinen ¢, dem absoluten Betrage nach unter einer endlichen Schranke
gelegene Groésse. Man findet dies leicht, wenn man beachiet, dass die unend-
liche Reihe
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L] L
e Vi 1=

"“Vx (e" ) *

gleichmiissig konvergiert und fiir alle n

IVal<H
ist.
Aus (103) folgt, da das Vorzeichen von g, beliebig ist, in bekannter Weise
(x06) vy=—lim V—ff(Ke"n-—ﬂ)cpzdw (l=1,z2,..).
Es sei ferner
(x07) (P, ) =Valp, )+
T

Es ist dann

(108) lim va + lim ff[zKe n* *W——zﬁ(V + -2 )] dw>d.

kLl i NB=w

Hieraus und aus (gg9) folgt wie vorhin

(109) lim ffKeVndw= A np’dw.
e

Aus (¢8) und (106) schliesst man, dass

(x10) f W (po, 26) 91 (D0, qo)dw~7;lf (l=1,2,..)

ist. Die Werte

n
Yy, —= [ = y 254
(III) 0 Vll ( I, 2 )
sind nach (96) und (110) FOURIER’sche Koeffizienten der auf T, ausser etwa in den
Punkten (p'i, q's), stetigen Funktion W (p,, ¢,)- Da W, wie wir in § 5 gesehen

haben, in der Umgebung der Punkte (p'i,¢’s) hochstens wie ;¢ (¢ beliebig

klein > o) unendlich wird, so ist das Doppelintegral f W*dw gewiss vorhanden.
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Nach (74) und (11I) ist
W—V.Vdo="12 s N (vi— vin)?
(112) (W—TVa,) w—;(vo_von) + 2 R
T %

Hieraus folgt aber nach (75), (76) und (77) sofort

(113) lm ff(W—Vn)’dw=o.
T

Da fiir alle n
1Val<H

ist, so ist in allen Stetigkeitspunkten der Funktion W sicher
(114) IWI<H.

Wire ndamlich in einem Stetigkeitspunkte (p*, ¢*) auf 7'

(115) W(p*, ¢*)> 4,

so gibe es auch ein (p*, ¢*) enthaltendes Gébiet, in dem etwa
(116) Wip,q)—H>h,>0

ware. Es sei ¥ der Flicheninhalt dieses Gebietes. Dann wiirde aber fiir alle
n gewiss

(117) jf(W — Va)rde> B,
T

sein, was nach (113) unmdglich ist.

Die Funktion W (p, q) ist somit auf T beschrdnki und, ausser hichstens in
den Punkten (p';, ¢';), stetig.

Man iiberzeugt sich nunmehr leicht durch eine Betrachtung, die der in
§ 5 durchgefiihrten analog ist, dass

(118) ffKerw= lim ffKeVndw, ffﬂewdw = liﬁl ffﬂeVndw,
T T T T
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f (KeW—ﬂ)qudw:limf](KeVn——,S)tpzdw=—vVZ l=1,z2,..),
T T

f (KeW— ) dw=
T

ist. Es ist ndmlich beispielsweise

__ff(Ke ——ﬂ)(pzdw—ff(Ke n—ﬂ)(pldw—-ffK W—‘;’”(W Va)prdow +

T—To

+ffK(eW___eVn)(pldw=D;+ D',:!
To
|D. |2 <ffKnes[V,,+0,(p,q)(W—Vn)l tp;dwff(w— Vo) dw<

(x19)

{120)

=Ty T=T7o
(121)
T—T6
und
(122) Dl < Zeafle"”ld‘"'
To

Man kann nun gewiss den Flicheninhalt von T, so klein wéhlen, dass
" s
1Dl <~
wird. Hierauf wird n so gross, etwa n >4, angenommen, dass
2
| D't < a—
ausfillt. Dies ist nach (r13) ohne weiteres moglich. Man erhilt so fiir alle
n>a
(123) |Dnl < & daher lim D, =o.

n= o

Es sei jetzt
Acta mathematiea. 40. Imprimé le 11 janvier 1915. 4
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¥, 1

(2) W4 oo 0 =7 [ [ 0100, 01 2, ) (0, 90— p, 9o
T

Die Funktion W*(p,, q,) ist auf 7T, ausser in den Punkten (i, ¢';), wo sie sich
wie 7--¢ X beschr. Funktion (¢=-einer beliebig kleinen positiven Zahl) verhiilt,
stetig. Fiir die Fourier’schen Koeffizienten von W* (p,, ¢,) finden wir in &hn-
licher Weise wie vorhin die Werte

(125) = ff W* (p,, qo) dew = v,,
Ve
T

(126) ffW*(po,qo)s‘oz(m,qo)dw=-—;‘ff(KeW—ﬂ)fpzdw=A”i (l=1,2,..).
1 Vlz
T T

Die auf T, ausser hochsiens in den- Punkten (p';, ¢'s), stetigen Funktionen W (p,, q,)
und W*(p,, q,) haben durchweg gleiche FOURIER’sche Koeffizienten.! Also ist, wie
aus (26) leicht geschlossen werden kann, durchweg

(x27) W (Do, 40) = W* (s, ,),

somit

v, 1

(128) W (p,, qo)mﬁ—z—nffG(po, 90; P, DK (p, g) eV P2 —g(p, q)]dw-
T

Nach bekanten Sitzen (vergl. § 2) hat W (p, q) auf 7', ausser etwa in der Um-
gebung der Punkte (p;, ¢;) und (p'i, ¢s), stetige Ableitungen erster und zweiter
Ordnung und geniigt der Differentialgleichung

(120) 4,W=Kew—/3——:7ff(xew—-,e)dw.
T

Nach (xxg) ist daher

(130) A, W+ 8=Ke".

Die Funktion

(131) u=W+v

ist eine Lisung unseres Problems.

! Die Integrale f f W?dw und J f W**dw existieren.
T T
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§ 7. Eindeutigkeit der Ldsung.

Wir nehmen jetzt zunichst m'=o an, setzen also voraus, dass nur Unste-
tigkeitspunkte (pi, ¢;) (i =1,..m), in deren Umgebung die Losung % (p, ¢) sich
wie ¢;log r; (¢;> —2) verhdlt, vorliegen. Nach bekannten Séitzen sind, wenn

W

—1<g¢; ist, die partiellen Ableitungen (-?‘9—%7, —— in (p;, qi) stetig.

dq
Ist —2<e@;<—1 oder ¢;=—1, 80 sind entsprechend die Ausdriicke
iw A4 | W iw 1
(132) { -9; ?-q— }T‘. 1‘ 1 oder { 7};|+ —5—4— }I]Og r.l_

in der Umgebung des Punktes (p;, ¢;) beschrinkt.!

Es soll jetzt bewiesen werden, dass die vorhin gefundeme Ldsung unseres
Problems eindeutig ist. Genauer: es gibt keine von u(p, q) verschiedene, ausser
in den Punkten (p;, ¢;), nebst ihren partiellen Ableitungen erster und zweiter
Ordnung stetige Losung u'(p, g) der Differentialgleichung (4), die sich in jenen
Punkten entsprechend wie «;logr; verhilt, wenn iiberdies vorausgesetzt wird,
dass die Funktionen

(133) w(p,g)—eilogri=Wi(p,q) (i=1,..m)
in der Umgebung der Punkte (p;, ¢;) (: =1,..m) stetig sind und die partiellen
Ableitungen 0W,-’ oW, sich daselbst wie Q,E, (?’W verhalten.

op g Jp  dq

Es sei im Gegensatz zu unserer Behauptung «'(p, ¢) von u(p, q) verschie-
den. Wir setzen

(134) u(p, ¢) —v'(p, 9) =u"(p, 9.
u'(p, q) geniigt der Differentialgleichung
(x35) d,u" = ke* (¥’ — 1) = K" (%" —1).

" "
In den Punkten (p;, ¢;) ist u" stetig; die partiellen Ableitungen %, %% ver-

halten sich daselbst wie rl+¢, die, ausser hochstens in (p;, ¢;), positive Funktion
K" wie r¢i* Genauer gesagt, es ist z. B. K"r;% in der Umgebung von (p;, ¢;)
beschrankt.

Ist die stetige Funktion u"(p, ¢q) nicht identisch gleich Null, so muss sie
auf T positives Maximum oder negatives Minimum oder auch beides annehmen.

! Vgl. die Fussnote auf S. 20.
? Wir setzen, um Vorstellungen zu fixieren, —2 < a; < — 1 (i = 1,...m) voraus.
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Es moge etwa in (p*, ¢*) ein positives Maximum liegen und es sei (p¥, ¢*)
zundchst von (p;, ¢;) (¢ =1, ..m) verschieden. Alsdann ist

K" (p*, ¢*) (e~'®¢)—1) >0,
(136)
4, u" (p*, ¢*) Lo,
was wegen (135) nicht méglich ist.

Es bleibt nur noch der Fall zu untersuchen, dass positives Maximum in
einem der ausgeschlossenen Punkte, etwa in (p,, ¢,), eintritt. Wir beschreiben
um (p,, ¢;) auf 7 eine geschlossene, doppelpunktlose, stetig gekriimmte Kurve
€ und bezeichnen das von ihr begrenzte, (p,, ¢,) enthaltende Gebiet mit Z, die
zu ¥ gehorige, auf € verschwindende, in ¥ positive GrREEN’sche Funktion der
Differentialgleichung 4,4 =0 mit . Wir wihlen € so nahe an (p, ¢,), dass
in € durchweg " (p, q) > o ausfillt. Nach bekannten Sitzen folgt mit Riicksicht
au" 0,“"

auf das Verhalten der partiellen Ableitungen Tp’ Gq in (p,, q,) die Formel

(z39) (P, 9>=—ﬁff K" (5, 9 (@ 0—1)8 (p, ¢; 7, A5 + ' (p, 0),
T

unter ¢" diejenige in T regulire Losung der Differentialgleichung 4,4 = o ver-
standen, die auf € dieselben Werte wie " (p, ¢) annimmt.
Da in ¥, ausser hochstens in (p,, q,),
K'(p, @) (e ®2—1)>0, ®(p,g;p, 9 >o0,

(x38)
¢ (p, 9) <Maxu'(p, g) auf €

ist, so ist nach (x37) gewiss
(x39) u" (p,, ;) <Max v (p, ¢) auf €,

womit der Eindeutigkeitssatz in dem besonderen Falle m' = o bewiesen ist.
Es ist leicht zu zeigen, dass die Funktion W (p, q) das Minimum des Dop-
pelintegrals I realisiert, d. h. dass

f [4,W—28W + 2 KeW]dw=d

T
1st.
Den Satzen am Schluss des § 2 gemiss ist mit Riicksicht auf (110) zunéchst

1..00
ffledw= Ev,’.
7t i
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Es ist ferner fiir alle u

1.. 1.. 1.4 1.
ﬁ‘vz = flim vh=1lim Y vL<lim Y o},
i i nee ey

. =0

daher

fe= O

o 1. 1..w
de.de= Su<tim Y o
T t H
Hieraus sowie aus (99) und (118) folgt

I'=ff[le—2ﬂW+ 2KeW]dw<d.
7

Ich behaupte, anf der rechten Seite gilt das Gleichheitszeichen.

Es sei im Qegensatz hierzu 1'<d. Man kann dann, wie man sich leicht
tiberzeugt, von der Funktion W (p, ¢) durch geeignete »Abrundung» der in
(pi, ;) vorliegenden Spitzen zu einer Funktion W'(p, g) iibergehen, die auf T
durchweg stetig ist und stetige Ableitungen erster und zweiter Ordnung hat,
so dass

f (4, W —28W' + 2KeW]dw<d

T

ausfillt. Dies ist aber nicht moglich, da ja d die untere Grenze der Werte des
Doppelintegrals I fiir alle auf 7' nebst ihren partiellen Ableitungen der beiden
ersten Ordnungen stetigen Funktionen ist. Damit ist unsere Behauptung be-
wiesen.

Es sei jetzt m'=o. Die Funktion W (p, ¢) ist alsdann auf T beschrinkt
und, ausser etwa in den Punkten (p';, ¢%), stetig.

Sie gestattet ferner die Darstellung

(40 W(p, 0)=Const — X [[0(9,0:. 01K D)5 95 5, 0.
T

Es sei € eine geschlossene, doppelpunktlose, stetig gekriimmte Kurve um einen
der Punkte (p';, ¢;), etwa um (p',, ¢',). Der Einfachheit halber nehmen wir an,
dass das von € begrenzte, (p',, ¢';) enthaltende Gebiet T weitere singulire Punkte
weder in seinem Innern noch auf dem Rande enthilt, und bezeichnen mit &
wie vorhin die zu ¥ gehorige auf € verschwindende, in € positive GREEN’sche
Funktion der Differentialgleichung #,u =0. Wir setzen
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(141) W(p, @) =— z—j;f ®(p. ¢; P, 9) (K (p, 9" 0~ (p, 9)ldw + [=1,+I,.
r

Man tiberzeugt sich leicht, dass I, in T und auf € [insbesondere also auch im
Punkte (9, ¢';)] stetig ist und in & stetige Ableitungen erster und zweiter
Ordnung hat. Da iiberdies

(142) 4,1, =KeV—¢g
ist, so ist
(143) 4,1, =o0.

Da I, augenscheinlich auf € verschwindet, so ist I; diejenige in ¥ reguldre
Losung der Differentialgleichung #,u =0, die auf € dieselben Werte wie W(p, ¢)
annimmt.

Den Eindeutigkeitssatz sprechen wir jetzt so aus. Es gibt keine von u(p, ¢)
verschiedene, auf 7', ausser in den Punkten (p;, ¢;), (p's, ¢s), nebst ihren partiel-
len Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetige Losung '(p, ¢) der Differen-
tialgleichung (4), die in der Umgebung dieser Punkte entsprechend wie

(144) a;log r;, — 2 log 7'; — 2 log |log 7|
unendlich wird, wenn ferner vorausgesetzt wird, dass

(145) u'(p, ¢) —v(p, q) = W(p, q)

sich in den Punkten (p;, ¢;) in der vorhin auseinandergesetzten Weise verhilt,
in der Umgebung der Punkte (p';, ¢';) beschrénkt ist und eine Darstellung von
der Form (141) gestattet.

Dies ist, wie man sich ohne Schwierigkeit iiberzeugt, sicher der Fall, wenn
z. B. das Integral

d
(146) f Ig,—,’ Wip, @

erstreckt iiber einen um (p's, ¢';) (s =1, ..m') als Mittelpunkt gezeichneten Kreis
in der Ebene (p, ¢), mit dem Radius dieses Kreises zugleich gegen Null kon-
vergiert.

Der Beweis ist hochst einfach. Wir setzen wieder

ds,

(147) u(p, @)—u(p, @) =u"(p, q).

Wie vorhin findet man, dass u"(p, ¢) auf 7', ausser vielleicht in den Punkten
(P, ¢s), weder positives Miximum noch negatives Minimum haben kann. In
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der Umgebung der Punkte (p';, ¢';) gestattet aber " (p, ¢) eine Darstellung von
der Form (137). Also ist auch dort positives Maximum oder negatives Minimum
unméglich. Damit ist die Eindeutigkeit der Losung definitiv bewiesen.

Alle bisherigen Betrachtungen gelten, wie man unmittelbar sieht, ohne
jede Anderung, wenn die unseren Untersuchungen zugrunde liegende Fliche
eine endliche Anzahl Windungspunkte hat.

§ 8. Der besondere Fall einer geschlossenen Riemann’schen Fliche.

Herr Picarp hat seinen Untersuchungen iiber die Differentialgleichung
Adu=Fke* eine zu einer beliebigen algebraischen Funktion gehérige iiber der
(x, y) Ebene ausgebreitete m,-blattrige RieMan~’sche Fliche F zugrunde gelegt.!
Es seien (z,, ¥,), - . . (Tm, Ym,) beliebige im Endlichen gelegene Punkte von F,*
k(x, y) eine auf F beschrinkte, im Endlichen nebst ihren partiellen Ableitungen
erster Ordnung stetige Funktion. Es wird eine in F, ausser in den Punkten
(z:, ¥:) (¢ =1,..m,) und den der Einfachheit halber als einfach vorauszusetzenden
unendlich fernen Punkten, nebst ihren partiellen Ableitungen erster und zweiter
Ordnung stetige Losung u,(z, y) der Differentialgleichung

(148) AUy = ket

gesucht, die sich in (%, y;) wie

(149) agilog Ri, RI=(z—z:)*+ (y—y)? (5=1,..m), ;> —2,
in den m, unendlich fernen Punkten aber entsprechend wie

(150) —d;logR, RP=z+y® (i=1,..m,), 0;>2
verhélt. Es wird hierbei

(151) Do+ Ndi<o

vorausgesetzt.

Die Bestimmung der Losung u.(z, y) lisst sich, wie wir jetzt zeigen wollen,
ohne wesentliche Modifikationen nach der in den vorhergehenden Paragraphen
auseinandergesetzten Methode durchfiihren.

! Vgl. die auf 8. 2 zitierten Arbeiten.

* Der Einfachheit halber werden (r;y;) von den Windungspunkten verschieden vor-
ausgesetzt.
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Der Einfachheit halber nehmen wir m, =1 an, legen somit der Betrachtung
die schlichte (z, y)-Ebene zugrunde. In dem unendlich fernen Punkte soll sich
die gesuchte Losung wie — 0 log B + beschr. Funktion (6 >2) verhalten. Es
ist ferner

2a5+6<0.

Es sei T irgendeine einfach zusammenhingende, geschlossene, singulari-
titenfreie analytische Fliche, deren Punkte auf ein System isothermischer Para-
meter (p, g) bezogen sind. Die Gebiete F' und T denken wir uns aufeinander
eindeutig umkehrbar und bis auf den unendlich fernen Punkt konform abgebil-
det. Es mogen hierbei die Punkte (p;, ¢;) (¢ =1,..m,) den Punkten (z;, y;), der
Punkt (p", ¢") dem unendlich fernen Punkte entsprechen. Denkt man sich die
Losung uy (2, y) der konformen Beziehung gemiss auf die Fliche 7' verpflanzt
und setzt man

(152) Uy (x’ y)=“(1’, Q)’

so findet man, dass die Funktion wu(p, q) sich auf 7, ausser in den Punkten
(pi, @i) G=1,..m,), (9", ¢"), nebst ihren partiellen Ableitungen erster und zweiter
Ordnung stetig verhilt und einer Differentialgleichung von der Form

(153) du=Fke

geniigt. Die Funktion ¥’ ist, ausser in (p", ¢"), positiv und nebst ihren partiel-
len Ableitungen erster Ordnung stetig. In der Umgebung des Punktes (p", ¢")
kann man

(154) F(p, g =r"*¢¥(p,q), M =p—0")V+(@—9q)

setzen, unter Y eine beschrinkte positive Funktion verstanden. In der
Umgebung der Punkte (pi, ¢:;) (¢ =1,..m,), (p", ¢") verhdlt sich u(p, q¢) ent-
sprechend wie

o; lOg *i+ ’l’o‘(?’» 9), o> — 2,
(x55)
dlogr'" + vy (p, q), 6>2,

unter ¥;, Y beschréinkte Funktionen verstanden.

Es sei 8(p,q) eine, ausser in den Punkten (pi, ¢;) (¢ =1,..m,), (9", ¢"),
positive, nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung stetige Funktion
auf T, die sich in der Umgebung jener Punkte entsprechend wie
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(156) r2iH(p,q), r"—H"(p, q) (H: H'=positive, beschrinkte Funktionen)
verhilt und der Beziehung
(x57) ffﬂdw=—2n(2a;+6)
T

geniigt. Es sei weiter v (p, ¢) eine in T, ausser in den Punkten (p;, ¢:) (¢ =1, ..m,),
(p", q4"), nebst ihren partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetige
Losung der Differentialgleichung

(158) d,0=4§,

die sich in der Umgebung dieser Punkte wie die gesuchte Losung u(p, g) ver-
hilt. Wir setzen

(159) u=yv+ U.
Die Funktion U geniigt der Differentialgleichung
(z60) A4,U + g ="FevelU =KeU.

Die Funktion K ist auf 7', ausser in den Punkten (p:, ¢i), (9", ¢"), positiv und
nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung stetig. In der Umgebung
dieser Punkte verhilt sie sich entsprechend wie

(x61) % 0; (p, q), ¥"*0"(p, ¢) (0i, 0" = positive, beschrinkte Funktionen).
Hieraus folgt aber, wie man sofort sieht, dass iiberall auf 7
(162) o<in< & jm
K
ist, unter A" und A® gewisse positive Konstante verstanden. Die Beziehung

(162) ist der Beziehung (46) in § 4 analog. Die weitere Betrachtung verlaunft
ganz wie vorhia.

Acta maihematica. 40. Imprimé le 6 février 1915. 5
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