THEORIE DER TRANSFORMATIONEN
IM E,, WELCHE KEINE FUNDAMENTALCURVEN 1. ART BESITZEN
UND IHRER ENDLICHEN GRUPPEN

VOX
S. KANTOR

»We have first raised a dust and then

complain, that we cannot see.» BERKELLY.

Bei der Begriindung einer allgemeinen Theorie der periodischen Trans-
formationen und ihrer endlichen Gruppen im R, und im R, begegnet
man so vielen neuen Erscheinungen und hat sich so viele neue Gesichts-
punkte zu schaffen, die mit dem beschrankten Felde der Ebcne und den
auf sie beziiglichen Theorieen nicht von selbst erscheinen, dass es schon
darum nitzlich ist, vorher einige besondere Klassen zu betrachten. Das
wird noch nutzlicher dadurch, dass diese Klassen in der allgemeinen Theo-
rie als Bestandtheil erscheinen und hicmit also nur ein Stiick ohnehin
unumganglicher Arbeit anticipirt ist. So weiss man, dass in der Ebene
die birationalen Transformationen die Eigenschaft haben, sich aus ele-
mentaren Transformationen 2. Ordnung, @° zusammensetzen zu lassen.
Wie ich schon frither hervorgehoben, kann @® entweder durch die (SC)?
oder durch die cubische Reciprokaltransformation x,4; = ¢ auf den R,
(und spater auf R)) verallgemeinert werden, weshalb sich beim Eingange
in die Theorie der Periodicitat jene Transformationen darbieten, welche
entweder nur aus (SC)* oder nur aus Reciprokaltransformationen zusam-
mengesetzt sind. Die ersteren habe ich im American Journal of Ma-
thematics 1896 abgethan,! die anderen, von welchen ich hier handle,

! Theorie derjenigen Transformationen im R,, welche sich aus quadratischen xu-
sammenselzen lassen. Vol. 18.
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sind dadurch von erhohtem Interesse, dass sie dic im Titel genannte
Eigenschaft besitzen (§ 3).’

Ich erledige diese Classe von Transformationen mit Bezug auf ihre
periodischen Characteristiken und deren Construction sowie auf ihre end-
lichen Gruppen und deren Construction.? Vorher gebe ich im I. Theile
die allgemeinen Eigenschaften ihrer Fundamentalsysteme, welche bisher
itberhaupt nicht in Rede kamen.’

Es bestehit eine noch allgemeinere gleichartige Theorie im R . von
welcher sich zeigen wird, dass sie die ganze Theorie der ebenen hiratio-
nalen Transformationen als speciellen Fall enthalt.

[. THEIL.

Die Theorie der Fundamentalsysteme.

§ 1. Eigenschaften der Fundamentalsysteme, welche durch Zu-
sammensetzung von EReciprokaltransformationen entstehen.

Es soll der Vereinfachung der Sprechweise wegen die Voraussetzung
gemacht werden, dass wenn S|, S, Fundamentalsysteme der einen, S7, S}
jene der 2. Transformation sind, niemals eine Fundamentalecurve 2. Art
von S, wmit einer von S| coincidire, ohne dass die sie bestimmenden Fun-
damentalpunkte von S, mit jenen von S| coincidiren. Ferner soll bei
der Zusammensetzung niemals eine Fundamentalecurve von 8, mit einem
Fundamentalpunkte von S} incident sein.

! Es ist feruer eiuc hesondere Absicht dieser Arbeit, zum ersten Male auf den
Vortheil hinzaweisen, den es bietet, statt der homaloidalen Flichensysteme die homaloidalen
Carvensysteme auch im R, zur Definition einer Trapsformation zu verwenden.

* Die Arbeit schliesst sich also auch an mein Buch: Theoric der endlichen Gruppen
von eindeutigen Transformationen in der Ebene (Berlin, Mayer & Miller, 1895) an.

* Es moge bemerkt sein, dass die Reciprokaltransformation allein als »p-reciproke
Travsformation» bei S. LIE in einer kurzen Note der Gottinger Nachrichten (1871) zu
elementareren Zwecken angewendet vorkommt.
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Theorem 1. Ein Fundamentalsystem, das nur durch Wiederholung oder
Zusammensetzung mehverer (a;, )" entsteht, besitst leine Fundamentalcurven
1. Art.

Eine solche Transformation § entspreche dem Satze und werde mit
(a;, b)® zusammengesetzt zu SS’. Das Fundamentalsystem von 8§’ ist
unter dem transformirten Fundamentalsysteme S, und unter J; zu suchen.
Einer Fundamentalcurve von (SS’), entspricht also in S] entweder eine
Fundamentaleurve ¢; von S oder eine von 8, und dieser entspricht in
(857, bezuglich eine gewohnliche Curve von §, oder eine Fundamental-
curve von S,. In beiden Fillen ist die Curve von (S8, ¢ine Funda-
mentaleurve 2. Art,

Anmerkung.  Wenn jedoch ¢; durch einen Fundamentalpunkt & von
S, hindurchgeht, dann entspricht wohl der ¢, eine Fundamentalcurve und
gleichzeitig die dem b entsprechende Fundamentalfliche A, aber dies ist
eigentlich so aufzufassen, dass sich die homaloidalen Flichen von 8, langs
¢, berithren und dass der ¢, eigentlich die Curve ¢,, den oo' Strahlbiischeln
von Nachbarpunkten an ¢, (lings den homaloidalen Flichen) die 4 ent-
spricht. A4 bildet also eine Absonderungsfliche nur fur jene Flichen des
Raumes mit S;, welche lings der Curve ¢, alle homaloidalen Flachen
berithren. Die erste der gemachten Finschrankungen bedeutet also doch
nur, dass homaloidale Flachensysteme mit Bertthrung lings Curven (bei
variabeler Bertihrungsebene) ausgeschlossen sind.

Theorem 1I. Die howmaloidalen Systeme dieser Transformationen haben
nur solche Fundamentolcurven gemeinsam, welche eine nothwendige Folge der
Vielfachheiten in den Fundamentalpunkten sind.

Gilt das Theorem fur 3, so gilt es auch fir S.(a, D)’, denn die
Kanten &,0, sind nothwendig durch die Punkte b; gemnass meiner Ab-
handlung twber die (a;, b)° und wiirde es fitr eine der tibrigen Fundamen-
talcurven behufs des LEnthaltenseins einer weiteren Bedingung bedirfen,
welche ausserhalb der 5, und der transformirten Fundamentalpunkte sich
befindet, so wirde dies auch auf S sich tibertragen. Fur (a, d)® gilt
aber das Theorem, also auch fur S.

Theorem Ill. Die Verwandlung von Ordnung wund - Singwlarititen der
M, geschicht nach der linearen Substitution
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wo n die Ordnung, v, ..., z, die Vielfachheiten in den Fundamentalpunkten,
Yys .o Y, die Vielfachheitszahlen in den Fundamentalcurven sind.

Setat man n =1, 2, =...=2x,=y, = ... =0, s0 folgt, dass m die
Ordnung der Transformationen, b,,...,90,, d,, ..., d, dic Vielfachheiten

der homaloidalen Flachen in den ¢ Fundamentalpunkten und den Fun-

damentalcurven sind. Setzt man » = o, ry=——1, &= ... =1,=0,
Y. = o, so folgt, dass a;, ay,...,a,,a?,...,d} Ocrdnung und Viel-

fachheiten der Fundamentalflachen A; in Fundanentalpunkten und Fun-
damentalcurven sind.  Von den Coefficienten ¢;, ¢/, ¢, kann erst spater
gesprochen werden.

Definitioner. Die Substitutionen des Theoremes III sollen die voll-
standigen Substitutionen 1) heissen. Wenn aber, was zulassig ist, die
Glieder mit y unberiicksichtiget bleiben, und also die Zeilen fur yi, ..., v,
ganz wegfallen, so bleiben lincare Substitutionen, welche die unvollstin-
digen Substitutionen (oder unvollstindigen fundamentalen Substitutionen)
I) heissen sollen. Von dicsen letzteren wird meistens die Rede sein.

Theorem IV. Alle Fundamentalsysteme, welche durch Zusammenselzuny
von (a;, b))’ entstehen, haben ungerade Ordnung und gerade Vielfuchheiten.
BRZ s 9 i) 4

Denn der Zusammensetzung zweicr Transformationen entspricht nach
den Erklarungen fiur die Ebene' die Zusaimmensetzung der zugehdrigen
Substitutionen I), sei es der vollstindigen, sei e¢s der unvollstindigen.
Wenn aber das Theorem fur zwel unvollstindige Substitutionen 1) gilt,

»'Cf. Crelles Journal, Bd. 114, p. 59. Durch Verweisung aut diese Definition
der Zusammensetzung kann ich die nachfolgenden Beweise schr kurz fassen.
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so gilt es auch fir die Composition, weil der t. Coefficient aus einem
Producte zweier ungerader Zahlen durch Addition gerader Producte ent-
steht, und analog die Coefficienten @, oder ;. Fur die Reciprokaltrans-
formationen gilt es aber ersichtlich.

Theorem V., Die. unvollstindigen Substitutionen 1)- reproduciren die
Formen

a
(1) 2n? — le;f’,

(2) 40 — Z"xi’l

sind also siets Hermite’sche Substitutionen.

Denn die componireiden Transformationen (o;, §,)* reproduciren die-

selben, indem man nur jedesmal die ¢ — 4 Punkte, welche nicht Funda-
mentalpunkte sind, als gewthnliche Punkte transformirt voraussetzt, und
folglich auch das Gesammtresultat.

Theorem VL. Die vollstandigen Substitutionen 1) reproduciren die Formen
' — Tai + Ty,
1

G
11— 2220, — 21;.
1

Hier ist die 2. Summe tber alle Fundamentalcurven des Fundamen-
talsystemes erstreckt. Die componirenden («;, b)® reproduciren (3) und
da die Fundamentalcurven von 1) sich aus denen der Elemente oder
ihren Transformirten zusammensetzen, so bleiben die (3) invariant.

Theorem VIL. Die Substitutionen 1) lassen den Singularititencomplex
n=4s, ¥, =..=u,= 28 und aber auch n=2s, ¥, =..=2x,=5 ungedndert.

Denn man kann sich dic componirenden (g, ) mit thren Funda-
mentalsystemen in dieselbe M verlegt denken, welche durch die ein-
zelnen, also auch durch die Gesammttransformation invariant bleiben wird.

' Schon in der Kbene kénnen die beiden bekannten Gleichungen durch Zusammensetzung
aus den @ beweisen werden. — Beziiglich (3) cf. die Note 1) am Ende der Abhandlung.
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Corollar. In den Substitutionen 1) gelten die Relutionen
2d, = &) + afy + ... + a.
Denn eine M?, welche die y, Null hat, muss auch die 7} Null liefern.

Theorem VII. Wenn ein Fundamentalpunlt 2a-fach fiir die homaloi-
dalen Fldchen ist, entspricht il im anderen Raume eine Absonderungsfliche
der Ordnung a.

Es moge fur eine Transformation § gelten. Wird § mit (a, 0)°
zusammengesetzt, so erhilt mnan fir die Fundamentalpunkte, welche Trans-
formirte aus S, sind, dieselbe Vielfachheit und dieselbe Ordnung der
Absonderungsflache wie far §, fur 4,0,0,0,
@) = 2n — x, — x, — x,, fur die Vielfachheit und, da die Ebenc a0,

7

aber erhalt man nach 1)

. . RITH = Xy ] &, . . .
in eine Tliche der Ordnung n-—-" — transformirt wird (da das

2 2>
s =

Theorem fur S gelten soll), ist dies die Ordnung der Absonderungsfliche,
welche Zahl wirklich die Hilfte von o ist.

Theorem IX. Die Transformationen haber stets in beiden Rdumen
gleich hohe Ordnuny.

Das Theorem gelte fur S und werde S mit («;, b;)° zusammengesetzt.

Dann entsteht #' = 3n—ua, —a,—2,—x, in S und aber in S entsteht
durch Umsetzung von Mi(ajajaia;) unter Voraussetzung der Giltigkeit
v o1 «, x, x
von V, die Ordnung 3n—2=2—2=>— 2% also .
e 2 2 2

Theorem X. Die Transformationen lLaben stets in beiden Rdaumen gleich
viele undamentalpunite.

Durch Zusammenscetzung mit S = («,, 4;)” eutstcht eine Transforma-
tion, welche die Transformirten der Fundamentalpunkte von §, und die
diesen conjugirten in S, (welche nicht zu a;-Punkten gehoren) zu Funda-
mentalpunkten hat, was gleiche Anzahlen sind; ferner entweder 4 weitere
Fundamentalpunkte in (8S’), und (8§°), oder es geht in (S§’), ein Fun-
damentalpunkt dadurch verloren, dass z, + x, + x,, = 2n ist. Dann ist
aber auch der Transformirte von «; aus S, nach S| kein Fundamental-
punkt, sodass thatsichlich die Anzahl diesclbe bleibt.
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Theorem XI. Die Anzahl der Fundamentalcurven 2. Art ist mindestens

§(a~~~ 1), wenn g die. Anzall der Fundamentalpunkte -ist.

Gilt das Theorem fiur § und wird mit (@;, b)° componirt, so ent-
stehen resp. 641,04 2,0+ 3, 0+ 4 Fundamentalpunkte und aber
die Anzahl der Fundamentaleurven wichst resp. um 3 oder 6.

Theorem XH. Die Anzahlen der Iundamentalcurven sind in beiden
Raumen dreselben.

Wird S mit S"= (¢, b)° zusammengesetzt, so erhdlt man 1,2,3,4
Fundamentalpunkte mehr und eine Fundamentaleurve geht jedesmal nur
dann verloren, wenn sie mit einer Kante des Tetraeders, ;a,, iiberein-
stirnmt.

Das Theorem folgt tbrigens auch daraus, dass eben jede Funda-
mentalcurve einer bestimmten anderen entspricht und wenn zwei unendlich
nahe ricken, auch die entsprechenden unendlich nahe riicken.

Theorem XII. Die Ordnungen der Fundamentalcurven von R, sind
gleich den Vielfachheiten der Fundamentalcurven von R, ihre Summe ist
3(m—1).

Dieses Theorein ist algebraischer Natur. Wenn eine Ebene eine
Fundamentalcurve in & Punkten schneidet, so geht die homaloidale Fliche
k-fach durch die entsprechende Fundamentalcurve hindurch.

Theorem XIV. Die Summe der Ordnungen der ¢ Absonderungsflichen

. . , L, omE— 1
ist 2(m—1) und die Summe ihrer Quadrate ist —- S

Die ersten Coefficienten der o+ 1 ersten Zeilen in 1) sind die Ord-
nung m und die doppelten Ordnungen der Absonderungsflichen und durch
Einsetzung der unvollstandigen I) in die Formen (2) entsteht das Theorem.

Theorem XV. Die Summe der Vielfachheiten einer und devselben Fun-
damentalfliche in allen o Fundamentalpunkien ist g4a,— 1 und die Summe
threr Quadrale ist 2a; 4 1.

' Corollar. Auch dic Fundamentolfiichen haben die Eigenschaft, nur solche Fun-

damentaleurven zu enthalten, welche eine nuthwendige Folge ihrer singuliren Punkte sind.
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Denn dic Coefticienten in der i¢. Colonne von 1) sind Ordnung und
Vielfachheiten eciner Fundamentalfliche und die Einsetzung in (2) lehrt
das Theorem. Ein 2. Beweis wird wic bet vorhergelhienden Theoremen
durch die Zusammensetzune aus («;, b)° geliefert.

Theorem XVL  Die Summe der - Vielfachheiten, mit welchen alle vor-
handenen Fundamentalflichen durch einen und denselben a;-fachen Funda-

2
; . . . 3 . a;

mentalpunkt gehen, ist 2a,— 1 und die Summe ihrer Quadrate ist =% 4 1.
2

Es gelte fur S. Wird mit S’ = (¢, §)° componirt, so bleiben nur
die Glieder fur diejenigen Fundamentalflichen, in deren zugeordnete Fun-
damentalpunkte kein « fallt, bestehen, dicse sowic die anderen sind aber
als 2a4,—a,— #, --x,, auszudriicken, daher die Summe 22— 3z, — Y2, — X¢,,

und da Xa nach Voraussetzung von XIV 2(m — 1), so folat

'

4(m—1)— o, — X, — X,
und wieder wegen Voraussetzung
gm-—1)—2X,— 2X,—2X, + 3=4qm —2X,—2X,—2X, —1.

Die Vielfachheit der transformirten homaloidalen Flachen im Punkte 0, ist
2m—X,— X,—X,,, so dass das Theorem wirklich gm—2X, —2X,—2X_—1
verlangt.

Die Summe der Quadrate der transformirten Vielfachheiten ist

»

2(2a—x—u,—u,) =4 Y’ — g Zax,— 4 Zaw,— 4Xux, + Xxi + Za] + X,

Xi41 Xi+1 X, +1
k + 1 + .

2 2

=2(m’—1)+

—- 4Xux, — 4Xaxr,— 4lax,,
wegen Voraussetzung des Theoremes fur S. Fur ez, wird in XVII der

1 .
Werth me" bewiesen, also kommt

Xi+ X7+ X, +3
2

2(m?—1) 4 —om(X, + X, + X,).

Nun ist das Quadrat der transformirten Vielfachheit (2m— X, — X,— X )?
und das Theorem verlangt also, dass [(2m — X, —X,— X )*—1]:2 der
vorigen Summe gleich sei, was der Fall ist.



Transformationen in R, welche keine Fundamentalcurven 1. Art besitzen. 9

Theorem XVIL.  Die Summe der Producte aus den Ordnungen der Fun-
damentalflichen in ihre Vielfachheit, mit welcher sie durch einen festen Fun-

damentalpunkt gehen, iber alle Fundamentalflichen erstreckt, ist é mX,, wenn
X, die Vielfachheit der homaloidalen Flichen im Punkte ist.

Es gelte fir §. Wird mit 8§ = (e, b)° componirt, so wird die trans-
formirte Summe sein

Al P - Y "’ y " ; " ; ‘V
J (3“i — X, — T, _'xm)yhk = 320:Y 1 — 20— 20 Yo — 20— 2T Y s

wenn die Durchginge y sich auf einen Fundamentalpunkt beziehen, in den

I

-mY, und
S MLy

wegen XVIII das ubrige gleich —  (3X, Y, +2X, YV, +3X,V, 4+ XX, ¥)

1
2

kein Punkt a; verlegt wird. Nun ist wegen § die Yay,, =

aber es ist der Werth des Theorems fiir das transformirte System gleich
(3m—X, — X, — X,—X,)Y,, sodass die Richtigkeit in die Augen fillt.

Theorem XVIL. [%ir zwei feste Fundamentalpunkte ist die Swmme der
Producte der Vielfachheiten in ilmen, erstreckt ber alle Fundamentalflichen,

gleich éXi Y., wo X,, Y, die Vielfachheiten der homaloidalen Flichen in

diesen beiden Punkten sind.

s gelte fur S. Wird mit 8’ = (e, 4)° componirt, so ist die trans-
formirte Summe ¥ (2¢, — 2, — 2, — x,))(2¢, —y; — y, — ¥,,) und also wegen

“m,

Voraussetzung und wegen XIV gleich 2(m® — 1) —m(X, 4+ X, + X))
— T+ Y+ )+ - (X + X+ X, ) (¥ ¥+ ¥,) + 2 wahrend der trans-

“Xon

formirte Werth des Theoremes ist ;(mn——Xk——X,——X Yem—Y,—Y,—Y),

was mit dem vorigen Werthe iibereinstimmt. Dies, wenn beide Punkte
mit Punkten @; coincidiren. Wenn nur ein Punkt der beiden genann-
ten mit «; coincidirt, so ist die transformirte Summe vom Werthe
X(2a,—x,—x,—x,)y, und y, hat denselben Werth wie far §,, die
Ausrechnung beweist auch hier das Theorem. Stimmt keiner der zwei
Fundamentalpunkte mit «; tberein, so &ndert sich die Summe fur S
gar nicht.

Acla mathematica. 21. Imprimé le 2 fovrier 1897. 2
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Theorem XIX. Die Swmme der Vielfuchheiten einer homaloidalen Fldche
in allen Fundamentalcurven 2. Art oder auch die Summe der Ordnungen
aller Fundamentalcwrven 2. Arvt ist 3(m—1).

Die Form (3) muss durch die Substitutionen 1) ungeéndert bleiben.
Der Coefficient von » ist 11(m— 1) — 23b—230, der wegen XIV
3(m—1)— 3b,, muss aber wegen der Invarianz Null sein.

Theorem XX. Die Summe der Cuben der Zahlen aus X1X weniger der
Summe der Cuben der Vielfuchheiten, welche die homaloidalen Flichen in den
Fundamentalpuni:ten haben, ist 1 —n®.

Der Beweis wird durch Einsetzung in (3) geliefert.

Theorem XXI.. Die Summe der Vielfuchheiten einer Fundamentalfliche
a;. Ordnung in den Fundamentacurven, durcl welche sie hindurchgeht ist 3a;.’

Es gelte fur S. (a,0)° liefert dann Ordnung (3¢ —2x,—z,—2r,—r1,)
der Fundamentalfliche. Die Summe der freien Curven bleibt 3a, die
Summe der 6 Kanten liefert (¢ -- o, — x,) + ... + (¢« —x, - x)
= 6a — 3%, — 3w, — 37, -— 37, also die ganze Summe 9u— 37, — 37,
— 32, — 3x,, was gleich dem Dreifachen der neuen Ordnung ist.

Theorem XXII. Die Summe der Vielfachheiten, mit welchen alle vor-
handenen Iundamentalcurven durch einen bestiminten I'undwmentalpunkt hin-
durchgehen, ist 3a., wenn 2a; die Vielfachheit des Fundamentalpunktes ist.

Dies ist cine Folge von XXI. Denn wenn cine Fundamentalcurve ¢
durch einen Fundamentalpunkt g,-fach geht, so enthilt die dem Punkte
entsprechende Fundamentalfiiche die der ¢ entsprechende Fundamental-
curve ¢ in der Vielfachheit a;,.

Theorem XXII. Die Summe der Vielfackheiten, mit welchen eine be-
stimmte Fundamentalcurve v. Ordnung durch die undamentalpunkte Tindurch-
geht, welche sie enthdlt, ist 2v. ‘

' Die Summe der Ordnungen der Fundamentaleurven, durch welche eine Funda-

mentalfliche hindurchgeht, hingt nicht allein von der Ordoung a; ab. Ebenso die Summe
der homaloidalen Vielfachheiten aller vorhandenen Fundawmentaleurven, welche durch cinen
bestimmten Fuundawmentalpunkt hindurchgehen.
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Es gelte fur S. Die Zusammensetzung mit S’ = (a, b)* gibt die
Ordvung v = 3v — 2, —a,— 2z, — », der Fundamentalcurve und die-
selben Vielfachheiten in den freien Fundamentalpunkten, in den ncuen
aber v — #, — 2, — z,,, daher die Gesammtsumme wegen Voraussetzung
2w — — 2,0, — 2, + 0 —x —, —z)+—2, —2, — 1)
+ y—2, —r, — ) = 6y — 42, — 4x, — 4%, — 4%, was 2V ist.

Theorem XXIV. Die Summe der Quadrate der Vielfachheiten, mit
welchen eine bestimmite Fundamentalcurve y. Ordnung durch die Fundamen-
2
vi+ 3

talpunkte hindurchgeht, ist —

Die Summe der Quadrate der freien Fundamentalpunkte ist

v 43
2

2 2 2 2
— Xy =%y — Ty Xy,

die Summe der neuen ist
4
” 2 P 2 2 PR - el
?(V — T — T xm) = 4’1‘JQ + 356: + 3‘7/; + 3y + 30— 6”('7;1 + x-) +‘L3 +x4)
9 + 3
und also die Gesammtsumme T+ 23x* — 6yXx, wahrend
v'? = (3v — 231)? ist.

Theorem XXV. Die Summe der Vielfachheiten, mit welchen alle Fun-
damentalflichen durch eine bestimmte Fundamentalcurve der homaloidalen
4+ 3,

Vielfachheit v hindurchgehen, ist 2v, die Quadratsummne

Das Theorem ist eine Folge von XXIII und XXIV mittelst Um-
setzung in den zweiten Raum.

Definition. Ich bezeichne als homaloidale Curven das System der
Curven, welche den Geraden des R, durch die Transformation entsprechen.
Sie gehen durch die Fundamentalpunkte mit den halben Vielfachheiten
von deren homaloidalen Vielfachheiten. ?

! Uber die Summe der homaloidalen Viclfachheiten aller Fundamentalpunkte, welche
in einer bestimmten Fundamentalcurve enthalten sind, ldsst sich kein Theorem geben.

? Man sollte eigentlich von zweierlei homaloidalen Vielfachheiten der Fundamental-
punkte sprechen, nimlich der fir die M, und der fiir die M, .
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Theorem XXVL  Fiir die homaloidalen Curven ist die Summe der Viel-
fachheiten in den Fundamentalpunkten 2m — 2 wnd die Summe der Quadrate
. Lot — 1
dieser Zallen ist Bl
Der Beweis ist genau dersclbe wie in XXII, XXIV. Das Theorem
wird fir uns von der grossten Wichtigkeit werden.

Theorem XXVIL. Fiir die Verwandlung der Ordnung n, Vielfachheiten
v in den Fundamentalpunlten und Anzahl v, der Stitzpunkte auf die Fun-
damentaleurven fiir die Curven M, des R, geschieht nach den linearen Sub-
stitutionen

W= ni— 20,8 — 20,0, — ... — 20,8, — Yy Y — . — Y 1)y,

L=0bn— a5 — aylh—...— G, — v — oo — VeV,

.. :

ltlr: bnu_ Ml Qo Xy oo Qe X, — V01— oo — V5l

......

Yy, = ;. (t=1,....0

Hier soll y! sich auf die der v, entsprechende Fundamentalcurve be-
ziehen.

Wird n=1, y, = ... =1,=0, y; = 0 gesetzt, so crhilt man »’ = m,
¥, = b;, es sind also die ), die Vielfachheiten der homaloidalen Curven
in den Fundamentalpunkten und diese sind nach dem allgemeinen Theoreme
gleich den Ordnungen der Fundamentalflichen des 2. Raumes, also den
halben Vielfachheiten der Fundamentalpunkte fur die homaloidalen Flachen.

Theorem XXVIII. Die Summe aus den Producten der Ovdnung in das
Quadrat der Vielfackheit erstreckt iiber alle Fundamentalcurven ist m(m — 1).

Denn schneidet man mit ciner Ebene das homaloidale System in
Curven der Ordnung m, so erhalt man fir diese in jedem Schnittpunkte
mit einer v-fachen Curve v. Ordnung einen v'-fachen Punkt, also v solcher,
daher Xy.y'* = m®-—m. Dieses System betreffen ist zu bemerken, dass

vV (¥ + 1) m(m + 3)
2 =z 2 -

es kein unabhingiges sein wird, indem z -3

werden kann.
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Theorem XXIX. Die unvollstindigen Substitutionen 11) lassen ungedndert
die Formen

4) n'— 22’
(5) an — 2y

(sind also Hermite'sche Substitutionen), sowie die Singularititencomplexe n = 4s,
y, =...==y, =35 oder n = 6s, 9, = 28 oder n = 10§, 1, = S, Y); = 28.

Unter unvollstindigen Substitutionen II sind jene verstanden, welche
durch Weglassung der y in den ersten & 4 1 Zeilen und der letzten o’
Zeilen entstehen, was widerspruchsfrei geschehen kann. Der Beweis des
Theoremes geschieht dann durch Zusammensetzung aus den elementaren
(@, b)®, indem auch diese Substitutionen II sich genau entsprechend den
Transformationen zusammensetzen, wenn immer fir jeden neuen Funda-
mentalpunkt eine neue Variable eingefuhrt wird. Fur (@, 0)® ist das
Theorem bewiesen worden. Far n = 6s, y, = 2s ist die Invarianz auch
direct leicht beweisbar. 'Trifft niamlich eine Curve eine Fundamentalcurve
2 mal, so sondert sich die conjugirte ab und die entsprechende Curve trifft
tiberdies diese zweimal, trifft sie alle, so sondert sich 6(m — 1) ab.

Theorem XXX. Wenn eine Transformation ein Flichensystem n,x,, ..., %,

in sich tramsformirt, transformirt sie auch das Ildichensystem n—4, v, —1,

o, X, — 1 an sich und wenn sie ein Curvensystem M, T, , ...y Lo, V5 -ovs Yy

in sich transformirt, transformirt sie auch das Curvensystem n—10,y, — 1,
ey L,— L, ), — 2, ..., Yy — 2 @ sich.

Folgt aus der Transformation eines linearen Polynomes in ein solches
durch I. und II. und aus XXIX. Das Theorem ist hier rein arithmetisch;
es ist nur aus der Definition von I) und II) als linearer Substitutionen,
welche durch Zusammensetzung der elementaren Substitutionen fur (e, b)®
entstehen, gewonnen.

Theorem XXXI. Die Form

(6) Gl + 1)n + 2)(n + 3) — 1 — Fel@ + o + 2) + Jyl* — 1)]

bleibt ungedndert durch die Transformation mit den Substitutionen 1.
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Diese Form lasst sich namlich direct aus den Formen (2) und (3)
linear zusammensetzen. Mit Hilfe von XIV., XV., XIX. wird bewiesen,
dass diese Form (6) fur die homaloidalen Flichen den Werth 3 annimmt
und sie driickt wirklich fiir die Flachen die Dimension gemass der all-
gemeinen Formel aus.! Ebenso lehrt (6), dass fir eine Fundamental-
flache die Dimension Null ist, u. zw. auf Grund dessen, dass auch sie
nur Fundamentalcurven als nothwendige enthilt.

Theorem XXXIl. Die Form nn — Zxy — 2yy bleibt ungeindert, wenn
1 1

man auf die zwei Variabelnreihen beziiglich die Substitutionen 1), 11) anwendet.

Diese Form driickt die Zahl der freien Schnittpunkte einer Fliche
des Systemes #,%, ,...,%,,¥,,..-,Y, mit ciner Curve des Systemes
N, L0508, 1)19“"1)0’ aus.

Theorem XXXII. Die Substitutionen 1) lassen auch ungeindert die Form

é[(“ + 1)(n + 2)m + 3) — Zy(y. + 1)[3n— 20+ 5]”5—;(2%‘ + I)/’,-]
- ;xi(xi + 1)@ + 2) + 3y + DG 20+ 2) .

Hier bezeichnen y;, o, Ordnung und Classe einer Fundamentalcurve
und g, die Vielfachheit, mit welcher sic durch den mit x, bezeichneten
Fundamentalpunkt hindurchgeht. Die Form ist jene, welche NorHER
Ann. di Mat., Ser. 2*, Tome V. fir die Dimension eines Flichensystemes

mit singuliaren Punkten und Curven ausspricht.?

! NOTHER, Sulle curve multiple delle superficie algebriche. Ann. di Mat., S. 2% T. 5.
* Die Substitutionen 1) lassen auch die trilineare Form upgeindert, welche die Anzahl
der Schoittpunkte von drei Flichen n, ., y; n',, y's »”, &', 4" ausdréickt. Sie ist
eigentlich quadrilinear, da die v; selbst auch transformirt werden missen (die v; sind die
m; in NOtHER's Formel). Aus jener entsteht eine invariante cubische Form mit einer

2

Variabelpreihe, indem n = ' =n", @ =2 = a

"

, 4 =1y =y gesetzt wird, der Rang
des Flichensystems n, z ., 9.

Ich muss aber hervorheben, dass in dieser ganzen Arbeit von keinem einzigen der
Nither'schen Resultate Verwendung geschieht, denn XXXI. leitet sich ohne sie her und
XXXIII. habe ich nur der Vollstindigkeit wegen fiir den Leser hivgeschrieben.

Ja, wegen ihrer beschriinkten Giltigkeit ist ihre Anwendbarkeit vielleicht unméglich.
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Theorem XXXIV. Die wollstindigen wie unvollstindigen linearen Sub-
stitutionen 1., 11. haben die Determinante = 1.

Auch dieses folgt aus der Zusammensetzung der Transformationen
durch clementare cubische Reciprokaltransformationen.

Theorem XXXV. Vermindert man die Vielfachheit a, einer Fundamen-
talfliche a;. Ordnung A; im Punkte a, wm 1, so wird die ‘neue Fliche in
eine Fliche a,. Ordnung transformirt, welche aus A, durch Verminderung
der Vielfachheit in a. wm 1 entsteht.

Die Curven in A bilden ein homaloidales System mit den in 4 ent-
haltenen Fundamentalpunkten als in derselben Vielfachheit genommenen
Punkten, welche sie fur die A4 besitzen und sind entstanden durch den
Schnitt mit den um die Fundamentalfliche 4 verminderten homaloidalen
Flachen, welche niamlich den Ebenen durch e entsprechen. Als Funda-
mentaleurven fungiren auf 4 die in 4 enthaltenen Fundamentalcurven
der Transformation.

Die cbenen Schnitte der Fundamentalflichen sind von variablem Ge-
schlechte und es sind also auch die Osculationskegel der homaloidalen
Flachen in den Fundamentalpunkten von variablem Geschlechte.

Theorem XXXVI. Wenn eine Fundamentalfliche A, «;. Ordnung durch
einen Fundamentalpunkt xz,, a,-fuch hindurchgeht, so geht die dem x; ent-
sprechende Fliche A, durch den Punkt x] ebenfalls ay-fach.

Die Nachbarpunkte im Osculationskegel von 4; im #, entsprechen
den Nachbarpunkten von z; im Osculationskegel von 4, und dieses Ent-
sprechen ist collinear.

Es gelten noch die folgenden Theoreme:

Theorem XXXVIL. Wenn eine Fundamentalfliche durch zwei Fundamen-
talpunkte der Ordnungen a; und a,, wo a; > «,, mit den Vielfachheiten a;
und a,, geht, so st ay > a.

Theorem XXXVIII. Wenn eine Fundamentalcurve durch zwei Fundamen-
talpunkte der Ordnungen «; und @, wo a;> a,, mit den Vielfachheiten
Vi1 Vi geht, so ist v, > v,.
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Theorem XXXIX. Wenn durch denselben Fundamentalpunkt zwei Fun-
damentalflichen der Ordnungen «a;, a,, wo a,> a,, wit den Vielfachheiten
a,; , Q. gehen, so ist a,; > a,,.

Theorem XL. Wenn durch denselben Fundamentalpunkt zwei Funda-
mentalcurven der Vielfachheiten v, , v, gehen, wo v; > v,, mit den Vielfach-
heiten v, , v,,. so ist v,; > v,,.

Theorem XLI. Wenn fiir 4 IFundamentalpunkte die Summe dey Ord-
nungen a; + a, 4+ a, + a,, = 2m, so ist auch fir jede Fundamentalfliche a.
Ordnung, welche durch sie mit den Vielfuchheiten a,;, a,, @, , a,, gehd,
ay + an + @, + @, 2 2a.

Theorem XLII. [n den Theoremen XXXVII. bis XL. ist iiberdies stets
Uy > Uy, V=V 2 V= V5 Gy 2 ==y V= Vi 2V = Vi

Theorem XLII. Die Fundamentalpunkte theilen sich in jedem der beiden
Riume in Griippchen gleicher Vielfachheit und die in diesen Griippchen ent-
Laltenen Anzahlen von Punkien sind in beiden Idwmen dieselben.

Theorem XLIV. .Jedes (iriippchen des einen Rauwmes entsprichi ewnem
bestimmten Grijppchen des anderen Rawmes, so ndimlich, dass die Absonderungs-
fliche eines IFundamentalpunktes in dem Griippchen in allen IFundamental-
punkten des correspondivenden Gwippchens gleiche Vielfachheiten besitzt mit
Ausnahme eines einzigen Fundamentalpunktes.

Theorem XLV. Die Differenz unter den beiden im vorigen Theoreme
genannten Vielfuchheiten ist = + 1.

Die letzten 3 Theoreme konnen durch Zusammensetzung aus elemen-
taren (¢, )’ bewiesen werden.

§ 2. Eigenschaften der Fundamentalsysteme ohne Fundamental-
curven 1. Art.

Theorem XLVL Werden zwei solche Iransformationen S, S’ zusammen-
gesetzt, so erhilt man eine Transformation deyselben Definition.

Das Fundamentalsystem (8§), setzt sich aus den durch S’ trans-
formirten freien Fundamentalgebilden von § in 5, und aus den Funda-
mentalgebilden von S, zusammen, enthalt also nur Fundamentalcarven
2. Art. Nur wenn eine Fundamentalcurve von S, mit einem Fundamen-
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talpunkte von S coincidirt, kann der Curve eine Flache entsprechen, aber
dies ist doch immer so, dass der Curve eigentlich eine Curve und nur
der gleichzeitigen Bertthrung der Flachen lings jener Curve die Funda-
mentalfliche entspricht.

Diese Transformationen bilden also eine in sich geschlossene un-

endliche Gruppe.

Theorem XLVIL. Die Anzahl der Fundamentalpunkte ist in beiden
Raumen dieselbe.

Die Postulation der Ein-Eindeutigkeit reicht zum Beweise hin. Denn
in Folge deren missen lineare Substitutionen unter den Ordnungen »
und Vielfachheiten # in den Fundamentalpunkten bestehen, welche die-
selben in beiderleli Sinne ohne Unbestimmtheit finden lassen, wozu die
Gleichheit der Variabelnzahl in beiden Raumen Bedingung ist.

Theorem XLVIIL. Fliir die Transformationen gilt mm'— 1 =3a; A,;=Ya}A;,
wenn m , m' die beiden Ordnungen, a,, a; die Vielfachheiten der Fundamen-
talpunkte in R;, R,, A;, A; die Ordnungen der entsprechenden Fundamen-
talflachen sind.

Ein Ebenenbiischel in R, und das entsprechende Flachenbiischel in
R; liefern (die Coincidenz von R,, R; zeitweilig vorausgesetzt) eine Flache
(m’" 4 1). Ordnung, Ort der Punkte, die mit ihren Transformirten Gerade
tber die Axe des Biischels liefern. Die Flache geht a;-fach durch die
Fundamentalpunkte von R; und transformirt sich in die analoge Flache
des R , sodass besteht (m'+ 1)m— Za/d] =m + 1.

Corollar. Die homaloidalen Curven im B, gehen A;-fach durch die
a;-fachen Fundamentalpunkte und treffen die Fundamentalcurven nicht
in variablen Punkten.

Theorem XLIX. Fine Fliche 4. O., welche in allen Fundamentolpunkten
von R, Doppelpunkte hitte, wiirde in eine eben solche Fliche des R} ver-
wandelt werden.

Die Jacobi’sche Flache hat die Ordnung 4(r — 1) und es ist also
2Y'A; = 4(n— 1), 234, = 4w — 1), weil die einem Fundamentalpunkté
entsprechende Fliche bekanntlich zweimal zahlt. Also 34, = 2(n’ — 1),
und 4n' — 234, = 4.

Acta mathemation. 21. Tmprimé le 28 avril 1847.

W
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Corollar. Eine Flache 2. Ordnung, welche durch alle Fundamental-
punkte von R, einfach geht, wird in eine eben solche Flache des R; ver-
wandelt.

Theorem L. Die Transformation muss in beiden Systemen von gleicher
Ordnung sein.

Ich beniitze das vorstehende Corollar und denke mir eine Flache 2.
Ordnung durch alle Fundamentalpunkte.! Unter den Punkten der beiden
so einander entsprechenden M entsteht dann eine birationale Verwandt-
schaft, in welcher den ebenen Schnitten die Schnitte mit den homaloidalen
Flachen entsprechen. Diese Verwandtschaft muss, da sie stereographisch
auf die Ebene projicirt werden kann, in beiden Systemen gleicher Ordnung
sein, also auch die beiderseitigen homaloidalen Flachen, n = »".

Theorem LI. Einem k-fachen Fundamentalpunkte entspricht eine Ab-

sonderungsfliche der Ordnung g; alle Fundamentalpunkte habern also gerade
Vielfachheit.

Denn der Fundamentalpunkt wird auch %-fach fur die Verwandtschaft
unter den Punkten der M} und in dieser entspricht ihm eine Curve der-
selben Ordnung %. Diese Curve ist aber der Schnitt von M} mit der
zum Punkte gehorigen Absonderungsfliche im Raume und diese ist also

}\.
von der Ordnung 5

Theorem LII. Die Ordnung der Transformation ist stets ungerade und
Ik = 2(n*—1).

Denn nach XLVIII. n* — 1 = 234}, also n® = 234} 4 1.

Fur jede birationale Transformation im R, gilt der Satz: Durch die

Fundamentalcurven 2. Art gehen die homaloidalen Fliachen stets nur in
Folge der Fundamentalcurven 1. Art. Also gilt:

Theorem LIII. Die Fundamentalcurven 2. Art sind Curven, welche durch
die singulirven Punkte dllein vollstindig bestimmié sind. Ebenso:

! Das Gewagte dieses Beweises will ich nicht verhiillen. Man vergleiche hiezu die
1. Note auf p. 110 meines Buches iiber Gruppen, Mayer & Miiller, Berlin 1895.
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Theorem LIV. Die homaloidalen Fldichen sind Flichen, welche vermdge
der singuldren Punkte allein das Geschlecht p=o haben und durch die Fun-
damentalcurven 2. Art nwr mit solchen Vielfackheiten gehen, welche eine noth-
wendige Consequenz der Vielfachheiten in den Fundamentalpunkien sind.

Theorem LV. Die homaloidalen Curven sind rationale Curven, welche
ihren rationalen Caracter sowie ihre Unbestimmiheit w = 4 wnur durch ihre
Vielfachheit in den Fundamentalpunkten erhalten.

Es ist tiberhaupt sowohl im R, als im R, bei jeder einzelnen Trans-
formation das grosste Gewicht darauf zu legen, auf welche Art die ho-
maloidalen Curven ihren rationalen Character erhalten, ebenso die ho-
maloidalen M,, M, ..., M,_,.

Bekanntlich kann eine Curve im Raume singuldre Punkte annehmen,
ohne dass sich die Anzahl ihrer scheinbaren Doppelpunkte #ndert. Ich
mochte daher jeder Raumcurve eine gewisse primitive Curve zuweisen,
welche gar keine vielfachen Punkte besitzt, aber dieselbe Anzahl schein-
barer Doppelpunkte und aus welcher also jene numerisch durch Aufnahme
vielfacher Punkte entsteht. Ich schliesse nun in-dem gegenwirtigen Falle
das ausserordentlich wichtige Theorem,. welches in der Anmerkung zu
LXL einen strengeren Beweis erfahrt:

Theorem LVI. Die homaloidalen Curven aller Transformationen gegen-
wdrtiger Art sind solche Curven, welche ohne die Vielfachheiten in den Fun-
damentalpunkten das fiir Curven ihrer Ordnung viberhaupt mogliche Maximal-
geschlecht haben.

Das heisst, ihre primitiven Curven sind Curven maximalen Ge-
schlechtes. — Ich beniitze jedoch LVI. und LVIIL nirgends.

Theorem LVII. Fiir die homaloidalen Curven gilt
Zai(ai—l)_(u—_l)(u—z) u——I]Z
2 - 2 T [ 2 |}

Hiebei ist [V—:—I] der ganze Quotient der Division (v — 1):2, und

o; sind die singuliren Punkte der Curven, y die Ordnung. In der That
hat ein o;,-facher Punkt auch im R, fur das Geschlecht der Curve den

Werth von f‘f—(a’—z——l) Doppelpunkten und nach einem Theoreme von
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Havprex ' ist [V—ZJJ’ die Maximalzahl von scheinbaren Doppelpunkten

einer Curve y. Ordnung, also jene Differenz das Maximalgeschlecht, welches
nach LV.,; LVL durch die g;-fachen Punkte absorbirt werden muss.

Theorem LVIIL Die Summe und die Summe der Quadrate der Viel-
fachheiten, mit welchen simmitliche vorhandenen Fundamentalflichen durch einen
bestimmien 2a;-fachen Fundamentalpunkt gehen, ist 4a,— 1 und 24} 4 1.

Ich verwende wieder die invariante Flache 2. Ordnung und projicire
die birationale Verwandtschaft in derselben stereographisch auf die Ebene.
Dann erscheinen den 2q;-fachen Fundamentalpunkten des R, entsprechend
auch in der Ebene 2a;-fache Fundamentalpunkte, hinzu treten noch die
Schnittpunkte der Ebene mit den beiden Erzeugenden des Centrums als
m-fache Fundamentalpunkte, wihrend die Ordnung in der Ebene 2m wird.
Es ist also nach den Gleichungen in der Ebene? Xa, + 24, = 3(2a;)— 1,
wo die a; dieselben Durchgange wie im R,, also die Zahlen des Theoremes
sind, und weil die beiden hinzukommenden Fundamentalcurven durch
jeden Punkt mit dessen halber Vielfachheit gehen.?

Far die Summe der Quadrate folgt ebenso Yok + 24 = (24) + 1,

(24

also 2“?;:=2d§+1=—2——+ 14

' 0. R. Bd. 70. — Das Theorem LVIIL, dessen von LVI. unabhingiger Beweis
in der Anmerkung nach LXI. geliefert wird, steht ebenso wie LVI. mit einer Behauptung
HALPHEN's iiber Raumecurven in n° 22 des Chap. II. sciner Preisschrift iiber die alge-
braischen Raumcurven (Journal de 1'Kcole polyt. Cah. LL) in nur scheinbarem Wi-
derspruche. Die betreffende Behauptung scheint mir iibrigens unrichlig.

* Crelles Journal, Bd. 114, p. 57.

* Diese Fundamentaleurven sind die stereographischen Projectionen der den beiden
Erzeugenden in der Verwandtschaft auf M? eutsprechender Curven m. Orduung, welche
nach der allgemeinen Theorie als homaloidale Curven durch einen a;-fachen Punkt A;-fach

gehen, also nach LI. %-f’ach.

* Das Gewagte des Beweises mittelst M3 wird sehr gemildert, wenn man bedenkt,
dass auch eine Fliche 4. O., welche doppelt durch die Fundamentalpunkte geht, dadurch
abbildbar werden kann, dass sie einen 3-fachen Punkt erhilt und allgemeiner, dass man
fir hinreichend grosses s stets wird eine Fliche der Ordnung 2s finden kounen, welche
durch die simmtlichen Fundamentalpunkte s-fach geht und ausserhalb derselben cinen
(2s — 1)-fachen Punkt besitzt, also ein Monoid. In diesem Monoide (oder unter den beiden
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Theorem LIX. Die Summe und die Summe der Quadrate der Vielfach-
heiten, mit welchen eine bestimmie Fundamentalfliche a;. Ordnung durch die
Fundamentalpunkte hindurchgeht, welche sie enthdlt, sind 4a;, — 1 und 2a; 4 1.

Die stereographische Abbildung der M liefert von der Ebene aus
die Gleichungen Xa, + 2¢,= 3(2a,)— 1, weil die Fundamentalcurven die
Projectionen der Schnitte von /) mit den Fundamentalflichen sind, welche
jede Erzeugende in a; Punkten treffen und die Ordnung der Fundamen-
talcurve also 2a¢; wird. Ebenso fur die Quadrate.

Theorem LX. Wird durch eine dieser Transformationen ein Fldchen-
system in ein anderes verwandelt, so wird auch das adjungirte Fldichensystem
in das adjungirte verwandelt.

Die Singularititen, welche die adjungirten Flachen in den Funda-
mentalcurven 2. Art haben kinnen, bediirfen einer genauen allgemeinen
Untersuchung, kommen aber hier nicht in Betracht, da sie auf die Ver-
wandlung durch die Transformation nur dadurch Einfluss haben kénnten,
dass sie die Vielfachheit der adjungirten Flache in den Fundamental-
punkten beeinflussen. Dies ist aber nach dem Theoreme LIIL nicht
moglich. Der adjungirte Singularititencomplex ist also n— 4, 2, — 2
und nach XLIX. in #»" — 4, z; — 2 verwandelt.

Theorem LXI.  Fir die homaloidalen Curven gilt Za = 2(v — 1),
230’ = y? — 1.

Denn die Curve geht, weil sie einer Geraden entspricht, gemiss LI

und LII. durch einen k-fachen Fundamentalpunkt Ig-fach und es ist aber
§=ai, wegen XLIX. und LIL ZXg¢;=2(m—1), 23a;=m"—1, und nach
L. ist die Ordnung v gleich der der homaloidalen Flachen.

Anmerkung. Andererseits kann man diese Relationen aus LVII.
folgern, wenn man das Theorem LXII. hinzunimmt. Lasst man aber den
hier gegebenen Beweis und seine Voraussetzungen gelten, was sogar besser
ist, 80 kann man aus den beiden Relationen die Relation des Theoremes

entsprechenden) entsteht dann eine birationale Verwandtschaft, welche sich durch Projection
aus den (28 — I)-fachen Punkten in eine ebene birationale Transformation iibertrigt.
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LVII. herleiten und aus diesem dann auf LVI. schliessen, welches wich-
tige. Theorem dann bewiesen ist, ohne auf allgemeine Transformations-
relationen sich zu stiitzen.

Corollar. Sowohl die homaloidalen Curven als die Fundamentalcurven
sind von der Art, dass sie unbeschadet ihrer Natur in Flachen 2. O. ent-
halten sein konnen.

Theorem LXIL Wenn eine homaloidale Curve gegenwdrtiger Art in
einer M3 enthalten ist, so sind oo mit denselben Singularititen in der M3
enthalten.

Denn die stereographische Projection liefert Curven mit denselben

™! fachen und

Vielfachheiten und zwei nz—%-fachen Punkten oder einen

“~

. m I
emem

-fachen und zwar, da hier m ungerade, den 2. Fall. Es ist

also die Dimension

T 1 Im—1/m+<$1 Im<4 I m-+ 3
2+ 3) —; Tafe + 1) — P (P R

)=+

gemiss XLIX. und LIL

Es folgt dies auch ohne die Relationen LII. Die Summe der Viel-
fachheiten ist 2m — 2, damit also eine durch die Fundamentalpunkte ge-
hende M3 die Curve enthalte, bedarf es dreier Bedingungen, die Dimension
aller Curven ist aber 4, also bleibt in M: die Dimension 1.

Theorem LXIIl. Wenn eine Fundamentalfliche A, die zu x, gehirt,
ag-fach durch x, geht, so geht die Fundsmentalfliche A,, welche zu x, gehort,
a-fach durch z,.

Folgt ebenfalls aus der Projection der invarianten 32 und der ent-
sprechenden Eigenschaft der birationalen Transformationen in der Ebene.
Auf demselben Wege ergeben sich noch die Theoreme:

In jeder solchen Transformation des Raumes theilen sich die Funda-
mentalpunkte jedes Systemes in Griippchen gleicher Vielfachheit und die
Anzablen der in diesen Gruppchen enthaltenen Punkte sind in beiden
Systemen dieselben.

Jedes Griippchen ist einem bestimmten Grappchen des zweiten Raumes
coordinirt, so zwar, dass die Absonderungsflache eines Fundamentalpunktes
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in jedem Fundamentalpunkte des coordinirten Grippchens dieselbe Viel-
fachheit hat mit Ausnahme eines einzigen und die Differenz der Viel-
fachheiten ist = + 1.

Auch die Theoreme XXXVII. bis XL. lassen sich mittelst der M?
beweisen.

§ 3. Identitit der Transformationen der {§ 1 und 2.

Theorem LXIV. Fiir die homaloidalen Curven der Transformationen des
§ 2 ist stets, wenn a,,a,,a,,a, dic 4 hichsten Fundamentalpunkie sind,

a, + a, + a, + a, > m.

Ich denke mir die homaloidale Curve in einer M? enthalten, was
bei dem arithmetischen Character gegenwirtiger Satze keine Einschrank-
ung und aber nach dem Corollare zu LXI. moglich ist. Es wird also
nach LXII. folgen, dass die M} der Curven co' enthilt. Die stereogra-
phische Projection verwandelt diese in ein Biischel von Curven der Ord-
nung m mit zwei vielfachen Punkten ; : m:_ !
fachen Punkten, welche Curven p = o haben. Ein solches Biischel ist
nach bekannten Theoremen stets auf niedere Ordnung zu bringen durch
Anwendung einer @°, welche die drei hochsten Basispunkte besitzt. FEs
muss also entweder a, + a, + @, > m sein, womit aber das Theorem,

u. zw, stirker als gewlnscht, bewiesen ware, oder es muss wenigstens
m 41 m — 1 . . . .
> + >— +a, >m sein. Denn wiren auch nur zwei Punkte @ gleich
m — 1
2
sein kann. Es muss also der Fall supponirt werden, dass dem No-
ther'schen Theorem nur durch jene Ungleichheit geniigt wird,” was aber

auch der unginstigste ist. Gleichzeitig konnen wir von nun ab die Vor-

und mit @,, ..., a.

4

, 80 misste a, 4 @, 4 a, >m sein, da nicht a, =0, =... =q,=1

m — 1
2
Durch Anwendung von @° mit jenen 3 Hauptpunkten folgt dann
m + 1
2

aussetzung a,, @, , ..., @, > machen.

ein Buschel von Curven der Ordnung m — @, mit — a, -fachem,



24 S. Kantor.

m — 1

— a,-fachem Punkte und a,,a,, ..., a,-fachen Punkten. Dieses

Biischel muss nun weiter reducirbar sein, es muss also die Summe der
drei hochsten Basispunkte > m — a, sein.

" m + I ' m — I A .
Ware nun <‘—2“”—“1>+< p —a1)+aﬁ>m—al, SO0 wire

-—1

a,>a,, was nicht sein soll. Es muss also a, >t p > oder a, +a, >

. m — 1 m—1 .
sein, und aber ebenso nach a, >——q oder a, + a, > —— sein.

Es bleibt die Transposition durch <m:-1 — “1) + a, 4+ a, > m —a, womit
— ) ) I
a, +a, >= verknipft ist. Die Voraussetzung, dass auch ﬁ;——al

nicht unter den hochsten sei, fuhrt aber zu a, + a, + a, > m — a,, was
das Theorem liefern wiirde.

Bemerken wir nun aber, dass a, > :_ sein muss. Denn wenn
. . . g mi—I1I
alle @; gleich sind, gilt nach § 2 oa = 2(m —1), ou = —— also
I . . .
a=mTT. Dies ist aber nach bekannten arithmetischen Grundsitzen
das Minimum. Nach der Relation a, + q, S ! bliebe also nur noch

m 4 1

zu beweisen, dass auch a, >

Wird die vorletzt genannte Transposition wirklich ausgefuhrt, so
entsteht ein Biischel von Curven p = o der Ordnung

m 41 3m—1
2(’""'“1)—<—'I_—“1)-% —, =T —a, —q
. m — I m— I m—1
und mit den Fundamentalpunkten —— —a,, — Oy, —— —a,,
2 2
m—a — @, —a,,d,,...,a, wovon der erstere vom vorherigen Biischel

als unverwendet iibrig ist, und wo die Punkte nicht in der Reihenfolge

. . R (el § m — 1
der Grosse stehen. Transformirt man nun mit — 4

—d
’ 2

m-—1
2

—a,, so entsteht 3m—1 ——2a1—2a1——2a3-—§(3m——-3)+a1 +a,+a,
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m 4+ 1 . . ! .
=3l7————a1 —a, —a,, also keine Verringerung, wihrend das Buschel
. . m — I m — I
reducirbar sein muss. Auch —r——q,, ———a,, m—a, —a,—a
2 2 2 3 1 2 2

konnen nicht die 3 hdchsten Basispunkte scin, weil sie die transponirte
Ordnung 3m-—1—2a, — 2a, — 2a,— 2m + 1 + 24, 4 2a, +a, = m—aqa,
liefern, also wieder keine Verringerung. Es wuss also jedenfalls a, mit
verwendet werden, also @, muss unter den drei hochsten Fundamental-
punkten sein. Es modge nun e, grosser sein als einer der vorhergehenden
Basispunkte. Ist a, >m—a, —a,—a,, so folgt sofort m >a, 4a,4a,4a,

m—1 m—1 } m-—1
qu. e. d. lIst @,>———a,, so folgt — <a,+a, also ¢, +-a,—— +1
. . . m—1 .
wenigstens, aber es ist auch nach obigem a, 4+ a, = ——— -+ 1 wenigstens,

-
also durch Addition dieser beiden Beziehungen a, +a, +a, +a,=m 41
wenigstens, Damit ist denn der ungtnstigste Fall erledigt, da unter

m—1

den vier dem a, vorausgehenden Zahlen — a, (oder sicher immer

unter den drei ersten Zahlen) die kleinste ist.

Aber der hiemit gelieferte Beweis ist allgemein, da die Hinzunahme

. ' . . om 1
der M; keine andere Bedeutung hat, als der Hinzunahme eines — "

m + 1 .
—Z—-fachen Punktes, welche nach dem in Anmerkung

nach LXI. bewiesenen Theoreme LVI. (oder LVIL) vorhanden sind, ein
geometrisches Substrat zu liefern. |

Der Beweis gilt nun aber auch ohne Riicksicht auf unendlich nahe
Lage von Fundamentalpunkten, denn da das Theorem uber die ebenen
Curvenbiischel, aus dem sich der Beweis entwickelt, ohne diese Ein-
schrinkung gilt, und jene Lage sich in keiner anderen Weise bei der
Projection geltend macht, so tibertragt sich dic Allgemeinheit auf den Raum.

fachen und eines

Theorem LXV. Die homaloidalen Curven der Transf. des § 2 lassen
sich stets durch Anwendung cubischer Reciprokaltransformationen (a , b)* in
das Geradensystem verwandcln.

Denn verwendet man die 4 hochsten Fundamentalpunkte a,, a,, a,, a,
. . 3 .
far eine (a, )’ so wird 3m — 2(a, + a, + o, + a,) < 3m — 2m d. h.
<m werden und dic Ordnung ist vermindert. Die neu erhaltenen
Acta mathematica. 21, Imprimé le 29 avril 1897. 4
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Curven sind aber wieder von derselben Art, da ja sie gleichfalls wieder
als homaloidale Curven in einer Transformation dieser Classe erscheinen,
und gestatten also neuerdings Anwendung von LXIV. und (a, )’. So
fortgesetzt wird m bis auf 3 und dann auf 1 reducirt werden.

Theorem LXVI, Die Transformationen ohne Fundamentalcurven 1. Art
sind aus cubischen Reciprokaltransformationen zusammensetzbar.

Ubertragt man namlich das System der homaloidalen Curven und
setzt gleichzeitig (a, b)° mit der gegebenen Transformation zusammen, so
wird die neue Transformation die ubertragenen Curven zu homaloidalen
haben, also selbst ebenfalls von niedrigerer Ordnung sein, und man wird
gsuccessive bis zu einer (@, )’ selbst gelangen konnen.

Hiemit ist die Identitit der Transformationen der §§ 1 und 2 nach-
gewiesen. Der Beweis des Theoremes hitte auch direct fiir die homaloi-
dalen Flichen gefiihrt werden kionnen und sogar ganz abgesehen davon,
dass mit der Relation a, 4 a,+ a,4 a, > m gleichzeitig fur die 4hochsten
Singularitaten 2a,, 2a,, 2a,, 24, def homaloidalen Flichen die Relation
(2a,) + (24,) + (2a,) + (2a,) > 2m gefunden ist. Man kann namlich
sogar direct eine invariante M; beniitzen, die birationale Verwandtschaft
in derselben durch stereographische Projection abbilden, und wird hierbei
ein Netz von Curven p=o der Ordnung 2m erhalten, welche 2q,,..., 24,-
fache und zwei m-fache Punkte haben, weil die M} jede Erzeugende durch
O in m Punkten treffen. In der That ist die Dimension

%2m(2m + 3) ——;Eza,-(zai + 1) — 2%m(m + 1) =3,

wovon noch der Transformirte von O, resp. diese Projection zu subtra-
hiren ist, so dass co? bleibt. Auf dieses Netz ist dann das Schlussver-
fahren anzuwenden, womit ich LXIV. bewiesen habe.

§ 4. FEinige specielle Transformationen gegenwdrtiger Art.

Theorem LXVII. Wenn ein Fundamentalsystem der Ordnung m einen
Fundamentalpunkt der Ordnung m — 1 enthdlt, so sind die Vielfachheiten
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der idibrigen Fundamentalpunkte die Doppelten der eines ebenen Fundamental-
1
systemes der Ordnung - :'

g a A 2—_ a
Denn aus 21:% — 2m — 2 und };a? — ’ﬁ_z__l_ folgt §“¢= 3(m+1) 3,

%“z?:(m:— I) —1 (da al_—:m—;—[) qu. e d.

Die Fundamentalcurven 2. Art fur ein solches System sind die Ge-
raden, welche ¢, mit a,,..., ¢, verbinden, dann die Curven, welche aus
denjenigen der erwahnten ebenen Verwandtschaft so abgeleitet werden,
dass man den Curven y. Ordnung Curven 2v — 1. Ordnung substituirt,
welche in #,,...,, dieselben Vielfachheiten wie jene und in z; die
Vielfachheit » — 1 haben. Diese Fundamentalcurven sind far die M7
einfach und sind jenen Geraden genau dem Entsprechen in der Ebene
(unter den x; und ihren Fundamentalcurven) gemass zugeordnet. Die
Gesammtanzahl ist also 2 (¢ — 1).

Die Fundamentalflichen sind den Punkten ,, ..., z, entsprechend
Kegel mit der Spitze in x, und aufstehend iber den Fundamentalcurven

des (fingirten) ebenen Systemes, und dem =z, entsprechend, eine Fliche

o I . m —
. Ordnung mit xl——i
2

, welche ausserdem durch x,,..., z, mit

den Vielfachheiten g, , ..., a, geht.

Wenn 2a, = 2a, =m — 1, so ist also 2a, =...=2q,= 2, die Fun-
damentalcurven sind zweimal ¢— 2 Geraden aus z , z, nach z,, ..., %,
die Gerade x x, und die Curve m — 2. Ordnung durch 2727 w;...2,.
Dic Transformation verwandelt das Ebenenbiischel durch 2, in das
Ebenerbiischel durch z;z, und zwar mit quadratischen Verwandtschaften
unier den Lbenenpaaren.’

Theorem LXVIIL.  Die cirzigen Fundamentalsysteme mit a, = .

sind (1,1,1,1)%, (4,4,4,4,4,4), (8,8,8,8,8,8,8)".

(i
Q&

! Die irreductible einfache Fundamentaleurve I. Art, welche bei der allgemeinen
dyoidalen Transformation mit quadratisch verwandten Hbenen auftritt, ist also hier in obiger
Weise zerfallen und dadurch in die 2. Art iibergegangen, dass sich der Character I. Art
auf einzelne Punkte in ihr zusammengezogen hat.



28 S. Kantor.

Aus XLIX. und LII. folgt ga=2(m—1), 200°=m’—1, a=ﬂf—l~,
m—1 8 +‘ ¢ . i
o= M= welches ganz wird fiir =4,6,7 und m=3,7,15.

Diese Fundamentalsysteme sollen als @ @, @ bezeichnet werden, wihrend
T* immer die Potenz einer Transformation bezeichnen soll.

Die Fundamentalcurven fur ¢ sind die 15 Geraden z;z, einfuch
und die (z, ...,y dreifach, fiur @ die 21 Geraden 7, einfach und die
7 Curven (£;%;,,... %" dreifach. Diec Fundamentalflichen fur @ sind

Kegel (224, ...%;,,)? und fur @ Flachen 4. Ordnung (zlxf,.... 27"

Theorem LXIX. Unter den Transformationen mit nicht mehr als 6
Punkten Lann keine hiohere als 7., mit nicht mehr als 7 keine hihere als
15. Ordnung sein.

Die Fundamentalflichen sind namlich nur Ebene durch 3 Punkte,
quadratischer Kegel, M} mit 4 Doppelpunkten und 3 einfachen, M} mit
1 dreifachen und 6 Doppelpunkten. Wegen LXVIIL und Minimumsitzen
hat jede Transformation hoherer als 7., 15. O. einen hoheren also 4-
oder 8-fachen Fundamentalpunkt.

Theorem LXX. Die Fundamentalsysteme mit weniger als 8 Punkten
sind (1,1,1,1)% (4,4,2,2,2,2)% (6,4,4,4,2,2,2), {(4,4,4,4,4,4),
8,4,4,4,4,4.4), (6,6,6,4,4,4,20, (8,6,6,6,6,4,4)"
(8,8,8,6,6,6,6)% (8,8,8,8,8,8,8)" Dic dnzahl der Funda-
mentalsysteme mit einer Anzall o> 7 Fundamentalpunkten ist unendlich.

Die ersten Fundamentalsysteme gewinnt man leicht mit Anwendung
des Theoremes LXVI. Zum Beweise des 2. Theiles des Th. genigt cs,
dic cubische Characteristik (¢,0,), (4,b,), (a,0,) b, in &] in ...y = q, fiur
>3 zu verwenden. Denn nach der Theoric dieser Transformationen
(s. Am. J. 1896) ist sic fiur % > 3 aperiodisch und liefert also unendlich
viele Fundamentalsysteme, welche keine anderen als diese Fundamental-
punkte haben und von dencn keines unendlich oft wiederkehren kann,
ohne Periodicitit zu bewirken.
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II. THEIL.
Theorie der periodischen Characteristiken. Aquivalenz mit
den Typen.

§ 1. 'Allgemeine Siitze @iber Characteristiken und die linearen
Substitutionen 1) und 11).

Das -Problem der Zusammensetzung fithrt nun sofort zum Probleme
der Periodicitit. Hier eben erweisen sich die Fundamentalsysteme des I.
Theiles als die genaue Verallgemeinerung der birationalen Transforma-
tionen der Ebene. Damit nimlich Reduction der Ordnung bis auf Eins
durch successive Anwendung (7%) eintreten konne, reicht das Princip der
Verkettung der Fundamentalpunkte vollkommen aus. Damit also die
Characteristik, d. i. die Gesammtheit der Fundamentalgebilde und ihrer
Transformirten, Periodicitit licfere, ist nothwendig, dass die Fundamental-
punkte b; von E; mit den a; von R, verkettet oder coincident sind. Fur
die Verminderung der Ordnung ist dic Verkettung der Fundamentalcurve
2. Art gleichgiltig. Die Falle, wo b, mit Fundamentalcurven ¢; incident
sind, ohne in Fundamentalpunkte iberzugehen, konnen also nicht perio-
disch sein. Um die entsprechenden Substitutionen I) und II) zu schreiben
(characterisirt), hat man also #’ dem =, die & den z und die y den y
zuzuweisen und die «, x, die ¥,y je unter einander zu verketten.!
Rein arithmetisch ist die Verkettung der y’, y von jener der 2, x ganz
unabhingig und hier zweigt sich abermals eine neue arithmetische Unter-
suchungsrichtung von dem geometrischen Gebiete ab. Jedoch gilt in
Folge des Theoremes LIIIL:

Theorem L. Durch die Coincidenzen und Verkettungen der Fundamen-
talpunkte sind die Coincidenzen und Verkettungen der Fundamentalcurven

! Rein arithmetisch ist es sogar moglich, auch die ' mit den y, die %' mit den
x zu verketten. Die Schreibung der Substitutionen I) und II) fiir diesen Fall kanu mog-
licher Weise zu neuen Classen ganzzahliger periodischer linearer Substitutionen fihren,
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(2. Art) vollstindig bestimmi. Die Characteristik ist schon periodisch, wenn
auch nur die unvollstindigen Substitutionen 1) periodisch sind.

Es folgt also daraus auch die Periodicitst des vollstandigen Sub-
stitutionen I) und II). Das Theorem (von FroBentus) iiber die Periodicitat
einer linearen Substitution ubertragt sich auch hierher.’ Die characterisirten
Substitutionen I) oder II) sind periodisch, wenn die characteristische Func-
tion einfache Elementartheiler und nur Einheitswurzeln zu Wurzeln hat.

Corollar. Sobald die Zahl ¢ < 8, kann die Periodicitst keinen Index
> 30 haben (Crelles Journal, Bd. 114, p. 50). Auf Grund der Theo-
reme XLIII. bis XLV. und dann Ende von § 2 kann auch die Directrix-
substitution einer Characteristik definirt werden. Man lasst in einer pri-
mitiven Characteristik (d. i. nur mit Verkettungen) auf einen Punkt g;
jenen folgen, der dem mit jenem coincidenten nach XLIV. conjugirt ist.
In der derivirten Characteristik (d. i. mit Verkettungen) setzt man den
Cyclus genau durch die Verkettungen der Characteristik fort und schliesst
ihn wie bei der primitiven.

Die wichtigen Theoreme XXV. bis XXXIX. auf p. 62 bis 64 cit.
Abh. gelten genau auch hier, wobei nur in XXXIX. statt Transforma-
tionen von Jonquiéres die Transformationen dieser Abh. I Th. § 4
LXXXVIL a. E. zu setzen sind und in XXXII. statt 2, 3 hier 3, 4.

Theorem II. Jede Characteristik mit weniger als 8 Punkten liefert ein
endliches Tableaw successiver Transformationen und ist periodisch.

Denn nach I. § 4. gibt es nur eine endliche Anzahl von Funda-
mentalsystemen, welche nur in eine endliche Anzahl Characteristiken tiber
die 7 Punkte vertheilt werden konnen und keine Characteristik kann
sich in derselben  Vertheilung uber die 7 Punkte wiederholen, da sonst
(cf. cit. Abh.) die Characteristik sich schon frither mit der Collineation
hitte endigen miissen.

Theorem III. Die involutorischen Characteristiken (a;b;) von Q" und Q'
sind vertauschbar mit allen Characteristiken von 6, resp. 7 Punkien.

Jede (a, )’ welche die 4 Punkte iiber den 6, 7 Punkten besitzt,
verwandelt die Transformation in eine Transformation derselben Art,

! Fir die Ebene von mir angegeben Crelles Journal Bd. 114, p. 61.
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also auch jede aus (@, b)* zusammengesetste Characteristik tber den 6, 7
Punkten.

Die Theoreme L. bis LIV. cit. Abh. gelten auch hier, ebenso auch
Th. LV.,, LVL. In der Deutung von LVI. (. ¢) tritt jedoch hier eine
Anderung ein. Die Zahl m —a,, —...—a,_ ist eine Invariante der
unvollstindigen Substitutionen I), die Anzahl der Doppelpunkte im R,
ist jedoch hier 2m 4 2 —y, wo v die Verringerung durch uneigentliche
Doppelpunkte ist und diese Anzahl ist bei Erhaltung der Zahl & der
Characteristikpunkte (d. i. der Variabelnzahl der Substitution) gewiss in-
variant. s muss also die Differenz

2 — (@, + ... + a,)

invariant sein u. zw. wie Beispiele lehren, constant und weiter gleich
Null. Dies beweist das

Theorem IV. Die Incidenz eines Fundamentalpunkies a; gegenwdrtiger
Transformationen mit der ihm entsprechenden Absonderungsfliche, welche a,-
fach durch den dem a; coincidenten Fundamentalpunkt b, hindurchgeht, ab-
sorbirt (uneigentlich) 2ay, Doppelpunkte.

Die 1. Invariante der Substitution 1.) ist also die Halfte der Anzahl
der eigentlichen Doppelpunkte; noch vermindert um 1.

Die Theoreme LXIV. bis LXXVIIL der cit. Abh. gelten mit geringen
Abanderungen auch hier. An die Stelle von LIX. bis LXIIL 1. c. treten
Theoreme, welche erst nach Ausspruch des Aquivalenztheoremes in § 5
bewiesen und angegeben werden sollen.

Theorem V. Die characteristischen Functionen der Substitutionen 1) und
I) sind fiir jede Characteristik einander gleich.

Man beweist es, indem man die Reduction auf die Typen durchfihrt,
fur jeden einzelnen Typus den Beweis fuhrt und dann bemerkt, dass die
allgemeinen Typen durch Hinzufiigung von Cyclen entstehen, welche in
beide Functionen gleiche Factoren liefern.

Theorem VI. Wenn eine Characteristik gegemwdrtiger undamentalsysteme
periodisch ist, sind alle Wiederholungen, welche denselben Index haben, mit
thr durch eben solche Tramspositionen dquivalent.
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Auch dies wird fur die einzelnen Typen des II. Th. § 5 bewiesen
und von dort aus auf die aquivalenten nicht typischen Characteristiken

geschlossen, weil aus P7'T*P = T folgt P~ (Q7'TQ}P = @' TQ.

Theorem VII. Wenn die Anzahl der Factoren (x — 1) der gharacte-
ristischen Function > als der Rang der Characteristik plus 1, ist die Charak-
teristik einer der §§ 3, 4 dquivalent.

§ 2. Die anallagmatischen Curvensysteme und die Reductibilitdit
auf die Typen.

I. Beweis.

Theorem VIIL Jede periodische Characteristik besitzt unendlich viele in-
variante Singularititencomplexe n,x,, ..., t, beliebig hohen Geschlechtes p.

Denn da e¢s sich hier nur um Characteristiken handelt, so kann man
die Gesammtheit der transformirten Curven einer Geraden stets in solcher
Lage befindlich denken, dass dieselbe als reductible Raumcurve gelten
kann, was die Erfullung zweier Ungleichheiten erfordert. Seien #,,...,n,
die Partialordnungen, %, , ..., &, die Partialanzahlen der scheinbaren Dop-
pelpunkte, %, die Anzahlen der gemeinsamen Treffgeraden dieser Theile,
so muss wegen der Projection auf eine KEbene, n =2, 4+ ... 4+ n,,
2(h, 4l + oA by A Zhy) < (n— 1)(n— 3) sein und da 2% < (n,—1)(n,—2),
ist 23h, < Xni— 32n; 4+ 20 und also, wenn in den letzten Formeln die

Gleichheit gilt,
(2) 23k; < 2¥nm; — 2(0—1).

Andererseits st 4(Zh, + Xk;) > (n— 1)* und da 4h; > (n; — 1)?, st
42h; > Yn; — 23n; + o, also, wenn in der letzten Formeln Gleichheit
gilt, sicher

(3) 43k; > 23nn, — (0 — 1).

Das Geschlecht p der Gesammtcurve ist {”__—_L)E(i_—__z)_ Zh; — Xk, also

2p = Enn,— (p—1) + Ip;— 2k, daher 2p=2p,+ Znn;— (0—1)— 2k
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und im Falle der Giltigkeit der vorhergehenden beiden Formeln, d. i
sicher dann, wenn p; = o,

(4) 2p = Inm, — (o — 1) — Sk,

stets positiv. Dieser Fall p; = o tritt ein, wenn man die Transformirten
einer rationalen Curve summirt und es kann unter Erfullung von (2) und
(3) der Werth von (4) willkirlich gross gemacht werden. Ubrigens konnen
(2) und (3) auch mit p; Z o erfullt werden.

Theorem IX. Wenn eine Transformation gegenwdrtiger Art einen
Complex n,t, ,...,% in sich transformirt, transformirt sie auch n-— 4,
L, — 1, ...,8— 1 in sich

Denn dieser ist die lineare Combination aus jenem und aus 4,1,..., 1.
Der 2. kann der adjungirte Complex des 1. genannt werden. Man kamn
nun von irgend einem Complexe ausgehend die Reihe der successive ad-
jungirten. Curvensingularitdtencomplexe bilden.

Theorem X. Fiir jeden Singularititencomplex, welcher durch eine der
gegenwdrtigen Characteristiken anallagmatisch ist, ohme Fundamentalcurven 2.
Art zu schueiden, kann man numerisch voraussetzen, dass die Curve ohne
jene Singularititen das Maximalgeschlecht besitze.

Denn nach Awpnahme von g,,..., 1, hingt das Geschlecht nur von
der Anzahl % der scheinbaren Doppelpunkte ab, welche aber auf die Cha-
racteristik ohne Einfluss ist, schon darum, weil man die Curve wegen der
Invarianz der M) (Th. XLIX.) in einer solchen enthalten voraussetzen
kann, in einer solchen M; aber M} des Maximalgeschlechtes enthalten
sind und vermdge der Schnitte mit den Erzeugenden wieder in solche
verwandelt: werden. Fur die »Transformationen» wird jedoch ein eigener,
genauerer Beweis zu suchen gein. Die Voraussetzung des Maximalge-
schlechtes soll nun hinfort immer gemacht werden.

Theorem XI. Dann ist die Zahl u des adjungirten Singularititencom-
plexes gleich der Zahl p — 1 des vorhergegangenen Complexes.

2

Acta mathematica. 21. Imprimé le 10 juin 1897. 5

- e top T2 run— 1) : o
Das p dieser Curve ist T Y ==———=. Das u des adjungir-
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ten Complexes muss definirt werden wie oben fur die homaloidalen Curven
als die Dimension einer in ciner M? enthaltenen Curve n, 1, ..., L.

Nun ist diese Dimension "0 F3)__, 1 (/I—I + 1> 22 —Z i+ D g
2 2\2 2
n—4, r;— 1 gebildet (n* — 4n — 231,(t; — 1)):4 und aber das vorher-
cehende p ist wie soeben (n* — gu 4 4 — 23y, — 1) : 4.

Anmerkung. Diese willkiirliche Zuschreibung einer Zahl u, welche
jedoch die wichtice Eigenschaft hat, endlich constant abzunehmen, ist
einem shnlichen Vorgange zu vergleichen, welcher bereits in der Theorie
der r-dimensionalen quadratischen Transformationen in Amer. J. 1896
aufgetreten ist.

Theorem XII.  Wenn die Curven des adjungirten Singularititencomplexes
zerfallen, so Lann dies nur so geschehen, dass die Bestandtheile mehrere
Curven eines linearen oo*-Systemes sind oder eine feste Curve und ein in
einem linearen Systeme variirender Bestandtheil.

Der Beweis wird iahnlich wie in Acta Math. Bd. 19, p. 110.

Ich bilde nun fiir irgend ein invariantes Curvensystem von hin-
reichend hohem p das adjungirte System. fir dieses abermals und setze
sofort, indem ich, wenn der Fall XII. eintritt, die Verminderung nur auf
den variablen Bestandtheil anwende. Das Verfahren wird jedoch auf-
gehalten, wenn man zu p = o kommt und schon fiir p=1 wird &' =0
und der adjungirte Complex konnte dann auch als Fundamentalcomplex
(Fundamentalcurve) in die Transformation eintreten. Fur diese Falle
sorgen die folgenden Theoreme.

Theorem XIII.  Wenn ein Curvensystem nur in Folge vielfacher Punlite
in der Characteristik p = o und die obige Zahl w = 2 hat, ist es durch
Reciprokaltransformationen iibertragbar in die Geraden eines Stralenbindels.

Es gelten die Formeln [(n— 2)* — 23y,(x; — 1)] =0, 1, 2, 3 und
[nn + 3) —n®m 4+ 1):2 — Iy, + 1)]:2 = — 1, woraus folgt Xy, = 2n '

und Jr} =%:+ 2. Mittelst dieser kann man noch wie in I. Th. § 3.

! Die Formeln des Textes sind unter der Voraussetzung von geradem m gegeben.
Ganz ecatsprechende Formeln entstehen fiir ungerades % mit der Bedingung, dass die Er-

oo —1 n 41
zeugenden in 2 und > Punkten getroffen werden.
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LXIV. die Reduction bis auf # = 1 durchfithren, wenn man beachtet,
dass in diesen noch Bruchtheile mit demm Nenner 4 enhalten sein konnen.

Theorem XIV. Wenn ein Curvensystem wur in Folge vielfacher Punlte
in der Characteristik p = o und w = 3 hat, ist es durch Reciprokaltrans-
formationen in Raumcurven 3. O. durch 3 feste Punkte oder fiir w = 4 in
die Geraden des Raumes oder in die Kegelschnitte durch 2 feste Punkte
dhertragbar.

Denn es konnen ebenso wie in I, LXIV. und hier XIIL zwei Formeln
aufgeschrieben werden, aus welchen 1y, + 1, + 1, + 1, > 2% folgt und man
muss fiir # = 4 das in § 3. vernachlassigte Kegelschnittsystem hier auf-
nehmen. Far # = 3 gibt es kein anderes durch Punkte allein bestimm-
bares System.

Theorem XV. Wenn eine Characteristil: gegenwdrtiger Art ein Geraden-
biindel in sich verwandelt, ist sie eine Transformation des 1. Th. § 4, mit
(ap 1oy,

Denn der Scheitel des Bimndels muss ein (m — I)-fa‘cher Fundamen-
talpunkt fur beide Raume sein, nach I Th. § 1.

Theorem XVI. Wenn eine Characteristik ein Curvensystem p=0, u =2
der Art des 1. Th. in sich verwandelt, ist sie birational dquivalent einer Cha-
racteristil; mit (a;~'b77).

Das Curvensystem werde durch Transpositionen des I. Theiles in ein
Geradenbiindel wbertragen, dann wird gleichzeitig die Characteristik in
eine mit invariantem Geradenbiindel transponirt, worauf dann XV. an-
wendbar ist.

Theorem XVIL. Wenn eine Characteristik alle C, durch 3 feste Punkte
unter einander verwandelt, ist sie eine cubische Transformation mit (a,a,),
(a,4) 5 (a5, ), wo i, k,l=1,2,3.

Denn nur fur diese ist die Summe der Ordnungen von drei Funda-
mentalpunkten 3(m — 1).

Theorem XVIII. Wenn eine Characteristik einen Complex p = 0, u = 3
w sich transformirt, ist sie dquivalent einer cubischen Characteristik aus XVII.
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Man wendet XIV. an und auf das erhaltene Cj-system XVIL

Theorem XIX. Wenn eine Characteristik einen Compler p =0, u = 4
in sich transformirt, ist sie entweder einer Collineation oder einer Charac-
teristik (a7 Uy YWy T 0T oder  einer Characteristik (o}~ bi™") birational
dquivalent.

Man wendet XIV. an und das Lemma, dass eine Characteristik,
welche die Kegelschnitte durch 2 Punkte ¢ , @, unter einander verwandelt,
entweder die eine oder die andere des Theoremes sein muss.

Theorem XX. Jedes Curvensystem der Art des 1. Theiles, welche p = 1.
w=12,3,4 hat, kann durch successive Reciprokaltransformationen in ein
System von Curven 4. O. 1. Art durch 8, 6, 5 Punkte iibergefiihrt werden
oder fir w = 2 in ein System von Curven 4s. Ordnung mit 8 s-fachen Punkten.

Die beiden Formeln

(n—2)" L St SN

= ]
4 o 2 ?
nin+3)  n+2) §ntn_ o,
2 4 et 2
2
. Ly M , . .
liefern Xy} = Y. = 2n—u. Aus diesen kann mittelst desselben

Verfahrens, dass ich oben fiir die rationalen Curven eingeschlagen und
unter Beniitzung der bekannten Satze tiber die Systéme elliptischer Curven
in der LEbene die Relation y, 4+ 1, + 1, + 1, > 2n abgeleitet werden, in-
solange n > 4 oder x; 2 1;.

Theorem XXI. Wenn cine Characteristik gegenwdrtiger Art ein Curven-
system p =1, u = 2,3,4 in sich transformirt, so ist sie emmer Trans-
formation mit 8, 7, 6, 5 Punkten in der Characteristik Lirational dquivalent.

Denn es gilt wegen Xa, = 4(m — 1) das Lemma, dass eine Charac-
teristik, welche ecin ©c0? o0? co* System von C, p = 1 in sich trans-
formirt, ausser diescn festen Punkten keine Fundamentalpunkte, also auch

' Auch hier siod nur die Formeln fir gerades 11 gegeben. Neben diesen stellen
sich entsprechende fiir ungerades 1.
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keine Characteristikpunkte haben kann. Wenn also nach Anwendung von
XX. das C,-System erreicht ist, muss auch die Characteristik mit weniger
als 9 Punkten erlangt sein.

Theorem XXIL Eine periodische Characteristil; mit 8 Punkten muss
stets entweder einer monoidalen oder einer dyoidalen oder einer Characteristik
mit o < 8 Punkten dquivalent sein.

Denn wenn sie keinen anallagmatischen Complex mit p = o gestattet,
so muss man durch die Anwendung der Verminderung auf die invarianten
Complexe mit hoherem p stets auf Complexe mit p = 1 gelangen. Lin
zweiter Complex p = 1, # = 2 kann aber nicht da sein, da man durch
Transpositionen, welche nur Fundamentalpunkte unter den 8 Punkten be-
niitzen, auf €, p = 1 kommen miisste, wobei die schon vorhandenen C,
p = 1 ebenfalls erhalten blieben, was unvereinbar ist. p=1, 4 =1 er-
fordert aber successive p= 1 und diese fithren sofort zur Existenz von
nur p= 1, was mit der Periodicitat gem#ss VIII. unvereinbar ist. Aus
dem 2. Gliede des Schlusses wird also u = 3 gefolgert.

Far die Transformationen kann der Beweis anders gefithrt werden.

Theorem XXIIL. Jede periodische Characteristik eines IFundamental-
systemes gegenwdrtiger Art ist durch Reciprokaltranspositionen dquivalent
entweder:

1. Einer Collineation, oder

2.  Kiner Characteristik mit {ai=' 0}7"), oder

3. Einer Characteristik mit (@i 1oy a3 oY), oder

4. Finer Characteristik mit ¢ < 8 Punkten.

Zum Beweise dieses Haupttheoremes verwende ich nun das oben
nach XII. erwahnte Princip der Verminderung der adjungirten Complexe.
Ich gehe von einem Complexe aus, dessen u gemiss Theorem VIIL be-
reits als > 2 vorausgesetzt werden kann, da die Curven des Systemes
doch den ganzen R, mindestens ecinfach erfullen miissen und bilde die
Reihe der successiven adjungirten Complexe. Nach LX. des 1. Theiles
miissen auch diese durch die Characteristik anallagmatisch sein. Entweder
kann die Reihe bis # = 1, 2, 3, 4 fortgesetzt werden, dann ist die Cha-
racteristik von selbst eine von denen des Theoremes. Oder man wird
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darch einen Complex p = o, u > 1 aufgehalten; dann wendet man die
Theoreme XVI, XVIII, XIX. an. Oder man wird durch p = 1 auf-
gehalten, wo man wieder « > 1 voraussetzen mag; dann wendet man
XXI an, vervollstandigt durch XXII.

II. Beweis.

Es werden wieder die invarianten Curvensysteme beniitzt. Nur wird
die Existenz der rationalen oder elliptischen Curvensysteme als Folge der
Periodicitit auf andere Art hergeleitet.

Theorem XXIV. Jede Characteristil: gegemwdirtiger Iundamentalsysteme
kann man sich widerspruchslos in einer invarianten M3 enthalten denken.

Denn die stereographische Projection liefert eine ebene Characteristik
von Fundamentalsystemen, welche durch Zusammensetzung von nur Funda-
mentalsystemen (¢} ¢} 0} 03 b3 b; @)® wo e, , e, die Schnittpunkte mit den Er-
zeugenden des Centrums sind, gewonnen werden. Alle diese Characteri-
stiken mit denselben ¢, e, geben eine geschlossene Gruppe und liefern
durch Rickprojection auf die M; eine Characteristik fraglicher Art.

Corollar I. Die Theorie gegenwirtiger Characteristiken sowie ihrer
endlichen Gruppen kann als identisch mit der Theorie der eben be-
schriebenen ebenen Characteristiken bei gemeinsamen ¢, e, angesehen
werden.

Corollar II. Jede Characteristik aus XXIV. kann widerspruchslos
als in einer C, mit Spitze oder einer zerfallenden C,. welche invariant
seien, enthalten angesehen werden.

Theorem XXV. Jede periodische Characteristik gegenwdrtiger Fundamen-
talsysteme besitzt entweder ein invariantes Curvensystem (Singularititencomplex)
p = o und Dimension > 1 oder ein invariantes Curvensystem (Singularititen-
complex) p = 1 und Dimension > 1.

Denn die als invariant vorausgesetzte M} gibt durch stereographische
Projection eine ebene periodische Transformation, welche also auch, als
Characteristik aufgefasst, einen invarianten Complex gestattet, der ent-
weder p = 0 oder p = 1 hat, gewiss aber « > o, wofiir der Bildung des.
u zufolge die raumliche Dimension > 1 geschrieben werde.
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Von dem Theoreme XXV. gelangt man durch meine oben hergelei-
teten Hilfstheoreme eben wieder zum Haupttheoreme XXIII.

Anmerkung. Es konnte im Anschlusse an XXIV. ein anderer Beweis
versucht werden, wenn in der Ebene bewiesen werden kdnnte, dass die
Characteristiken der im Beweise zu XXIV. geriannten Art durch Funda-
mentalsysteme (¢} €} b7 0] b; b @)® mit gemeinsamen e, , ¢, auf Typen trans-
ponirt werden konnen.

III. Beweis.

Theorem XXVL Jede periodische Characteristik besitzt unendlich viele
mwariante Singularititencomplexe n , %, , . .., x, von beliebig hohem Fldchen-
geschlechte p.

Die Formel fir die Zahl p wird aus der Nother’schen Formel (Ann.
di Mat., ser. 2, t. 5) durch ein Zusatzglied erhalten, das wegen der
ausgezeichneten Curven, welche die Flache in den Fundamentalcurven 2.
Art besitzen kann, gewonnen wird. Dieses (Glied ist hier gewiss positiv
und seine Weglassung verstirkt nur den zu liefernden Beweis. Dann bleibt
aber eine in » und 2z, cubische Formel, welche fiir die Argumente
o+ ...+ n, 2 4 ... 4+ 2 nach bekannten arithmetischen Satzen einen
Werth annimmt, der > als die Summe ihrer Werthe fiir die Argumente
ny, @20 ny, 2, .., 2., In Folge dessen kann man aus einem
Singularititencomplexe nebst seinen sammtlichen Transformirten successive
Singularitatencomplexe von stets wachsendem p herstellen.

Theorem XXVIL. Wenn der adjungirte Singularititencomplex n — 4,
X, —2,...,2,— 2" zu-einer zerfallenden I'liche gehirt, so zerfallt diese
entweder in eine feste Fliche und einen in einem linearen Systeme variablen

Bestandtheil oder in mehrere Flichen eines und desselben linearen Systemes.

Der Beweis wird genau wie fur die Ebene in Acta Math. t. 19, p.
119 geliefert.

Theorem XXVIIL. Wenn fir einen invarianten Singularitdtencomplex
N, Ly, %, die Zahl p <o, w> 1 wird, so kinnen die Singularititen-

! Hier fiic Flichen bedarf es keiner neuen Definition des adjungirten Complexes,
es ist die Clebsch—Zeuthen—Nother'sche, die schon im I. Tbeile erwihnt wiirde.
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complexe n,x ,...,x, der diesen Fillen gegenseitig gemeinsamen Schnitt-
curven nur p = o, 1 haben,

Die zu diesen Curven adjungirten Flachen sind der Ordnung 2n— 4
und gehen (22, — 2)-fach. durch die Punkte der Characteristik. Sie sind
ebenfalls invariant und schneiden auf den Curven die bekannte GI;l,
aus. Nun gibt es keine Flachen n — 4, #;,— 2; in Folge dessen auch
keine # — 2, #;— 1 und mithin auch keine 2(n — 2), 2(x; — 1), wie
aus den Formeln fur p zu beweisen ist. Die Curven konnen also keine
Reihe G besitzen und missen p=o0, 1 haben.

Theorem XXIX. Die hier mdglichen invarianten Complexe n,x,, ..., %,,
welche p < o haben, ohne zu zerfallen, sind durch Reciprokaltransformationen
wberfiihrbar in Kegelflichensysteme mit gemeinsamer Spitze.

Denn die rationalen Curven, in denen sie sich schneiden, miissen
stets ein Biischel bilden (sodass also die Schnittcurve stets in mehrere
Bestandtheile zerfallt), weil ein Netz von rationalen Curven auf einer der
Flachen sofort deren Abbildbarkeit, also p = o fiir sie bedingen wirde.
Die elliptischen Curven schliessen sich aber aus wegen des Reductions-
theoremes aus XX., weil mit diesen 8 Punkten Flichen von p <o nicht
gebildet werden konnen (als Orter von je co! elliptischen C,.q; ... af).
Auf das co? System von Curven mit p = o kann dann das Reductions-
theorem angewendet werden.

Theorem XXX. Wenn eine Characteristil gegenwdrtiger Art einen
Flichensingularititencomplex n, ,, ..., %, mit p =0, u > o invariant ldsst,
lasst sie stets auch einen Curvensingularititencompler p=o0, > 1 oder
p = 1 invariant.

Denn da die Flichen eines Biischels im Systeme p = o haben, sind
sic abbildbar und indem man die unter zweien hervorgerufene Verwandt-
schaft in die Ebene abbildet, schliesst man aus den Theoremen fiir diese
hier, dass es stets ein rational distinctes, in ein ganz analoges tibergefithrtes
Curvensystem p =0 oder p= 1 geben muss. Da aber fur alle Flachen
des Biuschels die abbildenden Punkte und Linien in derselben Weise
vertheilt sind (obwohl nicht eben dieselben sein miissen), so werden diese
Curvenbiischel insgesammt ein Curvensystem u > 2 geben.
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Zur Vollendung des Beweises fur XXIII. bliebe nun noch wbrig, ein
Aquivalenztheorem fir die F lachensysteme #, 2, , ..., 2, zu suchen, welche
p=1, u>0 besitzen. Is ist hier nothig, eine Beschrankung einzufihren.

Die Nother'sche Formel gilt fur die homaloidalen Systeme, welche
hier auftreten, deswegen niché, weil die hier so zahlreich und wesentlich
erscheinenden Fundamentalcurven 2. Art als »mitbedingte Curveny zuweilen
einen Zusatz von Gliedern erforderlich machen. Aus demselben Grunde
gilt sie nicht fur alle invarianten Flachensysteme, die hier auftreten. Fest-
zuhalten ist jedoch, dass wenn ein Flachensystem nur solche gemeinsame
Curven hat, welche eine nothwendige Folge seiner singuliren Punkte sind,
auch das adjungirte Flachensystem nur durch solche gemeinsame Curven
geht, welche eine nothwendige Folge seiner singularen Punkte sind.

Dieser Zusatz, welcher also ausdriickt, dass die Durchginge einer
Flache durch die Punkte a,, ..., a, nicht unabhangig sein miissen, ist
aber jedenfalls hier positiv. Seine Weglassung reducirt daher die Dimen-
sionszahl, resp. das Geschlecht p.

Ich erlaube mir nun den Kunsteriff, in der Reihe der successiven
adjungirten Systeme jedesmal nur (n -+ 1)(n + 2)(n +3) — 3z, (z, 4 1)(x; + 2)
zu berechnen, welcher Standpunkt auch dadurch erreichbar wire, dass
man nur invariante Flachensysteme sich dichte, welche in keiner Weise
durch Fundamentalcurven 2. Art hindurchgehen. Ob es aber solche gibt,
misste erst bewiesén werden, da die durch Summation der Transformirten
einer Flache gewonnenen diese Eigenschaft nicht haben. Dann spreche
ich also aus:

Theorem XXXI. Alle Flichensingularititencomplexe n, x,, ..., x,, welche
das so berechnete p gleich 1 und w (entsprechend berechnet) > o haben, sind
durch Reciprokaltransformationen iibertragbar in n=2s, ¢, =...=1x,=s.

Denn man kann mittelst der Theorie der Maxima und Minima bewei-
sen, dass fur jene Complexe, solange sie nicht diese typische Form haben,
x, + %, 4+ v, + 2, > 2n. Namlich bei geradem n wird der obige Com-
plex, bei ungeradem der entsprechend gebildete unter allen, welche gleiche
p,u liefern, die kleinsten x; haben. Hier ist aber x, + 2, 4 2, -+ 2, = 2n,
fur die aber, welche ungleiche z; haben, wird diese Summe stets gros-
ser sein.

Acta mathematica. 21. Tmprimé le 10 juin 1897. 6



42 S. Kantor.

Theorem XXXII. Eine Characteristik, welche das Fldichensystem n = 2s,
x; = s in sich verwandeln soll, kann ausserhalb dieser Punkte keine Punlte
besitzen.

Denn erst, wenn die Fliche in allen Fundamentalpunkten s-fache
Punkte hat, wird »' = m.2s — Ys = 25 nach Th. XIV. des I. Theiles.

Theorem XXXIIL Eine Characteristik, welche nur die tnvarianten Sin-
gularititencomplexe n= 28, x,= s besitzt, kann fiir 6> 8 nicht periodisch sein.

Denn fur ¢ = 5,6, 7,8 werden die Zahlen p nach oben berechnet

35 + 9s® + 125 25% 4 65 + 105 §° + 3s* + 8¢
6 ’ 6 ’ 6

y 8

und fiir ¢ = 9 bereits vegativ, sodass dem Th. XXVI. nicht entsprochen
witrde.  Aber auch fir ¢ = 8 ist die Existenz der invarianten Singula-
rititencomplexe nur scheinbar. Far die Transformationen soll es spater
(IIL. Th.) bewiesen werden, fir die Characteristiken kann man zunichst die
Existenz von nur Curvensingularititencomplexen mit n = 43, 1, =..=1;=3
folgern und hieraus die Aperiodicitit mittelst der invarianten M;.'
Habe ich nun diese Hilfssitze > vorausgeschickt, so gelange ich zum
Haupttheoreme XXIII, indem ich auf die Flachensysteme eines p, das
nicht o oder 1 ist, die Verminderung durch Adjunction anwende. Komme
ich dabei zu einem Zerfallen, beniitze ich XXVII., komme ich zu p > o
so bentitze ich XXVIII., komme ich zu p = o, so beniitze ich XXX.
oder die letzte Anmerkung unter dem Texte, komme ich zu p=1 (unter
dem gemachten Vorbehalte), so bentitze ich XXXI., komme ich zu keinem
dieser Hindernisse, kann also das Princip fbrtgesetzt anwenden, so komme

' Die Schuittcurven der Flichen MP(x) sind 1 = 4s% 1; =" und da sie

vom Maximalgeschlechte sind, so ist ihr Geschlecht unter Rieksicht auf die 1; gleich

2

s 2 2 2 kY
s — 2 s (s* — 1) . . . .
<4 __,) — 8 —— = 1. Diese Curven, das ist also itberhaupt alle invarianten
Curven, sind elliptisch, womit dem Th. VII. widersprochen wire.

2 Tch bin im Th. XXX. auf meine obigen Theoreme @iber Curvensysteme iiber-
gegangen, aber es ist hier auch leicht méglich, p =0 so zu behandeln wie ich in XXXI.
p =1 behandle und es finden sich als Typen Systeme ven Ebenen, M;, M5 und M3 it

Doppelpunkten. Solche Typen existiren aber fiir allgemeine Flichensysteme nicht.
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ich von selbst zu Ebenen, M2, M3 oder M; und eine gewiss einfache
Discussion lasst in den fur diese anallagmatischen Transformationen jene
des Theoremes XXIII. erkennen.

IV. Beweis.

Derselbe entspricht der fir die ebenen Transformationen von mir in
Crelles Journal, Bd. 114 gegebenen IIL. Methode. Es wird der Rang
der zu einer Characteristik gehorigen linearen Substitutionen 1) definirt.
Es werden #aquimultiple Characteristiken als solche definirt, welche nur
Singularititencomplexe %, «,, ..., x, invariant lassen. Es wird haupt-
sichlich bewiesen:

Theorem XXXIV. Wenn in eciner Characteristik ein Singularititen-
complex invariant ist, welcher wnicht dquimultipel ist, so kann man durch
Particularisirung des in ihm enthaltenen Parameters stets einen Complex
P =0, u> o erreichen, oder einen, der sich zu einem solchen erganzen lisst.

Man beweist ferner, dass eine Flache mit p = o, v = o (allein in
Folge der Singularititen in den Characteristikpunkten) als Fundamental-
fliche einer gegenwartigen Transformation beniitzt werden kann und hat
dann das Theorem bewiesen (als Umformung von XXXIV):

Theorem XXXV. Fine nicht dquimultiple periodische Characteristik kann
entweder einer Collineation, oder einer Transformation (a7 '07™") oder einer
Transformation (a7 03 ) ag 07" oder einer- mit o < 8 Fundamental-
punkten birational dquivalent gemacht werden.

Dies ist im Wesen das Haupttheorem XXIIL

Es kann endlich entsprechend der II. Methode in Cr. J. Bd. 114
noch ein V. Beweis gegeben werden, indem man trachtet, itberhaupt eine
arithmetische Formel fur den Periodicitatsindex (beziehungsweise Ausdruck
fur die Aperiodicitat) einer gesetzmissig gebildeten Characteristik aufzu-
stellen durch successive Bildung immer allgemeinerer Classen von Funda-
mentalsystemen. = Hiezu ist es gut, die Substitutionen I) und II) als De-
finitionen zu verwenden.
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m—1

§ 3. Die Characteristiken der Fundamentalsysteme mit o} ', b]
(L. Th. § 4).

Theorem XXXVI. Die Characteristik mit (a, b)) ist periodisch und mit
demselben Index, sobald die von den tibrigen Punkten gebildete Characteristik
Ch,_, in der Ebene genommen periodisch ist und umgekehrt.

Denn indem man fiir beide Characteristiken die Substitutionen I) auf-
schreibt, beweist man durch eine einfache Umformung der Determinante,
dass die erste ch. F. gleich der zweiten mal (z — 1) ist. Auch durch
das Tableau der succe§siven Transformationen erhellt dasselbe.

Theorem XXXVII. Zwei Characteristiken Ch, mit (a, b)) sind dquivalent,
wenn die Characteristiken Ch,_, dquivalent sind.

Denn ist @ eine Transposition, welche die beiden Ch,_, #iquivalent
macht, so liefert die Transposition ((a,d,)** @) auf die erste Ch, ange-
wandt, eine Transformation (a,8,), wo Ch,_, mit jener der zweiten Ch,
itbereinstimmt, also diese Ch, selbst.

Corollar 1. Wenn Ch,_, der Collineation aquivalent ist, ist es auch Ch,."

Corollar II. Wenn Ch, in der Punktezahl reductibel sein soll, so
muss Ch, , es sein und umgekehrt.

Corollar III. Es gibt so viele typische Characteristiken mit (a, 6,),
als es typische Characteristiken tiberhaupt in der Ebene gibt. Hieraus
folgt:

! Zufolge dem in I. Th. § 4 Gesagten beginnen die fundamentalen Substituticnen
I) und II) fiir die gegenwirtigen Fundamentalsystemen wie folgt; wenn mit z, 2/, 1, ' die
Vielfachheiten in a , b bezeichnet werden:

’ . m - I ’

n'= mn — T—ay, L, — @y y— .y W= mn —(m-—11r—2a,1,—2a L~

m — m—1I m—3

a’,::(m_‘l)n— 2 éx—a’l Ty =By Ty oy §,= > n— 2 I— @, L— @ Ly
7 r

z, = 2b‘n — brx —a,®—ax,—., = bn — bt — a,T,— a0~
’ ’ . .

o= 2bn — bow —a,2 —a,2,—. L= bn — bl — a,r— a,l,—--
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Theorem XXXVII. Die typischen Characteristiken mit (ai ' b7") sind
48 isolirte, welche durch Verbindung wvon (a}*b7™") mit den 48 isolirten
Typen Bys ..., X, der Ebene erhalten werden und die Classen (ap='b7),.
(ag=2b5).

Corollar I. Die Characteristiken (a7 077"), 8} in ... (0})" = a}, sind
periodisch fiur alle Werte von %, und der Index ist das kleinste Multiplum:

aller Zahlen %, 4+ 1.
Corollar II. Wenn Ch,_, &quimultipel ist, so hat Ch, nur die anallag-

matischen Singularititencomplexe n,n—3s,s,...s.* und n,n— 38,8,...5..

* Obzwar fir das Typenproblem nieht erforderlich, mégen iiber die Fundamental-

systeme des § 3 noch folgende Theoreme mitgetheilt sein:

Theorem XXXVIII'. Jst A die char. Function der fundamenialen linearen Sub--
stitdtton fir die aus den x,, ..., %, gebildeic ebene Characteristtk Che—y, A, die 1.
Unterdeterminante, so ist die char. Function fiir b, in a,, Che— (oder &' in x, Che_q):

—(p— (A1 + 20) + A,L(0* + 1 + p))-

Es sind die fundamentalen Substitutionen vorbereitet zur Berechoung von p diese:r

m—1
pr= mn  ————u — @ — Gy — ...,
m— 3
’ a3 —
ox = (m— I)n — ® — B, — Ay, — ..,
0% = z
7
pry= 2bn — bu — Oy By — Dy —— . . .

woraus durch einfache Umformung der obige Werth entsteht.

Theorem XXXVIII". Die Characteristiten b, in a,, Che_g, wo Chs—, einer der 43
Typen aus der Ebene ist, sind aperiodisch, sobald, die Gesammivahl der Punkte > 7 ist.

Ich beweise ndwmlich, dass nicht invariante Curven jedes Geschlechtes p da sind..
Das Maximalgeschlecht der invarianten Curve n,n— 33, 3,..., 8 ist nimlich

n—2)* (6__2>»3(8—— 1) ,m—33n—38—1) —3n°+2(16+ 0)8* + 1418 + 43
4 2 2 - 4

und es muss 55 >1 > 33 sein, sodass die Einsetzung des giinstigsten Werthes n = 35-
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. P —_ —1” —1 —1
§ 4. Die Characteristiken von o', as ™ 077, 00 .

Theorem XXXIX. Die Characteristiten (a,b,), (a,0,), b in ... bi =a,

konnen in der Ordnung reducirt werden, wenn nicht alle i, =1 sind.

Die entsprechende Transposition fur (¢,0,), (a,, b,), ... ist moglich
zufolge Theorem XXXVIL und #ndert sich aber nicht durch die Ver-
tauschung von a, a,.

Theorem XL. Die Characteristilk (a,b,), (a,b,), b; in ... b = a; hat
den Index 2N, wo N das kleinste Multiplum aller Zahlen h; + 1.

Denn Collineation tritt nach 2N Anwendungen ein wegen XXXVIIL
und das involutorische Paar «a,, a, ist verschwunden.

Theorem XLI. Die Characteristiken (a,d,), b, in a,, (a;b;) sind aperiodisch
fir m> 17, (a,0,), b, in bj in a,, (a;0) fir m>s.

Denn der bezigliche Satz ist Preisschrift IV. § 7 XII bewiesen und
wie in der Th. der cub. Transf. gilt, dass wenn Ch(a,,...; b .) re-
ductibel ist, auch (a,0,)Ch(a,, ..., 0,,...) reductibel ist.

Fur m = 5 sind periodisch die den cubischen ebenen Characteristiken
mit (e,0), (ad,) entsprechenden, fir m = 7 nur (¢,%), i=3,...,8 und
(@b), i=3,...,7, b in a,.

PRI

—(26—13)8" + 43+ 4
4

pur fiir 8 =1 den Werth I annimmt.

liefert also fiir 6 = 8 den Werth

_ ,,.:“2 2
>0 24” 4, welcher

Es sind also nur zu untersuchen I. die cubischen Transformationen b, in «, 2. die
Trapsformationen 5. Ordnung, welche aber ebenfalls eigentlich unter die Fundamentalsysteme
des § 4 gehirt.

Die ibrigen Characteristiken des Fundamentalsystemes a”—! konnen dadurch erhalten
werden, dass in einer ebemen Characteristik eine Coincidenz (a;/3) in zwei Theile ge-
spalten  wird durch Einfiiguog der beiden Punkte a, b, niwmlich in (a;d), (¢ 3,). Die
linearen Substitutionen II) lehren dann, dass n— 33 = &, also 1 =43, r = 3§ sein muss;
die Characteristik ist #quimultipel, wenn die ebene Characteristik es war. Es konnen also
pur die ebenen Characteristiken mit 6 Punkten riumliche periodische Ch. liefern.

Macht man aber diesen Ersetzungsprocess an einer nicht typischen Characteristik,
80 kann dennoch die riumliche Characteristik typisch werden.
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Theorem XLI. Die Characteristiken b, in a,, b, in a,, (a;b) sind
aperiodisch fiir m > 3, doch (a,b,), b, in b) in a,, (a;b); (a,b,), b, in a,

(@;b) fiir m > 5.

Aus den linearen Substitutionen® folgt fur das Geschlecht der in-
varianten Curven, wenn man mit ¢ diec Anzahl der Punkte im Cyclus
von a, bezeichnet,

(n—2* mé(é —1 [(n —2) (n—2)23— I)]
4 2 2 4 2
wo & die Vielfachheit in den (a;0) ist; wird nun das Maximum dieses
Werthes bestimmt, so ergibt sich, dass es fir dic Werthe m des Theoremes
nicht > 1 werden kann.

Theorem XLII. Die Characteristiken (a,b,)(a,0,)(a,b,)a,b,)(a;b) und
(a,b,)(a,b,)a,b,)(a,b,) sind dquimultipel und daher aperiodisch fir m > s.

Fur die 1. z. B. hat man

w1 m—3  m—1 . .
O=—"—N——5—L—— )28 — L, —.
m — I e m— 3 R .
o="" Bty BTy ey, —
r=n—1r—Yy—1, L,=n—r—y—y,

l)zn—'é'_‘n_&‘g

woraus p =1y =173 =1y, =r,. Lbenso fur die 2. Characteristik.

* Die fundamentalen linearen Substitutionen I) und II) fiir die Fundamentalsysteme
des § 4 beginnen:

, m—1 m — 1 i
n = mn - T — 5 Y— B 2y ..,
m — 3 m — 1
”7/— — —— o L Ap— — —_— —
I) 2 ={(m— 1)n P STy T
, m — I m— 3
Y = (m—1I)n— x — Y —, —x,— ...
) ( ) > > Y Yy 2 s
= mn —(m—Ir—@m—1)Y)—25 —2,—...,
, m — I m — 3 m—-I1
r = n— r— — I, — —.
II) ~ 2 2 e 2 ) él I;‘z 3
.ooom—1 m — I m — X
y = n—- L — p— 5 — ...
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Theorem XLIV. TWenn in einer Characteristik mit lauter Coincidenzen die
Punkte a,b,, a,b, in zwei Cyclen mit mindestens einer Ordnung > 2 oder
in einen Cyclus > 4 eintreten, so ist dieselbe reductibel auf niederen Grad.

Die Transposition («,b,¢,0,)* leistet dies jedesmal. Ist cin Cyclus
von der Ordnung 3, so entsteht in der neuen Characterstik ; In &) in @,
mit (b,a,)(b,a,), was aperiodisch ist fur # > 3, oder wenn ein Cyclus mit
Ordnung > 3 vorkommt, b, in «, b
Auch diese Characteristik ist aperiodisch fur m > 3. Indem man dies
itbrigens nur fir ¢ = 3 voraussetzt (direct beweist), kann man successive
die Ordnung des Cyclus von 4 auf 5,6.... erhohen und muss bei
jedem einzelnen Schritte beweisen, dass fiir die betreffende Ordnung®des

Cyclus die nicht erweiterte Characteristik aperiodisch ist fur m > 5, die

in «@,, wo ¢ auch 3 scin kann.

i

wie zuletzt erweiterte

b, in @, b, in ¢, — aperiodisch ist schon fur
m > 3.  Hiemit wird vereint, dass die Erweiterungen aperiodischer Cha-
racteristiken es a fortiori sind und dass Characteristiken mit (¢0,) statt
(¢;0) als letztem Theile selben Index wie diese haben. So kommt das

allgemeine

Theorem XLV. Z%ir m > 5 sind alle Characteristiken dieses I'undamen-
talsystemes aperiodisch mit Ausnahnie der Characteristiken (a,b,)(a,b,) oder
(a,b)) ..., welche im Typentheoreme auftreten.

§ 5. Die periodischen Characteristiken mit 6, 7 Punlkten.

Es sind die 9 Fundamentalsysteme aus Th. LXX. der Reibe nach
-zu untersuchen. Die cubische Transformation habe ich im American
Journal Bd. 19 (Theorie der periodischen cubischen Transformationen, Gap.
II) erledigt; ich gelange also zu

L @ = (0000

Als nicht reductibel auf @° erweisen sich die folgenden Charac-
teristiken: 1. 4, in @, (a,b,), (a;b,), (a,0,), (a,), (¢.b), 2. b 1n a,
(a’ﬁbs) ’ ((63]),) ’ (“465) ’ (aéb4) ’ (acbc)’ 3 bl in a,, (albﬁ) ) (az’bz‘>) 4. (Z)la‘z)’
(ale) ’ (asbz) K (a4b4) ’ (0565) * (aGbG)’ 5' (blaﬁ> ? (alb:i) ’ b? in a3 ? (a4b4) ’ (aéb5)7
(a6b6)7 6' bl in a? ’ (al [)J) ’ (03[)2) ’ (a4b4) ’ (051)5) ’ (aﬁb(i)’ 7' (al 1)3)’ ([I/3bl)7
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(a,0)) 5 (a,b,) , (ab;) , (a;0), 8. (a.b;), (a,0,), (a,8,), (,,) , (a;8;) , b in ay,
9. (ale) ? bl in a3 ? (aﬁbli) ) (a4b?) ’ (a5bﬁ) ? (a6b6)7 I0. (blaﬂ) b (al b3) ) (a3bﬂ)’
(a4b4) ) (a5b5) ? bﬁ in aﬁ’ II. (ale) ’ (a4bl) ’ (a?b4) 7 (a3bﬁ) ’ (a5b5) > (a6b6)7
12. (a,b,), (a,b,), (@,0,), b, in a,, (a,b,), (a,0,), 13. (,8,), (a;],), (a,D,),
(@,b), (a;5;) , b; in ag.

Theorem XLVI. Die Characteristiken n. 7, 11 haben die Indices 4, 4
und sind typisch.

Die 7% sind resp. (2,4,4,2,2,2)% (2,2,2, 2,4, 4)%, (4,} 2,2,4,2,2)% ()},
und (2’47274, 292)5: (37 2,2, 2’474)57 (47274,2’2: 2)57 (‘)17 den ty’
pischen Character beweisen die Transpositionen.

Theorem XLVIL. Die Characteristiken 1. 2. 4. 6. 12. sind dquivalent
mit Characteristiken des § 3.

(a,0,0,0,)° Lefert jeweilen in dem neuen Raume (4;B;) gemiss § 3.
Theorem XLVIIL %. 3. ist reductibel auf 6 Punkte.

Denn die Ebene ¢,b,a, ist invariant und wird mit (—)°® tber a,b,a,2

transponirt, so wird z in dem neuen Raume invariant.

Theorem XLIX. Die Characteristiken n. 10. und 5. sind dquivalent und
vom Index 10.

Die 7% sind fir n. s5: (4,2,4,.,2,2,2)°%(4,4,6,4,2,2,2),
6,2,6,6,4,4,4°,(4,4,8,6,6,6,6)",(8,8,8,8,8,8)",
4,6,4,8,6,6,6", (4,4,2,4,6,6,6), (2,6,2,6,4,4,4),
(454,-,2,2,2,2)° ().

Theorem L. #. 8. und n. 13. sind vom Indexr 8. und typisch. n. 9.
ist dquivalent n. 8.

Die 7% fur n. 8. sind: (2,4,2,4,2,2,.)% (2,4,2,4,4,6,2),
(6,8,6,8,6,8,60 (6,6,6,6,8,8,8)%(8,6,8,6,6,6,8)",
(4,2,4,2,4,2,6),(4,2,4,2,2,.,2)" (3. —(a,8,0,&)" reducirt n.
9. auf n. 8.!

! Die Beweise sind jedesmal nach meiner Theorie Crelles Journal Bd. 114 zu
vervollstindigen.
Acta mathematica. 21. Imprimé le 17 juin 1897. i
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Die typischen Caracteristiken der Ordnung 5 sind also:

(@,8,); (a,0,), (a,0,) 5 (a,8,) 5 (a,8), (a;8;)  Index 4,
(@,8,), (a,b,), (a;8,) 5 (a,0,), (a,5), (@, ) » 4,
(a,b,),(a,b,}, {a,b,),(a,b,), (a,b,), b, » 8,
(@), (2,5,), (a,0,), (a,b,), (a, 5)’5 » 8,
(a,b,), (a,b,),(a,b,), (abd,), (a,b,), b, » 10.

I @ = (f°ddids b b2y,

(fd, d,d)® liefert (f”d;’d;’ 4;*)° und reducirt also alle Characteristiken
mit (ff')(d;d;) oder (d,f")fd;).
(fd,d,b,)* liefert (f*d*dyd;?b2b;%)° reducirt also die ubrigen mit
Ausnahme von
Lo (dif), (fbs), (dy05) , (ds ) , (i d3) , (By ) 5 (Bs i),
2 (BuF), () (@aB), (dads), (43, Bo), (b

Theorem LI. #n. 1. ist vom Index 6 wund typisch, n. 2. vom Index 4
und typisch.

Die T® von n. 1. sind: (6,2,2,2,4,4,4), (6,4,4,8,6,6,6)",
(4,4,8,6,6,6,6)",(4,8,6,4,6,6,6)",(4,6,4,4,2,2,2), (). Die
T* von n. 2. sind (6, 2, 2,4, 2,4, 4, (8,6,8,6,6,6,8)%, (2,6,4,4,4,2,2)", ()"

IV. ¢=@...d4).
(d;d,d,d,)* reducirt stets mit Ausnahme von
n. 1. (d;d)), t1=1...6,
n. 2. (d;d;), ds in dg, i=1...5.
Theorem LII, #. 2. ist vom Index 6 und typisch.

Die T" sind (4)4747474)47')1’ (4)4)474)4}8’4)9, (8’878’8‘,8;8’8)157
(4:4,4,4,4,4,8)% (4,4,4,4,4,.,4)5 ()"
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V. @ = (d...dp
(hd,d,d,)? liefert (W'°d;'d;!dy*dyd;?dy’), reducirt also, wenn (d;%),

(hd), (d],d:) ;3 (d.d;) stattfindet, was immer eintritt.
VL @ = (i yy.
(fo 1, f,d,)° liefert (dy*dy'f?Ff32d? und reducirt daher stets, wie
eine Discussion der Coincidenzen beweist.
VIL @ = (Bririrsrididin.

(hf, 1, 1,)° liefert (BOf{Af2f3tF2d?d?)" reducirt also stets, da auch im
Falle (hd;), (d,;k') stets (hfif.f;)® so gewahlt werden kann, dass zwei ['*
eintreten.

VL Q° = (RIMIIr5r3rY"
(b iy oy £,)® liefert (Ri® it b £12 5 3 £14Y, reducirt stets.
IX. @ = (R h§ RS RS 1S 1 1),

(hyhyhyhy)? reducirt stets mit Ausnahme von (hkj), i = 1,...,7.
Indem diese Resultate zusammengesetzt und in das Theorem XXIIL

eingefithrt werden, entsteht das Haupttheorem:

Theorem LIII.  Alle periodischen Characteristiken von Fundamental-
systemen ohne Fundamentalcurven 1. Art sind birational dquivalent entweder:

1. einer homographischen Vertauschung unter einer Anzahl Punkten,
2. einer Characteristik mit (a"~'5"") und typischem terniren Reste.
3. einer Characteristik mit (a{™'8;7%), (i 'a;™"), b, in ... 0 = a,.

4. (a,b,),(a,b,),(a,b,),(a,b,), 3. Ordnung Index 4.
5. (a,b,),(a,b,),(a,b,), b, in a,, 3. » » 6.
6. (a,b,),(a,0,),(a,b,), b, in ] in a,, 3. » » 10.
7. (a,b,),(a,0,),(a,0,), b, in &) in b in a, 3. » » 18.
8. (a,b,),(ab,), b, in a,, b, in a,, 3. » » 8.
9. (a,,),(a,b,), b, in a,, b, in b} in a,, 3 » » 14.
10. (a,b,), b, in a,, b, in a,, b in a,, 3. » 30.
1. (a,b,),(ab,),(a,b,),(a,0,), (a;5;), (asb,) 5 » » 4.
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12. (a,b,),(a,b,),(a,b,),(a,b,),(a,b,), (a,b,), 5. Ordnung Index 4.
13. (a,b,),(a,b,),(a,b,),(a,b,),(a,b,), b, in a,, 5. » » &
14. (a,b,),(a,b,),(a,b,),(a,b,).(a,b,), b, in @, 5. » » 8.
15. (a,b,),(a,b,),(a,b,),(ab,),(a,b,), b, in a, 5. » » 10,
16. (d;d}), i=1,...,6, 7. » » 2.
17. (d;d), d;, in a, i=1,...,5, 7. » » 6.
18. (dif"),(Fby),(dy83), (ds by), (b, ds), (b, ), (bs dy), 7. > » 6.
19, (B ) (FB), (0 1), (o 3), (A B3), (By ), (g )y 7. >4
20. (fifi)y i=1,...,7, 15. » » 2,

III. THEIL.

Die periodischen Transformationen. Construction der Typen.

§ 1. Reduction auf die Typen.

In den III ersten Beweisen des II. Theiles § 2. kann die Reihenfolge
der Theoreme auch fiir wirklich existirende Transformationen ausgesprochen
werden. Insbesondere gilt die Existenz des invarianten oo’-Systemes ra-
tionaler oder elliptischer Curven. Uber die Theoreme der Aquivalenz
letzterer ist jedoch dieselbe Einschrankung zu machen, von welcher ich
noch in umfangreicherer Geltung zu sprechen haben werde, dass sie nam-
lich beim Ubergange vom Arithmetischen zum Algebraischen nur insofern
gelten, als die 4 hochsten Fundamentalpunkte, welche zur Verminderung
der Ordnung nothig sind, thatsachlich von den tubrigen trennbare sind,
also gewiss wohl dann, wenn wberhaupt alle Punkte rational bekannt sind.

Indessen kann auf folgende Weise die allgemeine Giltigkeit des Aqui-
valenztheoremes fir die Transformationen erschlossen werden. Wenn in
einer existirenden periodischen Transformation mehrere Punkte der Cha-
racteristik gemeinsam durch eine algebraische Gleichung gegeben sein
sollen, so miissen diese Punkte sicherlich fur die Characteristik dieselbe
Bedeutung haben. Ich behaupte:
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Lemma. Wie immer man einen der 19 Typen des III. Theiles
durch eine Transposition ubertragt, e¢s werden stets in der erhaltenen
Transformation die zur Transposition nothigen Punkte sich so gegen die
Characteristik verhalten, dass sie in Folge dessen von den tibrigen rational
trennbar sein miissen.

Der ausfithrliche Beweis dieser Angabe wird gefithrt, indem man
die 19 Typen @ einzeln durchgeht und auf jeden die aigebraische Trans-
position P anwendet mit Beriicksichtigung der wesentlich verschiedenen
Lagen, welche die Fundamentalpunkte von P zu der Characteristik @
haben konnen. Auf Grund des Lemmas kann nun ausgesprochen werden:

Theorem I. Alle periodischen Transformationen ohne Fundamentalcurven
1. Art sind dquivalent entweder:

1. eimer Collineation.

2. einer Transformation mit (a"'b"~') nebst einer Characteristik der
@, b, welche zu den 27 construirbaren ebenen Typen gehort (Cr. Journal
Bd. 114).

3. einer Transformation mit (a7 677", (@313, b, in ...b0} = a;.

4. einer Transformation mit (a7 0377), (a3 017", b; in ... b} = a,.

5. einer Transformation mit weniger als 8 Fundamentalpunkten.

§ 2. Drei Constructionsmethoden, Die Transformationen mit
(an—-l bn—l).

1. Wenn eine abbildbare Flache durch @ invariant ist,’ so erhilt sie
eine Verwandlung ihrer Punkte unter sich aufgeprigt, deren Abbildung
auf die Ebene aus der Natur von @ bestimmbar ist. Umgekehrt liefert
diese a priori construirte Transformation in der Ebene die Verwandtschaft
in der Fliche und diese bestimmt die Raumtransformation @. In dieser
Art sollen hauptsichlich die M} und die M} mit ¢*' angewendet werden.

Auf Grund des in meiner Abhandlung iiber die cubische Recipro-
kaltransformation * gegebenen Theoremes kann ich aussprechen:

' Dies ist meine in den Acta Mathematica, Bd. 19 angewendete Methode aus
Comptes Rendus 1885, § janvier.
* Am. Journ. of Math. XIX,
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Theorem II.  Die Theorie der gegenwdirtigen Characteristiken ist auch
in Hinsicht auf Aquivalenz identisch mit der Theorie jener ebenen Charac-
teristiken 5. Ordnung, welche zwei Paare Fundamentalpunkte (e, e;)(e,e,) oder
(e, e5)(e.e1) gemeinsam coincident haben, und der aus diesen zusammengesetzien.

Ich denke mir namlich durch die sammtlichen ¢ (auch > 9) Punkte
der Characteristik eine Fliche 2. Ordnung gehend, welche in sich trans-
formirt wird und kann dann die Projection der in M} entstehenden Ver-
wandlung aus einem Punkte vornehmen.

2. Die Parameterdarstellung der durch ¢ invarianten Curven ' bietet
eine 2. Methode. Um die Anwendung Fucas'scher Functionen oder auch
die von Cresscu der Raumecurve adjungirten Integrale zu vermeiden, be-
ziche man M} cindeutig auf einc ebene Curve C,. Die Reihe J3 auf

i, in welcher dic R, des R, schneiden, gibt als Bild eine Reihe J} auf
C,. Wenn es nun moglich ist, eine Matrix

My @y gy By

=y gy Gy ey Qi

_“111%1,”',““

eines Fundamentalsystemes von oben I. Theil zu finden, durch welches
M? in sich transformirt wird, so sei IV’ ... + IV =K, (i=1,...,p)
das Aser’sche Theorem fir eine Gruppe von J3 auf C,, und also = K; die
rechte Seite des Schnittpunkttheorems fiir cine Gruppe, dic Bild einer
Schnittes von M} mit My ist, ferner A{¥,..., A® die Integralsummen
in den Punkt a;-tupeln, welche beziglich den o resp. af, ..., a, ..., q,-
fachen Punkten von M7} auf C, entsprechen. Dann lasst sich von Con-
gruenz 3) auf p. 139 der Acta Math. Bd. 19 an die dortige Rechnung
genau hicher ibertragen und fithrt zu po Congruenzen unter den po
Grossen 4, wic 1. e. 6). Auch die Rechnung auf p. 141 ist tibertragbar

! Auch schon fiir die Flichen kobnaute statt der geometrischan Abbildung die Para-
meterberechnung fiir die 'Transformation verwendet werden, sogar fiir Flichen p > O;

doch ist wenigstens fir % > 3dic Parameterdarstellung der M3 noch zu wenig vorge-
schritten.
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und liefert eine Relation unter den Wurzeln der WEeBERr'schen Gleichung
fur principale Transformation der ¢ und meiner Determinante A,,.

3. Besonders wichtig sind auch hier die Berechnungen von Characteri-
stiken, welche eine M} mit Spitze und Schnittpunkitheorem u, + ... 4u,=o
in sich transformiren oder eine M} mit p=1. Der Calcul ist wenig von-
Acta Math. Bd. 19, p. 135—137 verschieden und liefert insbesondere:

Theorem III. Die Determinante, welche wber die Existenz einer Charac-
teristik des I11. Theiles auf My mit Spitze entscheidet, ist bis auf einen Factor
x— 1 proportional der Determinante fir die fundamentale Substitution der
Characteristik. Wenn eine -M; mit Spiize invariant ist, trdigt sie demselben
Index wie der Index der ganzen vrdumlichen Transformation.

4. Es sollen nun die Transformationen mit (¢ )"~ behandelt werden.

Theorem IV. Wenn eine isolirte typische Characteristik aus II. Th.
LIII, n. 1 existirt, enthdlt sie stets eine invariante M3, die nicht zerfdllt.

M; konnte nur in zwei Ebenen durch (ab) zerfallen, aber keiner der
27 ebenen Typen gestattet ein invariantes Geradenpaar. ¢ ist beziiglich
7,8,0.

Die Geraden durch (a?) werden unter einander, und also die beiden
Erzeugenden der M3 durch O in sich transformirt oder vertauscht. Daher
kann wie folgt endgiltig construirt werden: Durch zwei Doppelpunkte
f,f, oder ein Paar involutorischer Punkte ¢ i,r eines ebenen Typus ziche
man M; und projicire aus dem Schnittpunkte O zweier Erzeugenden
durch f,f, oder i i, den Typus auf M;, dann entsteht dort die Charac-
teristik des riumlichen Typus 3., 5. bis 33. Ordnung und mit O als (a,b,).

Wie in § 10 des Cap. II. meiner Abhandlung aus dem Am. Journ.’
folgt nun, dass fur die 7-punktigen Typen @ der Index des Mj}-Netzes
derjenige Index ist, mit welchem die involutorischen Paare der XLIII,,
welche tiber ¢ und einem seiner Doppelpunkte construirt ist, durch @
unter einander transformirt werden. Ferner habe ich dort die Varietiten
fur die Transformationen 3. Ordnung bereits gegeben.

' Am. Journ. of Math. 1897: Theorie der periodischen cubischen Transforma-
tionen im R,.
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Theorem V. Fir (a, b)), I', und (a,0,), A, gibt es 3, 2 Varietdten, fiir
(@), I (ab), I'Y: (a,b,), E; (a,b,), 6,5 (a,0,), I'ys (a b)), Iy;
(al bl)’ Ag; (al bl) ’ Ec; (al b]) ’ E(’:’ ((ll bl) y By (a‘)b]) ’ Zs; (al bl) ’ Hc;
(albl) ’ Ijé; (a\bl) 3 14; (a] b]) b N3; ((llbl), 22; Tesp' 6 b 6 H 4‘7 5 ’ 4’ b 5 b 57
5:5,415,3,4,3,4 Varitdten.

Diese hingen von dem Vorhandensein des ff,- oder ¢ i,-Paares im

ebenen Typus ab und tber ihre M{ wird aus den in der Preisschrift
beschriebenen invarianten C, heraus entschieden.’

Theorem VL.  Auf einer Curve M; mit Spitze, fir welche Yu=a, das
Schnittpunkttheorem, - hat man nur die fir eine ebene C; in Acta Math.
Bd. 19, p. 136 berechneten Parameter der b, ..., b, mit (a b)) zu verbinden,
wm die Characteristik im R, zu haben.

Hierbei ist (a,0,) aus den Gleichungen

—4%+ (m—1)a, +...4 a,b, =ma,,

——% + (m—%)al + .0+l =

.........................

zu berechnen, wo die fur die Fundamentalfliche von @, ... a, geltenden
nicht aufgeschrieben sind. Die letaten o dieser Gleichungen stimmen aber
im Wesen mit den fiir die Ebene geltenden tiberein.

Dasselbe Theorem gilt fiir eine invariante Curve M p=1, wenn
auf derselben als Schnittpunkttheorem Yu = a, genommen wird.

5. Die 3. Methode wird im V. Theile § 4, 5, 6 angewendet werden.

§ 3. Die typischen Transformationen mit (a7 ' b77"), (a7 5;7")
oder (@157 , (@07,

Theorem VIL Jede Transformation (a,0,), (a,b,), b in ...b = a;
(¢=13,...,m—1) ist mit einer als invariant vorausgesetzten M3 construirbar.

' Cf. wegen der Typenbenennung Cr. Journal, Bd. 114.
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Denn indem man die erste Methode des vorigen Paragraphen an-
wendet, kann man immer zwei Doppelpunkte f,f, in der Ebene finden,
welche mit (a,d,) daselbst nicht alineirt sind. Construirt man tiber ihnen
die M}, so erhilt man die Transformation.

Wenn h=1, gibt es eine 2. Varietit. Man kann dann ein mit
(aa’) nicht alineirtes Paar 4,4, in der Ebene finden, itber diesem die Er-
zeugenden von M} errichten und construiren.

Theorem VIII. Jede Transformation aus VII. ist auch mit einer als
invariant vorausgesetzten M; mit Spitze construirbar.

Ich habe Preisschrift IV, § 7, bewiesen, dass jede JoNQUIERES'sche
Transformation (¢b) mit invarianter C} construirbar ist; hienach kann VL
angewendet werden.

Theorem IX. Die Transformationen (a,b,),(a,b,),(a,b,), b; in ...0} =g,
(G=14,y...,m+ 1) sind nur mit eimer invarianten M; construirbar, welche
ein Kegel ist, wenn h > 1.

Denn in der ebenen Transformation kann man fir 2> 1 weder ¢,
noch ein Paar f,f, finden ohne Alineation mit (ad), weil aa, schon ein
Doppelstral ist. Auf dem 2. Doppelstrale wird es einen Doppelpunkt
geben, der mit seinem seitlichen, unendlich nahen Doppelpunkte als £, 7,
genommen werden kann.

Fur 2= 1 gibt es eine Varietat mit Hyperboloid, wo die Erzeugenden
durch (a,b,) involutorisch vertauscht werden. Fur die M7 gilt VIIL
auch hier.!

Theorem X. Die allgemeinste Form der Transformationen (a,b,), (a,b,)
kann mittelst einer invarianten M (ar'by~") construirt werden.

Demn 2, =n—1, #, =n—1, 2, =1,...,2,= 1 ist anallagmatisch
und in dem’ linearen Systeme aller solcher M3, welche a}™*, a;™" und
alle Punkte der Characteristik enthalten, wird es stets eine invariante
M; geben, welche nicht zerfallt. Dann wird wie fur M3 construirt.
Eine Gerade der Ebene wird von @, aus in eine Mja;~" projicirt, diese

! Die Transformation (@,b,), (a,b,) existirt, wenn (a,b,), (a,b,) vorhanden und
m > 3, nicht mit invarianter M.
Acta mathematioa, 21. Imprimé le 17 juin 1897, 8
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in éine Mpr-n—1n—b durch a;TH_l verwandelt und diese von g, her-
abprojicirt. Hieraus: Man construire in der Ebene die Transformation
@ = (ab), ..., nehme in einer Geraden tiber (aa’) zwei Punkte a,a, als
n — 1-fache Punkte einer M} und sorge dafur, dass die Geraden der-
selben, welche von (4,4,) ausgehen, die Ebene in einem oder mehreren
Cyclen der Transformation schneiden. Dann liefert die @ projicirt auf
M; eine Verwandlung, welche die Raumtransformation vollkommen be-
stimmt.

Theorem XI. Die Transformation (a,b,),(a,b), b; in ...b=a; sowie
(a,b,),(a,b,), b; in ... 0 =a; (i =4,...,0), (a,b,) existirt stets mit einer
invarianten M.

Beweis wie fur m == 3 in Am. Journal of Math. 1897. Die Pro-
jection aus einem gewdhnlichen Doppelpunkte O auf M; liefert

(€ g™ ) ey e e e N e e ), 6L )T
deren Transposition durch (ee,e,)? gibt
(E; in E,, (E\E), (E,E), (E{EP), ..

Wenn k> 1, muss also E,=E,, E;=E, sein. Die Construction ist
vollendet mit jener einer ebenen Transformation von Jonquiéres, ihrer
Transposition und der Errichtung einer M3. Fur die 2. Transformation
erhalt man (E;E;), also falls nicht E , E, unendlich nahe sind, noth-
wendig auch (EgE;). E E, in unendlicher Nahe bedeutet aber die Kegel-
flache. Fur h=1 ist eine 2. Varietait mit E, = E;, E, = E; zulissig,
wie 1. c.

Theorem XII. Die allgemeinste Form wvon (ab,),(a,b,) kann mittelst
einer invarianten My(ai™a3™") construirt werden.

Denn wic in X. kann man stets cine solche M7 fiir hinreichend
grosses n finden. Eine Gerade der Ebene wird dann von @, aus in eine

m+1 m—1

"_HTI);T. . ) verwandelt und diese

M3 (ai™") projicirt, diese in MpP+*" (bl

m—1 m—1
o D e .
von @, aus in eine M,* (b,’ .. ) herabprojicirt, welche ausser durch

die Punkte b,...d, durch weitere 2n— 2 Punkte geht, die Schnittpunkte
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der Bildebene mit den durch a, gehenden einfachen Geraden der Mj.
Es entsteht eine Jonquiéres'sche Transformation mit (ab) und 2n— 2 Co-
incidenzen (bei unbestimmter Directrixsubstitution) und Verkettungen der
by...b, und a;...a, gemiss den raumlichen. Wegen der Projectivitit
unter den Ebenen durch @,a, folgt, dass die Directrixsubstitution fur die
Coincidenzen aus Cyclen der Ordnung (k 4 1) und etwa 1,2(ee]) be-
stehen muss, also 2n—2 =0, 1,2 mod (h + 1). Nimmt man eine solche
Transformation in der Ebene an, in einer Geraden durch (ab) zwei Punkte
@, , a,, %o kann die raumliche Transformation hieraus construirt werden.’

§ 4. Construction der Typen 5. bis 15. Ordnung.

Theorem XIIL. Sind a a,a,a,aa,,b,b,b,0,0,b, die Fundamentalsysteme
einer Transformation aibi, a3b;, aibi, so besteht die Collineation a, in b,

. ‘ . ’o
a, in b,. a; in b; und reciprok.

Aus (a,a,050, , a10,0;0))°. (aja5a; @’ , D,b,bsbs)° folgt (atasaialalal,

bib3b3030303)°, wo ay,a, in a;,a; durch T, und @;,a; in b,, b, durch 7,
ubergehen. Nach einem Theoreme aus Am. Journal XIX. besteht die
Collineation @, in a;, @, in a;, @, in a}, a, in a;, a; in @/, @, in a;’ und
die andere a; in &, a} in b,, ay in b, a) in b, a, in b, a, in b,,
woraus durch Composition folgt @, in b,, @, in b, a, in b, @, in b,,
a; in b, a, in b,. Hierin liegt auch der Beweis fur die Umkehrung.

LIIL n° 10. erfordert nach XIIL, dass a,a,, a,a, zwei involutorische
Paare a,a, zwei Doppelpunkte einer Raumcollineation seien, welche, da
die 6 Punkte unabhingig sein missen, eine geschaarte Involution sein
muss. T entsteht durch Zusammensetzung von (;d,) (i = 1...6) mit dieser
Collineation. Ist M} mit Spitze invariant, so folgt aus a, +a, +a, + ag, =f
und @, + a, 4+ a;, + as, =4, a, = a,, aber mit Coincidenz von a, , ¢, wiirde
die Collineation a,a,,a,a, in einer Ebene verlangen. In M} mit u’ +iu=yp
ist die Transformation dagegen construirbar, a,,a, werden die Doppel-

punkte der Correspondenz ' 4 iu=r.

-1

! Wenn an (a,b,) oder an (a,b,), (2,b,) simmtliche brigen Fundamentalpunkte
unendlich nahe riicken, kann die Transformation auch einen Index haben, der ein Viel-
faches vom Index der Characteristik ist.
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T* transformirt jede Ebene von b5, in sich und hat in jeder 4
Doppelpunkte, deren Ort als Durchschnitt zweier Kegel 3. Ordnung (mit
den Scheiteln a,,a,, weil die ternare involutorische @° unter den Ge-
raden von a, eine M} als Doppelpunktsort hat), eine Curve 8. Ordnung
durch a?...a? ist. Diese M? ist Ort von co! involutorischen Paaren fur
T. Es gibt invariant 4 Curven M}, welche aus M} und M? bestehen,
zwei, deren M} durch a,, zwei, wo sie durch a;, gehen. Zwei invariante
M3 sind harmonisch.

LIV. n° 11. erfordert nach XIII., dass a,a,a,a, ein Quadrupel einer
Collineation Index 4 und a,,a, zwei Doppelpunkte derselben sind. 7
entsteht durch Zusammensetzung der Transformation (a;5,) mit dieser
Collineation. Invariant sind die 4 szerfallenden M}: a a,a, + a,0,q,,
a,a,0, + a,a,a, , a,0,06, + a,0.a, , 66,0, + a,a,a,. In der That lehrt die
Parameterrechnung von vorhin, dass M} mit Spitze nicht moglich ist,
aber hier auch, dass M} mit «’ + iw=y nicht moglich ist.

T* transformirt die Ebenen von 5,5, mit Involution unter einander,
die beiden Doppelebenen enthalten acht Bestandtheile der invarianten M.

LIL n° 12. Theorem XIV. Die Characteristik (a,b,), (a,b,), (a,0,),
(a,b,) , (a;b,) , (a,b,) ist micht constructibel.

M* mit Spitze kann nicht invariant sein, da a, ein Doppelpunkt auf
M1 sein miusste, aber die Spitze nicht sein kann, also der 8. Basispunkt
d, des durch die 7 Punkte bestimmten Netzes ware, was ebenfalls zu
Widerspruch fithrt, Invariante zerfallende M ist nicht moglich zu com-
biniren. Es mussten also 3 harmonische 3/} invariant sein, auf jeder a,
ein Doppelpunkt und d, der 2. Doppelpunkt sein. Aber die Characteristik
besitzt 10 uneigentliche Doppelpunkte, daher zwei eigentliche, von denen
d, nur einer, der andere in einer invarianten M? wire. Ubrigens lehrt
auch die Parameterrechnung fur o' + =y die Unmaoglichkeit. Denn
aus ¢(—a,—a, —a,)—(a, +a, +a,)=y und a,+ a, 4 a,—ia, 4+ y=o0
folgt @, + b,=(— 1)y und symmetrisch auch & 4 a,=(@—1)r, also
b, = a,.

LII. n° 13. Theorem XV. Di¢ Characteristik (a,b,), (a.b,), (a,5,),
(a,b,), (a,b,), b, in a, existirt nicht.
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M; mit Spitze fuhrt wie soeben zu Paradoxem, ebenso v’ + iu=y.
Es gibt aber, wie eine Discussion beweist, nicht 6 invariante zerfallende 213,

LIV. n° 14. Theorem XVL Die Characteristik (a,b,), (a,b,), (a;0,),
(ab,), (a,b,), a, in a, ewistirt nicht.

Die 7 Punkte bestimmen ein Netz von M3, dessen 8. Basispunkt ein
Doppelpunkt dy von T ist. M7 mit Spitze kann nicht invariant sein,
weil a,, @, coincidiren missten. Zerfallende M} erfordern mindestens
Alineation von Punkten, welche sich aus den successiven Fundamental-
systemen als unmoglich erweist.

LVIL n° 15. erfordert keine Bedingung fiir das Bestchen.

LVIL n° 16. Theorem XVIL Die Characteristik (dd}) i=1,...,5,

d, in a, ist nicht ewistent.

Sie besitzt 20 uneigentliche Doppelpunkte, also mehr als 2m + 2,
daher co’, deren Ortscurve wegen der Aquimultiplicitat durch b, , a
gienge, wihrend diese nicht als Doppelpunkte fungiren koénnen.

LIII. n° 17. Theorem XVIN. Die Characteristik (d,f'), (fb;), (d,b3),
(ds03) , (0yds) , (D, ds) , (bsdly) existirt wicht.

Es sind 16 uneigentliche Doppelpunkte vorhanden. Der 8. Basis-
punkt dg ist ein Doppelpunkt und kann, wie eine Discussion beweist, nicht
unendlich nahe an einen der 7 Punkte riicken.. Es waren also co' Dop-
pelpunkte und co' invariante M} vorhanden, welche wegen (b,d;), (b,d;),
(bsdy) (Parameterrechnung gibt b, = b, = b,) nicht Spitze haben und nicht
W —eu=y tragen kann. « -4 cu=y kann sie nicht tragen, weil sie d,
und einen willkiirlichen der co! Doppelpunkte, also zwei enthalten musste.
Ferner konnen oo! zerfallende M3 ersichtlich nicht invariant sein.

LIL n° 18. Theorem XIX. Die Characteristik (b.f"),(fb;),(d,3), (d,ds),
(dsbs) , (bydy) , (bsdy) existirt micht.

Uneigentlicher Doppelpunkte gibt es 14, von den 2 eigentlichen ist
einer der 8. Basispunkt des invarianten Netzes, der andere reicht fur
die drei invarianten M? nicht aus. Uberdies lehrt die Parameterrechnung
in den M} mit «' 4 =y und mit Spitze die Behauptung.
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LIII. n° 19 erfordert keine Bedingung unter den 7 Punkten zum
Bestehen. Sic entsteht, wic ich im Am. Journal 1897 bewiesen, durch
die M;(a}...a}), indem alle M?, welche durch einen Raumpunkt P, gehen,
auch noch durch ecinen bestimmten Raumpunkt P; gehen. P, P; ist die
Verwandtschaft 15. Ordnung.

Theorem XX. Alle periodischen Transformationen mit einem der gegen-
wartigen Fundamentalsysteme sind durch Reciprokaltransformationen dquivalent
zu machen mit einer der folgenden Transformationen:

1. einer Collineation,

2. einer Transformation mit (a*0""), unter dessen Stralen einer der
28 ebenen constructibeln Typen herrschi,

3. einer Transformation mit (ai8}7"), (a3 037", b; in ... 0} = a;, wo
1 oder 2 der h Null sein kinnen, aber alle iibrigen unter einander gleich sind,

4. einer Transformation mit (a}'0;7"), (a3 017), b in ... b} = a; mit
dem n 3. tber die h Gesagten,

5. (a,,), (a,b,), (a,b,), (a,b,), 3. Ordoung  Index 4m
6. (a,d,), (a,b,), (a0,), b, in a,, 3 » » 6
7. (a,b,), (a,b,), (a,0,), b, in b in a,, 3 » » 10
8. (a,b,), (a,b,), (a,0,), b, in &) in b in a,, 3. » » 18
9. (a,b,), (a,b,), b, in a;, b, in b] in a,, 3 » » 14
10. (a,0,), (a,0,) , (a,0,) , (a,8,) , (a,0;) » (a,0;)s 5- » » 4
LI (alba) ’ (asba) ’ (a2b4) ’ (a4bl) ’ (asba) ’ (asbs)’ 5 » » 4
12, (ddj) i=1...6, 7. » 2
13. () i=1...7, IS5, » 2
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IV. THEIL.
Theorie der endlichen Gruppen von Characteristiken.

Die Analogie gegenwirtiger Fundamentalsysteme mit den gesammten
birationalen Fundamentalsystemen der Ebene erweist sich besonders auch
hier und ich werde mich mit Bezug auf mein schon citirtes Buch * worin
jene Theorie endgiltig begriindet ist, kurz fassen, ebenso im V. Theile.

§ 1. Das Aquivalenztheorem.

Es wird wie im III. Theil d. Abh. und wie im Buche I. Th. § 2
bewiesen, dass invariante Singularititencomplexe existiren, auf diese die
Verminderung der adjungirten Functionen (Complexe) angewandt und
werden dann die Aquivalenztheoreme tber die Curvensysteme mit p=o0, 1
zur Geltung gebracht und wird erhalten:

Theorem L Jede endliche Gruppe von Characteristiken gegenwdrtiger
Fundamentalsysteme ist durch Reciprokaltransformationen dquivalent einer der
folgenden typischen Gruppen:

1. Gruppen von Collineationen (Vertauschungen tiber gewihnlichen
Punkten).

2.  Gruppen mit gemeinsamem (a" 5" '): monoidale Gruppe.

3. Gruppen mit (o703, (a37'677") gemeinsam: dyoidale Gruppe.

4. Gruppen cubischer Characteristiken mit 3 gemeinsamen Fundamen-
talpunkten in Coincidenz (a,b,), (a,b,), (a;b,), (i, k,l=1,2,3)."

5. Gruppen cubischer Characteristiken mit 4 gemeinsamen coincidirenden
Fundamentalpunkten (a,b;), (a,b,), (a5b), (a,b,,).

6. Gruppen cubischer Characteristiken diber 5 gemeinsamen Punkien.

7. Gruppen diber 6 festen Characteristikpunkten.

8. Gruppen diber 7 festen Characteristikpunkien.

! Berlin, Mayer & Miiller, 1895.
* Cf. hier folgend § 3.
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§ 2. Die monoidalen und dyoidalen Gruppen.

Eine Gruppe mit gemeinsamem Punkte (a"~'4"") ist endlich, wenn
die tibrigen Fundamentalpunkte nach I. Theil § 4 eine ternire endliche
Gruppe constituiren, die Restgruppe jemer. Da nach I. Theil XXXVII.
zwei Gruppen mit (a"'9"~') aquivalent sind, wenn ihre Restgruppen aqui-
valent sind, so folgt, orthanallagmatisch statt monoidal setzend:

Theorem 1I. Jede endliche orthanallagmatische Grruppe ist entweder dqui-
valent einer Gruppe wvon Collineationen oder einer dyoidalen Gruppe mit
(a771077"), (a3 b5~") gemeinsam oder einer Gruppe, deren Restgruppe einer
meiner Typen M,, M,, M, M , M, , M, ' oder eine von deren typischen
Untergruppen ist.

Als Invarianten der Gruppe kann man die Invarianten (das cit. Buch
L Th. § 3) der Restgruppe bezeichnen und die holoedrisch isomorphen
Gruppen an ihnen bilden. Bei fest angenommenen (a,5,), (a,b) gibt es
iiber gegebenen N einfachen Punkten eine endliche Totalgruppe von dyoi-
dalen Characteristiken und fur die Untersuchung dieser und ihrer Unter-
gruppen gilt genau der § 6 meines cit. Buches L. Theil, also auch die
noch umfassendere Totalgruppe von Substitutionen 2. Art (p. 31).

Theorem Ill. Bei festen (a,b,), (a,b,) gibt es tiber einer gegebenen Anzahl
N einfacher Punkte eine endliche Totalgruppe dyoidaler Characteristiken, welche
aus der ebenen Gruppe des cit. § 6 durch Composition mit der Substitution
(a,b,),(a,b,),(a) G=1...N) gefunden wird.

Um Untergruppen umzuwandeln, hat man einzelne oder alle Basis-
Characteristiken einer Untergruppe aus der Ebene (oder von (a,d,), (a,5,))
zu verdoppeln, indem man beziigliche Characteristiken mit (a,d,), (a,,)
hinzufugt. Oder:

Theorem 1V. Die Gruppen mit (a,b,), (a,b,) sind zusammengesetzt wie
die Gruppen mit (a,b,), (a,b,) tber N 4+ 1 Punkten, derven einer in den Sub-
stitutionen 2. Art intransitiv (I. c.) gehalten wird.

! Das cit. Buch: I. Theil §§ 4, 5, 8.
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§ 3. Die typischen Gruppeén diber 3, 4, 5, 6, 7 Punkten.

Die Gruppe n. 4. des Th. I. kann in eine Gruppe von Collineationen
ibertragen werden, indem man (a,@,a,d)® anwendet, wo d einen willkiirlich

genommenen Doppelpunkt fur alle Characteristiken bezeichnet. !

Theorem V. Die Basis der Gruppe ne 5 sind (a,d))...(ab,) und die
Collineationen a, in a, in a, in a, in a; a, n e, na,a, ina,a, na,.
Die Gruppe enthdlt 48 Characteristiken.

Diese Totalgruppe enthalt noch typische Untergruppen, das Wort
»typisch» im Sinne gegenwirtiger Theorie genommen.

Corollar. Die Gruppe ist holoedrisch isomorph einer Gruppe von
Vertauschungen unter 8 Buchstaben. Die Punkte «; und die Ebenen
a;,a,a, werden namlich unter einander vertauscht.

Theorem VI. Die Gruppe n° 5 ist keiner der vorhergehenden Gruppen
birational dquivalent,

Die entsprechend gebaute Gruppe M, in der Ebene war reductibel,
weil es ein in sich transformirtes Netz homaloidaler C, gab. Das System
milsste im R, aquimultipel in @, ... a, sein, also 3m — 45 =m, m gerade,
wihrend die homaloidalen M} stets ungerades m haben. (I Th. § 1.)

Theorem VII. Die Totalgruppe von Characteristiken tiber 5 Punkten ist
holoedrisch isomorph der symmetrischen Gruppe aller Vertauschungen unter
6 Buchstaben.

Die 3 ersten Beweise auf p. 20 meines Buches lassen sich auch hier
geben, entsprechend verallgemeinert. Also z B. (3. Bew.) die Charac-
teristiken vertauschen die 6 linearen Curvensysteme, welche sind: die
Geraden durch @, ,aq,,a,,qa,,a, rvesp. und die M3 (a,,...,a,), unter ein-

! In ciner willkiirlichen Gruppe von Permutationen kann man ein bestimmtes Ele-
ment I als Vertreter der Ebene «,a,a, anvehmen und jedesmal Vorginger und Nach-
folger als a,,b,, um das Bild einer Gruppencharacteristik n°® 3 zu haber.

Acta mathematica, 21. Imprimé le 21 juin 1897. 9
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ander und durch eine der 720 Vertauschungen® unter ihnen ist die Cha-
rakteristik auch vollkommen und eindeutig bestimmt.

Corollar. Die Gruppe wird construirt, indem die Gruppe der Ver-
tauschungen von e, ...a, (Collineationen) mit den 5 cubischen Charac-
teristiken (e;0;) d in d, wo d einer der 5 a; ist, combinirt wird.

Theorem VIIL Die Gruppe n° 5 ist keiner der vorhergehenden Gruppen
birational dquivalent.

Die entsprechend gebaute Gruppe (M,) in der Ebene war reductibel.
Fir R, wird die Irreductibilitit wie in Th. V. bewiesen.

Theorem IX. Die Tofalgruppe von Characteristiken tiber 6 Punkten ent-
halt 2.4° 5% 6* Characteristiken.

Sie entstehen, indem die 15 cubischen Ch. (¢;), d,, d, die 15 Cha-
racteristiken 5. Ordnung (a;6) und (d,d;)’, mit der Collineationsgruppe
iiber 6 Punkten componirt werden, also |6.32.

Theorem X. Die Totalgruppe n° 7 ist isomorph zur Gruppe von Sub-
stitutionen, welche die Kummersche Configuration ungedndert lassen, aber mit
Meriedrie des Grades 2.

Die Gruppe ist holoedrisch isomorph zur Gruppe von Vertauschungen,
hervorgebracht unter diesen 32 Elementen: den 6 Punkten, den 20 Ebenen
a;ma, und den 6 Quadrikegeln ala,,, ... a;,; oder dem co®-Systeme von

M;, den 15 oo Systemen von Mjalaje;al, den 15 oco®-Systemen von
2

Mia;aza;as,aral, dem oo®Systeme Mjay...a;. Diese sondern sich in 16

Paare, so dass je zwel eines Paares sich zu a}...a; summiren. Sie
konnen nun den 16 Punkten einer Kummerschen Flache entsprechend
gemacht werden, etwa durch (ideelle) Anwendung der bekannten Reyeschen
1, 2-deutigen Transformation (Crelles Journal Bd. 86).

Bedingung fur eine Vertauschung unter den 32 Elementen, damit
ste durch eine Characteristik hervorgerufen sei, ist einzig die, dass 2 Ele-

! Bildet man, was ja sehr nahe liegt, durch die M3, welche a, ...a, enthalten,
die ebenen Schuitte einer M3 im R, ab, so wird diese ersichtlich' 10 Doppelpunkte
haben und es gilt fir sie das Theorem: Eine M3 mit 10 Doppelpunkten im R, wird durch
720 Collincationen des R, in sich selbst iransformirt, welches Theorem neu sein dirfte.
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mente, welche sich in einer Fundamentalcurve 2. Art (resp. wenn 2
Punkte, gar nicht) oder in einer Curve mit p =o0, u =2 (siche Beweis
zu Theorem VL) oder in einer Curve mit p = o, # = 4 schneiden, wieder
in 2 Elemente gleichen gegenseitigen Verhaltens tibergefihrt werden. '

Bildet man nun die 16 Sextupel unter den 16 Elementarpaaren,
welche den conischen Sextupeln der Kummerschen Configuration ent-
sprechen, so tuberblickt man, dass die eben beschriebene Bedingung das
Erhaltenbleiben dieser Sextupelvertheilung zur Folge hat, mit ihm iden-
tisch 1ist.

Corollar 1. In der Isomorphie entsprechen jeder Substitution der
Kummerschen Configuration zwei Characteristiken, von denen dic eine
durch Zusammensetzung mit [(d;d;)]" aus der anderen cntsteht.

Corollar II. Die Totalgruppe n° 7 enthdlt [(d,d})]" als mit allen
Characteristiken vertauschbare Characteristik.

Corollar 11I. Die Gruppe der Kummerschen Configuration ist zu
keiner Gruppe von einem Grade < 16 holoedrisch isomorph, und da sie
einfach ist, auch nicht meriedrisch.

Theorem XL Die Totalgruppe der Characteristiken iiber 7 Punkien ist
endlich und enthdilt [ 7436 Characteristiken.

Die Endlichkeit ist sicher, da es mit 7 Punkten nur endlich viele
Fundamentalsysteme und aus diesen nur endlich viele Characteristiken
gibt. Es gibt 35 cubische, 105 von 5. Ordnung, 7 von 7. 70 andere
von 7., 7 von 9., 70 andere von 9., 105 von II., 35 von I3., I von I35.
Ordnung, also 436 Fundamentalsysteme.

Theorem XIL. Die Gruppe n° 8 ist holoedrisch isomorph einer Gruppe
von Vertauschungen unter 126 Elementen, welche 63 Paare der Imprimiti-
vitat besitzt.

Denn die 7 Punkte a,...a, die 35 Ebenen a;a,a,, die 42 Quadri-

kegel ala,,, ...a., die 35 Midaiaia;ala,a,a,, die 7 M;ala; ... a; werden

! Tn der Ebene war diese Bedingung so formulirt, dass die fundamentalen linearen

Substitutionen die Form F|, = nn’' — Sz ungeiindert lassen mussten. Cf. mein Buch § I.
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unter einander transformirt, aber so, dass dic Paare, welche sich zu
(a} ... a})" summiren, erhalten bleiben.

Theorem XIII. Die Totalgruppe n° 8 ist keiner Gruppe unter weniger
als 126 DBuchstaben holoedrisch isomorph.

Die einzigen Invarianten der Gruppe sind die Singularititencomplexe
der Flachen mit gegebenem p, # (in Folge der Singularititen in a,...q,
allein) und die niedrigste Anzahl ist eben die im Theoreme XI. gebildete
Anzahl fur p=o0, u =o.

Wendet man auf den Raum R, die im V. Theil § 5 beschriebenc
2, 1-deutige Transposition an, so werden den Vertauschungen der Flichen
mit p =o0, 4 = o Vertauschungen gewisser Berithrungsebenen einer merk-
wiirdigen Ubergangsfliche 12. Ordnung mit g-fachem Punkte (und 3 an
ihm unendlich nahen) entsprechend gemacht. Die gegenwirtige Gruppe
stcht also gewiss mit einem Zweitheilungsprobleme gewisser wberall end-
licher Doppelintegrale, wie sie nach Jacorr von NotHer kurz erwahnt
worden sind (Math. Ann. Bd. 2), in Verbindung.

Aber die Gruppe unter 63 Elementen hat gewiss auch zu den Abel-
schen Integralen p = 3 Beziehung. Dafur spricht die Existenz der Ja-
cobischen Curve 6. Ordnung mit p = 3 des Netzes der Mj(e,...,q,).’

' Theorem XIII'. Die Gruppe M, in Substitutionen enthilt 36 wicht iihnliche Sub-
stitutionen. Dieselben sind: 11 Collineationen; (b)), (2,0,), (a,b,), (a,b,), mit 2,,1,;
5 andere mit (a1b1>;(a’xba)’(a2b1)’(a’3b4)7(a‘4b3)3 %575 2 andere mit (a,b,), (a,b,); (a,b,),
(50,), (a,b,), (@,0,), d,,d, oder i,,%,;5 (a,b,),(a,b,), (ab,), b, in @, mit d,; (a,b,), (@.b,),
b4 in aS, bi in al; (@1b2))(a2b3)’(a3b4)’ bl in b; in a‘; (a'lb2)’(a2b3)7 bl in b; in a3,
(a,by); (ab,), b, in a,, b, in a,,(ab,); (a.b,),(a,b,),(a,b,), b, in b; in a,; (a,b,),
(a’zb2>a(a’sb4)) bs in b; in a3 (a‘1bz))(a’gb1)7(aab4)’ b3 in by in a; (axbl)a(agbg)a(asbs)a
(ab,), (a,b,), (a,b,) oder dies mit (a,b,),(a,b,); awei Typen 5. O. Index 4; 3 mit (a,b,),
I wit (a,b,),(a,b,); Typus 7. O. (d:dy).

Theorem XIII". Dic Gruppe M, in Substilutionen enthélt 64 nicht ihnliche Substi-
tutionen. Dieselben sind: 14 Collineationen; @*: (¢;b;) mit Tripel; (a,b,),(2,b,),(a,b,),
(a,by) mit d,,d,,d; oder d, % ,t, oder Tripel; 5 anderc mit (2,b,),(a,b,); 4 anderc
mit (albs);(a’lbz)i(a2b1)a(a3b4))(a4b3) ebenso 5 andere mit (a’lbz)a(a’abx);(axbs)’((1’2b3)’
(a’3b4)7(q4b1) ebenso; (a,b,),(a,b,), (a,b,),(a,b,) mit Tripel; (a,b,), (0,b,), (a5b,), by in a,
wit dl’d‘z oder ilaig; (a’|b2)7(ﬂ'zbs)a(a'abl)? bt. in @, mit 7’.117:2; (a’lb2>>(d:b3)1(a3b1) bl.
in by in b, in a,, 5 Typen; Q°: I mit (a,b,), 2 Typen Index 4, 2 Typen Index 8, I
Typus Index 10; 2 mit (a,b,),(a,b,) 2 wit (a,b,),(a,b,); @": 4 Typen Indices 6, 4, 2,
6, 1 mit (a,b,); @: 1 Typus Index 2.
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V. THEIL.

Theorie der endlichen Gruppen von Transformationen ohne
Fundamentalcurven 1. Art.

§ 1. Das Aquivalenztheorem.

Um Raum zu sparen, crwihne ich kurz, dasi sich die IV Beweise
des § 1, II. Theiles hieher fiir die Gruppen existirender Transformationen
adaptiren lassen, wie es fur die Ebene in meinem Buche geschehen ist
und liefern.

Theorem 1. Jede endliche Gruppe von Transformationen gegenwdrtiger
Fundamentalsysteme ldsst sich durch Reciprokaltransformationen dquivalent
machen einem der folgenden Typen:

1. einer Gruppe von Collineationen,

2. einer Gruppe von Transformationen mit gemeinsamem (a*'5""),

3. einer Gruppe wvon Transformationen mit gemeinsamen (a77'057"),
(@310 ),

4. einer Gruppe cubischer Transformationen mit zwei coincidenten Haupt-
punktetripeln,

5. eimer Gruppe cubischer Transformationen mit gemeinsamen Haupt-
punktequadrupel,

6. der Gruppe von 720 Transformationen tber 5 festen Punkten oder
einer Untergruppe,

7. einer Gruppe von Transformationen tber 6 festen Punkten,

8. einer Gruppe von Transformationen wber 7 festen Punkten.

Hier ist die Gruppe n° 4 iiber 3 Punkten typisch, weil man fur die
Transformationen nicht mehr wie fur die fundamentalen linearen Substitu-
tionen einen allen gemeinsamen Doppelpunkt willkiirlich annehmen kann.

Die Gruppen von Collineationen im R, (Classe n° 1) hat C. JornAN
nicht vollstindig bestimmt.
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§ 2. Die orthanallagmatischen und dyoidalen Gruppen.
Aus II. Theil § 3 folgt:

Theorem II. Jede endliche Gruppe von Transformationen mit gemein-
samen (a"*b"Y) ist dquivalent entweder: 1. einer Gruppe wvon Collineationen
oder 2. eimer Gruppe mit (ai'0}7"), (ay7'037") oder 3. einer Gruppe mit
(@* "), deren Restgruppe eine der von mir entdeckien terndren 34 Gruppen
mit 7,8 Punkten (XXVIIIL bis LXI. der Taofel in meinem Buche) ist.

Die Gruppen, wo die Restgruppe einer der Typen XV. bis XXVIL
meiner Tafel ist, sind nicht vollstindig, sondern lassen sich ohne An-
derung ihrer Figur zu Gruppen der Art n° 7 und n° 8 des obigen
Theoremes I. erginzen (durch Verbindung [(%;%;)}), ebenso wo dic Rest-
gruppe XII., XIIL, XIV. jener Tafel ist, erscheint die Gruppe sofort als
Untergruppe einer Gruppe der Arten n° 4., n° 5., n° 6. des Theoremes 1.

Theorem III. Die 34 isolirten Typen von Gruppen mit (a"'0"~") sind
construirbar mit einer invarianten irreductibeln M oder einer Mj.

Denn die Characteristik der Gruppe enthilt fiur XXVIIL bis LXIL
der Tafel 7 oder 8 Punkte, also fir den R, 8 oder 9 Punkte. Dass
ein invariantes Ebenenpaar nicht moglich ist, beweist die Discussion von
XLIL bis LXI. Die Discussion von XXVIII. bhis XLI. beweist, dass dic
invariante M; nicht zerfallen kann, ausgenommen bei den cyclischen
Gruppen, welche aber wiederum stets eine invariante JI; besitzen.

Theorem IV. Jede dyoidale Gruppe mit (a7 b7"), (a3 b3™") oder mit
(@705, (ay~10p") dst construirbar wenigstens in der particuldren Form,
wo eine invariante M3 existirt, sofern die Ebenen durch a,a, nach einer
der 5 bindren Gruppen projicirt werden.

Der Beweis folgt aus III. Theil § 3 Theorem VIL und aus dem
Theoreme fiir die Ebene (L. ¢. p. 47).

Theorem V. Die allgemeine dyoidale Gruppe mit (a7'07"), (ay—'05")
oder mit (aP=20p~Y), (ap'077") ist mit einer invarianten M; (ai™*a;™*) con-
struirbar.
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Die Construction ist genaue Nachbildung der von mir oben im IIL
Theile § 3, Theoreme X., XI. gegebenen.

§ 3. Die typischen Gruppen iiber 3, 4, 5, 6 Punkten.

Gruppen w° 4. o) Werden die Ebenenbiischel a,a,,a,a, ,a,a, jedes
in sich transformirt, so geniigt es, in ihnen drei G'ruppen willktirlich
anzunehmen, dieselben durch Isomorphieen unter einander zu beziehen
und je drei zusammengehorige Projectivititen zu einer Reciprokaltrans-
formation zu combiniren, wobei die @, , b, von selbst entstehen. §) Werden
die Ebenenbiischel a,a,,a,a, vertauscht, a a, erhalten, so hat man in einer
Gruppe der Art o) aus der ganzen Gruppe oder aus der Untergruppe
diejenigen @°, welche in a,a,,a,a, shnliche Projectivititen haben, durch
Einfugung einer (noch auf co' Arten variabeln) Projectivitit von a a,
nach a,a, zu einer Q*: (a,b,), (4,0,),(a,b,) zu erginzen. ) Werden die
Ebenenbuischel a,a,, a,a, ,a,a, cyclisch vertauscht, so mussen die zu er-
ginzenden @° in o) drei #hnliche Projectivititen besitzen. o) Werden
beide Processe aus ) und y) angewendet, so entsteht eine Gruppe, durch
welche die drei Ebenenbiischel in allen 6 Arten vertauscht werden.

Gruppen #° 5. Je nachdem die 4 Stralbundel g, ,q,,a,,a, unter
einander vertauscht werden, entstehen verschiedene Classen. Es gibt 8
verschiedene Gruppen von Vertauschungen unter 4 Buchstaben und wie
in der Ebene (cf. mein Buch 49—51) wird bewiesen:

Jede dieser 8 Classen von n° 5 wird construirt, indem man eine
Transformation . (¢;5,) mit einer endlichen Gruppe von Collineationen, die
a; zu Doppelpunkten haben und mit je 1 Collineation combinirt, welche
unter den @; die Substitutionen der Characteristik hervorbringen.

Gruppe n° 6. Da alle Characteristiken tber 4 Punkten construirbar
sind, so stimmt die Gruppe mit der Characteristikengruppe tiberein und

enthalt auch nur 720 Transformationen.

Gruppe n° 7. Theorem VL. Uber 6 willkiirlichen Punkten des R, gibt
es eine Gruppe von 32 (involutorischen) Transformationen, welche auch in
jeder anderen iiber irgend 6 besonderen Punkten bestehenden Gruppe als aus-
gezeichnete Untergruppe enthalten ist.
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Diese Transformationen sind 15[(g;5,)]® mit je einem involutorischen
Paare im 5. und 6. Punkte, 15[(a;5)])°, die [(d;d!)]" und die Identitat.
Dass sie ausgezeichnet ist, folgt, weil eine Transformation, welche den 6
Punkten keine Bedingung auferlegt, durch jede andere Transformation iiber
den 6 Punkten in eine eben solche Transformation iibertragen werden muss.

Theorem VII. Jede wollstindige Gruppe iiber 6 Punkten ist abhingig
von und wvollstindig bestimmt durch eine etwaige Gruppe von Collineationen,
welche unter den 6 Punkten im Raume bestehen.

Denn die Collineation, welche unter den Hauptpunktepaaren einer
[a;,;]° und zwei gewohnlichen Punktepaaren pp’, q¢’ herrscht,’ absorbirt hier
alle 6 Punkte, ebenso gewiss die Collineation des Theoremes XIII. im IIL
Theil und wenn I'= [d;d;]" eine Directrixsubstitution verschieden von der
Identitat hat, muss diese als Collineation wirklich unter den 6 Punkten
bestehen, da 77 diese Collineation selbst ist.

Theorem VIII.  Wenn drei Punkte in einer Geraden sind, ist die Gruppe
wbertragbar in eine Gruppe von Collineationen und wenn 4 Punkie in einer
FEbene, ist sie dyoidal.

Denn die M7} durch die Gerade und die tibrigen 3 Punkte bilden
ein homaloidales System und die M, welche in jene Ebene und eine
variable Ebene durch die iibrigen beiden Punkte zerfallen, missen unter
einander transformirt werden,

Theorem IX. FEs gibt also 7 typische Gruppen iiber 6 Punkten.

Denn nun sind die 6 Punkte in einer Raumcurve 3. Ordnung, welche
durch die Collineationsgruppe aus VIL in sich transformirt wird, also eine
binire Gruppe trigt, deren es unter 6 Punkten nur 7 verschiedene gibt:
1. die Identitat allein, 2. drei Paare einer Involution, 3. die Doppelpunkte
und zwei involutorische Paare einer Involution, 4. ein Cyclus und ein
Doppelpunkt einer Projectivitit des Index 5, 5. die Gruppe tber der
Form T, 6. ein Cyclus vom Index 6, 7. zwei willkirliche Tripel ciner
Projectivitat des Index 3.

Corollar. Die Ordnungen dieser Gruppen sind beziglich 32, 2.32,
4.32,5-32,24.32,9.32,3.32.

' Am. Journ. of Math., Vol 19
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§ 4. Die Anwendung der Kummer’schen Fldche.

Herr Reve und nach ihm W. Sranr haben fur die Untersuchiung
der Strahlencongruenzen 2. O. und Cl. eine (1, 2)-deutige Verwandtschaft
untersucht, welche den Ebenen des Raumes R} die M durch 6 feste
Punkte p,...p, in R,, den Punkten der hierbei entstehenden Kummer-
schen Flache K, in R; die Punkte der Kernfliche @, in R,, den 16 Dop-
pelpunkten von K, die 15 Geraden p;p, und die Mi(p,...p,) und den
16 Doppelebenen die 6 Punkte p; und die 10 Ebenenpaare (p; 0,0, Pnp.0.)
entsprechen macht.

Ist nun tber 6 Punkten eine gegenwartiger Characteristiken con-
struirt, so transformirt sie die co®M; durch p,...p, unter einander, also
auch die Punktepaare, in denen sie sich schneiden, und wird also durch
die Reyesche Abbildung in eine Collineation des R; iuibertragen, welche,
da in R, die @, invariant war, die K, in sich transformiren wird. Da
durch die eindeutige Correspondenz in @, die Raumtransformation be-
stimmt ist, folgt:

Theorem X. Die Gruppen tiber 6 Punkten kinnen durch (1, 2)-deutige
Abbildung aus den Collineationsgruppen gewonnen werden, welche eine Kum-
mer’sche Fldiche in sich transformiren.

Ich habe im Am. Journ. 1897 ! die aussergewdhnlichen Collineations-
gruppen bestimmt, welche eine K, reproduciren und bewiesen, dass sie
nur von dem projectiven Character einer der 16 conischen Sextupel ab-
hiingen, woraus wieder das Theorem VII. geschlossen wird, ebenso VIII.
Am sgelben Orte habe ich auch die Characteristiken angegeben, in welche
sich die einzelnen Collineationen umsetzen.

§ 5. Die Gruppen iiber 7 Punkten durch Anwendung zweier
neuen (1 — 2)-deutigen Transformationen.

1. Alle Mip=1 durch 7 Punkte p,...p, gehen durch einen 8.
Punkt @,. An diese co’ Curven knupft sich eine ganze Reihe von Trans-

! Meine Note: »Uber Collineationsgruppen an Kummer'schen Flichen:.
Acta mathematica. 21. Imprimé le 6 septembre 1897. 10
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formationen, indem man nach dem Verfahren fir die Ebene' auf jeder
M} oder unter je zwei M; gleichen Moduls eine eindeutig zu bestim-
mende eindeutize Correspondenz einrichtet. Insbesondere (1. ¢. Th. 117.):
»Wird auf jeder M; die Correspondenz «’ + w =y mit a; als Doppelpunkt
bestimmt, so entsteht (8, ..., 8)" mit p,...p, als 8-fachen Fundamen-
talpunkten und M5 (pipi.,...pl, als Fundamentalflichen». (I. c¢. Th.
118) »Die (8, ..., 8)"” transformirt die M3(p;. .. p}) unter einander, jede
in sich». »Der Ort der Doppelpunkte von (8,...,8)" ist eine Mj(p...pl),
welche die 28 Geraden p;p, (i,k=1...7) einfach und die Kegelspitzen-
curve des Netzes M;(p,...p;) als einfache Curve enthalt, D,.»

Eine (1;2)-deatige Beziehung von R, nach R; kann nun durch ein '
lineares oo’ System JM; abgeleitet werden, welche durch 3 fernere ein-
fache Punktepaare ¢,91,¢.95.¢59; gehen. »(. ¢ 120) In der Trans-
formation, welche 4. O. in R, und 16. O. in R; und den Ebenen von
R; die M;(pi...piq,...q; entsprechen macht, entspricht der D, eine
Flache Z , der 12. O., welche einen g-fachen. Punkt A4 besitzt, an den 3
andere in 3 verschiedenen Richtungen unendlich nahe geriickt sind und
nach diesen Richtungen drei 6-fache Gerade durch 4 hat.y »Durch diese
Transposition werden die Gruppen uber p, ...p; in Gruppen birationaler
Transformationen 4. O. (@*) ubertragen, welche in jenen Geraden 3 dop-
pelte Fundamentalgeraden und sonst 3 einfache Fundamentalpunkte be-
sitzeny  Also:

Theorem XI. Die 7-punktigen Gruppen (n° 8) des Th. 1. werden ge-
funden, indem man die Gruppen erwdihnter Q*, welche die Z,, reproduciren,
durch die 2 — 1-deutige Transposition ibertrdgt.

2. Line einfachere Transposition ist die folgende.

Lemma. Die Mi(a}...ad), welche durch den Schnitt A} einer unter

ihmen mit einer festen M3i(a, .. . a;) hindurchgehen, bilden ein lineares oo
System.

Die Jacobiana derselben ist wieder jene D, (wie uberhaupt aller im
co’-Systeme enthaltenen oco’-Systeme). Wird nun unter den Ebenen von
R; und diesen oco® M} eine Collineation hergestellt, so hat man eine

''Acta Math. Bd 19, § 12. B.
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1 — 2-deutige Transformationen von R; nach R,, die von den Ordnungen
4,8 in Ry, R; ist und welche die D, nur in eine Z, mit einem 3-fachen
Punkte A ubertragt. Der Osculationskegel des 3-fachen Punktes ent-
spricht dem Schnitte der D, mit der festen M;. In der Transposition
entsprechen den @,...a, Flachen 2. O., der 4% eine Ebene. Den Trans-
formationen uiber a,...q, als Characteristikpunkten entsprechen quadra-
tische Transformationen @ in R}, weil eine willkirliche M¢(a?. .. a2 in
R; einer M entspricht. Den Mj(a,...a,) entsprechen in R; Ebenen des
Bundels um 4, und da jene, also auch diese unter einander transformirt
werden, ist 4 der Fundamentalpunkt von @®. Der Fundamentalkegel-
schnitt geht an 4 unendlich nahe.

Theorem XII. Die 7-punktigen Gruppen (n° 8) des Th. 1. werden ge-
funden, indem man die Gruppen quadratischer Transformationen, welche die
Z (A® reproduciren, durch die 2 — 1-deutige Transposition twbertrigt.

In dieser Form ist das Problem nun so einfach wie es nach der
Methode meines Buches das parallele in der Ebene ist.’

§ 6. Andere Methoden fir die 7-punktigen Gruppen.

1. Die Mj(a}...q;) bilden einen B, in dem eine endliche Gruppe
von Collineationen entsteht. In diesem bilden die Mi, welche durch d,
gehen, und zwar von selbst zweifach, einen R, der invariant sein muss,
daher jede Gruppe auch einen Punkt invariant lasst; also:?

Theorem XIIL. Jede Gruppe tber 7 Punkten lisst eine Mi(at. .. a2
invariant.

Jener R, ist gleichzeitiz repriasentirender Raum derjenigen M3,
welche sich als quadratische Functionen der 27} darstellen lassen. In
dem R, ist eine invariante M;, die doppelt gezahlten M;, und eine in-
variante M3, die Paare von M; uberhaupt.

! Acta Math. Bd, 19, p. 160—168 und das cit. Buch. III. Th. g 8.
? (Cit. Buch. IX. Th. § 2.
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2. Gegentiber meinen vorhergehenden 3 Methoden gebe ich als die-
jenige Methode, welche am wenigsten neue Untersuchung erfordert, die
folgende.

Theorem XIV. Jede Transformation einer Gruppe iber (a,...a;) muss
die Kegelspitzencurve L, des Netzes Mi(a, . ..a;) in sich transformiren und
ist ihrerseits durch die Correspondenz in dieser Curve zweideutig bestimmd.

Der 2. Theil des Satzes folgt daraus, dass die von den M; auf der
L, ausgeschnittene Involution G3, in sich transformirt wird und durch
eine Schnittpunktgruppe g¢,, derselben die M; des Netzes bestimmt ist.

Ferner habe ich Am. Journ. 1897 bewiesen: »Wenn eine Kegel-
spitzencurve L, eine eindeutige Correspondenz enthilt, so ist dieselbe in
einer Collineation enthalten.»

Die Kegelspitzencurve kann aber auch auf eine L, abgebildet werden
und es handelt sich also um die Collineationsgruppen, welche eine L,
in der Ebene reproduciren konnen. Diese habe jch in Acta Math. Bd.
19, p. 157 und meinem Buche p. 89 endgiltig abgeleitet. Es handelt
sich also, zu einer L, eine auf sie eindeutig bezogene Kegelspitzencurve
zu construiren. Dies geschieht durch die Abbildung einer M3. Man
nimmt auf der L, 6 Punkte derart, dass ihr auf der M}, welche sich
mittelst dieser 6 Punkte abbildet, eing Kegelspitzencurve ¢, entspricht.
Dies ist nach einem Theoreme von mir der Fall, wenn® die 6 Punkte die
Berithrungspunkte der L, mit einer Curve 3. O.sind. Da es nun 14 ver-
schiedene I, mit Gruppen von Correspondenzen gegeben hat (1. c.), so folgt:’

Theorem XV. FKs gibt 14 wverschiedene vollstindige Gruppen von Trans-
formationen ohne Fundamentalcurven 1. Art dber 7 Punkten. Die Lage der
7 Punkte bestimmt sich jedesmal mit Hilfe einer ebenen L, p = 3.

Meine bisherigen Resultate zusammengefasst liefern jetat:

Theorem XVI. Jede endliche Gruppe von Transformationen ohne Fumn-
damentalcurven 1. Art ist dquivalent einem der folgenden Typen:

1. einer Gruppe von Collineationen des R,,

II. bis XXXV. einer Gruppe von Transformationen mit gemeinsamem
(@"7'b"1), wo die Restgruppe einer meiner ebenen Typen XXVIII. bis LXV. ist,

' Am. Journ. of Mathem. 1897, Theorie der period. cubischen Transformationen
im R, Cap. 1., Theorem VIII.



Transformationen in R,, welche keine Fundamentaleurven I. Art besitzen. 77

XXXVI. bis XL. einer Gruppe von Transformationen mit gemeinsamen
(@767, (a3 037, wo die Ebenen durch a,a, zu einer der 5 bindren
Gruppen zusammentreten (eingeschlossen die Gruppen hiherer Homologieen
dyoidaler Natur),

XLI. bis XLV. einer Gruppe von Transformationen mit gemeinsamen
(ay7'6y"), (a3~'07%), wo die Ebenen durch a,a, zu einer der 5 bindren
Gruppen zusammentreten,

XLVI. einer Gruppe cubischer Transformationen mit drei gemeinsamen
Hauptpunktcoincidenzen, die nur cyclisch vertauscht werden,

XLVII. einer Gruppe cubischer Transformationen mit drei gemeinsamen
Hauptpunktcoincidenzen, die auf alle Arten vertauscht werden,

XLVIII. bis L. einer. Gruppe cubischer Transformationen mit vier ge-
meinsamen Hawptpunktcoincidenzen, die nur cyclisch oder nach der Tetraeder-
gruppe oder nach der Octaedergruppe permutirt werden,

LI. einer Gruppe von 720 Transformationen wber 5 festen Punkien

r = 720,
LII einer Gruppe tiber 6 Punkien, welche willkirlich sind r= 32,
LIII. welche drei Paare einer collinearen Involution sind, r= 64,
LIV. welche zwei Tripel einer cyclischen Collineation sind, r= 96,

LV. welche die Doppelpunkte und 2 Paare einer Involution sind, r = 128,
LVI. welche ein Cyclus vom Index 6 einer Collineation sind, r = 192,
LVII oder ein Doppelpunkt und ein Cyclus vom Index 5, r = 160,
LVIIIL welche eine Form T in einer M; sind, r = 768,
LIX. bis LXXI. einer aus 14 Gruppen dber je 7 Punkten, r = 18,
336,96,192,6,6,12,32,12,96,16,8,4, 2.

Von diesen konnen die ersten 50 als typische Classen, die tibrigen
21 als isolirte Gruppentypen bezeichnet werden.

Anmerkung. Der grosste Theil dieser Gruppen bleibt (wahrend die ein-
zelnen Typen durch Projectionen in dyoidale Gruppen ubergefiihrt werden)
auch in der allgemeinen Theorie der Gruppen birationaler Transformationen
im' R, typisch, d. h., wenn zur Transposition nicht nur Transformationen
gegenwartiger Art, sondern birationale Transformationen uberhaupt ver-
wendet werden.

Calais, London, Auer, 1896.
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Berichtigung.

In Folge eines von mir nicht verschuldeten Versehens wihrend des Druckes kann ich eine
notwendige Correction der Form 3) des Textes erst hier nachtragen. Die cubische Form 3) ist nicht
invariant durch die Substitution 1) (iiberhaupt durch keine anderen als welche die Variabeln unter
einander vertauschen).

Dagegen konnen allerdings andere irreductibele cubische Formen durch Combination der qua-
dratischen und linearen Formen gewonnen werden. Zu den letzteren ist die Form 3n — 2y: hinzu-
zuftigen.

Ausserdem bleibt fiir jede Substitution 1) eine cubische Form invariant, welche aber nicht fiir
alle in gleicher Weise aufgeschrieben werden kann. Denn da fiir die einzelne (a;; 5)° die Form

n® — 2nlyh — St + 33(x + Ty — 23y

invariant bleiben soll (Amer. J., T. 19), so wird fiir jede Transformation, welche sich aus solchen
zusammengesetzt, eine Form

3 n® — 2x* + 33L,y} — 23y}

wo die L, gewisse von der Trausformation abhingige lineare Functionen von 7, x; sind, invariant
bleiben.

Die Tragweite dieser Resultate mag man daran ermessen, dass bisher tiberhaupt die ganz-
zahligen Transformationen nur von terniren und quaternirven Formen untersucht worden sind, nimlich
durch Herrn Poixcarg (Journ. de 1'Ecole Polyt. 1880). Die obige Form 3) liefert cubische Formen
von irgend wie hoher Anzahl Variabeln und sofort eine ganzzahlige Substitution, welche sie in sich
transformirt.

Die Wichtigkeit dieses Resultates wird noch dadurch erhoht, dass man iiber ¢ Fundamental-
punkten (o> 7) unendlich viele Transformationen gegenwértiger Art construiren kann. Stellt man
nun zu jeder meine fundamentale lineare Substitution und zwar zunichst nur die unvollstindige auf,
so erhdlt man eine merkwiirdige discontinuirliche Gruppe ganzzahliger linearer Substitutionen in
o + 1 homogenen Variabeln. Man erwiige, dass bisher iiberhaupt nur discontinuirliche Gruppen von
Substitutionen in 3 Variabeln aufgestellt worden.

Schreibt man aber die vollstindigen linearen Substitutionen 1) oder 2), so erhilt man Gruppen
von einer Art, wie sie iiberhaupt bisher noch nicht angetroffen worden sind. Durch die Zusammen-
setzung der Transformationen iiber den ¢ Fundamentalpunkten wird sich ndmlich die Anzahl der
Fundamentalcurven 2. Art und damit die Anzahl der Variabeln in den Substitutionen 1) fortwihrend
vermehren, und man erhilt daher eine discontinuirliche Grppe in einer .upendlichen Anzahl von
Variabeln. Dem entsprechend erhiilt man auch eine isomorphe Gruppe von Permutationen, welche
durch diese Gruppe hervorgerufen werden, unter unendlich vielen Elementen, nimlich den ¢ Punkten
und allen M3 p = o, u = o, welche sich'iiber diesen o Punkten construiren lassen.

Eine weitere Correctur ist in Folge der vorigen zu p. 13 anzugeben. Zu der dortigen Form
muss 32L;y; — 32Xy} addirt werden. Jedoch sind die Zeilen 2 bis 7 p. 14 dann nicht auf diese
neue (wirklich invariante) Form zu beziehen, sondern auf die alte Form, die aber eben aus dem in
diesen Zeilen enthaltenen Grunde nicht invariant sein muss.




