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~We have f irst  raised a dust  and lhen 

comp]aifl, tha t  we cannot s e e .  BERKELEY. 

Bei der Begri]ndung einer allgcmeinen Theorie der periodischen Trans- 
formationen und ihrer endlichen Gruppen im /~3 und im R,. begegnet 
man so vielen neuen Erscheinungen und hat sich so vielc neue Gesichts- 
punkte zu schaffen, die mit dem beschrankten Felde der Ebcne und den 
auf sic bezt~glichen Theorieen nicht yon selbst erscheinen, dass es schon 
darum ni~tzlich ist, vorher einige besondere Klassen zu betrachten. Das 
wird noch nfitzlicher dadurch, dass diese Klassen in der allgemeinen Theo- 
rie als Bestandtheil erscheinen und hiemit also nur ein Stfick ohnehin 
unumgitnglicher Arbeit antieipirt ist. So weiss lrian, dass in der Ebene 
die birationalen Transformationen die Eigenschaft haben, sich aus ele- 
mentaren Transformationen 2. Ordnung, Q~, zusammensetzen zu lassen. 
Wie ich sehon friiher hervorgehoben, kann Q: entweder durch die (SC) ~ 

oder dureh die cubische Reciprokaltransformation xix~ ~ c auf den /~ 
(und sparer auf R~) verallgemeinert werden, weshalb sieh beim Eingange 
in die Theorie der Periodicitat jene Transformationen darbieten, welche 
entweder nur aus (SC) 2 oder nut aus Reciprokaltransformationen zusam- 
mengesetzt sind. Die ersteren habe ich iin A m e r i c a n  J o u r n a l  of Ma- 
t h e m a t i c s  I896 abgethan, 1 die anderen, yon welchen ich hier handle, 

Theorie de~jenigen Transformationen im Rr, welche sieh aus quadratischen zu- 
sammenset~:en lassen. Vol. 18. 
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sind dadurch yon erh0htem Interesse, <lass sic die i]n Titel genam~te 
Eigenschaft besi*zen (w 3).' 

Ich erledige diese Clqsse yon Tr'~nsformationen mit Bezug auf ihre 
periodischen Characteristiken mid deren Constructi(m sowie tuff ihre end- 

(-~ 
lichen :wuppen und deren Construction. 2 Vorher gebe ich im I. Theile 
die allgemeinen Eigenschaften ihrer Fundalnentalsysteme, welche bisl|er 
iiberhaupt Mcht in Rede kamen. :~ 

Es besteht eine noch attg'emeinere ,qleichargiffe Theorie im R,. von 
weleher sich zeigcn wird, ,:lass sie die ganze Theorie dee ebenen hiratio- 
nalen Transfovmationen als speciellen Fall enthi~lt. 

I. T H E I L .  

Die Theorie der Fundamentalsysteme. 

w 1. E i g e ~ s c h a j ' t e u  de~" Ft tnda~Jte~t ta lsys teme~ we l che  d t t pch  Z a -  

sam, m e ~ s e t z a J t g  vol t  tgeciprokal t~ .~tJ~sj 'ovmtt t ionen eJ~tstehem 

Es soil der Vereinfaclmng der Sprechweise wegen <lie Voraussetzung 
gemacht werden, (lass wenn 31, S~ Fundanmntalsysteme der einen, S'~, S; 
jene der 2. Transformation sind, niemals eine Fundalnentalcurve 2. Art 
yon S 2 mit  eincr yon S'~ coincidire, ohne (lass die sie bestimmenden Fun- 
damentalpunkte yon S: mit jenen yon S{ coincidiren. Ferner soil bei 
der Zusammensetzung niemals eine Fundamentalcurve yon S~ mit einem 
Fundamentalpmikte yon .9'~ incident sein. 

Es is~ ferner due  besondere Absicht dieser Arbei~, zum erstcn 3lale auf den 

Vortheil  hinzuweisen, den es bietet, statt  der homaloidalen Fl~lehensysteme die homaloidalen 

Curvensysteme aueh im h',, zur Definition einer Transformation zu verwenden. 
Die Arbeit sehliesst sieh also aueh an mein Bueh: Theorie der endlichen Gruppe~ 

yon eindeutigen Transformatione,~ in der Ebe~e (Berlin~)layer & )ltiller, ]895 ) an. 
a Es m6ge bemerkt sein, dass die Reciprokaltransformation al]ein als ~)p-reciproke 

Transformation)) bei S. LIE in einer kurzen Note der Gsttinger Nachriehten (I87I) zu 
element.areren Zwecken angewendet vorkommt. 
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Theorem I. Ein Fandamentalsystem, das nut dutch Wiederholung oder 
Zusammensetzuvq mehrerer (a,~, b~) ~ entsteht, besitzt keine _b~t~damentalcurven 
I. Art. 

Eine solche Transformation S entspreche dem Satze und werde ,nit 
(ai, b3 :* zusammengesetzt zu SS'. I)as Fundamentalsystem yon 8S'  ist 
unter dem transformirten Fundamentalsysteme So und unter b~ zu suchen. 
Einer Fundamentalcurve yon (SS')~ entspricht also in S~ entweder eine 
Fundamentalcurve c~ von S; oder eine yon 5' 2 und dieser entspricht in 
(SS')I bezt'tglich eine gewshnliche Curve yon $1 oder eine Fundamental- 
curve yon 5'1. In beiden Fallen ist die Curve yon (SS'): eine Funda- 
mentalcurve 2. Art. 

Anmerlcung. Wenn jedoch c~ durci~ einen Fundamentalpunkt b yon 
q hindurchgeht, dann entspricht wohl der c.', eine Fundamen~alcurve und K-a 

gleichzeitig die dem b entsprechende Fundamentalflache A, aber dies ist 
eigentlich so aufzufassen, dass sich die homaloidalen Flaehen yon S.~ lungs 
c~, berahren und dass der c~ eigentlich die Curve c~, den oc ~ Strahlbaseheln 
yon Nachbarpunkten an c.', (lUngs den homaloidalen Flachen) die A ent- 
spricht. A bildet also eine Absonderungsfliiche nut fi~r jene Flachen des 

) ~ t p kau,ne~. ,nit S~, welehe liings der Curve eo alle homaloidalen Flaehen 
beri~hren. Die erste der gemachten Einschrankungen bedeutet also doch 
nur, dass homaloidale Flaehensysteme ,nit Bert~hrung lungs Curven (bei 
variabelcr Ber(ihrungsebene) .msgeschlossen sind. 

Theorem II. Die homaloidaten Systeme dieser Transformalionen haben 
~ur solche Fttndamentalcurven gemeinsam, welche eine nothwendige Folge der 
Vielfiwhheiten in den Fundamentalpunkten sind. 

Gilt das Theorem fglr S, so gilt es aueh fiir S. (a ,  b) ~, denn die 
Kantcn bzbk sind nothwendig dureh die Punkte b i gemi~ss meiner Ab. 
handlung tiber die (ai, bi) ~ und wiirde cs ffir eine der iibrigen Fundamen- 
talcurven behufs des Enthaltenseins einer weiteren Bedingung bediirfen, 
welche "msserhalb der b i u n d  der transformirten Fundamentalpunkte sich 
befindet, so wiirde dies auch auf S sich t'lbertragen. Ft'lr (a, b) ~ gilt 
aber d'~s Theorem, also auch ft'~r S. 

Theorem III. D i~ Verwandlung yon Ordmo~g uml Singulm'ildten tier 
3I,, fleschieht nach der linearen Substitution 
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I) 

}t '  ~ 1}ti t  ---(/I.Y'~ - - q ' z : C ' _  , ~ ' . ' -  a~,;ro - - - - r  - - - . . . - - G o ,  i f# . )  

")~, ~ . . .  - -  d~ - -  ( I I 2 X . ,  - - -  . . . - -  ( l ~ v 3 ;  v ~ C ~  , y ~  

. . .  . o *  

a ~ ,  3g., . t taa .~T a - - -  C(l  ) I l l  ,(a) 

,~H :rL - -  a~l.,), x,_ . (1 ,  - - . . .  - -  , , ~  X ~  - - -  e n  Y l  - -  . .  �9 - -  C ~ l f f , ,  , 

�9 . .  ~  

y;_, d,,,n - a(~!~x, (" . a(!) 

w o n  die Ordnunq, :c~, . . . ,  x~ die Iqel/achheiten in den Fm~damentalpunkten, 

y ~ , . . . ,  y~, die Vielfaehheitszahlen in den Fandamentaleurven sind. 

Setzt man n - ~  ~, x~ . . . . .  x~--=-y~ = . . . =  o, so folgt, dass m die 
Ordnung der Transformationen, b~, . . . ,  b~, d~, . . . ,  d~, dic Vielfitchheiten 
der homaloidalen Flachen in den # Fundamentalpunkten und den Fun- 
damentalcurven sind. Setzt man n ~ o, x~ -~- - -  I, x.: . . . . .  .v~---- o, 
y~ ~ o, so folgt, dass a~ ,a~ ,  . . . , ao~ , a (~? , . . . , a ( J~  ) Ordnung und Viel- 
fachhelten der Fundamentalfli~chen Ai in Fundamentalpunkten und Fun- 
damentalcurven sind. \Ton den Coefficienten c;,~, ,e:h kann erst spli,ter 
gesprochen werden. 

Definitionem Die Substitutionen des Theoremes III sollen (lie voll- 
standigeu Substitutionen I) heissen. Wenn aber, was zulassig ist, die 
Glieder mit y unberiicksichtiget bleiben, und also die Zeilen fiir y~, . . . ,  y~, 
ganz wegfallen, so bleiben lineare Substitutionen, welche die unvollstiin- 
digen Substitutionen (oder unvollst~ndigen fundamcntalen Substitutionen) 
I) heissen sollen. \ton diesen letzteren wird meistens die Rede sein. 

Theorem IV. Alle l:andamentalsysteme, welche dutch Zus~tmme)tselzttn9 

yon (a~, b:) :) eJ~tstehel~, haben ungerade Ordmtng und gerade Viel/@hheiten. 

Denn der Zus'unmensetzung zweier Transformationcn entspricht nach 
den Erklarungen f(ir die Ebene 1 die Zusammensetzung der zugehsrigen 
Substitutionen I), sei es dcr vollstandigen, sei es der unvollstiindigen. 
Wenn abet das Theorem ft'Jr zwei unvollstandige Substitutionen i) gilt, 

CF. Cre l l e s  Jou rna l ,  Bd. II4~ p. 59. Dureh Verweisung auf diese Definition 
der Zusammensetzung kann ich die nachfolgenden Bewcise sehr kurz fassen. 
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so gilt es auch far die Composition, well der I. Coefficient 'ms einem 
Producte zweier ungerader Zahlen dutch Addition gerader Producte ent- 
steht, und analog die Coefficienten a,: oder b,~. Far  die Reciprokaltrans- 
formationen gilt es abet ersiehtlich. 

Theorem V. 

Formen 

(,) 

D i e  unvollstandigen Sabstitutionen ~) reproduciren die 

(r 

Ex , 
! 

(2) 4 u -  Zx~, 1 
1 

sind also stets tIermite'sche Substitutione;t. 

Denn die eomponirenden Transformationen (a~, b~) 3 reprodueiren die- 
setben, indem man nut  jedesmal die r  Punkte, welehe nieht Funda- 
mentalpunkte sind, als gewshnliehe Punkte transformirt voraussetzt, und 
folglieh aueh das Gesammtresultat. 

Theorem VI. Die vollshindigen Substitutionen I)reproduciren die l~ormen 

(3) 

t r  

1 

a 

I 

? Hier ist (lie 2. Summe itber alle Fundamentalcurven des } undamen- 
talsystemes erstreekt. Die eomponirenden (az, b~) 3 reprodueiren (3) und 
da die Fundamentaleurven yon i) sieh aus denen der Elemente oder 

r ' t  r �9 ihren I ransformlrten zusammensetzen, so bleiben die (3) invariant. 

Theorem VII. Die Sabstitutionen i) lasse~ den Singularit~itencomplex 

n = 4 s ,  x~ . . . . .  x~=  2s und abet auch n = es, x~ ... x~-= s ungedndert. 

Denn man kann sieh die eomponirenden (ai, b~.) 3 mit ihren Funda- 
mentalsystemen in dieselbe M~ verlegt denken, welehe dutch die ein: 
zelnen, also auch durch die Gesammttransformation invariant bleiben wird. 

1 Sehon in der Ebene k6nnen die beiden bekanuten Gleiehungen dureh Zusammensetzung 

aus den Q" beweisen werden. - Beztiglieh ( 3 ) e f .  die Note I)  am Ende der Abhandlung. 
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Corollar. In den Substitutionen ~) gelten die Relationen 

2 d  i ~ --(i) ' n( i )  . ,~ + a~'." + . . .  + , , . .  

Denn eine M~, welche die y;~. Null hat, muss aueh die y~. Null liefern. 

T h e o r e m  VIII. tVem~ ein 1,~mdamentalpunl,t 2a.fach p~r die homaloi- 
&den Fldche~ ist, entspricbt ibm im andere~ Raume ei~w Absol~derm~gsflt~ehe 
der Ordnun[! a. 

Es ,n0ge f('tr eine Transformation S gelten. Wird S mit (a, b) 3 
zusammengesetzt, so erhalt man fi'~r die Fundainentalpunkte, welehe Trans- 
formirte aus S~ sind, dieselbe Vielfachheit und dieselbe Ordnung der 
Absonderungsflache wie far S, flu" b~b.~b,b~ abet erhMt man nach I) 
:c~ = 2 n -  ~ - - ~ t - - x , .  ftlr die Vielfaehheit und, da die Ebene ahb, a~ 

9J k ;T I 32 m in eine Flache der Ordmmg ~ - - - 5 - g ~ 2  transformirt wird (da das 

Theorem far S gelten soll), ist dies die Ordnung der Absonderungsflaehe, 
welehe Zahl wirklieh die Hiilfte yon x; ist. 

T h e o r e m  IX. Die l)'a~sfor,matio~w~ babe.~t stets i~ beiden Rd~r 
9leich hohe Ordmtng. 

Das Theorem gelte fftr S und werde ,~; mit (a~,b,) ~ zusammengesetzt. 
Dann entsteht n ' =  3 n - - x ~ x ~ - - x : ; ~ x ,  in S:, und qber in S~ entsteht 

, ,'t 2 "2 '2- ? dureh Umse~zung yon M,.,(ala.~a~a4) unter Voraussetzung der Giltigkeit 

~ - - - -  2 - 2 - - - 2 - -  a l s o  ~1'. yon V. die Ordnung 3 ~ - - 2  2 2 2 

T h e o r e m  X. Die Transformatio~wn babe~ stets in beiden B(mmen gleich 
viele I:undamentalpu~kte.. 

Durch Zusammensetzung mit S' --= (a,, bi) ~: entsteht eine Transforma- 
tion, welche die Transformirten der Fundamentalpunkte yon S~ und die 
diesen conjugirten in S 1 (welche nicht zu a:-Punkten geh0ren) zu Funda- 
mentalpunkten hat, was gleiche Anzahlen sind; ferner entweder 4 weitere 
Fundamentalpunkte in (SS')1 und (8S')2 oder es geht in (SS')~ ein Fun- 
damentalpunkt dadurch verloren, dass x,. +-x:-4-x,,, = 2 n  ist. Dann ist 
aber auch der Transformirte yon a~ aus S.~ naeh S, kein Fundamental- 
punkt, sodass thatsiichlich die Anzahl dieselbe bleibt. 
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Theorem XI. Die Anzahl der Fundamentalcurven 2. Art  ist mindestens 

3-(a---t), wem~ a die Anzahl der Fumlame~talpunkte "ist. 
z 

Gilt das Theorem fi'lr S und wird mit (a~, b~) 3 componirt, ~o ent- 
stehen resp. aq-  I , a +  2 , a - b 3 , a + 4  Fundamentalpunkte und abev 
die Anzahl der Fundamentalem'ven wachst resp. um 3 oder 6. 

Theorem XII. Die Anzahlen der l:andamentalcurven sind in beiden 
R(iumen dieselbem 

Wird S mit S' ~- (a, b) :~ zusammengesetzt, so erh'a, lt ,nan I ,  2 , 3 , 4  
Fundamenttflpunkte mehr und eine Fundamentalcurve geht jedesmal mlr 
dann verloren, wenn sic mit einer Kante des Tetraeders, afl~, flberein- 
stimmt. 

])as Theorem folgt cibrigens auch dm'aus, dass eben jede Funda- 
mentaleurve einer bestimmten .mderen entspricht und wenn zwei unendlich 
nahe rt~eken, auch die entsprechenden unendlich nahe ri~cken. 

Theorem XlIl. Die Ordnungen der Fm~damentalcu, rven vot~ R., sind 
gleich den Vielfachheiten der Fandamentalc~trve~z yon R~, ~ ihre Samme ist 

3 0,, --,).  

Dieses Theorem ist algebraiseher Natur. Wenn eine Ebene eine 
Fundamentaleurve in k Punkten sehneidet, so geht die homaloidale Fl~iehe 
k-faeh dureh die entspreehende Fundamentaleurve hindureh. 

Theorem XIV. Die Summe der Ordnm~yeJ~ der (r Absonderunys[Idchen 

ist 2 ( m ~  i) m~d die Summe ihrer Quadrate ist ~ 2 ~ .  
2 

Die ersten Coefficienten der a-I- i ersten Zeilcn in t) sind die Ord- 
nung m lind die doppelten Ordnungen der Absondertmgsflachen und durch 
Einsetzung der unvollstl~ndigen I) in die For,fien (2) entsteht das Theorem. 

Theorem XV. Die Summe der Vielfaehheiten ei~er und derselben Fun- 

damentalflgiche in allen a ]:andamerdalp~tnktel~ ist 4 a ~ - - I  und die Summe 
ihrer Quadrate ist 2a~ + x. 

Corollar. Aueh die Fundamentalflachen haben die Eigenschaf h nur solche Fun- 
damentalcurven zu enthalten, welche eine nuthwendige Folge ihrer singuliren Punkte sind. 
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Denn die Coefi'icienten in der i. Colonne yon I) sind Ordnung und 
Vielfachheiten einer Fundamentalflache und die Einsetzung in (2) lehrt 
das Fheorem. Ein o Beweis wird wie bei vorhergehenden Theoremen 
durch die Zusammensetzun,," a u s ( <  b~) :~ geliefert. 

Theorem XVl. Die &tmme der l%lfachheiten, ~,# welchen alle vor- 

handenen Fmulamentalfl(ichen dm'ch eine~ uml denselbeJ~ a~-fachen Fmuht- 
2 

mentallmnkt 9eheu, ist 2 a ~  t ,ram die Summe later Quadrate ist a~ + I. 
o 

Es gelte for S. Wird mlt S ' =  (rt, b) :~ eomponivt, so bleiben nur 
die Glieder for diejenigen Fundtmlentalflachen, in deren zugeordnete Fun- 
damentalpunkte kein a f:allt, bestehen, ,tiese sowie die anderen sind abet 
als 2(r i ~ a?~.-- :f:~ --X m auszudr~'mken, daher die Summe _~2~t -- 2'x,,-- 2'xz-- 2"r,,,, 
und da 2'a n,'mh Voraussetzung yon XIV z ( m ~  I), so folgt 

4 ( m  - -  I) ~ 2',% . 2 ' . , . _ _ v .  . r  3 '  n~ 

und wieder wegen Voraussetzung 

4(m . . . . . .  I )  - -  2 X  k - -  2 X I -  2 X  m 2 V 3 = 4  ~jl - -  2 ) ~ t . - -  2 X  t - -  2 X , , , -  I .  

Die Vielfaehheit der transformirten homaloidalen Flaehen im Punkte bi ist 
2m--X, . - -Xz- -X , ,~ ,  so dass das Theorem wirklich 4m-- 2X~-- 2X,-- 2Xr~-- X 
verlangt. 

Die Summe der Quadrate der transformirten Vielfaehheiten ist 

4Zax~ - -  42'axz ~ 42'ax,,, 

wegen Voraussetzung des Theoremes for S. FOr 2'ax, wird in XVII der 

Werth ! mX~ bewiesen, also kommt 
2 

2(.m~ ~) + x~' + x~ + x~, + 3 _ 2m(x~. + x ,  + x,~). 
2 

Nun ist das Quadrat der transformirten Vielfaehheit ( 2 m ~ X k ~ X t ~ X , . ) '  

and das Theorem verlangt also, dass [(2~n-- X ~ -  Xz--  Xr,) ~ -  I]:  2 der 
vorigen Sumnm gleich sei, was der Fall ist. 
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Theorem XVlI. Die Summe der Produete aus de~ Ordnunge~ der Fun- 

damentalfldchen i,n ihre Vielfachheit, mit welcher sie dutch einen festen Fun- 

'4' "" I ~ltX,.~ ?,V~'rD~ damentalp~tnkt gehen, ,iber alle t undamental[hwhen erstreekt, ist ) 

X~ die Vielfiwhheit der homaloidalen Fld'ehen im Pankte ist. 

Es gelte ft~r S. Wird mit S' ---- (a,  b) ~ componirt, so wird die trans- 
formirte Smnme sein 

( aai ~ x , ~ - -  x~- -  x,--x,,~)yh~ = 3Zaiy,,k-- Zxiy,a:-- ,.x, y , k - -  v x,y,,k-- v ~ X m  Yh t  , 

wenn die Durehggnge y sieh auf einen Fundamentalpunkt beziehen, in den 

' l mIq. und kein Punkt a i verlegt wird. Nun ist wegen S die 2ai?lj,~=~ 

wegen XVIII das iibrige gleieh - -  (2X~ Y~. + 2'Xk I~ q- 5X, Y,. q- ~X,,, Y~) 

aber es ist der Werth des Theorems ft'~r das transformirte Systetn gleieh 
(3m--X~- -Xk- -X~- -X~, )Yk ,  sodass die Richtigkeit in die Augen fiillt. 

Theorem Will .  I~5~r zwei feste Fundamentalpunkte ist die Sam,me der 
Producte der Vielflachheiten in ihnen, erstreckt iiber alle Fandamentalfi(ichen, 

gleich ~I XiYk ,  wo X~, Yk die Vielfachheiten der homaloidale~ l;'l@hen i~ 

diesen beiden Punkten sind. 

Es gelte %r S. Wird mit S ' =  (a,  b) ~ componirt, so ist die trans- 
formirte Summe 2(2% - -  x, - -  x ~ -  X,,~)(2ap --ffi --71, - -  Y,n) und also wegen 
Voraussetzung und wegen XIV gleich 2(m 2 -  i ) - - m ( X ~  A- X, + X,,~) 

- - m ( L - k  Y,-k  Y,,~) + ~- (X~-kX,-t-Xm)(Y~--~ Y~q- I7,,,) ,a- z w~.hrend de," trans- 

I r formirte Werth des Theoremes ist E (2m--  X~--X,~X,,,)(2 m - -  Yk-- Y, ~ Y,,,), 

was mit dem vorigen Werthe tibereinstimmt. Dies, wenn beide Punkte 
mit Punkten a~ eoineidiren. Wenn nur ein Punkt dee beiden genann- 
ten mit a, eoineidirt, so ist die transformirte Smnme vom Werthe 
X(2ap- -x~- - -xa- -x , . ) yq  und N hat denselben Werth wie ft~r S~, die 
Ausrechnung beweist auch hier das Theorem. Stimmt keiner der zwei 
Fundamentalpunkte mit a~ ilberein, so i~ndert sich die Summe ffir S 
gar nicht. 

Acta malhematiea. 21. Imprim~ le 2 f~vrier 1897. 
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Theorem XIX. Die Smnme der V~elfachheiten einer homaloidalen I,'lache 

in allen Fundame~talcurven 2. Art  oder auch die Summe der Ordnungen 

aller Fundamentalcurven 2. Art  ist 3 (m - -  i). 

Die Form (3) muss durch die ~:ubstmltlonen I) ungeandert  bleiben. 

Der Coefficient. yon n ist l I (,m - -  I) - -  22.'bi~2'bi, der wegen XIV 
3 ( m ~  i ) -  2~'b,,, muss abet wegen der [nvari~mz Null  sein. 

Theorem XX. Die Sum'me der 6"uben der Zahlen aus X I X  weniqer dev 

Summe der Cuben dev Vielfitchheiten~ welche die homaloidalen Fldchen i~ den 

Fundamentalpunl,:ten habeas, ,ist I - -  ~:~. 

Der Beweis wird dutch Einsetzung in (3) geiiefert. 

Theorem XXI.  Die S~omne der Vielfachheite~, einer 1,'tmdame~talfl(iehe 

a z. Ordnung in den Fundamentalcurveu, dutch welche sie hindurchgeht ist 3a~. 

Es gelte ffir S. (a,bl ~" liefert dann Ordmmg ~o(~'a~. ~ ~ z . ~ - - x . ~ . r 4 )  

der Fundamelmfifl~che. Die Summe dev freien Curven bleibt 3a, die 
Summe der 6 I,[anten liefert ( a -  x , -  x . . , )+  . . .  q - ( a - - x : , -  .~) 

- - - - 6 a -  o'x~ . . . .  o.~'.~ - - 3 x ~ ; -  3X'4, "flso die ganze Summe 9 a ~ 3 z  ~ - - 3 x ~  
3.~:c':~ - -  3x 4, w~s gleieh dem Dreifaehen der neuen Ordnung ist. 

Theorem XXII. Die Summe der Vielfachheiteu, mit welchen ulle v o f  

handenen Fundamentalc~wren dutch einen bestimmten 1,'undame~talpunkt hin- 

durehyehe~, ist 3a;, wem~ 2a,: die I~elfachheit des l~;uudame~dalpmd, Tes ist. 

Dies ist eine Folge yon XXI. Denn welm eine Fundamenta leurve  e 
dutch einen Ftmdamentalpmakt aik-faeh geht, so enthttlt die dem Punkte 
entsprechende Fundamentalf laehe die der c cntsprechende Fundamental-  

curve c' in der Vielfachheit a,:~. 

Theorem XXIII. .Die Summe der Vielfacldteite~, mit welchen eine be- 

stimmte Fundamentalcmve v. Ordnun9 dutch die I')r hindu reh- 

9eht, welche sie enthdlt, ist 2,~. 

z Die Summe der Ordnungeu der Fundamentaleurvea, durch welche eine Funda- 
mentalfliiehe hindurehgeht, hiingt nieht allein yon der Ordnung ai ab. Ebenso die Summe 
der homaloidalen Vielfaehheiten aller vorhandenen Fuudamentaleurven~ welehe dureh cinen 
bestimmten Fundamentalpunkt hindurehgehen. 
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Es gelte fiir S. Die Zusammensetzung mit S'  = (a ,  b) ~ gibt die 

Ordnung ~' = 3u - -  x~ - -  x~ - -  x 3 - -  x, der Fundamentalcurve  und die- 
selben Vielfachheiten in den freien Fundamentalpunkten,  in den neuen 

aber v -  x ~ -  x , - - x m ,  daher die Gesammtsumme wegen Voraussetzung 

+ ( ~ - - x ~ - - x  3 ~ x ~ ) - -  6 ~ 4 x ~ - - 4 x  2 ~ 4 x  3 - 4 x ~  was 2~' ist. 

Theorem XXIV. Die Summe der Quadrate der Vielfachheiten, mit 
welchen eine bestimmte Fundamentalcurve ~. Ordnung darch die Fundamen- 

~ + 3  talpunkte hindurchgeht, ist -o-2-- .  

Die Summe der Quadrate der freien Funda,nenta lpunkte  ist 

~ + 3  2 

(tie Summe der neuen ist 

4 

E ( u - - x  k - -  :r~, - -  x,,,) 2 4u2n t- 3x~-t - .~x,, + .~,c:~ nt- 3xl - -  6'~@, -f-x~ -[- xa +x4)  
1 

und also die Gesammtsumme - -  9 '~2 + 3 + 2~.x ~ - -  6~ .x ,  wahrend 

'~'~ --~ ( 3 ~ -  22.'x) 2 ist. 

Theorem XXV. Die Summe der Vielfachheiten, mit welchen alle 1;un- 
damentalfl(ichen durch eine bestimmte Fundamentalcurve der homaloidale~ 

~ + 3  1 Vielfaehheit ~ hindurchgehen, ist 2~, die Quadratsumme z 

Das Theorem ist eine Folge yon XXII I  und X X I V  mittelst Um- 

setzung in den zweiten Raum. 
Definition. Ich bezeichne als homaloidale Curven das System der 

Curven, welche den Geraden des Ra durch die Transformation entsprechen. 

Sie gehen durch die Fundamenta lpunkte  mit  den halben Vielfachheiten 

yon deren homaloidalen Vielfachheiten. 2 

1 Uber die Summe der homaloidalen Vielfachheiten aller Fundamentalpunkt% welehe 

in einer bestimmten Fundamentalcurve enthalten sind, litsst sieh kein Theorem geben. 
Man sollte eigentlieh yon zweierlei homaloidalen Vielfaehheiten der Fundamental- 

punkte sprechen~ nttmlich der ftir die M s und der ftir die M~. 
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Theorem XXVI. l~'sr die homaloidalen C'arce~, ist die Summe der Viel- 
fachheiten in den Fundamentalpm~kten 2 m -  2 und die Summe der Quadrate 

dieser Zahlen ist ~_!~'-'~ I. 
2 

Der Beweis ist genau derselbe wie in XXII I ,  XXIV.  Das Theorem 
wird fiir uns yon tier gr(~ssten Wichtigkeit  werden. 

Theorem XXVII. F6r die Verwandlung der Ordnung ~, Vielfachkeiten 
~ in den Fundamentallmul,.ten und Auzahl ~)ik der Stiitzpunkte auf die Fan- 
damentalcurven ftTr die Curven J]I~ des R:~ 9eschieht nach den linearen Sub- 
stitutionen 

H) 

11' ----- ~ l l l - -  2 ( / 1 ~  1 ~ 2 a , , ~ . , . - - . . .  - -  2 a , ~ , - - v ~  l)l - - . . . ~ v ~ ,  l)~. ,  

~l:~ ~ b ,  tt  - -  t l l , ~ t  ~ fLo,~,~.., - - . - .  ~ f t ~ , ~ - -  ' ) l o t  h - - . . .  - -  p , , l ~ , , ,  

~)~ = l)~. ( i  = , ,  . . . ,  a ' )  

Hier soll 1)i sich auf die der 19~ entsprechende Fundamentalcurve  be- 
ziehen. 

Wird n = ~, ~1 . . . . .  ~ = o, t)~ = o gesetzt, so erhMt man n' = m, 
$~ = b~, es sind also die bl die Vielfachheiten der homaloidalen Curven 

in den Fundamentalpunkten und diese sind naeh dem allgemeinen Theoreme 
gleich den Ordnungen der Fundamentalf lachen des 2. Raumes, also den 

halben Vielfachheiten der Fundamenta lpunkte  filr die homaloidalen Flachen. 

Theorem XXVIII. Die Summe aus den Producten der Ordnung in das 
Qaadrat der Vielfaekkeil erstreckt ~ber alle I;andamenlalcurven ist m ( m -  O. 

Denn schneider man mit einer Ebene das homaloidale System in 
Curven der Ordnung m, so erhalt  man ffir diese in jedem Sehnittpunkte 

mit einer u'-fachen Curve v. Ordnung einen v'-faehen Punkt, also u soleher, 
daher V,~. v ' : - -  m " ~ -  m. Dieses System betreffen ist zu bemerken, dass 

es kein unabhangiges sein wird, indem Z ' ~ ' r  + t) m(m + 3) > - -  3 2 2 

werden kann. 
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Die unvollstdndigen Substitutionen II) lassen unqedndert 

(4) n 2X ', 

(5) - ' n -  

(sind also Hermite'sche Substitutionen), sowie (lie Si~gularit(itencomplexe n = 4s, 

~, . . . .  - -  ~ s oder n---- 6s, 11~.= 2s oder n ~ xos, L ~ s ,  th.-~-- 2s. 

Unter unvollstandigen Substitutionen II sind jene verstanden, welche 
durch Weglassung der t) in den ersten a Jr I Zeilen und der. letzten a' 
Zeilen entstehen, was widerspruchsfrei geschehen kann. Der Beweis des 
Theorcmes geschieht dann durch Zusammensetzung aus den elementaren 
(a ,  b) 3, indem a u c h  diese Substitutionen II sich genau entsprechend den 
Transformationen zusammensetzen, wenn immer fiir jeden neuen Funda- 
mentalpunkt  eine neue Variable eingefi~hrt wird. Fiir (a,  b) a ist das 
Theorem bewiesen worden. Fiir n = 6s, t)~,----2s ist die Invarianz auch 
direct leicht beweisbar. Trifft ngmlich eine Curve eine Fundamen'mlcurve 
2 real, so sondert sich die conjugirte ab und die entsprechende Curve trifft 
tiberdies diese zweimal, trifft sir alle, so sondert sich 6 ( m - - i )  ab. 

Theorem XXX. Wen~a eine Transformation ein Fldchensystem n ,  x~, ..., x~ 

in sich transformirt, transformirt sie auch das Fldchensystem n - - 4 ,  x ~ -  i,  

� 9  a,~ - -  i in sich und wenn sir ein Ol~rvensyslem n,  ~, ,  ..., L ,  t)~, . . . ,  ~)g 

in sich transformirt, transformirt sie auch das Curvensystem n - - x o ,  ~ - - i ,  
�9 . . , L - -  i, t 1 1 - - 2 , . . . , 0 ~ . - - 2  in sich. 

Folgt aus der Transformation eines linearen Polynomes in ein solches 
durch I. und II. und aus XXIX. Das Theorem ist hier rein arithmetisch; 
es ist nur  aus der Definition yon I) und II) als linearer Substitutionen, 
welche durch ZusaInmensetzung der elementaren Substitutionen fiir (a, b) a 
entstehen, gewonnen. 

Theorem XXXI. D i e  l ~ r m  

I 
(6) 8[(n -{- I)(}~: of. 2)(n Jr- 3 ) - -  i - -  Zx(x -Jg i ) (x  -[- 2) -1 t- .~y(y2__ I)]  

bleibt unge~ndert durch die Transformation mit den &~bstitutionen I. 
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Diese F o r m  li~sst sich naml ieh  direct  aus den Formen  (2) u n d  (3) 

l inear  zusammensetzen.  Mit Hilfe  yon XIV.,  XV., XIX.  wird bewiesen, 

dass diese F o r m  (6) ft ir  die homaloida len  Flachen den Wer th  3 a n n i m m t  

und  sic dr t ickt  wirkl ich  fi ir  (tie Flachen die Dimension gemi~ss der  all- 

gemeinen  Fo rme l  aus. ~ Ebenso lehr t  (6), dass f~]r cine F u n d a m e n t a l -  

flitche die Dimension Null ist, u. zw. a u f  Grund  dessen, dass auch sic 

n u t  F u n d a m e n t a l e u r v e n  aIs no thwendige  enthal t .  

r a 

Theorem XXXII. Die Form nn - - ~ , x ~  - - ~ Y O  bleibt ungedndert, wenn 
1 

man auf die zwei Variabelnreihen beziiglich die Substitutionen I), II) anwendet. 

Diese F o r m  drOckt  die Zahl der  freien Schni t tpunkte  e iner  Flti, che 

des Systemes n , x ~ , . . . , x ~ , y ~ , . . . , y ~  mi t  einer Curve des Systemes 

n , ~ l , . . . ,  ~ , t h , . - . , l ) ~ '  aus. 

Theorem XXXIII. Die SubstitutioneJ~ I) lassen a~wh ~tn,qe(indert die Form 

Hier  bezeiehnen ~ ,  ,o~ O r d n u n g  und  Classe einer F u n d a m e n t a l e u r v e  

und a~k die Vielfachhei t ,  mi t  we leher  sie du reh  den mi t  xk bezeiehneten 

F u n d a m e n t a l p u n k t  h indurehgeh t .  Die F o r m  ist jene,  welehe  NOTH~: 

A n n .  d i  Mat . ,  Ser. :~, Tome  V. f~r  die Dimension eines Flaehensys temes  

mi t  s ingularen P u n k t e n  und  Curven  ausspricht.  ~ 

i NOTHER~ Salle curve multiple dells super[icie algebriche. Ann. di Mat., S. 2 a. T. 5. 
Die Substitutionen 1) lassen aueh die trilineare Form ungeiindert~ welche die Anzahl 

der Sehnittpunkte yon drei Fllichen n ,  x,  y ; n', x'~ 7.1' ; u", x", y" ausdriiekt. Sic ist 
eigentlieh quadrilinear, da die ~ selbst aueh transformirt werden mtissen (die vi sind die 
mi in N(STItER'S Formel). Aus jener entsteht eine invariante cubisehe Form mit einer 
Variabelnreihe~ indem n = ~' = n"~ x : x' -- x"~ ~/ : y' :- y" gesetzt wird, der Rang 
des Fl~iehensystems n ~ x ~ y. 

Ieh muss aber hervorheben~ dass in dieser ganzen Arbeit yon keinem ein~igen der 
Nsther'schen Resultate Verwendung gesehieht, dean XXX[. leitet sieh ohne sic her und 
XXXIII. habe ich nur der Vollstaadigkeit wegen flit den Leser hiugeschrieben. 

Ja, wegen ihrer beschritnkten Giltigkeit ist ihre Anwendbarkeit vielleicht unmiiglieh. 
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Theorem XXXIV. Die vollstdndigen wie unvollstr~ndigen linearen Sub- 

stitutionen L,  1I. ]~aben (lie Determinante ~ ~. 

A.uch dieses folgt qus der Zusammensetzung der Transformationen 
durch clementare cubisehe Reciprokaltransformationen. 

Theorem XXXV. Vermindert man die Vielfachheit a~, einer Fundamen- 

talfldche a t. Ordmtng A~ im Pttnkte a~ um I, so wird die neue Fl(iche in 

eine Fh~che a~. Ordnung tra~sformirt, welche aus Ak dutch Verminderung 

der Vielf~whheit in a~ um ~ entsteht. 

Die Curven in A bilden ein homaloidales System mit den in A ent- 
haltenen Fundamcntalpunkten als in derselben Vielfachheit genommenen 
Punkten, welche sie far die A besitzen und sind entstanden durch den 
Schnitt .mit den um die Fundamentalfl~iche A verminderten homaloidulen 
Flachen, welche namlich den Ebenen durch a entsprechen. Als Funda- 
mentalcurven fungiren auf A die in A enthaltenen Fundamentalcurven 
der Transformation. 

Die ebenen Schnitte der Fundamentalfllichen sind ,con variablem Ge- 
schlechte und es sind also auch die Osculationskegel der homaloidalen 
Flhchen in den Fundamentall)unkten yon variablem Geschlechte. 

Theorem XXXVI. Wenn eiae Fumlamentalfltlche A~ a~. O~Ylnung dutch 

einen Fandamentalpunkt xk, ai~-fach hi~durchgeht, so geht die dem x~ ent- 

sprecl~ende Flciche A'~ dutch den Pankt x~ eben/~dls ~- fach.  

Die Nachbarpunkte im Osculationskegel yon At im x~ entsprechen 
den Nachbarpunkten yon x.i im Osculationskegel yon Ak und dieses Ent- 
sprechen ist collinear. 

Es gelten noch die folgenden Theoreme: 

Theorem XXXVII. lVenn eine Fandamentalfldche dutch zwei Fundamen- 

talpunkte dev Ord,mngen (r t u n d  a~, wo at > ak, mit den Vielfachheiteu a~ 

und ak~ geht, so ist a~ > a,~. 
Theorem XXXVIII. We~m eine Fundamentalcurve dutch zwei Fundamen- 

talpunkte der Ordnungen ~ri und ak, wo a~ > a,, mit den Vielfachheiten 

~i~, ~k~ geht, so ist ~ > ~ .  
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Theorem XXXIX. IVem~ dutch denselben Fandamentalpunkt zwei Fun- 

damentalfldchen der Ordnungen a~ , a,, wo a~ > a~, mit den Vielfachheite~ 

(11i ~ aax. gehen, so is( a~ > a~,.. 
Theorem XL. IVenn din'oh denselben Fundame~dalpunkt zwei Fanda- 

mentalcurven der Vielfachheiten '~i, v~ ,qehe~t, wo vi > v~., mit den Vielfaeh- 

heiten v~,~, v~: so is( vt~ > v~x. 
Theorem XLI. lVenn ftir 4 P'undamentaOmnkte die Summe der Ord- 

nangen a i + a~ + a~ + a,,, ~ 2m, so ist aueh /fir /ede _b:umlamentalfldche a. 

Ord.nung, welche dutch sie mit den Vielfachheite~ *qi, a~ ,  a , ,  a,,~ geht, 

a,  + a,, + a,, + a,,,, 2a. 

Theorem XLII. In deu Theoremen X X X V I I .  his X L .  ist ,Sberdies stets 

Theorem XLIII. Die 1 undamentalpunkte theilen sich in jedem der beiden 

R(iame in Gr,ippchen !fleieher Vielfachheit uml die in diesel, Grdppchen e~d- 

halt(nan Anzahlen yon Punkten sind in beideu Ihiumen dieselben. 

Theorem XLIV. ,fades Grtippchen des (inert Raumes entspricht eb~em 

bestimmten Grtippehe~t des amleren Raumes, so n(imlieh, (lass die A bsomlerungs- 

fl@he eines l~'urtdamentalt)unktes in dem Grtippchen in allen Fundamental- 

2mnkten (le.~" correspo~utiremlen Gr~ppche~s gleiche Vielfi~chheilen besilzt mit 

Aus~ahme eines einzigen Fundamentalpunkles. 
Theorem XLV. Die Differenz unter ttelt beiden im eorigelt Theoreme 

.9enannten VielfacMteiten ist -~ • I. 

Die letzten 3 Theoreme ks,,men du tch  Zusammense tzung  aus elemen- 

taren (a, b):: bewiesen werden. 

w 2. Eigenschtq' teJt  dev  F t t J t d a m e n t a l s y s t e m e  ohtte ~'a~tdame~,tal-  

('4tJ'veJ~ I. A ,v t .  

Theorem XLVI. l:VerdeJ~, zwei solche l'ransformationen S ,  S' zusammen. 
�9 �9 

.qesetzt, so erhdlt man eine Transformatw ~ derselben Definition. 

Des Fundamentalsystem (SS')2 setzt sich aus den dutch S' trans- 
formirten freien Fundamentalgebi lden von S in S~ und aus den Funda- 
mentalgebilden von S'~ zusammen, enthi'dt also nur Fundamentalcfirven 
2. Art. Nut  wenn eine Fundamentalcurve yon S~ mit einem Fundamen- 
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talpunkte von S'~ coincidirt, kann der Curve eine Fl~che entsprechen, aber 
dies ist doeh immer so, dass der Curve eigentlich eine Curve und nur 
der gleichzeitigen Berfihrung der Fli~chen langs jener Curve die Funda- 
mentalfl~che entspricht. 

Diese Transformationen bilden also eine in sich geschlossene un- 
endliche Gruppe. 

Theorem XLVII. Die Anzahl der Fundamentalpunkte ist in beiden 

Rdumen dieselbe. 

Die Postulation der Ein-Eindeutigkeit reicht zum Beweise hin. Denn 
in Fo]ge deren mtissen lineare Substitutionen unter den Ordnungen n 
und Vielfachheiten x in den Fundamentalpunkten bestehen, welche die- 
selben in beiderlei Sinne ohne Unbestimmtheit finden lassen, wozu die 
Gleichheit der Variabelnzahl in beiden Raumen Bedingung ist. 

Theorem XLVIII. Fi~r die Transformationen gilt mm' - -  I = Xai A~ = X a~ A~ , 

wenn m ,  m' die beiden Ordnungen, a~, a" die Vielfachheiten der Fundamen- 

talpunkte in R~ , R~ , Ai , A~ die Ordnungen der entsprechenden Fundamen- 

talflCichen sind. 

Ein Ebenenbtischel in R 3 und das entsprechende Flachenbtischel in 
/~ liefern (die Coincidenz von R3, R; zeitweilig vorausgesetzt) eine Flache 
( m ' +  i). Ordnung, Ort der Punkte, die mit ihren Transformirten Gerade 
fiber die Axe des Bi]schels liefern. Die Fli~ehe geht a~-fach durch die 
Fundamentalpunkte von R~ und transformirt sich in die analoge Flache 
des R3, sodass besteht (m' + i )m ~ Xa~A~ = m + I. 

Corollar. Die homaloidalen Curven im R~ gehen Acfach durch die 
a~-fachen Fundamentalpunkte und treffen die Fundamentalcurven nicht 
in variablen Punkten. 

Theorem XLIX. Fine Fldche 4. 0., welche in allen Fundamentalpunkten 

yon t~ 3 Doppelpunkte hCitte, wz~rde in eine eben solche Fl(~che des R'~ ver- 
wandelt werden. 

Die Jacobi'sche Flaehe hat die Ordnung 4 ( n - - I )  und es ist also 
2X'A~ = 4 ( n -  i), 2T.Ai = 4 ( n ' - -  I), well die einem Fundamentalpunkte 
entsprechende Flache bekanntlich zweimal zhhlt. Also XAi = 2 ( n ' - - I ) ,  
und 4 n ' - -  22:A~ -~ 4. 

Aeta mathematica. 21. Imprim~ le 28 avril 18.(!7. 3 
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Corollar. Eine Flaehe 2. Ordnung, welehe durch alle Fundamental- 
punkte von R 3 einfach geht, wird in eine eben solche Flache des R~ ver- 
wandelt. 

Theorem L. Die Transformation muss in beiden Systemen yon gleicher 
Ordnung sein. 

Ich benQtze das vorstehende Corollar und denke mir eine Fli~che 2. 
Ordnung durch alle Fundamentalpunkte. 1 Unter den Punkten der beiden 
so einander entsprechenden M~ entsteht dann eine birationale Verwandt- 
schaft, in welcher den ebenen Schnitten die Schnitte mit den homaloidalen 
Flachen entsprechen. Diese Verwandtschaft muss, da sie stereographisch 
auf die Ebene projicirt werden kann, in beiden Systemen gleicher Ordnung 
sein, also auch die beiderseitigen homaloidalen Flachev, n = n'. 

Theorem LI. Einem k-fachen Fundamentalpunkte entspricht eine Ab- 
k 

sonderungsfldche der Ordmtn.q ~ ; aUe Fundamentalpunkte haben also gerade 

Vielfachl~eit. 

Denn der Fundamentalpunkt wird auch k-fach ftir die Verwandtschaft 
unter den Punkten der M] und in dieser entspricht ibm eine Curve der- 
selben Ordnung k. Diese Curve ist aber der Schnitt yon M~ mit der 
zum Punkte gehsrigen Absonderungsflache im Raume und diese ist also 

yon der Ordnung ~" 

Theorem LII. Die Ordnung der Transformation ist stets ungerade und 
X k  ~ "= 2(n ~ -  I). 

Denn nach XL\!III. n 2 ~  I = 22M~, also n 2 =  22:2/~ + i. 
Ftir jede birationale Transformation im R, gilt der Satz: Dureh die 

Fundamentalcurven 2. Art  gehen die homaloidalen Flachen stets nur in 
Folge der Fundamentalcurven x. Art. Also gilt: 

Theorem LIII. Die Fundamentolcurven 2. Art sind Curven, welche durch 
die singulciren Punkte allein vollst(indig bestimmt sind. Ebenso: 

Das Gewagte dieses Beweises will ieh nieht verhfillen. Man vergleiche hiezu die 
I. Note auf p. I IO meines Buches fiber Gruppen~ Mayer & Mfiller~ :Berlin I895. 
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Theorem LIV. Die homaloidalen Fldchen sind _Fldchen, welche verm6ge 
der singuldre~ Punkte allein das Geschlecht p ~ o haben und dutch die _Fun- 
damentalcurven 2. Art nut mit solchen Vielfac]~.heiten gehen, welche eine noth- 
wendige Consequenz der Vielfachheite~ in den Fundamentalpunkten sind. 

Theorem LV. Die homaloidalen Curven sind rationale Curven, welche 
ihren rationalen Caracter sowie ihre Unbestimmtheit u----4 nut dutch ihre 
Vielfachheit i n  den Fundamentalpunkten erhalten. 

Es ist i~berhaupt sowohl ira R 3 als im Rr bei jeder einzelnen Trans- 
formation das grSsste Gewicht darauf zu legen, auf welche Art die ho- 
maloidalen Curven ihren rationalen Character erhalten, ebenso die ho- 
maloidalen M~, M 3 , . . .  , M,_I. 

Bekanntlich kann eine Curve im Raume singuli~re Punkte annehmen, 
ohne dass sich die Anzahl ihrer scheinbaren Doppelpunkte i~ndert. Ich 
mschte daher jeder Eaumeurve eine gewisse primitive Curve zuweisen, 
welche gar keine vielfachen Punkte besitzt, aber dieselbe Anzahl schein- 
barer Doppelpunkte und aus welcher also jene numerisch dutch Aufnahme 
vielfacher Punkte entsteht. Ich schliesse nun in. dem gegenwartigen Falle 
das ausserordentlich wichtige Theorem, welches in der Anmerkung zu 
LXI. einen strengeren Beweis erfi~hrt: 

Theorem LVI. Die homaloidalen Curven aller Transformationen gegen- 
wdrtiger Art sind solche Curven, welche ohne die Vielfachheiten in den _Fun. 
damentalpunkten das fiir C'urven ihrer Ord~ung i~berhaupt mO'gliche Maximal- 
geschlecht haben. 

Das heisst, ihre primitiven Curven sind Curven maximalen Ge- 
schlechtes. - -  Ich benatze jedoch LVI. und LVII. nirgends. 

Theorem LVII. Fiir die homaloidalen Curven gilt 

Hiebei ist ~ - - ~  der ganze Quotient der Division ( ~ -  x):2, und 

a~ sind die singularen Punkte der Curven, ~ die Ordnung. In der That 
hat ein ai-faeher Punkt auch ira //r ftir das Geschlecht der Curve den 

Werth yon qi(qi--I)Doppelpunkten und nach einem Theoreme yon 
2 
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HALI~HEN 1 ist [~ ~----~I~ ~ die 3Iaximalzahl yon scheinbaren Doppelpunkten 

einer Curve v. Ordnung, also jene Differenz das Maximalgeschlecht, welches 
nach LV., LVI. durch die ai-fachen Punkte absorbirt werden muss. 

Theorem LVIIL Die Summe und die Summe der Quadrate der Viel- 

fachheiten, mit welchen sdmmtliche vorkandenen Fundamentalfldichen dutch einen 

bestimmten 2acfachen ~undamentalpunkt geken, ist 4a i - -  I und 2a~ + I. 

lch verwende wieder die invariante Flache 2. Ordnung und projicire 
die birationale Verwandtschaft in derselben stereographisch auf die Ebene. 
Dann erscheinen den 2acfachen Fundamentalpunkten des R~ entsprechend 
auch in der Ebene 2ai-fache Fundamentalpunkte, hinzu treten noch die 
Schnittpunkte der Ebene mit den beiden Erzeugenden des Centrums als 
m-fache Fundamentalpunkte, w'~hrend die Ordnung in der Ebene 2m wird. 
Es ist also nach den Gleichungen in der Ebene ~ Xai~ + 2a~ = 3(2ai ) - -x ,  
wo die a~ dieselben Durchgange wie im R~, also die Zahlen des Theoremes 
sind, und well die beiden hinzukommenden Fundamentalcurven dureh 
jeden Punkt mit dessen halber Vielfachheit gehen. 3 

Ft'lr die Summe der Quadrate folgt ebenso ~.ai,V2 Jr- 2a~-----(2ai)~-{ - I ,  

also Xa~-~- 2a~-[- t = + I. 
2 

' (3. R. Bd. 7 ~ . - -  Das Theorem L V I I ,  dessen yon LVI. unabhiingiger Beweis 
iu der Anmerkung naeh LXI .  geliefert wird~ steht ebenso wie LVI. mit einer Behauptung 
HALPI-IE.n's fiber l~aumeurven in n ~ 22 des (]hap. I I .  seiner Preissohrift tiber die alge- 
braisehen Raumcurven ( J o u r n a l  de l~t~eole po ly t .  Cab. LI.)  in nur seheinbarem Wi- 

derspruehe. Die betreffende Behauptung seheint mir tibrigens unrichtig. 
2 C r e l l e s  Jou rna l~  Bd. I I4, p. 57. 
3 Diese Fundamentaleurven sind die stereographischen Projeetionen der den beiden 

Erzeugenden in der Verwandtsehaft auf M~ eutsprechender Curven m. Ordnung~ welehe 
naeh der allgemeinen Theorie als homaloidale Curven dutch eineu ai-faehen Punkt Ai-faeh 

gehen~ also uach L[. a/-faeh. 
2 

4 Das Gewagte des Beweises mittelst M.~ wird sehr gemildert: wenn man bedenkt~ 

dass aueh eine Fliiehe 4. O., welehe doppelt durch die Fuudamentalpunkte geht~ dadurch 
abbildbar werdon kann, dass sie einen 3-faohen Punkt erhttlt und allgemeiner~ dass man 
ftir hinreiehend grosses s stets wird eine Flitehe der Ordnung 2s finden k6nnen~ welehe 
dureh die sitmmtlichen Fundamentalpunkte s-fach geht und ausserhalb derselben einen 
( 2 s - -  I)-faehen Punkt besitzt~ also ein Monoid. In diesem Monoide (oder unter den beiden 
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Theorem LIX. Die Summe und die Summe der Quadrate der Vielfach- 
heiten, mit welchen eine bestimmte Fundamentalfldche ai. Ordnung durch die 
Fundamentalpunkte hindurchgeht, welche sie entMilt, sind 4ai ~ i und 2a~ + i. 

Die stereographisehe Abbildung der ~zr~ liefert von der Ebene aus 
die Gleichungen 2ak~ + 2a~-----3(2ai)--i, well die Fundamentalcurven die 
Projectionen der Schnitte yon My mit den Fundamentalfl~chen sind, welche 
jede Erzeugende in ai Punkten treffen und die Ordnung der Fundamen- 
taleurve also 2a i wird. Ebenso ft~r die Quadrate. 

Theorem LX. Wird durch eine dieser Transformationen ein Fldchen- 
syste~n in ein anderes verwandelt, so wird auch das adjungirte F1cicher~system 

in das adjungirte verwandelt. 

Die Singularit~ten, welche die adjungirten Flachen in den Funda- 
mentalcurven 2. Art haben k6nnen, bedtirfen einer genauen allgemeinen 
Untersuchung, kommen aber hier nicht in Betraeht, da sie auf die Ver- 
wandlung dureh die Transformation nut  dadurch Einfluss haben ksnnten, 
dass sie die Vielfachheit der adjungirten Flache in den Fundamental- 
punkten beeinflussen. Dies ist aber nach dem Theoreme LIII. nicht 
moglich. Der adjungirte Singularitatencomplex ist also n - - 4 ,  x ~ - - 2  
und nach XLIX. in n ' - - 4 ,  x ' - - 2  verwandelt. 

Theorem LXI. Fiir die homaloidalen Curven gilt 2,a = 2 ( ~ -  I), 
2 ~  ~ ----- l~ 2 ~  I .  

Ddnn die Curve geht, weil sie einer Geraden entspricht, gemi~ss LI. 

und LII. durch einen k-faehen Fundamentalpunkt k-fach u n d e s  ist aber 
�9 2 

k 
-~ = al, wegen XLIX. und LII. 2a~= 2 (m- - i ) ,  2Xa~---=m2--i, and naeh 

L. ist die Ordnung u gleich der der homaloidalen Flachen. 
Anmerkunq. Andererseits kann man diese Relationen aus LVIL 

folgern, wenn man das Theorem LXII. hinzunimmt. Li~sst man aber den 
hier gegebenen Beweis und seine Voraussetzungen gelten, was sogar besser 
ist, so kann man aus den beiden Relationen die Relation des Theoremes 

entsprechenden) entsteht dana cine birationale Vcrwandtschaft~ welche sich durch Projection 
aus den (2s - - I ) - fachen  Punkten in eine ebene birationale Transformation iibertriigt. 



22 S. Kantor. 

LVII. herleiten und aus diesem dann auf LVI. schliessen, welches wich- 
tige Theorem d~nn bewiesen ist, ohne auf allgemeine Transformations- 
relationen sich zu sti~tzen. 

Corollar. Sowohl die homaloidalen Curven als die Fundamentalcurven 
sind yon der Art, dass sie unbeschadet ihrer Natur in Fli~chen 2. O. ent- 
halten sein k0nnen. 

Theorem LXII. Wenn eine homaloidale Curve gegenwartiger Ar t  in 
einer M~ enthalten ist, so sind oo ~ mit denselben Singularitditen in der M] 
enthalten. 

Denn die stereographische Projection liefert Curven mit denselben 

Vielfachheiten und zwei m-fachen Punkten oder einen m - - i  fachen und 
2 2 

einem m + i faehe n und zwar, da hier m ungerade, den 2. Fall. Es ist 2 
also die Dimension 

I IXai(ai--[- I)  I r a - - I  (m + I Ira+ I r a +  3 )  = -J[- I 

gemass XLIX. und LII. 
Es folgt dies ~ueh ohne die Relationen LII. Die Summe der Viel- 

fachheiten ist 2 m - - 2 ,  damit also eine dureh die Fundamentalpunkte ge- 
hende M~ die Curve enthalte, bedarf es dreier Bedingungen, die Dimension 
aller Curven ist aber 4, also bleibt in M~ die Dimension I. 

Theorem LXIII. Wenn eine Fundamentalfldche A~, die zu x~ geh6rt, 
a~k-fach durch x~ .qeht, so geht die Fundsmentalfldiche A, ,  welche zu x', geh6rt, 
a~,-fach dutch x i. 

Folgt ebenfalls aus der Projection der invarianten M~ und der ent- 
sprechenden Eigenschaft der birationalen Transformationen in der Ebene. 
Auf demselben Wege ergeben sich noch die Theoreme: 

In jeder solchen Transformation des Raumes theilen sich die Funda- 
mentalpunkte jedes Systemes in Grt~ppchen gleicher Vielfachheit und die 
Anzahlen der in diesen Griippchen enthaltenen Punkte sind in beiden 
Systemen dieselben. 

Jedes Grtippchen ist einem bestimmten Grtippchen des zweiten Raumes 
coordinirt, so zwar, dass die Absonderungsflache eines Fundamentalpunktes 
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in jedem Fundamenta lpunkte  des coordinirten Griippchens dieselbe Viel- 
fachheit  hat mit Ausnahme eines einzigen und die Differenz der Viel- 
fachheiten ist ~ 4- I. 

Auch die Theoreme XXXVII .  bis XL. lassen sich mittelst der M~ 
beweisen. 

w 3. l d e n t i t ~ t t  d e v  T r a n s f o r m a t i o n e n  d e r  w167 I u n d  2. 

Theorem LXIV. Fiir  die homaloidalen Curven der Transformationen des 

w 2 ist stets, wenn a l ,  a~, % ,  a 4 die 4 h6chsten Fundamentalpunkte sind, 

al "4- a~ -1- a 3 "4- a~ > m.  

Ich denke mir  die homaloidale Curve in einer M~ enthalten, was 
bei dem arithmetischen Character gegenwartiger Satze keine Einschrank- 

ung und aber nach dem Corollare zu LXI. msglich ist. Es wird also 

nach LXII.  folgen, dass die M~ der Curven cxv ~ enthi~lt. Die stereogra- 

phische Projection verwandelt  diese in ein Baschel von Curven der Ord- 

nung m m i t  zwei vielfaehen Punkten m - - i  m +  * und mit a l , . . . , a ~ -  
2 ' 2 

fachen Punkten,  welehe Curven p - =  o haben. Ein solches Baschel ist 

nach  bekannten Theoremen stets auf  niedere Ordnung zu bringen durch 
Anwendung  einer Q~, welche die drei hSchsten Basispunkte besitzt. Es 

m u s s  also entweder a~ "4- a2 "4-a3 > m sein, womit aber das Theorem, 
u. zw. starker als gewt~nscht, bewiesen ware, oder es muss wenigstens 
m + I  $//, - -  I 
- - T -  -1- ~ q- al > m  sein. Denn waren auch nur  zwei Punkte  a gleieh 

$ / 9 , - - 1  
- - T - - '  so mfisste a~ -I- a~ -I- a3 > m sein, da nicht a 3 ~ a 4 . . . . .  ar = i 

sein kann. Es muss also der Fal l  supponirt  werden, dass dem b;5- 

ther 'sehen Theorem nur  durch jene Ungleichhei t  geni~gt wi rd ,  was aber 

auch der ungfinstigste ist. Gleichzeitig kSnnen wir yon nun ab die Vor- 

aussetzung a 2 , a 3 , . . . ,  ar > m - -  1 machen. 
2 

Durch Anwendung yon Q2 mit jenen 3 Hauptpunkten  folgt dann 

ein Biischel yon Curven der Ordnung m - - a  t mit  m + I 2 a~ -fachem, 
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2 a 1-faehem P u n k t e  und  a~, a.~, . . . ,  a~-fachen P u n k t e n .  Dieses 

Biischel muss  n u n  wel ter  r educ i rba r  sein. es muss  also die S u m m e  der  

dre i  h schs t en  Bas i spunk te  > m -  a~ s e i n  

Wiire nun  ( m +  I ) ( m ~ I )  
2 a l  -}- 2 a l  -~- a2 ~ m - -  a l~  s o  wttre 

a~>a~, was n ich t  sein soll. Es muss  also a , >  m -  i oder  a ~ + a ~ >  m --  i 
2 I 

sein, und  aber  ebenso nach a~ > mT- - I  a~ oder  a~ + a 8 > T * ' -  i sein. 

Es b le ib t  die Transposi t ion  d u t c h  ( m ~ I  ) al + a  2 + a  3 > m - a , w o m i t  

a 2 + a ,  >--f--m--t ve rkn i ip f t  ist. Die Vorausse tzung,  dass aueh  m2+I a~ 

n ieh t  u n t e r  den  hschs ten  sei, fi~hrt aber  zu a~ + a 3 + a,  > m ~ a ~ ,  was 

das T h e o r e m  l iefern wiirde. 

~a + I sein muss.  Denn  wenn  B e m e r k e n  wir  n u n  aber,  dass a~ > 
= 4 

alle a~ gleich sind, gi l t  nach  w 2 aa-~  2 ( m - - i ) ,  o~ ~ ----= ~ n ~ - I  also 
2 

a - - - -  Dies ist aber  naeh bekann t en  a r i thmet i sehen  Grunds~tzen  
4 

das M i n i m u m .  Nach  der  Rela t ion a 2 + a~ > m - -  i bl iebe also n u r  noeh  
2 

m + l  
zu beweisen,  dass auch  a 4 > 

= 4 
Wird  die vor le tz t  g e n a n n t e  Transpos i t ion  wi rk l ich  ausgef t lhr t ,  so 

en t s t eh t  ein Basehe l  yon C u r v e n  p = o der  O r d n u n g  

: ( m _ _ a ~ ) _ _ ( m  + ~ ) 3 m - - ~  
I a l  - -  a 2  - -  a 3  = 2 a l  - -  a 2 - -  a ~  

u n d  m i t  den  F u n d a m e n t a l p u n k t e n  m -  I m -  I m -  I a~ ~ �9 a~ 
2 a l  ~ 2 2 

m - -  a~ - -  a 2 - -  a 3 , a~, . . . ,  a~, wovon  de r  erstere v o m  vo rhe r igen  Btischel 
als u n v e r w e n d e t  i~brig ist, u n d  wo die P u n k t e  n ich t  in der  Re ihenfo lge  

der  Grosse stehen. T r a n s f o r m i r t  m a n  n u n  m i t m  - -  I m - -  I 
2 a l  ~ 2 (/~ ~ 

m - - i  i 
2 - - a 2 ,  so en ts teh t  3 m - - i - - 2 a l - - 2 a i - - 2 a ~ - - 2 ( 3 m - - 3 ) + a ~ + a ~ + a  s 
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3 m +  t 
2 ( / 1 - - a ~ - - a ~ ,  also keine Verringerung, wi~hrend das Bi~schel 

reducirbar  sein muss. Auch m - -  i m - -  x a 3 ~ m - - a  1 - - t ~  2 , - a ~  2 a~ ~ 2 

k~nnen nicht die 3 hschsten Basispunkte sein, well sic die transponirte 

Ordnung 3 m -  I - - 2 a ,  - -  2a~ - -  2a 3 - -  2~r~ -[- I -~- 2a: + 2a 3 + a I = m - -  a 1 

liefern, also wieder keine Verringerung.  Es muss also jedenfalls a 4 ,nit 

verwendet  werden, also a 4 muss unter den drei  hochsten Fundamental-  

punkten sein. Es mSge nun a 4 grSsser sein als einer de,' vorhergehenden 

Basispunkte. Ist a 4 > m - - a l - - % ~ a 3 ,  so folgt sofort m >a~ + %  +a3 + a  4 

qu. e. d. l s t a 4 >  m - I  m - - I  2 -al ,  so folgt m-- I < a  l + a  4 a l s o a  l + a  4 ~ + I  

'rrt - -  I 
wenigstens, aber es ist auch nach obigem a~ + a 2 = - - y - - +  I wenigstens, 

also dutch Addition dieser beiden Beziehungen a, + a~ nt-a3 + a~----m + I 
wenigstens. Damit  ist denn der ungt'mstigste Fall  erledigt, da unter  

den vier dem a 4 vorausgehenden Zahlen m - - i  a I (oder sicher immer  
2 

,mter den drei ersten Zahlen ) die kleinste ist. 
Aber der hiemit gelieferte Beweis ist allgemein, da die Hinzunahme 

der M 2 keine andere Bedeutung hat, als der Hinzunahme eines m - - I  2 2 

fachen und eines ,n + x.fache n Punktes,  welche naeh dem in Anmerkung 
2 

nach LXI. bewiesenen Theoreme LVI.  (oder LVII.) vorhanden sind, ein 
geometrisches Substrat zu liefern. 

Der Beweis gilt  nun abet  aueh ohne Ri;tcksicht auf  unendlich nahe 
Lage yon Fundamenta lpunkten ,  denn da das Theorem i~ber die ebenen 

Curvenb~schel, aus dem sich der Beweis entwickelt,  ohne diese Ein- 
schrankung gilt, und jene Lage sich in keiner anderen Weise bei der 

Projection ~ geltend macht, so aber t ragt  sich die Allgemeinheit  auf den Raum. 

Theorem LXV. Die homaloidalen Curven der Transf. d e s  w 2 lassen 

sich stets dutch Anwendung cubischer t~eciprokaltransformationen (a,  b) ~ in 

das Geradensystem verwanddn. 

Denn verwendet man die 4 hschsten Fundamenta lpunkte  a , ,  a~, a 3 , a 4 
for eine (a,  b) 3, so  wird 3 m - -  2 ( a  I "3 t- a 2 + aa + a~) < 3 m -  2m d. h. 
< m werden u n d  die Ordnung ist vermindert .  Die neu erhaltenen 

aeta mathamativa. 21. Impr im6  le 29 avri l  1897. 4 
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Curven sind aber wieder yon derselben Art, da ja sie gleichfalls wieder 
als homaloidale Curven in einer Transformation dieser Classe erscheinen, 
und gestatten also neuerdings Anwendung yon LXIV. und (a, b) 3. So 
fortgesetzt wird m bis auf 3 und dann auf r reducirt werden. 

Theorem LXVI. Die Transformationen ohne Fundamentalcurven i. Art  
sind aus cubischen Reciprokaltransformationen zusammensetzbar. 

~bertragt  man namlich das System der homaloidalen Curven und 
setzt gleichzeitig (a, b) 8 mit der gegebenen Transformation zusammen, so 
wird die neue Transformation die tibertragenen Curven zu homaloidalen 
haben, also selbst ebenfalls yon niedrigerer Ordnung sein, und man wird 
successive bis zu einer (a, b) 3 selbst gelangen kSnnen. 

Hiemit ist die Identitat der Transformationen der w167 I und 2 nach- 
gewiesen. Der Beweis des Theoremes h'~tte auch direct far die homaloi- 
dalen Fl(ichen .qeflihrt werden kdnnen und sogar ganz abgesehen davon, 
dass mit der Relation a 1 -1- a~ -I- as -[- a~ > m gleichzeitig filr die 4hSchsten 
Singularitaten 2a 1 , 2 a ~ ,  2 a  3 , 2 a  4 de~ homaloidalen Fli~chen die Relation 
(2a~) -b (2a~)A- (2a3) Jr- (2a4) > 2m gefunden ist. Man kann namlich 
sogar direct eine invariante M~ beniitzen, die birationale Verwandtschaft 
in derselben durch stereographische Projection abbilden, und wird hierbei 
ein Netz von Curven p----o der Ordnung 2m erhalten, welche 2al , . . . ,  2a~- 
fache und zwei m-fache Punkte haben, weil die M~ jede Erzeugende durch 
O in m Punkten treffen. In der That ist die Dimension 

q-m(2m .q- 3 ) - - - 1 2 a , ( 2 a ,  "-t- I) - -  2 -m(m + I) = 3, 
2 2 

wovon noch der Transformirte yon O, resp. diese Projection zu subtra- 
hiren ist, so dass cxv ~ bleibt. Auf dieses Netz ist dann das Schlussver- 
fahren anzuwenden, womit ich LXIV. bewiesen habe. 

w 4. E i n i g e  speciel le T r a n s f o r m a t i o n e n  gegenwd~' t iger  ~4~'t. 

Theorem LXVII. Wenn ein Fundamentelsystem der Ordnun 9 m einen 
Fundamentalpunkt der Ordnun9 m - - - i  enthdlt, so sind die Vielfachheiten 
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tier iibrigen Fundamentaltmnkte die Doppelten der eines ebenen Fundamental. 
m + i  

systemes der Ordnung 
2 

~ ~ 3(m+O Denn aus ai ~ - 2 m - -  2 und ~a~ = m'-- i  folgt al = 3, 
1 1 2 2 

Die Fundamentaleurven 2. Art far ein solches System sind die Ge- 
raden, welehe a 1 mit % , . . . ,  a~ verbinden, dann die Curven, welche aus 
denjenigen der erw'~hnten ebenen Verwandtschaft so abgeleitet werden, 
dass man den Curven ~. Ordnung Curven 2 ~ - - I .  Ordnung substituirt, 
welche in x = , . . . ,  z~ dieselben Vielfachheiten wie jene und in x~ die 
Vielfachheit ~ - - I  haben. Diese Fundamentalcurven sind far die Mg 
e infach und sind jenen Geraden genau dem Entsprechen in der Ebene 
(u,ter  den x~ und ihren Fundamentalcurven) gemass zugeordnet. Die 
Gesammtanzahl ist also 2 ( a - - ! ) .  

Die Fundamentalflhchen sind den Punkten x 2 , . . . ,  x~ entsprechend 
Kegel mit der Spitze in z~ und aufstehend ~ber den Fundamentalcurven 
des (fingirten) ebenen Systemes, und dem x~ entsprechend, eine Flache 

m -  3 welche ausserdem durch x2, , x~ mit m- -  x Ordnung mit x~ , . . .  
2 2 

den Vielfaehheiten %,  . . . ,  a~ geht. 
Wenn 2 a , = 2 % = m - - i ,  so ist also 2% . . . . .  2 a . = 2 ,  die Fun- 

damentaleurven sind zweimal ~ - - 2  Geraden aus x~,x~ naeh x ~ , . . . , x ~ ,  
die Gerade x~x~ und die Curve m 2. Ordnung durch ~,,-3~m-3 .. 

- -  ~ 1  "~2 X 8 . X ~ .  

Die Transformation verwandelt das Ebenenbaschel dutch x~x 2 in das 
Ebeneebfischel durch x'~x~ und zwar mit quadratischen Verwandtschaften 
unter den Ebenenpaaren. ~ 

Theorem LZVIII. Die ei:~zigen Fundamentalsysteme mit a 1 . . . . .  a~ 

sind ( I , I , I , i )  ~, ( 4 , 4 , 4 , 4 , 4 , 4 )  r, ( 8 , 8 , 8 , 8 , 8 , 8 , 8 )  ~. 

Die irreductible einfaehe Fundamentalcurve I. Art,~ welche bei der al/gemeinen 

dyoidalen Transformation mit quadratiseh ve~:wandten Ebenen auftri/t~ ist also hier in obiger 
Weise zerfallen und dadureh in die '2. Art iibergegangen, dass sieh der Character I. Art 

auf einzelne Punkte in ihr zusammengezogen hat. 
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m + I 
Aus XLIX. und LII. folgt a-~{=2(m--I),  2 a a ~ m ~ ' - - 1 ,  a = - - - - ,  

4 
m ~ I  8 + ' a  

= - - ,  m - - - - - - - ,  welches ganz wird ft~r a =  4 ,6 ,7  und m =  3 ,7 ,  25. 
m +  I 8 - - a  

Diese Fundamentalsysteme sollen als Qa, QT, Q,~ bezeichnet werden, wahrend 
T * immer die Potenz einer Transformation bezeichnen soll. 

Die Fundamentalcurven ftir Q7 sind die 15 Geraden && einfilch 
und die (x , . . .  &~ dreifaeh, ft~e Q,5 die 2I Geraden xixk einfach und die 
7 Curven (xixi+ 1 . .'. xi+O a dreifach. Die Fundamentalfl~chen fi;lr Q7 sind 
Kege[ (x~xi+l... xi+.02 und fi'n- Q'~ FIachen 4. Ordnung (x~x~+t... x~+6)'. 

Theorem LXlX. Unter den Transformationen mit nicht mehr a}s 6 
Punkten kann keine hShere als 7., mit nicht mehr als 7 keine hShere als 

15. Ordnung sein, 

Die Fundamentalflaehen sind namlich nut Ebene dureh 3 Punkte, 
quadratiseher Kegel, .M~ mit 4 Doppelpunkten und 3 einfaehen, M.I mit 
I dreifaehen und 6 Doppelpunkten. Wegen I,XVIII. und Minimumslttzen 
hat jede Transformation hoherer als 7., 25. O. einen hsheren also 4" 
oder 8-faehen Fundamentalpunkt. 

Theorem LXX. D i e  Fundamentalsysteme mit weniger als 8 Punkten 

sine ( 2 , , , I , , )  a, ( 4 , 4 , 2 , 2 , 2 , 2 ) %  ( 6 , 4 , 4 , 4 , 2 , 2 , 2 )  ~, ( 4 , 4 , 4 , 4 , 4 , 4 )  ~, 
( 8 , 4 , 4 , 4 , 4 , 4 . 4 ) ' ,  ( 6 , 6 , 6 , 4 , 4 , 4 , 2 )  ' , ( 8 , 6 , 6 , 6 , 6 , 4 , 4 )  u, 
( 8 , 8 ,  8 ,  6 ,  6 ,  6 ,  6) '~, (8, 8 ,  8 ,  8 ,  8 ,  8 ,  8) '~. .Die Anzahl der Funda- 
mentalsysteme mit einer Anzahl a > 7 Fundamentalpunkten ist unendlich. 

Die ersten Fundamentalsysteme gewinnt man lcicht mit Anwendung 
des Theoremes LXVI. Zum Beweise des 2. Theiles des Th. genC~gt es, 
die eubische Characteristik (alb,), (a,ba), (aalJ,) tq in b~ i n . . . b ~  = a, fi~r 
h > 3 zu verwendcn. Denn naeh der Thcoric diescr Transformationen 
(s. Am. J. I896) ist sic fi~r h > 3 apcriodisch und liefert also unendlich 
vielc Fundamentalsysteme, welehe keine andevcn als diese Fundamental- 
punkte haben und yon denen keines unendlich oft wiederkehren kann, 
ohne Periodicitat zu bewirken. 



Transformationen in /~.~, welche keine Fundamentalcurven I. Art. besitzen. 20 

I I .  T H E I L .  

Theorie der periodischen Charaeteristiken. 
den Typen. 

~.quivalenz mit 

1. 'A l i f f eme ine  Sd$tze i$be~, C h a r a c t e r t s t i k e n  ~tnd d ie  l i n e a r e n  

S u b s t i t a t i o n e n  I) u n d  I i ) .  

Das.Problem der Zusammensetzung ftihrt nun sotbrt zum Probleme 
der Periodicitat. Hier eben erweisen sich die Fundamentalsysteme des I. 
Theiles als die genaue VeraIlgemeinerung der birationalen Transforma- 
tionen der Ebene. Damit na.mlich Reduction der Ordnung bis auf Eins 
durch successive Anwendung (T i) eintreten k6nne, reicht das Princip der 
Verkettung der Fundamentalpunkte vollkommen aus. Damit also die 
Characteristik, d. i. die Gesammtheit der Fundamentalgebilde und ihrer 
Transformirten, Periodiciti~ liefere, ist nothwendig, dass die Fundwmental- 
punkte b i von R; ,nit den a i yon R 3 verkettet oder coincident sind. Far 
die Verminderung der Ordnung ist die Verkettung der Fundamentaleurve 
2. Art gleichgiltig. Die Fi~lle, wo bi mit Fundamentalcurven c~ incident 
sind, ohne in Fundamentalpunkte oberzugehen, konnen also nieht perio- 
disch sein. Um die entspreehenden Substitutionen I) und II)zu schreiben 
(eharacterisirt), hat man also n' dem n, die X' den x und die y' den y 
zuzuweisen und die x', x, die y ' ,y  je unter einander zu verketten. 1 
Rein arithmetisch ist die Verkettung der y', y yon jener der x', x ganz 
unabhi~ngig und hier zweigt slch abermals eine neue arithmetische Unter- 
suchungsrichtung yon dem geometrischen Gebiete ab. Jedoch gilt in 
Folge des Theoremes LIII: 

Theorem I. Dutch die Coincidenzen und Verkettungen der Fundamen- 
talpunkte sind die Coincidenzen und Verkethtngen der Fundamentalcurven 

' Rein arithmetiseh ist es sogar m(iglich~ aueh die x' mit den y~ die y '  mit den 

x zu verketten. Die Schreibung der Substitutiouea I)  und I I )  ftir diesen Fall kanu m(ig- 
l i eher  Weise zu neuen Olassen ganzzahliger periodiseher linearer Substitutionva fiihren, 
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(2. Art) vollstdndig bestimmt. Die Characteristik ist schon periodisch, wenn 
auch nur die unvollstdndigen Substitutionen I) periodisch sind. 

Es folgt also daraus auch die Periodicitat des vollstandigen Sub- 
stitutionen I) und II). Das Theorem (yon FROBE~IVS) fiber die Periodicitat 
einer linearen Substitution t~bertragt sich auch hierher. 1 Die characterisirten 
Substitutionen I) oder II) sind periodisch, wenn die characteristische Func- 
tion einfache Elementartheiler und nur Einheitswurzeln zu Wurzeln hat. 

Corollar. Sobald die Zahl a < 8, kann die Periodicit~t keinen Index 
> 30 haben (Crel les  J o u r n a l ,  Bd. 114, p. 5o). Auf Grund der Theo- 
reme XLIII. his XLV. und dann ,Ende you w 2 kann auch die Directrix- 
substitution einer Charaeteristik definirt werden. Man lasst in einer pri- 
mitiven Characteristik (d. i. nur mit Verkettungen) auf einen Punkt  a i 
jenen folgen, der dem mit jenem coincidenten nach XLIV. conjugirt ist. 
In der derivirten Characteristik (d. i. mit Verkettungen) setzt man den 
Cyclus genau durch die Verkettungen der Characteristik fort und schliesst 
ihn wie bei der primitiven. 

Die wichtigen Theoreme XXV. bis XXXIX. auf p. 62 bis 64 cit. 
Abh. gelten genau auch hier, wobei nur in XXXIX. stat~ Transforma- 
tionen yon Jonqui6res die Transformationen dieser Abh. I. Th. w 4 
LXXXVII. a. E. zu setzen sind und in XXXII. statt 2 , 3  hier 3 , 4 .  

Theorem II. Jede Characteristik mit wenoer als 8 Punkten liefert ein 
endliches Tableau successivev Transformationen und ist periodisch. 

Denn nach I. w 4- gibt es nut eine endliche Anzahl yon Funda- 
mentalsystemen, welche nut in eine endliche Anzahl Characteristiken fiber 
die 7 Punkte vertheilt werden kOnnen und keine Characteristik kann 
sich in derselben Vertheilung ilber die 7 Punkte wiederholen, da sonst 
(cf. cir. Abh..) die Characteristik sich schon friiher mit der Collineation 
h~ttte endigen mi~ssen. 

Theorem III. Die involutorischen Characteristiken (aibi) von Q7 und Q~S 
s~nd vertauschbar mit allen Characteristiken von 6, resp. 7 Punkten. 

Jede (a, b) 3, welche die 4 Punkte fiber den 6 ,  7 Punkten besitzt, 
verwandelt die Transformation in eine Transformation derselben Art, 

1 Ftir die Ebene von mir angegeben C r e l l e s  J o u r n a l  Bd. I I4~ p. 6 I .  
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also auch jede aus (a,  b) 3 zusammengesetzte Characteristik fiber den 6, 7 
Punkten. 

Die Theoreme L. his LIV. cit. Abh. gelten auch bier, ebenso auch 
Th. LV., LVI. In der Deutung yon LVI. (l. c.) tritt jedoch bier eine 
_~nderung ein. Die Zahl m -  a ~ - - . . . - - a a ~  ist eine Invariante der 

unvollsti~ndigen Substitutionen I), die Anzahl der Doppelpunkte im /~3 
ist jedoch hier :m-I -  2 -  ~, wo v die Verringerung dutch uneigentliche 
Doppelpunkt e ist und diese Anzahl ist bei Erhaltung der Zahl a der 
Characteristikpunkte (d. i. der Variabelnzahl der Substitution) gewiss in- 
variant. Es muss also die Differenz 

2u - -  (a lz ,  -{- . . .  -b a,z a) 

invariant sein u. zw. wie Beislaiele ]ehren, constant und welter gleich 
Null. Dies beweist das 

Theorem IV. Die Incidenz eines Fundamentalpunktes a~ gegenw(irtiger 
Transformationen mit tier ihm entsprechenden Absonderungsfla'che, welche a~.- 
fach dutch den dem a i coincidenten Fundamentalpunkt bk hindurchgeht, ab- 
sorbirt (uneigentlich) 2alk Doppelpunkte. 

Die i. Invariante der Substitution I.) ist also die Halfte der Anzahl 
der eigentlicben Doppelpunkte, noch vermindert um i. 

Die Theoreme LXIV. his LXXVIII. der cit. Abh. gelten mit geringen 
Abi~nderungen auch bier. An die Stelle yon LIX. his LXIlI. 1. c. treten 
Theoreme, welche erst nach Ausspruch des Aquivalenztheoremes in w 5 
bewiesen und angegeben werden sollen. 

T h e o r e m  V. Die characteristischen Functionen der Substitutionen I) und 
II) sind fiir jede Characteristik einander gleick. 

Man beweist es, indem man die Reduction auf die Typen durchfiihrt, 
fi~r jeden einzelnen Typus den Beweis ffihrt und dann bemerk~, dass die 
allgemeinen Typen durch Hinzuftigung yon Cyclen entstehen, welche in 
beide Functionen gleiche Factoren liefern. 

Theorem gI. Wenn eine Characteristik gegenw(irtiger Fundamentalsysteme 
periodisch ist, sind alle Wiederhoiungen, welche denselben Index haben, mit 
ihr dutch eben solche Transpositionen Ciquivalent. 
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Aueh dies wird for die einzelnen Typen des Ii. Th. w 5 bewiesen 
und yon dort aus auf die aquivalenten nicht typischen Characteristiken 
geschlossen, well aus P-~ T*P = T folgt P-~(Q-~ TQ)*P --- 0 -1TQ. 

Theorem VII. Wenn die Anzahl der Factoren ( x -  I) der qharacte- 
ristischen Function > als der Rang der Characteristik plus I, ist die Charak- 
teristik einer der w167 3, 4 dquivalent. 

w '2. D i e  a n a l l a g m a t i s c h e n  C u r v e n s y s t e m e  u n d  die  R e d u c t i b i l i t a t  
a u f  d ie  T y p e n .  

I. Bewem.  

Theorem VIII. dede periodische Characteristik besitzt unendlich viele in- 
variante Singularitatencomplexe n ,  ~ ,  . . . ,  ~ beliebig hohen Geschlechtes p.  

Denn di~ es sich hier nut um Characteristiken handelt, so kann man 
die Gesammtheit der tr'msformirten Curven einer Geraden stets in solcher 
Lage befindlieh denken, dass dieselbe" als reductible Raumcurve gelten 
kann, was die Erfiillung zweier Ungleichheiten erfordert. Seien n~ , . . . , n .  
die Partialordnuvgen, h~ , . . . ,  h~ die Partialanzahlen der scheinbaren Dop- 
pelpunkte, ki~ die Anzahlen der gemeinsamen Treffgeraden dieser Theile, 
so muss wegen der Projection auf eine Ebene, n----n~ + . . .  + n~, 

ist 2 X h i < X n ~ - - 3 X n  i + 2a und also, wenn in den letzten Formeln die 
Gleichheit gilt, 

(2) 2,X'k j < 22:n nj - -  2 i ) .  

Andererseits ist 4(2ho + 2'k~.~)=> ( n - -  ,)2 und da 4h~>=(n~-- ,)2 ist 
4,~ 'h i~2 , 'n~--2X'n i -[ -a ,  also, wenn in der letzten Formeln Gleiehheit 
gilt, sieher 

(3) 4Xkr ~_~ 2Znigg t - -  ( o ' -  i) ,  

Das Gesehleeht p der Gesammteurve ist ( n -  I ) ( n -  2) Xh i - - X k o ,  also 
2 

21o = Xn~nj ~ Go - -  i) + Xp , - -Xk~ ,  daher 2p ~ 2p~ + Xn~nj--:(a--  I ) - -  Xk o 
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und im Falle der Giltigkeit der vorhergehenden beiden Formeln, d. i. 
sicher dann, wenn pi ~- o, 

(4) 2p  ---- ~:n~nj - -  ( a - -  I )  - -  2:k~j 

stets positiv. Dieser Fall p~ ~ o tritt ein, wenn man die Transformirten 
einer rationalen Curve summirt und es kann unter Erffillung von (2)und 
(3) der Werth yon (4) willkiirlich gross gemacht werden, l~brigens ksnnen 
(2) und (3) auch mit p~>o  erftillt werden. 

Theorem IX. l$renn eine Transformation gegenw(irtiger A r t  einen 

Complex n ,  ~ , . . . , ~ in sich transformirt,  transformirt  sir auch n - -  4, 

~ - - -  i , . . . , ~ - -  i in sich. 

Denn dieser ist die lineare Combination aus jenem und aus 4, I, ..., i. 
Der 2. kann der adjungirte Complex des I. genannt werden. Man kann 
nun yon irgend einem Complexe ausgehend die Reihe der successive ad- 
jungir ten  Curvensingularitateneomplexe bilden. 

Theorem X. Fiir  jeden Singularitdteneomplex, welcher durch eine der 

gegenw(irtigen Characteristiken anallagmatisch ist, ohne Ftmdamentalcurven 2. 

A r t  zu schneiden, kann man numerisch voraussetze~, dass die Curve ohne 

]ene Singularit(iten das .21laximalgeschlecht besitze. 

Denn nach Annahme yon ~ , . . . ,  ~ hgngt das Geschlecht nur yon 
der Anzahl h der scheinbaren Doppelpunkte ab, welche aber auf die Cha- 
racteristik ohne Einfluss ist, schon darum, weil man die Curve wegen der 
Invarianz der M~ (Th. XLIX.) in einer solehen enthalten voraussetzen 
kann, in einer solchen M~ abet M~ des Maximalgeschlechtes enthalten 
sind und vermSge der Schnitte mit den Erzeugenden wieder in solshe 
verwandelt werden. Ft~r die ))Transformationen)) wird jedoch ein eigener, 
genauerer Beweis zu suchen sein. Die Voraussetzung des Maximalge- 
schlechtes soll nun hinfort immer gemacht werden. 

Theorem XI. D a n n  ist die Zahl  u des adflmgirten Singularitiitencom- 

plexes gleich der Zahl p -  x des vorhergegangenen Complexes. 

Das p dieser Curve ist ( ~ -  2)~ 
4 

Acla mathematlca. 21. Imprim5 le 10 juin 1897. 

~_, ~ Das u des adjungir- 

5 
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ten Complexes muss definirt werden wie oben for die homaloidalen Curven 
als die Dimension einer in einer M~ enthaltenen Curve n , g ~ , . . . ,  g,,. 

Nun ist diese Dimension '~('~+2 3) 2.,~(~+2 ,2 ~ ) : 2 - - ~  ~'(r~+z i)fi~r 

n ~ 4 ,  ~ - - i  gebildet (n = ~  4 n ~  2 2 ' ~ ( r ; - - I ) ) : 4  und aber das vorher- 
gehende 2) ist wie soeben (n ~ -  4n + 4 2~r~(~--  I)):4. 

Anmerkung. Diese willkgrliche Zuschreibung einer Zahl u, welche 
jedoch die wichtige Eigenschaft hat, endlieh constant abzunehmen, ist 
einem ahnlichen Vorgange zu vergleichen, welcher bereits in der Theorie 
der r-dimensionalen quadratischen Transformationen in Amer .  J. I896 
aufgetreten ist. 

Theorem XII. H em~ die Curven des ad]ungirten Singularitdtencomplexes 

zerfidlen, so karat, dies m~r so geschehe~b dass die Bestandtheile mehrere 

Curven ei~es li~earen cxv:-Systemes sind oder eine fesle Curve 'und ein in 

einem linearo~, Systeme variire~der BestandtheiL 

Der Beweis wird ~ihnlieh wig in A c t a  Math.  Bd. I9, p. I19. 
Ieh bilde nun fttr irgend Gin invaviantes Curvensystem yon hin- 

reichend hohem 2) das adjungirte System, fi'w dieses abermals und setze 
sofort, indem i~:h, wenn der Fall XII. eintritt, die Verminderung nur auf 
den variablen Bestandtheil anwende. Das Verfahren wird jedoeh auf- 
gehalten, wenn man zu p = o  kommt und schon ft~r p =  I wird u ' = o  
und der adjungirte Complex konnte dann auch als Fundamentaleomplex 
(Fundamentalcurve) in die Transformation eintreten. F~'~r diese Falle 
sorgen die folgenden Theoreme. 

Theorem XIII. H'enn ein Curvensystem uur in Folge vielfaeher Punkte 

in der Characteristik p = o und die oboe Zahl u = 2 hat, ist es dutch 

Pw.eiprokaltransforJ~ationen iibertragbar in (lie Geraden eines Stralenbii,ndels. 

Es gelten die Formeln [ ( n - -  2) 2 -  22, '~(~-- I)] = o ,  x, 2 , 3  und 
[n(n + 3 ) - -  n(n + i ) :2  - -  2'~(rr + , ) ] :2  = - -  I, woraus folgt 2 ' ~ =  2 n '  

und 2'~: = ~ - +  2. Mittelst dieser kann man noch wie in I. Th. w 3- 

1 Die Formeln des Textes sind unter der Voraussetzung yon geradem n gegeben. 

Ganz entspreehende Formeln entstehen ftir ungeradcs 9, mit der Bedingung, dass die Er- 

zeugenden in uncl Punkten getroffen werden. 
2 2 
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LXIV. die Reduction bis auf ,n----- I durchftihren, wenn man beachtet, 
dass in diesen noch Bruchtheile mit  dem Nenner 4 enhalten sein k/~nnen. 

Theorem XIV. Wenn ein Carvensystem nut  in Folge vielfacher Punkte 

in der Characteristik p ~ o und u---- 3 hat, ist es dutch Reciprokaltrans- 

/brmationen in tlaumcurven 3. O. dutch 3 feste Punkte oder fiir u = 4, in 

die Geraden des Raumes oder in die Kegelschnitte durch 2 feste Punkte 

iibertragbar. 

Denn es konnen ebenso Tie in I., LXIV. und bier XIII. zwei Formeln 
aufgeschrieben werdcn, aus welchen ~ + ~: -t- ~3 -t- ~ > 2n folgt und man 
muss far u----4 das in w 3. vernachlassigte Kegelschnittsystem hier auf- 
nehmen. Far  u---- 3 gibt es kein anderes durch Punkte allein bestimm- 
bares System. 

Theorem XV. Wenn eine Characteristik gegemvdrtiger Art  ein GeJ'ade~- 

biimlel in sich verwandelt, i.# sie eine Tl'ansformation des L Tit. w 4~ mit 
m - - 1  m - - 1  

Denn der Scheitel des Bcmdels muss ein ( m -  I)-facher Fundamen-  
talpunkt  ft'tr belde R~ume sein, nach I. Th. w I. 

Theorem XVI. VVenn eine CharaeteJ'istik ein Curvensystem p = o, u = z 

der Ar t  des L Th. in sich verwandelt, ist sie birational 6quivalent einer Cha- 

raeteristik mit (a~" ,-a bl"-~). 

Das Curvensystem werde durch Transpositionen des I. Theiles in ei~ 
Geradenbt'mdel iibertragen, dann wird gleichzeitig die Charaeteristik in 
eine mit  invariantem Geradenbiindel transponirt, worauf dann XV. an- 
wendbar ist. 

Theorem XVII. ~Vem~ eine Characteristik alle C 3 dutch 3 /bste Punkle 

unter einander verwandelt, ist sie eine cubische Transformation mit (a~a,~,), 

Denn nur ffir diese ist die Summe der Ordnungen yon drei Funda- 
mentalpunkten 3 ( m - -  x). 

Theorem XVIII. Wenn eine Characteristik einen Complex p ~ o: u --= 3 

in sich transformirt, ist sie (iquivcdent einer cubischen Characteristik aus X V I I .  
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Man wendet XIV. an und auf  das erhaltene C3-system XVII.  

Theorem XlX. lVem, eiue Characteristik einen Com2~lex p ~ o, u = 4 

in sich transformirt, ist sie entweder einer Collineation oder einer Charac- 

teristik (a"~'-'b'~"--')(a;'-'b~ '-'~) oder einer Characteristik (a'~-'b'; -~) bh'ationaI 

aquivalent. 

Man wendet XIV. an und das Lemma, dass eine Characteristik, 

welche die Kegelschnitte dutch 2 Punkte a~, a~ unter  einander verwandelt ,  

entweder die eine oder die "mdere des  Theoremes sein muss. 

Theorem XX. Jedes Cmrensystem tier Art  des I. Theites, welche p = i .  

u = 2 ,  3 ,  4 hat, kann dutch successire Reciprokaltransformationen in ein 

System yon Curven 4. O. i. Ar t  dutch 8, 6, 5 Punkle iiber9efiihrt weJ'den 

oder f&" u = 2 in ein System yon Curven 4s. Orctmm(i ~i t  8 s-fachen Pm~klen. 

Die beiden Formeln 

( ~ -  2) ~ 

4 

n(n + 3) n(n + 2) 
2 4 

liefern v.~ n' 
:2 

2 

2 

Aus diesen kann mittelst desselben 

Verfahrens, dass ieh oben % r  die rationalen Curven eingesehlagen und 
unter  Bent]tzung der bekannten S'atze i'lber die Systdme elliptiseher Curven 

in der Ebene dig Relation r, q- 1:~ q-- r a -+- g4 > 2n nbgeleitet werden, in- 

solange n > 4 oder gi > L. 

Theorem XXI. IVem~ eine Characte;istik gegenwartiger Ar t  ei~ Curven- 

system p = x, u ~ 2 ,  3 , 4  i~ sich transformirt, so ist sie einer Trans- 

formation ~nit 8 ,  7 ,  6 ,  5 P.m~kten in der Uharacteristik birational (iquivalent. 

Denn es gilt wegen 2a,: = 4 ( m -  i) das Lemma, dass eine Charac- 

teristik, welehe ein r =, ~o "~, r 4 System yon C 4 1~ = I in sich trans- 
formirt,  ausser diesen festen Punkten keine Fundamentalpunkte ,  also auch 

1 Auch hler siud ~ur die Formeln fiir gerades tx gegebeu. Neben diesen stellen 

sich entsprechende ftir ungerades It. 
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keine Characteristikpunkte haben kann. Wenn also nach Anwendung yon 

XX. das C4-System erreicht ist, muss auch die Characteristik mit  weniger 

als 9 Punkten erlangt sein. 

Theorem XXIL Eine periodisehe Characteristik mit 8 Pun kten muss 

stets entweder einer monoidalen oder einer dyoidalen oder einer Characteristik 

mit a < 8 _Pttnkten (iquivalent sein. 

Denn wenn sic keinen anallagmatischen Complex mit p----o gestattet, 
so muss man durch die Anwendung der Verminderung auf die invarianten 

Complexe mit  hsherem p stets auf Complexe mit p ~ I gelangen. Ein 

zweiter Complex p = I, u = 2 kann aber nicht da sein, da man durch 

Transpositionen, welche nu t  Fundamenta lpunkte  unter  den 8 Punkten  be- 

ntitzen, auf C 4 p----- I kommen mi~sste, wobei  die schon vorhandenen (J4 
p---- I ebenfalls erhalten blieben, was unvereinbar ist. p--= I ,  u-----I er- 

fordertG aber successive p ~ t und diese fiihren sofort zur Existenz von 
nur  p = t,  was mit  der Periodicit~t geln'~ss VIII.  unvereinbar  ist. Aus 

dem 2. Gliede des Schlusses wird also u ~--3 gefolgert. 
For  die Transformationen kann der Beueis anders geffihrt werden, 

Theorem XXIII. Jede periodisehe Charaeteristik eines Fundamental- 

systemes gegenw(irtiger Art  ist dutch Reciprokaltranspositionen @uivalent 

entweder : 
I .  

2 .  

3. 
4' 

Einer Collineation, ocler 

Einer 6'haracteristik ~i t  (a~, ~ ~l'"-~j, oder 
Einer Charaeteristik mit (a~ -lt,"-r~;~ j,a2"-~])"-~'~ ), oder 

Einer Characteristik ~uit 6 < 8 Punkten. 

Zum Beweise dieses t tauptthcoremes verwende ich nun das oben 

nach XII. erwahnte Princip der Verminderung der adjungirten Complexe. 

Ich gehe yon einem Complexe aus, dcssen u g e m , s  Theorem VIII.  be- 
reits als > 2 vorausgesetzt weMen kann, da die Curven des Systemes 

doch den ganzen Rz mindestens einfach erfi]llen massen und bilde die 

Reihe der successiven adjungir ten Complexe. Nach LX. des I. Theiles 
massen auch diese d u t c h  die Characteristik anallagmatisch sein. Entweder 

kann die Reihe bis n = I ,  2 , 3 , 4  fortgesetzt w e r d e n ,  dann ist die Cha- 
racteristik yon selbst eine yon denen des Theoremes. Oder man wird 
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durch einen Complex p-----o, u > t aufgehalten; dann wendet man die 
Theoreme XVI., XVIII., XIX. an. Oder man wird dureh p = t auf- 
gehalten, wo man wieder a > I voraussetzen mag; dann wendet man 
XXI. an, vervollstitndigt dureh XXII. 

II, Beweis .  

Es werden wieder die invarianten Cmwensysteme ben~itzt. Nur wird 
die Existenz der rationalen oder ellii~tischen Curvensysteme als Folge der 
Periodiciti~t auf andcre Art hergeleitet. 

Theorem XXIV. Jede Characteristik gegemwirtiger l, 'mulamentalsysteme 

kann man sich widerspruchslos i~, einer invarianten M~ e~thalten denken. 

Denn dic stereographische Projection liefert eine ebcne Charactcristik 
von Fundamentalsystemen, welche dutch Zusammensetzung yon nut Funda- 

.q 2 2 2 '~ mentalsystemen (e~e:b~b,. b:~bia) ~' wo e~, e~ (lie Schnittpunkte mit den Er- 
zeugenden des Centrums sin(l, gewonnen wcrden. Alle diese Characteri- 
stiken mit dcnselben e~, e~ geben eine geschlossenc Gruppe und liefern 
durch Riickprojection auf die M~ eine Characteristik fraglieher Art. 

Corollar L Die Theorie gegenwartiger Characteristiken sowie ihrer 
endlichen Gruppen kann als identisch mit der Theorie der eben be- 
schriebenen cbenen Characteristiken bei gemeinsamen e~, e~ angesehen 
werden.  

C'orollar I L  Jede Characteristik aus XXIV. kann widerspruchslos 
als in einer U 4 mit Spitze oder einer zerfallenden U4, welche invariant 
seien, enthalten angesehen werden. 

Theorem XXg. Jede periodische Characteristik 9egenwdrtiger 1,~undamen - 

talsysteme besitzt entweder ein invariantes Curcensystem (Singularit(~tencomplex) 

p ~ o u~d Dimension > I oder ein invariantes Curvensystem (Singularitdtem 

complex) Io = I und Dime~zsioa > x. 

Denn die als invariant vorausgesetzte M.~ gibt dutch stereographisehe 
Projection eine ebene periodische Transformation, welche also aueh, als 
Characteristik aufgefasst, einen invarianten Complex gestattet, der ent- 
weder 39 --= o oder p ---- t hat, gewiss aber u > o, woftir der Bildung des, 
u zufolge die raumliche Dimension > x geschrieben werde. 
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Von dem Theoreme XXV. gelangt man durch meine oben hergelei- 
~eten Hilfstheoreme eben wieder  zum Haupttheoreme XXIII. 

Anmerkung.  Es ksnnte im Anschlusse an XXIV. t in anderer Beweis 
versucht werden, wenn in der Ebene bewiesen werden kSnnte, dass die 
(~haracteristiken der im Beweise zu XXIV. genannten Art  durch Funda- 

e2bl b.~b~b~a) (; m i t  gemeinsamen e, e~ auf Typen trans- mentalsysteme (e~ 3 ~ 
ponirt werden ksnnen. 

III. B e w e i s .  

Theorem XXVI. Jede periodische Characleristik besitzt unendlich viele 

b~variante Si~gularit~te~womplexe n ,  x~ , . . .  , x~ yon betiebig hohem Fldchen- 

gesehlechte p .  

Die Formel fi]r die Zahl p wird aus der Nother'schen Formel (Ann.  
d i  Mat. ,  set. 2, t. 5) dutch ein Zusatzglied erhalten, das wegen der 
.lusgezeichneten Curven, welche die Flache in den Fundamentalcurven 2. 
Art  besitzen kann, gewonnen wiyd. Dieses Glied ist bier gewiss positiv 
und seine Weglassung Versti~rkt nut  den zu liefernden Beweis. Dann bleibt 
ab'er eine in n und x~. cubische Formel, ~velche fiir die Argumente 
n~- [ - . . . - { -h i ,  x~:)-1 - . . .-~-x! ~) nach bekannten arithmetischen Siitzen einen 
Werth annimmt,  der > als die Summe ihrer Werthe ftir die Argumente 
nl ,x~ 1) , . . . ,  x~"); ~z~, x!, ~). , . . . ,  x~); . . .  In Folge dessen kann man aus einem 
Singulariti~tencomplexe nebst seinen si~mmtlichen Transformirten successive 
Singulariti~tencomplexe yon stets wachsendem p herstellen. 

Theorem XXVII. IVenn der ad:/ungirte Singularitdtencomplex n - - 4 ,  

x~ - -  2 , . . . ,  x ~ -  2 ~ zu einer zerfedlenden Fldche gehSrt, so zerfdllt diese 

entweder in eine feste Fldche und einen i~, einem linearen Systeme variablen 

Bestandtheil oder in mehrere F15chen eines ,end desselben linearen Systemes. 

Der Beweis wird genau wie fiir die Ebene in A c t a  Math.  t. I9, p. 
I 19 geliefert. 

Theorem XXVIII. lirenn fib" ei~en invarianten Singularitdtencomplex 

n ,  x~ ~ . . , ,  x .  die Zahl  p < o, u > i wird, so kSnnen die Singularitdten- 

Hier fiir Fliiehen bedarf es keiner neuen Definition des adjungirten Complexes, 
es ist die Clebsch--Zeuthen--NSther'sehe, die sehon im I. Tbeile erwiihnt wtirde. 
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complexe n ,  ~1, " . ' ,  ~ der diesen F(illen gegenseitig gemeinsamen Schnitt- 

curven nur  p ~ o, I haben. 

Die zu diesen Curven adjungirten Flachen sind der Ordnung 2 n - - 4  
und gehen (2x i - -2 ) - fach  durch die Punkte der Charaeteristik. Sie sind 
ebenfalls invariant und schneiden auf den Curven die bekannte G:V(~_l) 
aus. :Nun gibt es keine Fli~chen n - - 4 ,  ~ 2; in Folge dessen auch 
keine n - - 2 ,  x ~ - - i  und mithin auch keine 2 ( ~ - - 2 ) ,  2 (x~- - I ) ,  wie 
aus den Formeln far p zu beweisen ist. Die Curven ksnnen also keine 
l~eihe G besitzen und mg, ssen p---~o, I haben. 

Theorem XXIX. Die bier mSglichert invarianten Complexe n ,  x I , . . . ,  x~, 

welche p < o haben, ohne ztt zerfallen, sind dm'ch Reciprokaltransformationen 

iiberf~ihrbar in Kegelfi(iche~systeme mit gemeinsamer Spitze. 

Denn die rationalen Curven, in denen sie sich schneiden, miissen 
stets ein Bi~schel bilden (sodass also die Schnittcurve stets in mehrere 
Bestandtheile zerfi~llt), well ein Netz yon rationalen Curven auf einer der 
Flachen sofort deren Abbildbarkeit, also p ~ o fiir sie bedingen w~rde. 
Die elliptischen Curven schliessen sich aber aus wegen des Reductions- 
theoremes aus XX., well mit diesen 8 Punkten F1/ichen yon p < o nicht 
gebildet werden kSnnen (als 0rter  yon je c~ ~ elliptischen C4~a] . . .  a;). 

Auf das c~ ~ System yon Curven mit p - ~  o kann dann das Reductions- 
theorem angewendet werden. 

Theorem XXX. ~Venn eine Characteristik gegenw(irtiger A r t  einen 

.Fl(ichensingularitdte.ncomplex n ,  x~ , . . . ,  x~ .mit p ~ o ,  u > o invariant ldsst, 

ldsst sie stets auch ebzen Curvensingularitdtencomplex p ~ o, u > i oder 

p = i invariant. 

Denn da die Fli~chen eines Bt'lschels im Systeme p ~-- o haben, sind 
sic abbildbar und indem man die unter zweien hervorgerufene Verwandt- 
schaft in die Ebene abbildet, schliesst man aus den Theoremen ft'lr diese 
hier, dass es stets ein rational distinctes, in ein ganz analoges iibergeftihrtes 
Curvensystem p ~--o oder p---- I geben muss. Da aber ft~r alle Fl'achen 
des Bilschels die abbildenden Punkte und Linien in derselben Weise 
vertheilt sind (obwohl nicht eben dieselben sein mt~ssen), so werden diese 
Curvenbiischel insgesammt ein Curvensystem ~t ~ 2 gcben. 
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Zur Vollendung des Beweises ffir XXIII. bliebe nun noch fibrig, ein 
~quivalenztheorem fiir die Flachensysteme n ,  x~ ,  . . . ,  x~ zu suchen, welche 
p :  I, u > o  besitzen. Es ist hier nSthig, eine Beschri~nkung einzuffihren. 

Die Nsther'sche Formel gilt fiir die homaloidalen Systeme, welche 
hier auftreten, deswegen nicht, well die hier so zahlreich und wesentlich 
erscheinenden Fundamentalcurven 2. Art als ))mitbedingte Curven)) zuweilen 
einen Zusatz yon Gliedern erforderlich machen. Aus demselben Grunde 
gilt sie nicht for alle invarianten Flachensysteme, dig hier auftreten. Fest- 
zuhalten ist jed0ch, dass wenn ein Fl~chensystem nur solche gemeinsame 
Curven hat, welche eine nothwendige Folge seiner singul~ren Punkte sind, 
auch das adjungirte Flachensystem nur durch solche gemeinsame Curven 
geht, welche eine nothwendige Folge seiner singul~ren Punkte sind. 

Dieser Zusatz, welcher also ausdrtickt, dass die Durchgange einer 
Flache durch die Punkte a ~ , . . . ,  a. nicht unabh~ngig sein mi;,ssen, ist 
aber jedenfalls hier positiv. Seine Weglassung reducirt daher die Dimen- 
sionszahl, resp. das Geschlecht p.  

Ich erlaube mir nun den Kunstgriff, in der Reihe der successiven 
:~djungirten Systeme jedesmal nur (n + ~)(n + 2)(n -{-- 3 ) - -  ~-'Xi(Xi + I)(xi "-~ 2) 
zu berechnen, welcher Standpunkt auch dadurch erreichbar w'~re, class 
man nut invariante Flachensysteme sich di~chte, welehe in keiner Weise 
dutch Fundamentalcurven 2. Art hindurchgehen. Ob es aber solche gibt, 
m~sste erst bewiesgn werden, da die durch Summation der Transformirten 
einer Flache gewonnenen diese Eigenschaft nicht haben. Dann spreche 
ich also aus: 

Theorem XXXI. Al le  Fld'chensingularit(~tencomplexe n ,  xl  , . . . ,  x~, welche 

das so berechnete p gleich i u n d  u (entsprechend bereclmet) > o haben, s ind  

du t ch  Reciprokal trans format ionen iibertragbar in n ~ 2s, x I . . . .  ~ x~ ~-- s .  

Denn man kann mittelst der Theorie der Maxima und Minima bewei- 
sen, dass fiir jene Complexe, solange sie nicht diese typische Form haben, 
x l + x  2 + x  3 + x  4 > 2 n .  Namlich bei geradem n wird der obige Com- 
plex, bei ungeradem der entsprechend gebildete unter allen, welche gleiche 
p , u  liefern, die kleinsten xi haben. Hier ist aber x l +  x 2 + x ~  + x4----2n,  

for die aber, welche ungleiche x~ haben, wird diese Summe stets grSs- 
ser skin. 

Aeta mathematiea. 21. Imprim~ le 10 juin 1897. 6 
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Theorem XXXII. Eine  Characleristik, welche das Fldchensystem n == 2s, 

x~ = s in sich verwandeln soll, kann ausserhalb dieser Pun  kte keine Punkte  

besitzen. 

Denn erst, wenn  die Flrmhe in al len F u n d a m e n t a l p u n k t e n  s-faehe 

P u n k t e  hat, wird  ~'--= m .  : s - - X s  ---- 2s naeh Th. XIV.  des I. Theiles. 

Theorem XXXIII. .Nine Characteristik, welche n u t  die invarianten Sin- 

gu!arit(~'tencomplexe ~z -= 2s, x~ ---- s besitzt, kann far a >  8 ~,icht periodisch sein. 

Denn f(ir o----- 5 , 6 , 7 , 8  werden  die Zahlen p nach oben berechne t  

3 s~ + 9 s~ + I2s 2s  s + 6 s  ~ + xoe s ' + 3.s ~ + 8s  

6 ' 6 ~ 6 
~8 

und fiir o" ~---9 bereits negat iv,  sodass dem Th. XXVI .  nieht  entsprochen 

wrlrdc. Aber  auch fttr o-----8 idt die Existenz der  invar ian ten  Singula- 

r i t i i tencomplexe nut" scheinbar.  F o r  die Trandformat ionen s o l l e d  spitter 

([I[. Th.) bewieden werden,  fiir die Character is t iken kann man zunaehst  die 

Existenz yon n u t  Curvendingula r i t a tencomplexen  mit  n ~ 4s, ~, . . . . .  ~s-----s 

folgern und hieraud die Aperiodicitli t  mit tels t  der  i n v a r i a n t e n  M~. 

Habe  ich nun  diese Hilfdsraze ~ vorausgeschickt ,  so gelange ich zum 

H a u p t t h e o r e m e  X X I I I ,  indem ich au f  die Fli~chensysteme eines p ,  das 

nicht  o oder I idt, die Verminde rung  d u r e h  Adjuncf ion  anwende.  K o m m e  

ich dabei  zu e inem Zerf-tllen, beniitze ieh XXVII . ,  k o m m e  ieh zu p > o 

so bent'~tze ich XXVII I . ,  k o m m e  ich zu p - - - - o ,  so bent'ltze ich XXX.  

oder  die letzte A n m e r k u n g  un te r  dem Texte ,  k o m m e  ich z u p =  I (unter  

dem gemach ten  Vorbehal te) ,  so benfitze ieh XXXI. ,  k o m m e  ich zu keinem 

dieder Hindernisse,  k m m  also dad Princip fortgesetzt  anwenden,  do k o m m e  

1 Die Schuittcurvcn der F!iiel~en 3I~(x~) sind n = 4 s~, ~z = s2 uud da sie 
yore Maximatgeschlechte sind, so ist ihr Geschlecht unter Rticksicht auf die ~'i gleich 

\ 2 / 2 

Curven, sind elliptisch, womit dem Th. VII .  widersprochen wiire. 

Ich bin im Th. XXX. auf meine obigen Theoreme fiber Curvensysteme tiber- 
gegangen, aber es ist hier auch leicht m(iglich~ 1 ) = o so zu behandeln wie ich in X X X [ .  

p -  I behandle und es finden sich ats Typcn Systeme yon Ebenen, M ~  M~ und _1/~ rail; 

Doppelpunkten. Solche Typen existiren aber ftir a]]gemeine Fl~ichensysteme nicht. 
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ich yon selbst zu Ebenen, M~, M~ oder M~ und eine gewiss einfache 
Discussion li~sst in den far diese anallagmatischen Transformationen jene 
des Theoremes XXIII. erkennen. 

IV. B e w e i s .  

Derselbe entspricht der fiir die ebenen Transformationen yon mir in 
C r e l l e s  J o u r n a l ,  Bd. 114 gegebenen III. Methode. Es wird der Bang 
der zu einer Characteristik gehsrigen linearen Substitutione~ 5) definirt. 
Es warden aquimultiple Characteristiken als solche definirt, welche nur 
Singularit~tencomplexe n ,  x~, . . . ,  x~ invariant lassen. Es wird haupt- 
srmhlich bewiesen: 

Theorem XXXIV. IVenn in einer Characteri~tik ein Singularih~ten- 
complex invariant ist, welcher ~deht ~quimultipel ist, so kam~ man durch 
Partic~darisirung des in ihm enthaltenen Parameters stets einen Complex 
2 = o, u ~ o erreichen, oder einen, der sich zu einem solchen ergi'inzen lO'sst. 

Man beweist ferner, dass eine Flache mit p ~ o, u = o (allein in 
Folge der Singulariti~ten in den Characteristikpunkten) als Fundamental- 
flache einer gegenwi~rtigen Transformation bentitzt werden kann und hat 
dann das Theorem bewiesen (als Umformung yon XXXIV): 

Theorem XXXV. ~Eine nicht dquimultiple periodische Characteristik kann 
entweder einer Collineation, oder einer Transformation ,,-1 m-1 (al bl ) oder ei~er 
Transformation (a1-1]jm-l~('qm-1]~m-l'l~ j~2 ~,~ j oder einer, mit a <  8 Fandamental- 

punkten birational (iquivalent gemacht werden. 

Dies ist im Wesen das Haupttheorem XXIII. 
Es kann endlich entsprechend der II. Methode in Cr. J. Bd. I I4  

noch ein V. Beweis gegeben werden, indem man trachtet, iiberhaupt e ine  

arithmetische Formel ftir den Periodicitatsindex (beziehungsweise Ausdruck 
far die Aperiodicitat) einer gesetzmassig gebildeten Characteristik aufzu- 
stellen durch successive Bildung immer allgemeinerer Classen yon Funda- 
mentalsystemen. Hiezu ist  e s  gut, die Substitutionen I) und II) als De- 
finitionen zu verwenden. 
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w 3. D ie  Character is t iken der  F u n d a m e u t a l s y s t e m e  m i t  a~ - I ,  b~ -~ 

(I. ~ .  ~ 4). 

Theorem XXXVI. Die Characteristik mit (a x bl) ist periodisch und mit 
demselben Index, sobald die yon den iibrigen Punkten gebildete Characteristik 
Ch,_l in tier Ebene genommen periodisch ist und umgekehrt. 

Denn indem man fiir beide Characteristiken die Substitutionen I) auf- 
schreibt, beweist man dutch eine einfache Umformung der Determinante, 
dass die erste ch. F. gleich der zweiten real ( x - - I ) i s t .  Auch dutch 
das Tableau der successiven Transformationen erhellt dasselbe. 

Theorem XXXVII. Zwei Characteristiken Ch~ mit (al b,) sind e~quivalent, 
wenn die Characteristiken Ch~_x dquivalent sind. 

Denn ist Q'~ eine Transposition, welche die beiden Ch~_~ is 
macht, so liefert die Transposition ((a~b~) ~-~ Q~) auf die erste Ch, ange- 
wandt, eine Transformation (a~ b~), we Ch~_~ mit jener der zweiten Chr 
iibereinstimmt, also diese Ch, selbst. 

Corollar L Wenn Ch,_ t tier Collineation aquivalent ist, ist es auch Ch~. 
Corollar I L  Wenn Ch~ in der Punktezahl reductibel sein sell, so 

muss Ch,_~ es sein und umgekehrt. 
Corollar I I L  Es gibt so viele typische Characteristiken mit (alb~), 

~ls es typische Characteristiken iiberhaupt in der Ebene gibt. Hieraus 
folgt: 

1 Zufolge dem in I.  Th. w 4 Gesagten beginnen die fundamentalen Substitutionen 
I) und I I )  ftir die gegenwiirtigen Fundamentalsystemen wie fo]gt; wenn mit x ,  x', ~, ~' die 

Vielfaehheiten in a ,  b bezeichnet werden: 

m - - I  
~ ' ~  m~. - - x - - a  x x~- -a . ,  ~2- - ' " ,  ll'--~- roll - - ( m -  I ) ~ - - 2 a  I ~ - - 2 a  x ~ . . . ,  

2 

- -  - -  ; g l - - a ~  ~ 2 - - " ' ~  ~ ' ~  ~ -  I t ~ - -  3 

2 2 2 

! p 

xl----- 2b tn  - -  b~x - - a ~ t x ~ - - a ~ , z 2 - - . . . ,  ~ =  b~n - -  b t~ - a ~ l " ~ - -  a~2~2-. . .  , 

p 
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m - - 1  m - - 1  Theorem XXXVIIL Die typischen Characteristiken mit (al bx ) sind 
b, ) mit den 48 isolirter~ 48 isolirte, welche dutch Verbindung von (a'; '-~ m-~ 

Typen B ~ ; . .  . , X~ der Ebene erhalten werden und die Classen \a~ "-~ ~.~m-:~, 

~ sind Corollar I. Die Characteristiken (a'~'-~bT-~), b.~ in . . .  (b~) h~ = a~ 

periodisch far  alle Werte yon h~ und der Index ist das kleinste Mul t ip lum 
aller Zahlen h~ + I. 

Corollar I L  Wenn Ch._~ aquimult ipel  ist, so hat Ch. nu t  die anallag- 
matischen Singularitatencomplexe n, n - -  3s, s , . .  s. ~ und n, n - -  3g, ~,. . .  ~- 

Obzwar ftir das Typenproblem nieht erforderlich9 mSgen fiber die Fundamental- 
systeme des w 3 noch folgende Theoreme mitgetheilt sein: 

Theorem XXXVIII'. Ist  A die char. Function der fundamenlalen linearen Sub-  

stit~ttion fii, r d i e  aus den xt . . . . .  93~ gebildete ebeue Characteristik Ch~_~, A ~  die I. 

Unterdeterminante, so ist die char. Functiou /7~r b, in ai~ Cho-i (oder x' in x ,  Cho-t): 

- -  ( p - -  ~)(,X(I + 2p) + / X . ( p  ~ + I + p)). 

Es sind die fundamentaleu Substitutionen vorbereitet zur Bereehnung yon /9 diese: ~ 

- -  gJ 

2 

r - -  3 

2 

- -  ( t 1 9 3 t  - -  a 2 9 3 2  - -  " " " 

- -  ( ' 1 9 3 t  - -  a 2 ~ 2  - -  �9 �9 �9 

~ O ~  ~--- 93 '  

,OX~ ~ 2 b  1 ]~ - -  b l x  - -  a l t x t - -  a 1 2 9 3 2 - -  �9 �9 �9 

woraus durch einfache Umformung der obige Werth entsteht. 

Theorem XXXVIII". Die Characteristiken b 1 in a 1 , Ch~-2, we Ch~-2 einer der 484 
Typen aus der Ebene ist, sind aperiodisch, sobald, die Gesammt~ahl der Punkte ~ 7 ist. 

Ich beweise ni~mlieh~ dass nicht invariante Curven jedes Geschlechtes p d:~ sind. 
Das Maximalgeschlecht der invarianten Curve n ,  n - - 3 ~ . . .  ~ ist niimlich 

( n - - 2 )  ~ ( a _ _ 2 ) ~ ( ~ - -  I) 2 ( n - - 3 ~ ) ( n - -  3 ~ - -  I) = ~ 3n~ + 2 ( I6  + a)g~ + I4n~ + 4~" 
4 2 2 4 

und es muss 5 ~ >  1 t >  3~ sein~ sodass die Einsetzung des gtinstigsten Werthes 1l = 35- 
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m--1 m--l" b?- - I  m--1 
w 4. D i e  Charac t e r i .~ t i l c e~  vo,~ ~ , a~. ; , b., . 

Theorem XXXlX. Die Characteristiken (a~ b2) , (a 2 b~) , bz in . . . .  ~ = a~a 

kSnnen in der Ordnu~9 reducirt  werde~i, u,e~m nicht aye iz ~ - i  s in& 

DiG entsprechende Transposition far  (a~b~), (a2, b ~ ) , . . ,  ist m0glieh 
zufolge Theorem XXXVII .  und ~indert sich aber nicht dureh die Ver- 
tausehung yon ax , a 2 .  

Theorem XL. Die Characteristik (a~ b~) , (a2b~) , b~ in . . .  b~ = a~ hat 

den I ~ d e x  e N ,  we N das kleinste 2tIultq)lum aller Zahlen It i A r- I. 

Denn Collineation tr i t t  nach 2N Anwendungen ein wegen XXXVIII .  
und das involutorisehe Paar  a~ ,a~  ist verschwunden. 

Theorem XLI. Die Characteristiken (a I bx) , b 2 i~ a2, (a,b~) sind aperiodisch 

m >  I7, (a1 1), i,, i ,  a,, ' " > 5 .  

Denn der bezflgliche Satz ist Preissehrift IV. w 7 XII. bewiesen und 
wie in der Th. der cub. Transf. gilt, dass wenn C h ( a ~ , . . . ; b 2 , . . . )  re- 
duetibel ist, aueh (a, b l ) C h ( a 2 , . . .  , b 2 , . . . )  reduetibel ist. 

Fa r  m----- 5 sind periodisch die den cubischen ebenen Characteristiken 
mit (a~b), (abl) entsprechenden, far  m = 7 nur  (a~b~), i =  3, . - . ,  8 und 
(a~bi), i =  3 , - - . ,  7, bs in as. 

- - 3 ~  ~ + 4 ~ - - 4  weleher liefert - - ( 2 a ~  I3),3 ~ + 4~ + 4 also filr rr = 8 den Wer th  
4 4 

nur ftir ~-----I den Wer th  I annimmt. 

Es sind also nut zu untersuehen I. die eubisehen Transformationen b~ in aa 2. die 

Transformationen 5. Ordnung~ welche aber ebenfalls eigentlieh unter die Fundamentalsysteme 

des w 4 gehOrt. 

Die tibrigen 0haraeterls t ikea des Fundamentalsystemes a ~-1 k0nnen dadureh erhalten 

werden~ dass in einer ebenen Charaeteristik eine Coineidenz (axfl)) in zwei Theile ge- 

spa l t en  wird dureh Einftiguug der beiden Punkte a~ b, namlieh in (a~b), (aflj). Die 

liaearen Substitutionen I I )  lehren dann, dass I I - -3~- - -~  ~, also 11 = 4 ~  ~ = ~ sein muss; 

die Oharacteristik ist tiquimultipel~ wenn d~e ebene Characteristik es war. Es k0nnen also 

nut  die ebenen Charaeteristiken mit {5 Punkten rliumliehe periodisehe Ch. liefern. 

Maeht man aber diesen Ersetzungsproeess an einev nieht typisehen Characteristik~ 

so kann dennoch die r~tumliche Characteristik typisch werden. 
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Theorem XLIL Die Characlerisgiken 51 in al, b= in a~, (aibi) sind 
a,veriodisch fiir m > 3, doch (alb.~) , t h in b[ in  a~, (aib~) ; (% b=), bl in a=, 
(a~bi) far m > 5. 

Aus  den  l inea ren  S u b s t i t u t i o n e n  ~ f o l g t  f~tr d a s  Gesch lech t  de r  in- 

v a r i a n t e n  C u r v e n ,  wenn  man  

y o n  a 1 bezeichnet ,  

4 2 

m i t  a die A n z a h l  de r  P u n k t e  im Cyclus  

0"[(11--2) ~ (lt-- 2)(2~-- ')]  
2 4 2 

wo g .die V i e l f a c h h e i t  in  den  (a~b~) ist;  w i r d  n u n  das  M a x i m u m  dieses 

W e r t h e s  b e s t i m m t ,  so e r g i b t  sieh," dass es f a r  die W e r t h e  m des Theo remes  

n i e h t  > I w e r d e n  kann .  

Theorem XLIII. Die Charaete,'istike,a (a~ba)(Gb~)(a~b=)(%b4)(a~b~) und 
(a, ba)(aab=)(a=b~)(a4b,) sind aquimultipel un(l daher al)eriodisch far m > 5. 

F o r  die I. z. B. ha t  m a n  

o =  z ~ n  2 g 2 tj 2g~ g~ . . . ,  

m -  I m -  I m . . . .  3 

2 2 2 

woraus  g ----- l~ = g~ = g2 = ~" Ebenso  f l i t  die 2. Charac te r i s t ik .  

Die fundamentalen linearen Substitutionen I)  und I I )  fiir die Fundamentalsysteme 

des {} 4 beginnen: 
~,~7, - -  I ~7~ - -  I 

Tt , '  ~ g/ ' t?7,  - -  2,3 
2 2 

2 2 
; ~ '  ~ - -  ( m  - -  I ) ~  

y '  = ( ' r ~  - - -  I ) ; ~ -  
2 

- -  Y - -  ['~1 ~ -  '~2, - -  ' " " 

- -  ~ - -  ~g l  - -  '5~2 - -  " " " 

~ n - -  3 y _ _  5 - -  :<'. - - "  " " '  
2 

I I )  

11 '  ~ ' ~ ) t l l  

~ t - -  I 
~ '  - -  

2 

~'~'/, - -  I 

2 

m - -  3 m ~ I 
n r O- -  ~ - -  ~ 2 - - " ' ,  

2 2 

~ - -  I . ~  ~ I n ~ ~ - -  ~ - -  L , - - ' ' "  
.2 2 
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Theorem XLIV. lVenn in einer Characteristik rail lauter Coi~widenzen die 
Punkte a~bl,a~b ~ in zwei 6'yelen mit mindestens einer Ordnung > 2 oder 
in einen Qlclus > 4 eintreten, so ist dieselbe reductibel auf niederen Grad. 

Die Transposition (a~b~%b.2) 3 leistet dies jedesmal. Ist ein Cyelus 
yon der Ordnung 3, so entsteht in der neuen Charaeterstik b~ in b; in al 
.,nit (b~aa)(ba%), was aperiodiseh ist far  m > 3, oder wenn ein Cyelus mit 
Ordnung > 3 vorkommt, b~ in %, b; in (q, wo i aueh 3 sein kann. 
Aueh  diese Charaeteristik ist aperiodiseh %r  m > 3. Indem man (lies 
t'tbrigens nur for i = 3 voraussetzt (direct beweist), kann man successive 
die Ordnung des Cyelus yon 4 auf 5 , 6  . . . .  erh0hen und muss bei 
jedem einzelnen Sehritte beweisen, dass far die betreffend.e Ordnung 'des  
Cyelus die nieht erweiterte Charaeteristik aperiodiseh ist far m > 5, die 
wie zuletzt erweiterte - - .b , ,  in %, b~ in % ~ aperiodiseh ist sehon far  
m > 3 -  Hiemit  wird vereint, dass die Erweiterungen aperiodiseher Cha- 
raeteristiken es a f0rtiori sind und (lass Charaeteristiken mit (a,.bk) stag 
(agb~) als letztem Theile selben Index wie diese haben. So kommt das 

fl llgemeine 

Theorem XLV. Fiir m > 5 sind ulle Uharacteristiken dieses J,'undamen- 
hdsystemes aperiodisch mit A.usnahme der Characteristiken (a~b.~)(a:b~) oder 
( a l b l )  . . .  , welche im Tyl)entheore,me auf/re/em 

w 5. D ie  p e r i o d i s c h e n  Charac te r i s t i ke~  m i t  6 , 7  P a n k t e n .  

Es sind die 9 Fundamentalsysteme aus Th. LXX. der Reihe naeh 
z u  untersuehen. Die eubisehe Transformation habe ieh im A m e r i c a n  
J o u r n a l  Bd. 19 (Theorie der periodischen cubischen Transformationen, Cap. 
II) erledigt; ieh gelange also zu 

II. Q,~ 4 4 2 ~ ~ ~ = (blb, b3b4b~b6) �9 

Als nicht reductibel auf Qa erweisen sich die folgenden Charac- 

teristiken: I. b~ in (q, (%ba), (aab~), ((qb4), (a~b~) , (a~b~), 2. b 1 in a~, 
(%ha) , (a3b,) , ((qb~), (%64) , (aGb~) , 3. b, in a~, (alb~), (a~b~), 4. (tqa~), 
(a~ba), (%b~), (a4b,) , (a,b~), (%66) , 5. (b ,%),  (a,b~), b 2 i n  aa , (a,b,) ,  (%b~), 
(%66) , 6. b 1 in % , (a,b~), (%62) , (a, b4), (%b~), (a6b~), 7. (a, bs), (a3b~), 
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( aA)  , (~A)  , (~A)  , (~A),  8. (~,t~) , ( a A ) ,  ( a A ) ,  ( aA)  , (aA)  , be ~,~ ~o, 
9. (a~b.~) , b I in a3 , (a~b4) , (a~b~) , (a~b~), (aGt6) , IO. (b,a~) , (a~b~) , (a~b~), 

(~A), (aoto), to i. ~o, ~ .  (~lb~), (aA), (aA), (~A), (~A), (~A), 
][ 2 .  (alb3) , (a4tl) , (a264) , b 2 in a3, (a~bO, (a6bo) , I3. (a~t3), (a3b2), (a~b,), 
(~.t,), ( .A),  to in .o .  

Theorem XLVI. Die Charaeteristiken n. 7 ,  I i haben die Indices 4 , 4  

und sind typisch. 

Die T ~ sind resp. (2 ,4 ,4 ,2 ,2 ,2)% ( 2 , 2 , 2 , 2 , 4 , 4 )  ~, (4 ,2 ,2 ,4 ,2 ,2 )  5, (.)~, 
und ( 2 , 4 , 2 , 4 , 2 , 2 ) 5 , ( 2 , 2 , 2 , 2 , 4 , 4 ) ~ , ( 4 , 2 , 4 , 2 , 2 , 2 ) ~ , ( . )  1, de,, ty- 
pischen Character beweisen die Transpositionen. 

Theorem XLVlI. Die Oharacteristiken i. 2. 4. 6. 12. sind 5quivalent 

mit Charaeteristiken des w 3. 

(a~a3a~a~) 3 liefert jeweilen in dem neuen Raume (A~B~) gemi~ss w 3. 

Theorem XLVIIL n. 3. ist reductibel au f  6 Pttnkte. 

Denn die Ebene albla 2 ist invariant und wird mit (__)3 i~ber alb~a~z 

transponirt, so wird z in dem neuen Raume invariant. 

Theorem XLIX. Die Characleristiken n. I o. und 5. sind ~'quivalent und 

vom Index io. 

Die T ~ sind f~'~r n. 5: ( 4 , 2 , 4 , . , 2 , 2 , 2 ) % ( 4 , 4 , 6 , 4 , 2 , 2 , 2 )  7, 
(6 ,  2 ,  6 ,  6 ,  4 ,  4 , 4 ) 9 , ( 4 , 4 ,  8 ,  6 ,  6 ,  6 ,  6 ) u , ( 8 , 8 , 8 , 8 , 8 , 8 )  1~, 
( 4 , 6 , 4 , 8 , 6 , 6 , 6 )  u ,  ( 4 , 4 , 2 , 4 , 6 , 6 , 6 )  9, ( 2 , 6 , 2 , 6 , 4 , 4 , 4 )  7, 

( 4 , 4 , - , 2 , 2 ,  2 ,  2) 3 , ( . ) ' .  

L. n. 8. u'nd n. I3. sind veto Index 8. und typisch. ~. 9. 

n. 8. 

Theorem 

ist ~quivalent 

Die T i far  n. 8. sind: ( 2 , 4 ,  2 , 4 , 2 , 2 ,  .)% ( 2 , 4 , 2 , 4 , 4 , 6 , 2 )  7 , 
( 6 , 8 , 6 , 8 , 6 , 8 , 6 )  '3, ( 6 , 6 , 6 , 6 , 8 , 8 , 8 ) ' 3 , ( 8 , 6 , 8 , 6 , 6 , 6 , 8 )  13 

( 4 , 2 , 4 ,  2 , 4 ,  2 , 6 )  7 , (4, 2 , 4 , 2 , 2 , - , 2 )  5 ,(.)~. - - (a~a2a,  aD 3 reducirt  n. 

9. auf n. 8. 

1 D ie  B e w e i s e  siud jedesmal  nach meiaer Theorie 0rel les  Journal  Bd. II4 zu 

vervollstiindigen. 
Aeta mathematica. 21. Imprim~ le 17 jtdn 1897. 7 
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Die typischen Caracteristiken der  Ordnung 

(a, b3) , (a~b,), (a, b2) , (a,b,), (a,b.), (a666) 

(a, bs) , (a3b,) , (a,b,), (a,b,), (aab,), (aGb~) 

(a, b3),(a3b,) , (a, b2),(a~b,),(a~b~) , b~ in 

(~,b~), (a~b~), ( 'U',) ,  (a / , , ) ,  (~,b0), b0 in 

(a~b.~), (a.~b~), (%b~), (a,b,), (asb,), b~ in 

5 sind also.: 

Index 4, 

)~ 4, 

a~ )) 8 ,  

a~ )) 8, 

a~ )) I O. 

III. O 7 ----- (f~ d'~ d I d~ b~ b~ b~) 7. 

(fd~ d~ d~) 3 liefert (f,2 di~ d~2 d;2) 3 und reducirt also alle Characteristiken 

mit (ff')(d~d'~) oder (d~f')(fd',). 
(fd~ d~ b:) 3 liefert (f,4 dl ~,.~z'~ ~'~ bi ~ b;~) ~, reducirt also die iibrigen mit  

Ausnahme yon 

~. ( d l f ' ) ,  (fb'2), (4b;),  (d3bi), (b,d~), (b~d'8), (b~d;), 

2, (b I f ' ) ,  ( fbi) ,  (d, b'~), (d, d;), (d, b;), (b~ d'~), (b~ d;). 

Theorem LI. n. i. ist vom Index 6 und typisch, n. 2. vom Index 4 
und typisch. 

Die T ~ yon n. i. sind: ( 6 , 2 , 2 , 2 , 4 , 4 , 4 )  7 , ( 6 , 4 , 4 , 8 , 6 , 6 , 6 )  11 , 
( 4 , 4 , 8 , 6 , 6 , 6 , 6 ) " , ( 4 , 8 , 6 , 4 , 6 , 6 , 6 ) " , ( 4 , 6 , 4 , 4 , 2 , 2 , 2 ) 7 , ( . )  '. Die 
T ' yon n. 2. sind ( 6 , 2 , 2 , 4 , 2 , 4 , 4 )  7, (8,6,8,6,6,6,8) '3, ( 2 , 6 , 4 , 4 , 4 , 2 , 2 )  7, (.)'. 

i v .  r = ( d l . . .  d~) 7. 

(did, d~d,~) ~ reducirt  stets mi t  Ausnahme yon 

n . I .  (d,d'), i =  I . . . 6 ,  

n. 2. (d,d~),d~ in d~, i =  I . . . 5 .  

Theorem LII. n. 2. ist yore Index 6 und typisch. 

Die T' sind (4, 4 , 4 , 4 , 4 , 4 , . )  7, ( 4 , 4 , 4 , 4 , 4 , 8 , 4 )  9, ( 8 , 8 , 8 , 8 , 8 , 8 , 8 )  1~, 

( 4 , 4 , 4 , 4 , 4 , 4 , 8 )  9 , ( 4 , 4 , 4 , 4 , 4 , . , 4 )  7, (.)L 
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v .  r = (h ' d ~ . . .  d,')'. 

(hdld~d~) 3 liefert (h'~d;4d'2~d'3~d'4'd'~d'e') ~, redueirt also, wenn (d~h'), 
(hd;) ,  (d~d~), (d.~d;) stattfindet, was immer eintritt. 

6 6 6 4 4 3 2 9 VI. Q9 _-- ( f f ~ f a d a d 2 d a b )  . 

(f~f2fsd~) 3 l iefert  (d~d'3~f;~f'::f'3~d'~2) ~ und  redue i r t  daher  stets, wie 
eine Discussion der Coincidenzen beweist. 

8 6 6 6 6 4 4 t l  VII.  Q u =  (h f l f 2 f 3 f ,  dad~) . 

(hfaf~f3) 8 l iefert  (h'gfi4f~4f'34f'~di~d;~) ~ reduci r t  also stets, da aueh im 
Fa l le  (hd~),  (d~h') stets (hf~f~f~) 3 so gewghl t  werden  kann,  dass zwei f,4 
eintreten. 

VIII .  @3 (b8 ~8 ~.8 f 6  r 6  ~r ['6~13 
= \ '~1  "~2 "~3 l a  1 2 1 3 1 4 ]  * 

(h a h,~ h~ fa) ~ l iefert  (h'a 6 h~ e h3 e f'l ~ f~4 f'a~ f~)9, reduc i r t  stets. 

IX. Q~ ----- (h~ h~ hS3 h4 s h~ s h~ hTS) t". 

(hah~h3h4) 3 reduc i r t  stets mi t  A u s n a h m e  von (hih~), i = I , . . . ,  7. 

Indem diese ]~esultate zusammengesetz t  und  in  das Theorem XXII I .  

eingefflhrt  werden,  ents teht  das H a u p t t h e o r e m :  

Theorem LIII. Alle periodischen Characteristiken yon Fundamenta l -  
systemen ohne Fundamenta lcurven  I. A r t  s ind birational (iquivalent entweder: 

I. einer homographisehen  Ver t ausehung  un te r  einer Anzah l  Punkten .  
2. einer  Character is t ik  mit  (a"-lb "-~) und typischem ternaren  Reste. 

,-~ .-1 bl in b i = a i. 3. einer  Characterisf ik mi t  (a~ b2 ) ,  ~(t~"-aa2"-a~/, . . .  h, 

3. O r d n u n g  Index  4. 4. (a~b2),(%b~),(a~b4),(a4b~), 
5. (a~b2),(a=b3),(a3b4), b 1 in a, ,  3. )) )~ 6. 
6. (a~b2),(%b3),(%b4) , b~ in b't in a4, 3. )) )) I 0 .  

7. (a~b~),(a2b~),(a3b4), b~ in b'~ in b'~' in a4, 3. )) )) I8. 

8. (a~b,),(a, b3) , 6 4 in a3, b~ in a v 3. )~ )) 8. 
9. (aab,),(a, b3), b~ in as, b~ in b~ in a~, 3. )) )) x4. 

xo. (alb2), b 3 in a~, b 4 in as, b t i n  a4, 3. )) )) 3 ~ 
I i. (aab3),(a, bl) ,(a4b,) ,(%b4),(%b6),(a6be) , 5. )) )) 4. 



52 S. Kantor. 

12. (alb.~) , (a3b~),(a,b, ) , (a ,  bl),(asba),(a6bG) , 

I3 .  ( a l b ~ ) , ( a J h ) , ( a 2 b , ) , ( a ,  b2),(%b~) , b G in aG, 5. )) )) 8. 
I4. (axb3) , (a . jb , ) , (a ,b , ) , (a ,b~) . (a ,b , )  , b 6 in a6, 5. )) ,, S. 
x5. (a~b3),(a3b2),(a~b~),(a,  b4),(a~b~) , b~ in aG, 5. ~) )) io. 
1 6 .  (4d:) ,  i : I , . . . ,  6, 7- )) )) 2. 
1 7 . (didO), d 6 in aG, i =  I , . . . , 5 ,  7. )) )) 6. 
i8. (dmf') , ( fb ' .2) ,(d~b;) ,(d3b;) ,(b,d;) , (b2d'~),(b3d;) ,  7. ') )) 6. 

19. (b,f'),(fb'l),(d,b'3),(do.d'~),(d3b'2),(b2d'3),(b3d'~), 7. )) )) 4. 

20. (f~/~), i = i , . . . ,  7, I5. )> )) 2. 

5. Ordnung Index 4. 

I l L  T H E I I , .  

Die per iodischen  Trans format ionen .  Construct ion der Typen.  

w 1. .Reduction a u f  die Typen. 

In den III ersten Beweisen des II. Theiles w 2. kann die Reihenfolge 
der Theoreme auch fi'tr wirklich existirende Transformationen ausgesprochen 
werden. Insbesondere gilt die Existenz des invarianten ~-xv~-Systemes ra- 
tionaler oder elliptischer Curven. UTher die Theoreme der Aquivalenz 
letzterer ist jedoch dieselbe Einschri~nkung zu inachen, von welcher ich 
noch in umfangreicherer Geltung zu sprechen haben werde, dass sie n~m- 
lich beim l~bergange vom Arithmetischen zmn Algebraischen nur insofern 
gelten, als die 4 h(~chsten Fundamentalpunkte, welche zur Verlninderung 
der Ordnung nSthig sind, thatsachlich von den fibrigen trennbare sind, 
also gewiss wohl dann, wenn t'lberhaupt alle Pankte rational bekannt sind. 

Indessen kann auf folgende Weise die allgemeine Giltigkeit des Aqui- 
valenztheoremes far die Transformationen erschlossen werden. Wenn in 
einer existirenden periodischen Transformation mehrere Punkte der Cha- 
racteristik gemeinsam durch eine algebraische Gleichung gegeben sein 
sollen, so mt~ssen diese Punkte sicherlich far die Characteristik diese|be 
Bedeutung haben. Ich behaupte: 
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Lemma. Wie immer man einen der 19 Typen des III. Theiles 
dutch eine Transposition fibertri~gt, es werden stets in der erhaltenen 
Transformation die zur Transposition nsthigen Punkte sich so gegen die 
Charaeteristik verhalten, dass sic in I~olge dessen yon den iibrigen rational 
trennbar sein mfissen. 

Der ausfi~hrliche Beweis dieser Angabe wird gefiihrt, indem man 
die t9 Typen Q einzeln durehgeht und auf jeden die algebraische Trans- 
position / '  anwendet mit Beriicksichtigung der wesentlich verschiedenen 
Lagen, welche die Fundamentalpunkte yon P zu der Characteristik Q 
haben ksnnen. Auf Grund des Lemmas kann nun ausgesprochen werden: 

T h e o r e m  I. Alle periodischen Transformationen ohne Fundamentalcurven 
I. Art  sind dquivalent entweder: 

i. einer Collineation. 
2. einer Transformation mit (a"-~b "-~) nebst einer Characteristik der 

a~, bi, welche zu den 2 7 construirbaren ebenen Typen geh6rt (Cr. J o u r n a l  
Bd. Ii4). 

3. einer Transformation mit (a,"-' b~n-l), ka2( "-~ ~2~"-~j, bl in . .. b~ ~ a~ . 
4. einer Transformation mit (a~ -~ b~-') , (a~ -~ b~-~), b~ in . .. b~ == a~. 
5. einer Transformation mit weniger als 8 _Fundamentalpunkten. 

w 2. D r e i  Cons truc t ionsmethoden.  D i e  T r a n s f o r m a t i o n e n  m i t  
(a,-I b,-1). 

I. Wenn eine abbildbare Flache durch Q invariant ist, a so erhalt sie 
eine Verwandlung ihrer Punkte unter sich aufgeprltgt, deren Abbildung 
auf dig Ebene aus der Natur von Q bestimmbar ist. Umgekehrt liefert 
diese a priori construirte Transformation in der Ebene die Verwandtschaft 
in der Flache und diese bestimmt die Raumtransformation Q. In dieser 
Art sollen hauptsachlich dig M~ und die M~ mit a "-~ angewendet werden. 

Auf Grund des in meiner Abiiandlung (iber die cubische Recipro- 
kaltransformation 2 gcgcbenen Theoremes kann ich aussprechen: 

i Dies ist meine in den Aeta Mathcmatica~ Bd. 19 angewcndete Methode aus 

Comptes Rendus 1885, 5 jauvier. 
Am. Journ. of Math. XIX. 
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Theorem II. Die Theorie der gegenwdrtigen Characteristiken ist auch 
in Hinsicht auf Aquivalenz identisch mit der Theorie jener ebenen Ch, arac- 
teristiken 5. Ordnung, welche zwei Paare _Vundamentallmnkte (el e;)(e: e~) oder 
(e, e'2)(e: e;) gemeinsam coincident haben, und der aus diesen zusammengesetzten. 

Ich denke mir namlich durch die s~mmtlichcn # (auch > 9)Punkte  
der Characteristik cine Fli~che 2. Ordnung gehend, wclche in sich trans- 
formirt wird und kann dann die Projection der in M~ entstehenden Ver- 
wandlung aus einem Punkte vornehmen. 

2. Die Parameterdarstellung dcr dutch Q invarianten Curven ~ bictet 
eine 2. Methode. Um die Anwendung FuctIS'schcr Functionen oder auch 
die yon CLEBSCH der Raumcurve adjungirten Integrale zu vermeiden, bc- 
ziehe man M~' eindeutig auf cinc ebene Curve C,,,. Die Reihe j3  auf 
M~, in welcher die R 2 des R 3 schneiden, gibt als Bild eine I~eihe j3  auf 
C , , .  Wenn es nun msglich ist, eine Matrix 

m , a I ) . . . ) aa) 

- -  ( ~ 1  :~ a l l  ) �9 " �9 Y ala,  

- -  6 1 1  ) a a l  ) . . . )  t ~ a  

eines Fundamentalsystemes von oben I. TheiI zu finden, durch welches 
M~ in sich transformirt wird, so sei I ~ ' ) A - . . . - f - I ~ " ) _  = K~ (i = ~ , . . . , p )  
das AnEL'sche Theorem f~'tr eine Gruppe yon J~ auf Cn, und also --Ki die 
rechte Seite des Schnittpunkttheorems fi',r cine Gruppe, die Bild einer 
Schnittcs yon M~' mit M~' ist, ferner A~ ~ . . . ,  A~ ) die IntcgralsumIncn 
in den Punkt ai-tupeln, wclche beztiglich den # resp. a ' ~ , . . . ,  a~, . . . ,a '~-  
fachcn Punkten von M~ auf C,,, entsprechen. Dann li~sst sich yon Con- 
grucnz 3) auf p. r39 dcr Acta  Math. Bd. 19 an die dortige Rechnung 
genau hiehcr iibcrtragen und fiihrt zu pa Congruenzen unter den pa 
Grossen A, wie 1. c. 6). Auch die Rcchnung auf p. I41 ist fibcrtragbar 

' Auch schon ftir die Fliichen konnte statt der geometrischan Abbildung die Para- 

meterberechnung fiir die Transformation verwendet werden, sogar file Fliichen p > o; 

doch ist wenigstens ftir n > 3die Parametcrdarstellung dcr /l/~ noch zu wenig vorge- 

schritten. 
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und liefert eine Relation unter den Wurzeln der WEBER'schen Gleichung 
ftir principale Transformation der ~9 und meiner Determinante A . 

3. Besonders wiehtig sind auch hier die Berechnungen von Characteri- 
stiken, welche eine M~ mit Spitze und Schnittpunkttheorem ux + ... + u ~ =  o 
in sich transformiren oder eine M~ mit p =  i. Der Calcul ist wenig yo n  
Ac ta  Math .  Bd. 19, p. 135- - I37  verschieden und liefert insbesondere: 

Theorem UI. Die Determinante, welche aber die Existenz einer Charac- 
teristik des I I .  1'belles auf  M~ mit Spitze entscheidet, ist his auf  einen ffactor 
x - - i  proportional der Determinante far die fundamentale Substitution der 
Characteristik. Wenn eine .M41 mit Spitze invariant ist, trdgt sie denselben 
Index wie der Index der ganzen r?iumlichen Transformation. 

4. Es sollen nun die Transformationen mit (ab) n-1 behandelt werden. 

Theorem IV. lVenn eine isolirte tytdsche Characteristik aus 1I. Th. 
L I I L  n. i existirt, entMilt sie stets eine invariante M~, die nicht zerfdllt. 

M~ kSnnte nur in zwei Ebenen durch (a b) zerfallen, aber keiner der 
2 7 ebenen Typen gestattet ein invariantes Geradenpaar. ~ ist beziiglich 

7 , 8 , 9 .  
Die Geraden durch (ab) werden unter einander, und also die beiden 

Erzeugenden der M~ dutch O in sich transformirt oder vertauscht. Daher 
kann wie folgt endgiltig construirt werden: Dutch zwei Doppelpunkte 
f~f~ oder ein Paar involutorischer Punkte i~i 2 eines ebenen Typus ziehe 
man M~ und projieire aus dem Sehnittpunkte O zweier Erzeugenden 
durch flf2 oder i l i  2 den Typus auf M~, dann entsteht dort die Charac- 
teristik des raumlichen Typus 3., 5. bis 33. Ordnung und mit 0 als (alb~). 

Wie in w IO des Cap. II .  meiner Abhandlung aus dem Am. Journ .  1 
folgt nun, dass ftir die 7-punktigen Typen Q der Index des M~-:Netzes 
derjenige Index ist, mit welchem die involutorischen Paare der XLIII~, 
welche fiber Q und einem seiner Doppelpunkte construirt ist, dutch Q 
unter einander transformirt werden. Ferner habe ich dort die Varieti~ten 
ffir die Transformationen 3. Ordnung bereits gegeben. 

t Am. Journ. of Math. I807: Theorie der periodischen cubischen Transforma- 
tionen im R s. 
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Theorem V. Far  (a, b,), F 6 und (aa b,) , A gibt es 3 ,2  Varietaten, far 
(a ,b~) ,F 'd  (a,b,),I~'~': (aab2) ,E , ;  ( a ,b , ) , 02 ;  (albl),  ]llO; (a lb , ) , . l l2  ; 
(a, b l ) , A 8 ;  (a ,b , ) ,E~;  (a,b,) ,E'~; (a,b,) ,E'~';  (%ba) ,Z~;  (aab,) ,H~;  
( a , b , ) , t l '  G ( a , b ~ ) , I , ;  (aaba),N3; ( a , b , ) , Z 2 ; r e s  p. 6 ,  6 , 4 ,  5 , 4 ,  5 ,  5, 
5 ,  5 , 4 , 5 , 3 , 4 ,  3 , 4  Varietaten. 

Diese hangen von dem Vorhandensein des f~f~- oder ili2-Paares im 
ebenen Typu,~ ab und t~ber ihre M~ wird aus den in der Preisschrift 
besehriebenen invarianten C 3 heraus entschieden. ~ 

Theorem VI. A u f  einer Curve M~ mit Spitze, far welehe Xu----a~ das 
Schnittpunkttheorem, hat man nut die fiir eine ebene C~ in A c t a  Math .  
Bd. I9, p. I36 berechneten Parameter der b~ , ..., b~ mit (a~ b~) zu verbinden, 
um die Characteristik im R 3 zu haben. 

Hierbei ist (a~ b~) aus den Gleichungen 

D 
- - 4 ~ + ( m - - 1 ) a ,  + . . . + a . b .  = m a , ,  

D t C) r a - - I  B q" m - - ~  a 1 q- . ' q- al.b,~- al, 2 

zu berechnen, wo die fiir die Fundamentalflrmhe von a l . . .  a. geltenden 
nicht aufgeschrieben sind. Die letzten er dieser GIeichungen stimmen abet 
im Wesen mit den fiir (tie Ebene geltenden fibercin. 

Dasselbe Theorem gilt fi'tr eine invariante Curve M~p---~ i, wenn 
auf derselben als Schnittpunkttheorem 2.'u ~ a~ genommen wird. 

5. Die 3. Methode wird im V. Theile w167 4, 5, 6 angewendet werden. 

w 3. D l e  t yp t sehen  T r a n s f o r m a t i o n e n  m i t  (aT -~ bT-~), (a~ -a b~ ~-~) 

o d e r  (a'~-' bZ-') , (aZ -~ b'~-'). 

Theorem VII. Jede Transformation (a, bl) , (a2b~) , b~ in . . .  b~ = a~ 
( i x  3 , . . . , m - - i )  ist mit einer als invariant vorausgesetzten M~ construirbar. 

t Of. wegen der Typenbenennung Cr. J o u r n a l ~  Bd. I I 4. 
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Denn indem man die erste Methode des vorigen Paragraphen an- 
wendet, kann man immer zwei Doppelpunkte f~f2 in der Ebene finden, 
welche mit (a~b~) daselbst nieht alineirt sin& Construirt man fiber ihnen 
die M],  so erhalt man die Transformation. 

Wenn h----I, gibt es eine 2. Varietgt. Man kann dann ein mit 
(as') night alineirtes Paar i~i 2 in der Ebene finden, fiber diesem die Er- 
zeugenden yon M] errichten und construiren. 

Theorem VIII. Jede Transformation aus VI I .  ist auch mit einer als 
invariant vorausgesetzten M~ mit Spit~e construirbar. 

Ich habe Preissehrift IV, w 7, bewiesen, class jede Jo~quI~R~,S'sche 
Transformation (ab) mit invarianter C] construirbar ist; hienach kann VI. 
angewendet werden. 

Theorem IX. Die Transformationen (albl) , (a262) , (aab~), b~ i n . . .  b~---- al 
(i ~ 4 ,  . . . ,  m -{- T) sind nur mit einer invarianten M~ construirbar, welche 
ein Kegel ist, wenn h > i. 

Denn in der ebenen Transformation kann man ftir h > I weder ill 2 
noch ein Paar flf2 finden ohne Alineation mit (ab), well aa 3 schon Gin 
Doppelstral ist. Auf  dem 2. Doppelstrale wird es einen Doppelpunkt 
geben, der mit seinem seitlichen, unendlieh nahen Doppelpunkte als f~f~ 
genommen werden kann. 

Ftir h = I gibt es eine Varietlit mit Hyperboloid, wo die Erzeugenden 
dutch (a~bl) involutorisch vertauscht werden. Ftir die M] gilt VIII. 
such hier. ~ 

Theorem X. Die allgemeinste Form der Transformationen (alb,) , (a262) 
kann mittelst einer invarianten M~(a~-lb~ -1) construirt werden. 

Denn xl ~- n - -  i, x~ ----- n ~  x, x 8 ----- i , . . . ,  x~ ~ i i s t  anallagmatisch 
und in dem linearen Systeme aller solcher M2, " welche a~ -~ , a2 .-1 und 
alle Punkte der Characteris~ik enthalten, wird es stets eine invariante 
M~ geben, welche nicht zerfrqlt. Dann wird w ie  ffir M~ construirt. 
Eine Gerade der Ebene wird yon a I aus in eine M~a~ -1 projicirt, diese 

~Die Transformation (a~b~), (a~b2) existirt, wenn (asbs), (a4b~) vorhanden and 
~> 3~ nicht mit iavariaater M~. 

Aota m~hem~a~. 21. Imprim6 le 17 juin 1897. 8 
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in dine M~ "-('-~x"-~) durch a~ ~ +,-1 verwandelt und diese von a~ her- 
abprojicirt. Hieraus: Man eonstruire in der Ebene die Transformation 
Q = ( a b ) , . . . ,  nehme in einer Geraden fiber (aa') zwei Punkte a]a~ als 
n -  I-fache Punkte einer M~ und sorge daffir, dass die Geraden der- 
selben, welche yon (a~bl) ausgehen, die Ebene in einem oder mehreren 
Cyclen der Transformation schneiden. Dana liefert die Q projieirt auf 
Mg eine Verwandlung, welehe die Raumtransformation vollkommen be- 
stimmt. 

Theorem XI. Die Transformation (a~b2) , (a~b~), b~ in . . .  b~=a~ sowie 
(a~b~), (a2bl) , b~ in . . .  b~----as ( i - - - -4 ,  . . . ,  a), (asb,) existirt stets mit einer 
invarianten My.  

Beweis wie far m ---- 3 in Am.  J o u r n a l  of Math.  x897. Die Pro- 
jection aus einem gewshnliehen Doppelpunkte 0 auf MI liefert 

m - - I  t r a - - I  m - - I  ((el e, )(e, ,,~-i ,,-, ,m-a ,~-, ,m-I , ..),m-, e )(e, e, )(e, e, ) , e , .  , 

deren Transposition dureh (e~e2e3) ~ gibt 

(E s in E , ,  (E,E;) ,  (E,E'I ) ,  ( . E ~ - ' E ' s ' - 2 ) , . . . ) ' - ' .  

Wenn h >  I, muss also E ~ =  El,  E~- -  E~ sein. Die Construction ist 
vollendet mit jener einer ebenen Transformation yon Jonqui+res, ihrer 
Transposition und der Erriehtung einer M~. Ffir die 2. Transformation 
erh'Mt man (E~E'6), also falls niGht E~, E~ unendlich nahe sind, noth- 
wendig aueh (E,E',).  E lE~ in unendlieher N~he bedeutet aber die Kegel- 
fl'Aehe. Far  h = i i s t  eine 2. VarietRt mit Ea = E;, E~ = E; zul~ssig, 
wie 1. c. 

Theorem XII. Die alOemeinste Form van (a~b~),(a~b~) kann mit tdst  
einer invarianten . .-1 .-1 M~(al a.~ ) construirt werden. 

Denn wie in X. kann man stets eine solehe M] ft~r hinreichend 
grosses n finden. Eine Gerade der Ebene wird dann yon a I aus in eine 

n ~ - - I  . �9 Ml(a~ ) projieirt, diese in M~ '+" b~ -1§ ' b~ ~ . verwandelt und diese 
m - - I  / m - - 1  \ 

von a, aus in eine M ~  § -z-+"-I . . . )  herabprojicirt, welche ausser durch 
die Punkte b8 �9 �9 �9 b, durch weitere 2 n - -  2 Punkte geht, die Schnittpunkte 
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der Bildebene mit den durch a~ gehenden einfachen Geraden der M~. 
Es entsteht eine Jonqui6res'sche Transformation mit (ab) und 2 n - - 2  Co- 
incidenzen (bei unbestimmter Direetrixsubstitution) und Verkettungen der 
bs . . .  b~ und a s . . .  a~ gemiiss den raumliehen. Wegen der Projectivit~t 
unter den Ebenen durch a~a~ folgt, dass die Directrixsubstitution far die 
Coineidenzen aus Cyelen der Ordnung (h-b ~) und etwa ~, 2(e~e~) be- 
stehen muss, also o n - -  2 ~ o ,  ~, 2 rood (h -1- ~). Nimmt man eine solche 
Transformation in der Ebene an, in einer Geraden durch (ab) zwei Punkte 
a~ ,a~ ,  so kann die raumliche Transformation hieraus construirt werden. ~ 

w ~. C o n s t r u v t t o t t  d e r  T y p e n  5. b ts  ~5. O r d n u n ~ .  

T h e o r e m  XlII. Sind a~a~asa,a,% , b~b, bsb, b,b e die Fundamentalsysteme 
ax b~ , einer Transformation ~ ~ ~ ~ ~ ~ a2b~ a~ b~, so besteht die CoUineation a~ in hi, 

a~ in b~. a~ in b~ und reciprok. 

Aus (ala~asa~, a, a2asa4) ' ' ' . (a~a2a'3'a'~', b,b~b, be) s folgt (a,a~asa4asa e ,  4 ~ 2 ~ ~, 

b]b~b]b~b~b~) ~, wo a~, a s in a~', a;' durch T 1 und a3, a~ in b,, b3 durch T~ 
ilbergehen. Nach einem Theoreme aus Am.  J o u r n a l  XIX. besteht die 
Collineation al in a'~, a, in a2,' as in as,' a4 in a,,' a~ in a4", a e in a3" und 
die andere a; in b'~, a; in b~, a'8' in b~, a~' in be, a3 in b3, a~ in b4, 
woraus durch Composition folgt a 1 in bl, % in b2, a s in bs, a 4 in b4, 
a~ in b~, a e in b e . Hierin liegt aueh der Beweis ft~r die Umkehrung. 

LIII. n ~ io. erfordert nach XIII., dass a~as, a2a ~ zwei involutorische 
Paare a , , a  e zwei Doppelpunkte einer Raumcollineation seien, welche, da 
die 6 Punkte unabht~ngig sein mlissen, eine geschaarte Involution sein 
muss. T entsteht durch Zusammensetzung yon (a,b,) (i - -  ~... 6) mit dieser 
Collineation. Ist M~ mit Spitze invariant, so folgt aus a~ + a 2 4- a~ + aa~ = fl 

und a 1 + a 2 + a 6 + aa e --fl, a~ = a e, abet mit Coineidenz yon a , ,  a e wt~rde 
die Collineation a, ae, a~a 3 in einer Ebene verlangen. In M~ mit u ' +  iu--~" 

ist die Transformation dagegen construirbar, a~, a e werden die Doppel- 
punkte der Correspondenz u' + i u -  T. 

I Wenn an (a~bz) oder an (a~b~), (asbz) siimmtliche tlbrigen Fundamentalpunkte 
unendlich nahe riicken~ kann die Transformation auch einen Index haben~ der ein Viel- 
laches veto Index der 0haraeteristik ist. 
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T 2 transformirt j e d e  Ebene yon b~b~ in sieh und hat in jeder 4 
Doppelpunkte, deren Ort als Durchschnitt zweier Kegel 3. Ordnung (mit 
den Scheiteln a~, as, well die ternare involutorische Q~ unter den Ge- 
raden yon a 5 eine MS als Doppelpunktsort hat), eine Curve 8. Ordnung 
durch a~. . .  a] ist. Diese M s ist Ort yon r 1 involutorischen Paaren ft~r 
T. Es gibt invariant 4 Curven M~, welche aus M] und MS bestehen, 
zwei, deren _3I~ durch a~, zwei, wo sie durch a~ gehen. Zwei invariante 
M~ sind harmonisch. 

LIV. n ~ I x. erfordert nach XIII., dass aaaaa~a ~ ein Quadrupel einer 
Collineation Index 4 und a~, a s zwei Doppelpunkte derselben sind. T 
entsteht durch Zusammensetzung der Transformation (a ib i )mi t  dieser 
Collineation. Invariant sind die 4 zerfallenden Mg: alaaa a -ba2a4a e, 
a~aaa 6 q- a~a4a ~ , a~a,a~ 4. a~a3a s , ala4a ~ 4- a2a3a6. In der That lehrt die 
Parameterrechnung yon vorhin, dass M~ mit Spitze nicht msglich ist, 
abet hier auch, dass M~0 mit u' -[ - iu-=y nieht mSglieh ist. 

T 2 transformirt die Ebenen yon b~b e m i t  Involution unter einander, 
die beiden Doppelebenen enthalten acht Bestandtheile der invarianten M~. 

LIII. n ~ I2. Theorem XIV. Die Gharacteristik (alb,), (ash,) , (a,b,), 
(a, b2) , (aab,), (aGb~) ist nicht constructibel. 

M~ mit Spitze kann nieht invariant sein, da a~ ein Doppelpunkt auf 
J]l~ sein miisste, aber die Spitze nicht sein kann, also der 8. Basispunkt 
ds des durch die 7 Punkte bestimmten Netzes ware, was ebenfalls zu 
Widerspruch fiihrt. Invariante zerfallende J]l~ ist nicht msglich zu com- 
biniren. Es mt~ssten also 3 harmonische 21I~ invariant sein, auf  jeder a~ 
ein Doppeipunkt und d s der 2. Doppelpunkt sein. Aber die Characteristik 
bcsitzt i o uneigentliche Doppelpunkte, daher zwei eigentliche, yon denen 
ds nut einer, der andere in einer invarianten M~ wiire. Ubrigens lehrt 
auch die Parameterrechnung far  u ' 4 .  iu=_ T die Unm5glichkeit. Denn 

aus i ( - - a ~ - - a  a - - a 4 ) - - ( a  4 -)- a 6 "4" a~)-~r una a, "4- a, + a , - - i a ,  4. r - - o  
folgt a~ 4. br I)r  und symmetrisch auch b e 4. a s = ( / - -  I)y, also 

b e --~ a6. 

LIII. n ~ 13. Theorem XV. Die Characteristik (a, bs) , (asb,) , (a,b~), 
(a,b I) ,  (a~b~), b G in a 6 existirt nicht. 
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_M~ mit  Spitze fiihrt wie soeben zu Paradoxem, ebenso u ' -b  i u - - [ .  
Es gibt aber, wie eine Discussion beweist, nicht 6 invariante zerfallende $I~. 

LIV. n ~ I4. Theorem XVI. .Die  Characteristik (a, b3) , (a3b~) , (a~b,), 
(a,b,), (a~b~), a 6 in a G existirt nicht. 

Die 7 Punkte bestimmen ein Netz von M~, dessen 8. Basispunkt tin 
Doppelpunkt d8 yon T ist. M~ mit Spitze kann nicht invariant sein, 
well a4, a 5 coincidiren miissten. Zerfallende M~ erfordern mindestens 
Alineation yon Punkten, welche sich aus den successiven Fundamental- 
systemen als unmSglich erweist. 

LVII. n ~ 15. erfordert keine Bedingung fiir das Bestchen. 

LVII. n ~ i6. Theorem XVII. Die Characteristik (didO) i =  i , . . . , 5 ,  
d~ in a6 ist nicht existent. 

Sie besitzt 20 uneigentliche Doppelpunkte, also mehr als 2m'b  2, 
daher C~ 1, deren Ortscurve wegen der Aquimultiplicit~t durch b6, a 6 
gienge, whhrend diese nicht als Doppelpunkte fungiren k0nnen. 

LIII. n ~ 17. Theorem XVIII. Die Characteristik ( d J ' ) ,  (fb2), (d~b'3), 
(dab;), (b,d'2), (bfl'~), (bfl'l) existirt nicht. 

Es sind i6 uneigentliche Doppelpunkte vorhanden. Der 8. Basis- 
punkt d8 ist ein Doppelpunkt und kann, wie eine Discussion beweist, nicht 
unendlich nahe an einen der 7 Punkte riicken.. Es wltren also 0o 1 Dop- 
pelpunkte und c,o ~ invariante M~ vorhanden, welche wegen (bid'2), (bfl'3), 
(bfl;) (Parameterrechnung gibt b~ = b~ ~ b3) nicht Spitze haben und nicht 
u'--eu----~" tragen kann. u ' ~  eu - - y  kann sit nicht tragen, well sie d e 
und einen willktirlichen der co ~ Doppelpunkte, also zwei enthalten miisste. 
Ferner k6nnen eo 1 zerfallende 21/~ ersichtlich nicht invariant sein. 

LIII. n ~ 18. Theorem XIX. Die Characteristik (blf'), (fb;), (dlb'3), (d~d'2), 
(4b'2), (b.~d'~), (b3d'i) existirt nicht. 

Uneigentlicher Doppelpunkte gibt es I4, yon den 2 eigentlichen ist 
einer der 8. Basispunkt aes invarianten Netzes, der andere reicht fiir 
die drei invarianten M~ nicht aus. lJberdies lehrt die Parameterrechnung 
in den M~ mit u'-[-iu--=r und mit Spitze die Behauptung. 
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LIII. n ~ I9 erfordert keine Bedingung unter den 7 Punkt~n zum 
Bestehen. Sic entsteht, wie ich im Am. J o u r n a l  x897 bewiesen, dutch 
die $l~(a~. . .  a~), indem ~lle M~, welehe dureh einen Raumpunkt  Pt  gehen, 
tmeh noch durch einen bestimmten Raumpunkt  P~ gehen. /~tP[ ist die 
Verwandtschaft  15. Ordnung. 

Theorem XX. Alle periodischen Transformationen mit einem der #egen- 
wCirtigen Fundamentalsysteme sind dutch Reciprokaltran~ormationen r 
zu machen mit einer der folgenden Transformationen: 

~. einer Collineation, 
2. einer Transformation mit (a"-tb"-~), unter dessert 8tralen einer der 

28 ebenen eonstructibeln Typen herrscht, 
3. einer Transformation mit (a~-~b['-~), (a;-~b$-l), b~ in . . .  b~ = a~, wo 

i oder 2 der h Null sein k6nnen, abet alle iibrigen unter einander gleich sind, 
einer Transformation mit (a~-~b~-l), (a~-Xb~-~), bi in . . .  b~ = a, mit 
3. aber die h Gesagten, 
(a, b2), (",ha), 

6. (a, b2) , (a2b~) , 

7. (alb2), (a2ba), 
s. (.,b,), 
9. (a, b2), (a~b3), 

1o. (a, ba), (aA) ,  
I I .  ( a  l h  a) 

I 3 .  (h, lh;) 

(aA), 
(aab4) , b I in a 4, 3. 
(a3b,) , b 1 in b~ in a 4, 3. 
(a~b4) , b I in b~ in b~' in a,, 3. 
b 4 in a3, b 1 in b'l in a~, 3. 
(a,b,) ,  ( a A ) ,  ( a A ) ,  (a~b0), 5. 

, (a~b,), (a ,b,) ,  (a ,b, ) ,  (.ob~), (a~b~), 5. 
i---~- z . . . 6 ,  7" 
i =  I . . . 7 ,  I5" 

3. Ordnung Index 4m 
)) )) 6 

)) )) I 0  

)) >~ 18 

)) )) I 4  

)) )) 4 
)) I) 2 

)) ~) 2 
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IV. THEiL. 

Theorie der endlichen Gruppen von Characteristiken. 

Die Analogie gegenwartiger Fundamentalsysteme mit den gesammten 
birationalen Fundamentalsystemen der Ebene erweist sich besonders auch 
bier und ich werde reich mit Bezug auf mein schon citirtes Buch ~ worin 
jene Theorie endgiltig begrtindet ist, kurz fassen, ebenso im V. Theile. 

w 1. Das iiquivalenztheorem. 

Es wird wie im III. Theil d. Abh. und wie im Buche I. Th. w 2 
bewiesen, dass invariante Singularitatencomplexe existiren, auf diese die 
Verminderung der adjungirten Functionen (Complexe) angewandt und 
werden dann die ~quivalenztheoreme fiber die Curvensysteme mit p ~ o ,  i 
zur Geltung gebracht und wird erhalten: 

Theorem I. Jede endliche Gruppe yon CT~aracteristiken gegenwdrtiger 
Fundamentalsysteme ist dutch Reciprokaltransformationen dquivalent einer der 
foOenden typischen Gruppen : 

Gruppen yon Collineationen (Vertauschungen iiber gewdhnlichen I* 

Punkten). 
2 .  

8. 
4. 

Gruppen mit gemeinsamem (a"-~bn-~): monoidale Gruppe. 
Gruppen mit (a~-' bg-~), (ag -~ b~ -~) gemeinsam: dyoidale Gruppe. 
Gruppen cubischer Characteristiken mit 8 gemeinsamen Fundamen- 

ta pu,kt   Co  cia nz (a,b,), (i, k, 1 3). 
5. Gruppen cubischer Characteristiken mit 4 gemeinsamen coincidirenden 

Fundamentalpunkten (a~bi), (a~bk), (a3bl) , (a4bm). 
5. Gruploen cubischer Characteristiken i~ber 5 gemeinsamen Punklen. 
7. Gru]ppen iiber 6 festen Characteristikpunkten. 
8. Gruppen iiber 7 festcn Characteristikpunkten. 

i Berlin, Mayer & Miiller~ 1895. 
2 Of. hier folgend w 3. 
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w 2. D i e  mono ida l en  u n d  d y o i d a l e n  G~.uppen. 

Eine Gruppe mit gemeinsamem Punkte (a"-lb "-~) ist endlieh, w e n n  
die librigen Fundamentalpunkte nach I. Theil w 4 eine ternare endliche 
Gruppe constituiren, die Restgruppe jener. Da nach I. Theil XXXVII. 
zwei Gruppen mit (a"-~b "-~) aquivalent sind, wenn ihre Restgruppen aqui- 
valent sind, so folgt, orthanallagmatisch start monoidal setzend: 

Theorem II. Jede endliche orthanallagmatische Gruppe ist entweder dqui. 
valent einer Gruppe yon CoUineationen oder einer dyoidalen Gruppe mit 
(a'~-lb~-l), (a~-Ib~ -~) gemeinsam oder einer Gruppe, deren _Restgruppe einer 
meiner Type~ M3 , M~ , M~ ~ 1tI6 , MT , M 8 1 oder eine yon deren typischen 
Untergruppen ist. 

Als Invarianten der Gruppe kann man die Invarianten (das cit. Buch 
I. Th. w 5) der Restgruppe bezeichnen und die holoedrisch isomorphen 
Gruppen an ihnen bilden. Bei lest angenommenen (alb2), (a2b~) gibt es 
iiber gegebenen N einfachen Punkten eine endliche Totalgruppe von dyoi- 
dalen Charaeteristiken und ftir die Untersuchung dieser und ihrer Unter- 
gruppen gilt genau der w 6 meines cit. Buches I. Theil, also auch die 
noch umfassendere Totalgruppe yon Substitutionen 2. Art (p. 31). 

Theorem III. Bei festen (alb2) , (%bl) gibt es iiber einer gegebenen Anzahl 
N einfacher Punkte eine endliche Totalgruppe dyoidaler Characteristiken, welche 
aus der ebenen Gruppe de~ cit. w 6 dutch Composition mit der Substitution 
(a~b~) , (a~b~), (a~) (i = I . . .  N) gefunden wird. 

Um Untergruppen umzuwandeln, hat man einzelne oder alle Basis- 
Characteristiken einer Untergruppe aus der Ebene (oder von (albl) ,(a~b2) ) 
zu verdoppeln, indem man beziigliche Characteristiken mit (alb~) , (a2b~) 
hinzuftigt. Oder: 

Theorem IV. Die Gruppen mit (alb2), (a2b ~) sind zusammengesetzt wie 
die Gruppen mit (a~b~), (a2b~) ~ber N +  I Punkten, deren einer in den Sub. 
stitutionen 2. Art intransitiv (1. c.) 9ehalten wird. 

Das cit. Buch: I. Theil w167 4~ 5~ 8. 
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w 3. D i e  t y p i s c h e n  G r u p p $ n  i tber  3, 4. 5, 6, 7 P t t n k t e n .  

Die Gruppe n. 4. des Th. I. kann in eine Gruppe von Collineationen 
iibertragen werden, indem man (aia2a3d) 3 anwendet, wo d einen willki]rlieh 
genommenen Doppelpunkt ffir alle Characteristiken bezeichnet. '  

Theorem V. Die Basis der Gruppe n o 5 sind (a~b~)...  (a4b,)und die 

Collineationen a I in a~ in a s in a~ in a~; a 1 in a 2 in al, a a in a,, a 4 in a 4. 

Die Gruppe enthdlt 48 Characteristiken. 

Diese Totalgruppe enthMt noch typische Untergruppen, das Wort 
))typiseh)) im Sinne gegenw~rtiger Theorie genommen. 

Corollar. Die Gcuppe ist holoedriseh isomorph einer Gruppe yon 
Vertauschungen unter 8 Buchstaben. Die Punkte a~ und die Ebenen 
a~aka~ werden ni~mlich unter einander vertauscht. 

Theorem VI. Die Gruppe n ~ 5 ist keiner der vorhe~yehenden Gruppen 

birational Ciquivalent: 

Die entsprechend gebaute Gruppe M 3 in der Ebene war reductibel, 
well es ein in sich transformirtes Netz homaloidaler C 3 gab. Das System 
mt~sste im R 3 aquimultipel in a~ . . .  a 4 seln, also 3 m - -  4s ---- m, m gerade, 
wahrend die homaloidalen M~' stets ungerades m haben. (I. Th. w I.) 

Theorem VII. Die Totalgruppe von Characteristiken iiber 5 _Punkt~n ist 

holoedrisch isomorph der symmetrischen Grup_pe aller Vertauschungen unter 

6 .Buchstaben. 

Die 3 ersten Beweise auf p. 20 meines Buches lassen sich auch bier 
geben, entspreehend verMlgemeinert. Also z. B. (3. Bew.) die Charae- 
teristiken vertauschen die 6 linearen Curvensysteme, welche sind: die 
Geraden dureh a l ,  a2, as, a , ,  a~ resp. und die J]l~ ( a l , . . .  , a~), unter ein- 

t In  einer willktirlichen Gruppe von Permutationen kann. man ein bestimmtes Ele- 

ment I a]s Vertreter der Ebene a t a ~ a  3 annehmen und jedesmal Vorgiinger und Nach- 

folger als a 4, b4~ um das Bild einer Gruppencharae~eristik n ~ 3 zu haben. 

Avta mathcmatiea. 21. Imprim6 le 21 ]uin 1897. 9 
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ander und durch eine der 720 Vertauschungen ~ unter ihnen ist die Cha- 
rakteristik auch vollkommen und eindeutig bestimmt. 

Corollar. Die Gruppe wird construirt, indem die Gruppe der Ver- 
tausehungen yon a ~ . . .  a~ (Collineationen) mit den 5 cubischen Charac- 
teristiken (a~b~) d in d, wo d einer der 5 a~ ist, combinirt wird. 

Theorem VIII. Die Gruppe n ~ 5 ist keiner der vorhergehenden Gruppen 
birational dquivalent. 

Die entsprechend gebaute Gruppe (M,) in der Ebene war reductibel. 
Ft~r R 3 wird die Irreduetibilitat wie in Th. V. bewiesen. 

Theorem IX. Die Totalgruppe yon Charaeteristiken iiber 6 Punkten ent- 

hilt 2 . 4  3. 5 2. 6 2 Charaeteristiken. 

Sie entstehen, indem die x 5 cubisehen Ch. (alb~), d~, d 2 die 15 Cha- 
racteristiken 5. Ordnung (a~b~) und (dfl;) ~, mit der Collineationsgruppe 
~ber 6 Punkten eomponirt werden, also [6 .3  2. 

Theorem X. Die Totatgruppe n ~ 7 ist isomorph zur Gruppe yon Sub- 

stitutionen, welche die Kummersche Configuration ungedndert lassen, aber ~nit 

.Meriedrie des Grades 2. 

Die Gruppe ist holoedrisch isomorph zur Gruppe yon Vertauschungen, 
hervorgebracht unter diesen 32 Elementen: den 6 Puukten, den 20 Ebenen 
aiaka ~ und den 6 Quadrikegeln a~a~+l.., ai+5 oder dem c-xv3-Systeme yon 
2F/~, den 15 c-xv'%Systemen von M~ ~2-:~:uiu*(~,~a.,, ~ den 15 c-~3-Systemen yon 

3I:a~ . .  Diese sondern sich in x6 ~ ~a4_~-~ 2 ~ ( le l l l  cxv'~Systeme 7 4 4 J']f2 ai k at ftm an ao ~ �9 a6 �9 

Paare, so dass je zwei eines Paares sich zu a~ . . .  a~ summiren. Sie 
konnen nun den I6 Punkten einer Kummerschen Fli~che enisprechend 
gemaeht werden, etwa durch (ideelle) Anwendung der bekannten Reyesehen 
I ,  2-deutigen Transformation (Crel les  J o u r n a l  Bd. 86). 

Bedingung fiir eine Vertauschung unter den 32 Elementen, damit 
sic durch eine Characteristik hervorgerufen sei, ist einzig die, dass ~ Ele- 

M~, welehe a ,  . .  a 5 enthalten~ 1 Bi lde t  man, was ja  sehr nahe liegt~ durch ,die ~ 2 

die ebenen Sehuit te  einer ~I~ im /~4 ab~ so wird diese ersichtl ieh IO Doppelpunkte  

haben und es gilt  ftir sic das Theorem: Eine M] n~it IO Doppelpunkten im t?~ wird dutch 

720 Collineationen des R,  i)t sieh selbsl lransformirt, welches Theorem ueu seiu diirf'te. 
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mentc, welche sich in einer Fundamenta lcurve  2. Ar t  (resp. wenn 2 

Punkte ,  gar nicht) oder in einer Curve mit  p ~ Ol u ~--u (siehe Beweis 
zu Theorem VI.) oder in einer Curve mit  p -  o, u ~ 4 schneiden, wieder 

in 2 Elemente gleichen gegenseitigen Verhaltens tlbergefiihrt werden. 

Bildet man nun die I6 Sextupel unter  den I6 Elementarpaarcn,  
welche den conischen Sextupeln der  Kufilmerschen Configuration ent- 

sprechen, so i~bcrblickt man, dass die eben beschriebene Bedingung das 

Erhal tenbleiben dieser Sextupelver thei lung zur Folge hat, mit  ihm iden- 

tisch ist. 
Corollar / .  In der Isomorphie entsprechen jeder  Substitution der 

Kummerschen Configuration zwei Characteristiken, yon denen dis eine 

dureh Zusammensetzung mit [(4d~)] 7 aus der anderen entsteht. 

Corollar I I .  Die Totalgruppe n ~ 7 entludt [(dfl~)] 7 als mit allen 

Characteristiken vertauschbare Characteristik. 

Corollar l l L  Die Gruppe der Kummerschen Configuration ist zu 

keiner Gruppe yon einem Grade ~ I6 holoedrisch isoinorph, und da sic 

einfach ist, auch nicht  meriedrisch. 

Theorem XI. Die Totalgruppe der Characteristiken i~ber 7 t)unkten ist 

endlich und enth~ilt 7 . 4 3 6  Characteristiken. 

Die Endlichkeit  ist sicher, da es mit  7 Punkten nur  endlich v i d e  
Fundamentalsys teme und aus diesen nu t  endlich viele Characteristikcn 

gibt. Es gibt 35 cubische, Io  5 yon 5. Ordnung, 7 yon 7., 70 andere 

von 7., 7 von 9-, 7 ~ andere yon 9., IO5 yon I I . , 3 5  yon I3., I von 15 . 

Ordnung, also 936 Fundamentalsysteme. 

Theorem XII. Die Gruppe n ~ 8 ist holoedrisch isomorph einer Gruppe 

yon Vertauschungen unter i : 6  Elementen, welche 63 t)aare der Imprimiti- 

vih'it besitzt. 

Denn die 7 Punkte  a x . . .  aT, die 35 Ebenen aia, a~, die 42 Quadri- 
/ 3 ~ 2  ~ 2  ~ 2  2 M2 ~ ~k werden kegel ~ die 35 ~ l ~ i ~ k ~  die 4_3,2 2 �9 . . a . ,  a .  a o  a p  ~ 7 �9 �9 �9 a i ai+ 1 ai+ 6 , ap 

In der Ebene war diese Bedingung so formulirt, dass die fundamentalen linearen 
Substitutionen die Form Fx, --~ nn' - -  ~.~' ungetindert lassen mussten. Of. mein Buch w I. 
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unter einander transformirt, aber so, dass dic Paare, welche sich zu 
(a~ . . .  a~) '~ summiren, erhalten bleiben. 

Theorem XIII. Die Totalgruppe n ~ 8 ist keiner Gr~tppe unter weniger 
als I~6 .Buchstaben holoedrisch isomorp]~. 

Die einzigen Invarianten der Gruppe sind die Singulariti~tcncomplexe 
der Flaehen mit gegebenem _p, u (in Folge der Singularit':tten in a l . .  a 7 
allein) und die niedrigste Anzahl ist eben die im Theoreme XI. gebildete 
Anzahl fi~r p ---- o, u = o. 

Wendet man auf den Raum R 3 die im V. Theil w 5 beschriebene 
~, I-deutige Transposition an, so werden den Vertauschungen der Flachen 
mit p = o, u = o Vertauschungen gewisser Bert'dlrungsebenen einer merk- 
wiirdigen Ubergangsfl/iche i2. Ordnung mit 9-fachem Punkte (und 3 an 
ihm unendlich nahen) entsprechend gemacht. Die gegenw'hrtige Gruppe 
steht also gewiss mit einem Zweitheilungsprobleme gewisser t'tberall end- 
licher Doppelintegrale, wie sie nach JACOBI Yon NOTHER kurz erw'~hnt 
worden sind (Math.  Ann. Bd. 2), in Verbindung. 

Aber die Gruppe unter 63 Elementen hat gewiss auch zu den Abel- 
sehen Integralen l~----3 Beziehung. Daft'Lr spricht die Existenz der Ja- 
cobisehen Curve 5. Ordnung mit/o----- 3 des Netzes der M~(al, . . . ,  aT). ' 

' Theorem x m ' .  Die Gruppe M o in Substitutio,nen enthiilt 36 nicht 6hnlicke Sub- 
stitutionen. Dieselben sind: II Collineationen; (a,b,)~ (%b~) ~ (a~b,)~ (a463) ~ mit i~ i~;  
5 andere mit (a,b,);(a,b~),(%b~),(asb,) , (a,  b3) , i ,~ i , ;  2 andere mit (a,b~),(a2b,);(a,b~) , 
(a~b3) ~ (%b4) , (a4b~) , d~, d~ oder i , ,  i~ ; (a, b2) ~ (a, ba) , (%b,), b, in a, mit d, ; (a,b2) , (a~b~), 
b, in an, b, in a,;  (a,b~),(a2b3),(%b,) , b, in b: in a,;  (a,b~),(%ba) , b, in b~ in an, 
(a,b,); (a, b2) , ba in %, b, in aa,(a ,b , )  ; (a,b~),(%b3),(%b,) , b, in b~ in a,; (a,b~), 
(a,b~),(%b,), b 3 in b; in a,;  (a ,b,) , (a~b,) , (%b,) ,  b 3 in b~ in a,;  (a,b,),(a~b~),(%b~)~ 

(a,b,),(a~b~),(%bs) oder dies mit (a,b~),(a~b,); zwei Typen 5. O. Index 4; 3 mit (a,b,), 
I mit (a,b,)~ (a~b,); Typus 7. O. (didO). 

Theorem XIII". Die Gru]~]~e 3I~ in Substitutionen enth6lt 64 nicht 5hnliche Substi- 
lutionen. Diese]ben sind: 14 Collineationen; Q~:(e~ibi) mit Tripel; (a,b~)~(%b~),(a3b,) ~ 
(a~b~) mit d , , d ~ d  a oder d , , i , ~ i ,  z oder Tripel; 5 andere mit (a,b,),(a~b,z); 4 andere 
mit (a~b~);(a,b~),(a~b,),(a~b~),(a,b~) ebenso 5 andere mit (a~b,),(a~b,);(a,b~),(a.,ba), 
(a ,3b , )  , (a ,b , )  ebenso; (a,b~), (a~b3) , (aab,) , (a,b,) mi~ Tripel; (a,b,),  (vob3) , (aab,) , b~ in a, 
mit d~,d~ oder i , , i~;  (a,b~),(a,b~),(aab,), b, in a, mit i , , i~;  (a~b~),(a,b~),(a~b~) b, 
in b'~ in b~ ' in a~, 5 Typen; Q~: I mit (a~b,), 2 Typen Index 4, 2 Typen Index 8, t 
Typus Index ~o; 2 mit (a~b~),(%b~) 2 wit (a~b~),(a~b,); Q~: 4 Typen Indices 6, 4, 2, 
6~ ~ mit (a~b~); Q~: t Typus Index 2. 
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V. T H E I L .  

Theorie der ondlichen Gruppen yon Transformationen ohne 
Fundamentaleurven ,. Art. 

w 1. JDas f i lquivalenztheorem. 

Um gaum zu sparen, crwi~hne ich kurz, das~ sich die IV Bcweise 
des w i, II. Theiles hieher ft'lr die Gruppen existirender Transformationen 
adapfiren lassen, wie es far die Ebene in meinem Buche geschehen ist 
und liefern. 

Theorem I. Jede endliche Gruppe yon Transformationen gegenw(irtiger 
Fundamentalsysteme h~sst sich durch Reciprokaltransformationen 6quivalent 
machen einem tier folgenden Typen: 

i. einer Gruppe von Gollineationen, 
2. einer Gruppe yon Transformationen mit gemeinsamem (a"-ab'~-i), 

( ..-i 5,~-I~ 3. einer Gruppe yon Transformationen mit gemeinsamen ~a~ ~2 ~, 
n--1 hn--l~ 

a2 ~'i ]~ 

4. einer Gruppe cabischer Transformationen mit zwei coincidenten Ilaupt- 
~unktetripeln, 

5. einer Gruppe cubischer Transformationen mit gemeinsamen tlaupt- 
punktequadru~vel, 

6. der Gruppe yon 720 Transformationen fiber 5 festen Pankten oder 
einer Untergruppe, 

7. einer C~'uppe yon Transformationen iiber 6 festen Punkten, 
8. einer Gru~vpe yon Transformationen iiber 7 festen Punkten. 

Hier ist die Gruppe n ~ 4 i~ber 3 Punkten typisch, weil man fi~r die 
Transformationen nicht mehr wie fiir die fundamentalen linearen Substitu- 
tionen einen allen gemeinsamen Doppelpunkt willkiirlich annehmen kann. 

Die Gruppen yon Collineationen im Rn (Classe n ~ I) hat C. JORDAN 
nicht vollstandig bestimmt. 
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w 2. D ie  or thana l lagmat i schen  u n d  dyoidalen  Gruppen .  

Aus II. Theil w 3 folgt: 

Theorem II. Jede endliche Gruppe yon Transformationen mit gemein- 
samen (a"-~b ~-~) ist (iquivalent entweder: i. einer Gruppe yon Collineatio~wn 
oder 2. ehwr Gruppe mit (a~"-lb~"-~), ~a..,1"-17,"-~.2 j oder 3. einer Gruppe mit 
(a "-1 b"-~), deren Restgruppe eine der von mir entdeckten tern(iren 34 Gruppen 
mit 7 , 8  Punkten ( X X V I I I .  bis L X I .  der Tafel in meinem Buche) ist. 

Die Gruppcn, wo die Restgruppe einer der Typen XV. his XXVII. 
meiner Tafel ist, sind nicht vollsti~ndig, sondern lassen sich ohne An- 
derung ihrer Figur zu Gruppen der Art n ~ 7 und n~ 8 des obigen 
Theoremes I. erganzen (durch Verbindung [(h~h~)]l~), cbenso wo di~ Rest- 
gruppe XII., XIII., XIV. jener Tafel ist, erscheint die Gruppe sofort als 
Untergruppe einer Gruppe der Arten n ~ 4,  n~ 5., n~ 6. des Theoremes I. 

Theorem III. Die 34 isolirte~ Ty~en yon Gruppen mit (a"-~b "-1) sind 
construirbar mit einer invarianten irreductibeln M~ oder einer M~. 

Denn die Characteristik der Gruppe enth~ilt ftir XXVIII. bis LXI. 
der Tale1 7 oder 8 Punkte, a]so ft'lr den R 3 8 oder 9 Punkte. Dass 
ein invariantes Ebencnpaar nicht mSglich ist, beweist die Discussiol) yon 
XLII. bis LXI. Die Discussion yon XXVIII. bis XLI. beweist, dass die 
invariante _/]/41 nicht zerf~llen kann, ausgenommen bei den cyclischen 
Gruppen, welche aber wiederum stets eine invariante Jill besitzen. 

m--1 m--1  Theorem IV. Jede dyoidale Gruppe mit (a~ "-~ b'~-l), (a2 b.~ ) oder mit 
(a~-lb~"-~), (a~"-lb~ -1) ist co~struirbar wenigstens i~ der particuldreu Form, 
wo eine invariante M~ existirt, sofern die Ebenen durch a~a 2 nach einer 
der 5 bin(iren Grup_pen pro/icirt werden. 

Der Beweis folgt aus III. Theil w 3 Theorem VII. und aus dem 
Theoreme far dis Ebene (1. c. p. 47). 

Theorem V. Die (dlgemeine dyoidale Gruppe mit (a~-lb~-l), (a~"-ab~ -1) 
m - - 1  m - - 1  ~ n - - 2  n - - ~  oder mit (a~'*-~ b.~r~-~), (a2 b~ ) ist mit einer invarianten M2 (a~ a2 ) con- 

struirbar. 
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Die Construction ist genaue Nachbildung der yon mir oben im III. 
Theile w 3, Theoreme X., XI. gegebenen. 

w 3, D i e  t y p i s c h e n  Gr~t,ppen i$ber 3~ 4, 5, 6 P a n k t e n .  

Gruppen n ~ 4. a) Werden die Ebenenbfischel a~a 3 , a3a 1 , ala ~ jedes 
in sich transformirt, so genfigt es, in ihnen drei Gruppen willkfirlich 
anzunehmen, dieselben durch Isomorphieen unter einander zu beziehen 
und je drei zusammengehsrige Projeetivitaten zu einer Reeiprokaltrans- 
formation zu combiniren, wobei die a4, b 4 yon selbst entstehen, fl) Werden 
die Ebenenbt'tschel a~as, a~a, vertauscht, a,a 2 erhalten, so hat man in einer 
Gruppe der Art a) aus der ganzen Gruppe oder aus der Untergruppe 
diejenigen Q~, welche in ala3,a3a ~ ~hnliehe Projectivitaten haben, durch 
EinfOgung einer (noeh auf c~ 1 Arten variabeln)Projeetiviti~t yon a,a 3 

naeh a3a ~ zu elner Q~: (a~b~), (a2b~),(a3b~) zu erg'~nzen. 7) Werden die 
Ebenenbfisehel a~a 3, a~a~, a~a 2 eyclisch vertauseht, so mfissen die zu er- 
g~[nzenden Q~ in ~) drei ahnliehe Projectivit~ten besitzen. 3) Werden 
beide Proeesse aus fl) und r) angewendet, so entsteht eine Gruppe, durch 
welehe dig drei Ebenenbtischel in allen 5 Arten vertauscht werden. 

Gru_p2en n ~ 5. Je nachdem die 4 Stralbfindel a , ,  a s , a~, a 4 unter 
einander vertauscht werden, entstehen verschiedene Classen. Es gibt 8 
verschiedene Gruppen yon Vertauschungen unter 4 Buchstaben und wie 
in der Ebene (el. mein Bueh 4 9 - - 5 i )  wird bewiesen: 

Jede dieser 8 Classen von n ~ 5 wird construirt, indem man eine 
Transformation.(aibi) mit einer endliehen Gruppe yon Collineationen, dig 
ai zu Doppelpunkten haben und mit je I Colline~tion combinirt, welche 
unter den a~ die Substitutionen der Characteristik hervorbringen. 

Gruppe n ~ 5. Da alle Charaeteristiken fiber 4 Punkten construirbar 
sind, so stimmt die Gruppe mit der Characteristikengruppe nberein und 
enth~lt auch nur 72o Transformationen. 

Gruppe n ~ 7. Theorem VI. ~ber 5 willkiirlichen Punkten des R.~ gibt 

es eine Gruppe yon 32 (involutorischen) Transformationen, welche auch in 

jeder anderen iiber irgend 6 besonderen Punkten bestehenden Gruppe als aus- 

gezeichnete Untergruppe enthalten ist. 
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Diese Transformationen sind 15 [(a~b;)] 3 mit je einem involutorischen 
Paare im 5. und 6. Punkte, I S[(a~b~)] 5, die [(deal;)] 7 und die Identit~t. 
Dass sie uusgezeichnet ist, folgt, weil eine Transformation, welche den 6 
Punkten keine Bedingung auferlegt, dutch jede andere Transformation fiber 
den 6 Punkien in eine eben solche Transformation fibertragen werden muss. 

Theorem VII. Jede vollstdndige Gruppe iibe~" 6 Punkten ist abhdngig 
yon und vollstdndig bestimmt dutch eine etwaige Gr.~ff~pe yon Collineationen, 
welehe unter den 6 Pankten im Raume bestehen. 

Denn die Collineation, welehe unter den Hauptpunktepaaren einer 
[al, bl] 3 und zwei gewshnlichen Punktepaaren 1)p', qq' herrseht, ~ absorbirt hier 
alle 6 Punkte, ebenso gewiss die Collineation des Theoremes XIII. im III. 
Theil und wenn T ~  [dicl'~] ~ eine Direetrixsubstitution versehieden yon der 
Identlt'~t hat, muss diese ale Collineation wirklieh unter den 6 Punkten 
bestehen, da ~/'~ diese Collineation selbst ist. 

The o r e m VIII. }Venn drei Punkte in einer Geradeu sind, ist die Gruppe 
iibertragbar in eine Gmppe von Collineationen und wenn 4 Pankle in einer 
Ebene, ist sie dyoidal. 

Denn die 21I] dutch die Gerade und die fibrigen 3 Punkte bilden 
ein homaloidales System und die ~I~, welche in jene Ebene und eine 
variable Ebene durch die iibrigen beiden Punkte zerfallen, mt'~ssen unter 
einander transformirt werden. 

The o r e m IX. ~Es gibt also 7 typische Gruppen iiber 6 Punkten. 

Denn nun sind die 6 Punkte in einer Raumcurve 3. Ordnung, welehe 
durch die Collineationsgruppe aus VII. in sich transformirt wird, also eine 
bini~re Gruppe tr'~gt, deren es unter 6 Punkten nut 7 verschiedene gibt: 
i. die Identiti~t allein, 2. drei Pa'are einer Involution, 3. die Doppelpunkte 
und zwei involutorisehe Paare einer Involution, 4. ein Cyclus und ein 
DoppeIpunkt einer Projectivitat des Index 5, 5. die Gruppe tiber der 
Form T, 6. ein Cyelus vom Index 6, 7. zwei willkiirliche Tripel einer 
Projectivit~t des Index 3. 

Corollar. Die Ordnungen dieser Gruppen sind bezt~glich 32 ,2 .3%  

4.3 2, 5 . 3 2 , 2 4 . 3 2 , 9 . 3 2 ,  3.3 2 �9 

1 Am. dourn,  of Math. Vol. 19, 
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w 4. Die  An  w e n d u n g  der  Kummer ' sehe~ t  ~ ldche .  

Herr I4~YE und nach ihm W. STAHL haben fi~r die Untersuc}iung 
der Strahleneongruenzen 2. O. und CI. eine (i , 2)-deutige Verwandtsehaft 
untersueht, welehe den Ebenen des Raumes R'~ die M~ dutch 6 feste 
Punkte P l "  "PG in R3, den Punkten der hierbei entstehenden Kummer- 
schen Fl~che K~ in R'8 die Punkte der Kernflache r in R3, den I6 Dop- 
pelpunkten von K 4 die 15 Geraden P~Pk und die M~(p~..  "PG) und den 
i6 Doppelebenen die 6 Punkte Pi und die IO Ebenenpaare (PiPkP~, P,~P, Po) 
entsprechen macht. 

Ist nun fiber 6 Punkten eine gegenwartiger Characteristiken con- 
struirt, so transformirt sie die cxo3M~ durch p~..  "P6 unter einander, also 
auch die Punktepaare, in denen sic sich sehneiden, und wird also durch 
die Reyesche Abbildung in eine Collineation des /t~ iabertragen, welche, 
da in R~ die tP4 invariant war, die K~ in sich transformiren wird. Da 
durch die eindeutige Correspondenz in $4 die Raumtransformation be- 
stimmt ist, folgt: 

Theorem X. Die Gruppert iiber 6 Punkten k6nnen dutch ( i ,  2)-deutige 
Abbildung a,ts den Collineationsgruppen gewonnen werden, welche eine Kum- 
mer'sche Fldche in sich transformiren. 

Ich habe im Am. Journ .  1897 1 die aussergewshnlichen Collineations- 
gruppen bestimmt, welche eine K 4 reproduciren und bewiesen, dass sie 
nur yon dem projectiven Character einer der I6 conischen Sextupel ab- 
hiingen, woraus wieder das Theorem VII. geschlossen wird, ebenso VIII. 
Am selben Orte babe ich auch die Characteristiken angegeben, in welche 
sich die einzelnen Collineationen umsetzen. 

w 5, Die  G r u p p e n  i~ber 7 P a n k t e n  d u t c h  A n w e n d u n g  zwe ier  
neuen  (i --  2)-deutiffen Trans fo rma t ionen .  

I. Alle M~p = i durch 7 Punkte p~. . .p7 gehen durch einen 8. 
Punkt as. An diese o,v ~ Curven kniipft sich eine ganze Reihe -con Trans- 

Meine Note: ))Uber Cotlineatiensgruppen an Kummer'sehen Flaehen~. 
Aeta maihematlea. 21. Imprim~ le 6 septembre 1897. 10 
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formationen, indem man nach dem Verfahren far  die Ebene '  auf jeder 
M~ oder unter je zwei M~ gleiehen Moduls eine eindeutig zu bestim- 
mende eindeutige Correspondenz einriehtet. Insbesondere (1. e. Th. I i7.): 
))Wird auf jeder zlI~ die Correspondenz u' + u = 7 mit as als Doppelpunkt 
bestimmt, so entsteht ( 8 , . . . ,  8) ~ mit P l . . .  P7 als 8-faehen Fundamen- 
talpunkten und 4 ~ 3 ~ ~ M~(p~Pi+I...  P~§ als Fundamentalfli~ehen)). (1. c. Th. 
I I8) ))Die (8 .. 8) '~ transformirt die -M2(p~...p~) unter einander, jede 
in sich)x ))Der Ort der Doppelpunkte yon (8,. . . ,8) '5 ist eine M~(p~...psG) , 
welche die 28 Geraden PiP~ ( i , k  ~ - I  . . .  7) einfaeh und die Kegelspitzen- 
curve des Netzes M~(p~. . .  PT) als einfaehe Curve enthMt, D6.)) 

Eine (i ; 2)-deutige Beziehung yon Ba n'mh B'a kann nun dutch ein 
lineares c~3-System M~ abgeleitet werden, welehe dureh 3 fernere ein- 
fache Punktepaarc qlq;,q:q'~,qaqa gehen. ))(1. c. ~2o.) In der Trans- 
formation, welehe 4. O. in R 3 und I6. O. in B~ und den Ebenen ",'on 
/~'~ die 4 ~ . . .  o . . .  M:(p~ p.q, q'~) entsprechen macht, entspricht der D, eine 
Flache Z~ der i e. O., welehe einen 9-fachen. Punkt A besitzt, an den 3 
andere in 3 verschiedenen Riehtungen unendlieh nahe gerackt sind und 
naeh diesen Riehtungen drei 6-faehe Ger~de dutch A hat.~) ))Durch diese 
Transposition werden die Grupoen iiber 1)1...p~ in Gruppen birationaler 
Transformationen 4. O. (@) ilbertragen, welche in jenen Geraden 3 dop- 
pelte Fundamentalgeraden und sonst 3 einfaehe Fundamentalpunkte be- 
sitzen.)) Also: 

Theorem XI. Die 7-p~o~ktigen Gruppeu (n ~ 8) des Tit. L werden ge- 
fttnden, indem ~an die Gr~ppen erwgihnter @, welche die Z,2 reproduciren, 
durch (lie : -  ~-deutiqe .Tra~sl)osition ~berlrotlt. 

2. Eine einfachere Transposition ist die folgende. 

Lemma. Die 4 2 . . .  M~(al a~), welche darch den Schnitt A~ einer unter 
ihnen mit einer fesfen M ~ ( a l . . .  aT) hi~2durcl~gehen, bilden ein li~wares 003- 
System. 

Die Jacobiana dcrselben ist wieder jene D G (wie iaberhaupt aller im 
oo%Systeme enthaltenen oo3-Systeme). Wird nun unter den Ebenen yon 
/~ und diesen c~ 3 M~ eine Collineation hergestellt, so hat man eine 

Aeta  Math. Bd. I9, w I2. B. 
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I -  2-deutige Transformationen yon /~ naeh R3, die yon den Ordnungen 
4 , 8  in /~s, R~ ist und welehe die D 6 nur in eine Z G mit einem 3-faehen 
Punkte A (]bertr~gt. Der Osculationskegel des 3-faehen Punktes ent- 
spricht dem Schnitte der D~ mit der festen M2 ~. In der Transposition 
entsprechen den a~ . . .  a7 Fli~ehen 2. O., der A~ eine Ebene. Den Trans- 
formationen l~ber a~. . .  a7 als Characteristikpunkten entsprechen quadra- 

t 4 2 tische Transformationen Q~ in R~, weil eine willkiirliche M 2 ( a ~ . .  a~) in 
R~ einer M~ entspricht. Den M~(a~ . . .  a~) entspreehen in R~ Ebenen des 
Banclels um A, und da jene, also auch diese unter einander transformirt 
werclen, ist A der Fundamentalpunkt yon Q2. Der Fundamentalkegel- 
schnitt geht an A unendlich nabe. 

Theorem XlII. Die 7-punktigen Gruppen (n ~ 8) des Tit. I. werden ge- 
funden, indem man die Gruppen quadratischer Transformationen, welche die 
Z~ (A 3) reproduciren, durch die 2 ~ ~-deutige Transposition iibertr(igt. 

In dieser Form ist des Problem nun so einfach wie es nach der 
Methode meines Buches des parallele in der Ebene ist. 

w 6. Andere  ~ e t h o d e n  liD, die 7-Punktige~ Gruppe~,  

I. Die M~(a~ . .  a~) bilden einen R6, in dem eine endliche Gruppe 
yon Collineationen entsteht. In diesem bilden dig M~, welche dureh d8 
gehen, und zwar yon eelbst zweifaeh, einen Re, der invariant skin muss, 
daher jede Gruppe auch einen Punkt  invari~nt li~sst; also: 2 

Theoeem XIII. Jede Gruppe iiber 7 Pankten Idsst ei~e M~(a~.. .  a~) 
invariant. 

Jene r  R 5 is~ gleichzeitig repri~sentirender Raum derjenigen _M~, 
welche sich ale quadratische Funetionen der 2lI~ darstellen lassen. In 
dem R 5 ist eine invariante M~, die doppelt gezahlten M~, und eine in- 
variante M~, die Paare von M~ tiberhaupt. 

Ac~a ~Iath. Bd. I9, p. I6o--~68 und des cir. Bach. lIl. Th. w 8. 
Cit. Buch. II. Th. w 2. 
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2. Gegenfiber meinen vorhergehenden 3 Methoden gebe ich als die- 
jenige Methode, welche am wenigsten neue Untersuchung erfordert, die 
folgende. 

Theorem XIV. Jede Transformation einer Gruppe iiber (a l . . .  a;) muss 
die Kegelspitzencurve L 6 des Netzes M~(a l . . .  aT) in sich transfOrmiren und 
ist ihrerseits dutch die Correspondenz in dieser Curve zweideutig bestimmt. 

Der ~. Theil des Satzes folgt daraus, dass die yon den M] auf der 
L G ausgeschnittene Involution G~: in sich transformirt  wird und durch 
eine Schnit tpunktgruppe g~ derselben die M~ des ]NTetzes bestimmt ist. 

Ferner habe ieh Am. J o u r n .  1897 bewiesen: ))Wenn eine Kegel- 
spitzencurve L G eine eindeutige Correspondenz enthi~lt, so ist dieselhe in 
einer Collineation cnthalten.)) 

Die Kegelspitzencurve kann aber auch auf eine L~ abgebildet werden 
und es handelt sich also um die Collineationsgruppen, welche eine L 4 
in der Ebene reproduciren kSnnen. Diese habe ich in A c t a  Ma th .  Bd. 
I9, p. I57 und meinem Buche p. 89 endgiltig abgeleitet. Es handelt  
sich also, zu einer L 4 eine auf sie eindeutig bezogene Kegelspitzencurve 
zu construiren. Dies geschieht durch d i e  Abbildung einer M~. Man 
n immt auf der L 4 6 Punkte  derart, dass ihr auf der M~, welche sich 
mittelst dieser 5 Punkte abbildet, eine Kegelspitzeneurve c G entspricht. 
Dies ist nach einem Theoreme yon mir der Fall, wenn ~ die 6 Punkte die 
Beri~hrungspunkte der L 4 mit einer Curve 3. O. sind. Da es nun I4 ver- 
sehiedene L 4 mit Gruppen yon Correspondenzen gegeben hat (l. e.), so fo lg t :  

Theorem XV. Es .qibt ~ 4 verschiedene vollstdndige GruTpen yon Trans- 
formationen ohne F~ndame~dalcurven I. Art iiber 7 Punkten. Die dLage tier 
7 Pankte bestimmt sich ]edesmed mit Hilfe einer ebenen L 4 19 ~--3. 

Meine bisherigen Resultate zusammengefasst liefer'n jetzt: 

Theorem XVI. Jede endliche Gruppe yon Transformationen ohne Fun- 
damentalcurven I. Art ist dquivalent einem tier folgenden. Typen: 

L einer Gruppe yon Collineationen des R~, 
II.  bis XXXV. einer Gruppe von Transformationen mit gemeinsamem 

'a"-ab"-a), we die Restgruppe einer melner ebenen Typen X X V I I I .  bis L X V .  ist, 

A m. J o u r n. o t ~ M a t h e m. 1897 , Theorie der period, cubisehen Transformationen 
zm Ra, Cap. [.~ Theorem VIII. 
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XXXVI. his XL.  einer Gruppe yon Transformationen mit gemeinsamen 
(aT-~b?-l), (a~-l b~'l), wo die Ebenen durch ala 3 zu einer der 5 binaren 
Gruppen zusammentreten (eingeschlossen die Gruppen h6herer Homologieen 
dyoidaler Natur), 

XLI .  his XLV.  einer Gruppe yon Transformationen mit gemeinsamen 
(a~-lb~-I),(a~-lb~-~), wo die Ebenen dutch a~a 2 zu einer der 5 bin~iren 
Gruppen zusammentreten, 

X L  VI. einer Gruppe cubischer Transformationen mit drei gemeinsamen 
Hauptpunktcoincidenzen, die nur cyclisch vertauscht werden, 

X L  VII.  einer Gruppe cubischer Transformationen mit drei gemeinsamen 
Hauptpunktcoincidenzen, die auf alle Arten vertauscht werden, 

X L  VIII .  bis L. einer Grup_pe cubischer Transformationen mit vier ge- 
meinsamen Hauptpunktcoincidenzen, die nur cyclisch oder nach der Tetraeder- 
gruppe oder nach der Octaedergruppe permutirt werden, 

L L  einer Gruppe yon 720 Transf, rmationen iiber 5 festen Punkten 
r ~ 720~ 

LI I .  einer Gruppe iiber 6 Punkten, welche willkiirlich sind r = 32, 
L I l I .  welche drei Paare einer collinearen Involution sind, r---- 64, 
L I V .  welche zwei Tripel einer cyclischen Collineation sind, r ~ 96, 
L V. welche die Doppelpunkte und 2 Paare einer Involution sind, r ~-- 128, 
JLVI. welche ein Cyclus vom Index 6 einer Collineatio.n sind, r = 192, 
L VIL  oder ein Doppelpunkt und ein Cyclus ~om Index 5, r =  16o, 
]_,VIII. wetche eine Form T in einer M~ sind, r ~ 768, 
LIX .  bis L X X L  einer aus 14 Gruppen i~ber ]e 7 Punkten, r ~ 18, 

336., 96 , I92 , 6,  6 ,  12 , 32,  12, 96 , 16, 8,  4 ,  2. 

Von diesen kSnnen die ersten 5 ~ als typisehe Classen, die fibrigen 
21 als isolirte Gruppentypen bezeichnet werden. 

Anmerkung. Der grSsste Theil dieser Gruppen bleibt (w~hrend die ein- 
zelnen Typen dureh Projectionen in dyoidale Gruppen fibergef~hrt werden) 
aueh in der allgemeinen Theorie der Gruppen birationaler Transformationen 
ira R 3 typiseh, d. h., wenn zur Transposition nieht nur Transformationen 
gegenw~rtiger Art, sondern birationale Transformationen i~berhaup~ ver- 

wendet werden. 

Calais, London, Auer, I896. 
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B e r i v h t i g u n g .  

In Folge eines von mir nicht verschuldeten Versehens w/ihrend des Druckes kann ich eine 
notwendige Correction der Form 3) des Textes erst bier nachtragen. Die cubische Form 3) i s t  nicht 
invar iant  durch die Substitution i )  (fiberhaupt durch keine andereu als welche die Variabeln unter  
einander vertauschen). 

Dagegen kSnnen allerdings andere irreducfibele cubische Formen durch Combination der qua- 
dratischen und linearen Formen gewonnen werden. Zu den letztereu ist die Form 3 n -  Zy~ hinzu- 
zuffigen. 

Ausserdem bleibt ffir jede Substitution i )  eine ct~bische Form invariant,  welche aber nicht f/lr 
alle in gleicher Weise aufgeschrieben werden kann. Denn da ffir die einzelne (a, ;b~) 3 die Form 

n ~ - -  2nvy~k - -  vx~ + 32"(x, + x~)y~ - -  2Vy~k 

invariant  bleiben soll (Amer .  J., T. I9), so wird fiir jede Tr,'msformation, welche sich aus solchen 
zusammengesetzt~ eine Form 

(3) n ~ - -  Zx  3 + 3ZL~Y~ ~ 22~J, 3 

wo die .L~ gewisse yon der Tral~sformation abh/ingige lineare Functionen yon n ,  x~ sind, invar iant  
bleiben. 

Die Tragweite dieser Resultate mag man daran ermessem dass bisher fiberhaupt die ganz- 
zahligen Transformationen nut  yon tern~.ren und quatern~ren Formen untersucht worden sind, niimlich 
durch Herrn PoI~cAg~ ( J o u r n .  de l ' E c o l e  P o l v t .  188o). Die obige Form 3) liefert cubische Formeu 
yon irgend wie hoher Anzahl Variabeln und sofort eine ganzzahlige Substitution, welche sie in sich 
transformirt. 

Die Wichfigkeit dieses Resultates wird noch dadurch erhOht, dass man fiber e Fundamental-  
puukten (e ~ 7) unendlich viele Transformationen gegenw/irtiger Art construiren kann. Stellt man 
nun zu jeder meine fundamentale lineare Substitution und zwar zun~tchst nur  die unvoilstiindige auf, 
so erh~ilt m a n  eine merkwiirdige discontinuirliche Oruppe ganzzahliger linearer Subst i tut ioneu in 
a + i homogenen Variabeln. Man erwiige, dass bisher fiberhaupt nur discontinuirliche Gruppen von 
Substitutionen in 3 Variabeln aufgestellt worden. 

Schreibt man aber die vollst~ndigen linearen Substitutionen i)  oder 2), so erhSlt man Gruppen 
yon einer Art, wie sie fiberhaupt bisher noch nicht angetroffeu worden sind. Durch die Zusammen- 
setzung der Transformationen tiber den ~r Fundamentalpunkten wird sich n/imlich die Anzahl der 
Fundamentalcurven 2. Art und damit  die Anzahl  der Variabeln in den Substitufionen i)  fortw/ihrend 
vermehren, und man erhiilt daher eine discontinuirliche Gruppe in einer .unendlichen Anzahl yon 
Variabeln. Dem entsprechend erh/ilt man auch eine isomorphe Gruppe yon Permutationen, welche 
durch diese Gruppe hervorgerufen werden, unter  unendlich vielen Elementen, n/imlich den a Punkten 
und allen M ~ p = o, u = o, welche sich' fiber diesen a Punkten construiren lassen. 

Eine weitere Correctur ist in Folge der vorigen zu p. x3 anzugeben. Zu der dortigen Form 
muss 3 Z L ~ y ~ -  3Zy~ addirt werden. Jedoch sind die Zeilen z his 7 p. I4 dann nicht auf diese 
neue (wirklich invariante) Form zu beziehen, sondern auf die alte Form, die aber eben aus dem in 
diesen Zeilen enthaltenen Grunde nicht invar iant  sein muss. 


