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THEORIE DER ABEL'SCHEN ZAHLKORPER

VON

H. WEBER

in MARBURG.

I. ABEL'SCHE KORPER UND KREISKORPER.

In der Folge beabsichtige ich eine Reihe von Untersuchungen iiber
Abel'sche Zahlkdrper zu verdffentlichen, deren letztes Ziel es ist, alle
diese Korper vollstindig zu bestimmen und darzustellen. Den Satz, welcher
dies ermdglicht, hat KRONECKER zuerst in einer Mitteilung in den Mo-
natsberichten der Berliner Akademie vom 20" Juni 1853, welche
auch in SerreT’s Cours d'algébre supérieure abgedruckt ist, ausgesprochen,
den Satz namlich, dass die Wurzeln aller Abel'scher Gleichungen im
Gebiete der rationalen Zahlen sich aus Einheitswurzeln rational zusammen-
setzen lassen, dass also mit andern Worten alle Abel’schen Korper zugleich
Kreiskorper sind. Nach dieser ersten Mitteilung KrRoNECKER’s machten aber
damals die Gleichungen, deren Grad eine Potenz von 2 ist, noch Schwierig-
keiten. In spiteren Mitteilungen (Mounatsberichte der Berliner Aka-
demie vom 14 Apr. 1856, 16 Apr. 1877, 7 Dec. 1882) ist KRONECKER
wiederholt auf den Gegenstand zurtickgekommen, ohne tiber den Beweis
des Satzes wesentlich mehr als die Andeutung zu gcben, dass die Kum-
MER'sche Zerlegung gewisser in der Kreisteilung vorkommender complexer
Zahlen in ihre idealen Primfactoren dabei gebraucht wird. ILben dies
ergiebt sich auch aus einer Bemerkung von Kumwmer im Eingang der Ab-
handlung: Theorie der idealen Primfactoren ete. (Abhandlungen der
Berliner Akademie 1856). Dieser schone und merkwiirdige Kro-
necker'sche Satz gehort ohne Zweifel zu den zukunftsreichsten der Algebra,
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da er auf die Wege weist, auf welchen allein ein tieferer Einblick in das
Wesen der algebraischen Zahlgrossen zu hoffen ist. Der Satz aber, obwohl
vor mehr als dreissig Jahren entdeckt, ist noch lange nicht in dem Maasse
wie er es verdient, gekannt und verstanden, und ich glaube daher der Sache
zu dienen, wenn es mir gelingt, durch die Mitteilung eines alle Falle
umfassenden Beweises das Verstindniss desselben zu erleichtern und zu
fordern. Das Hilfsmittel, dessen ich mich bei diesem Beweise bediene ist
die von DEpEkinp entwickelte Theorie der algebraischen Zahlen, deren
Terminologie und Hauptsatze ich als bekannt voraussetze. Der Leser findet
dieselben in einfacher und klaver Darstellung vorgetragen im XL Supple-
ment zu der dritten Auflage der DiricaLer’schen Vorlesungen tber Zahlen-
theorie. Die in der vorlicgenden Arbeit mit D. bezeichneten Citate be-
zichen sich auf dieses Werk. Auch in mindlichem und schriftlichem
Verkehr habe ich mit meinem Freunde Drprkinp vielfach tiber den Ge-
genstand dieser Untersuchungen verhandelt, und verdanke ihm niitzlichen
Rath und Anregung, besonders in Bezichung auf die elegante Formulierung
des Problems in der ersten Abhandlung.

Der besseren Ubersicht wegen habe ich die Untersuchung in drei
getrennte Abhandlungen geteilt, deren jede so viel als moglich ein fur
sich abgeschlossenes Ganze bildet.

Die erste dieser Abhandlungen behandelt die allgemeine Theorie der
Abel'schen Zahlkorper und insbesondere die Kreiskorper und ihre Dar-
stellung. Es wird darin der meines Wissens frither noch nicht vollstandig
erbrachte Beweis gefithrt, dass dureh die directe Verallgemeinerung der
Gavss'schen Perioden alle Kreiskorper, und jeder nur einmal, dargestellt
werden. KRONECKER berithrt diesen Gegenstand in den Monatsberichten
der Berliner Akademie vom 14" Apr. 1856; jedoch bezieht sich die
dortige Mitteilung nur auf die reguliren Kreiskorper.

Diejenigen Abel’schen Korper, deren Grad eine Potenz von 2 ist,
bieten eine eigentiimliche Schwierigkeit, und erfordern (wenigstens bis jetzt
noch) die Zuziechung eines fremdartigen Hilfsmittels. Es war daher not-
wendig, in einer zweiten Abhandlung cine Untersuchung durchzufithren
tber die .Anzahl der Idealclassen und die Einheiten in den Kreiskorpern,
deren Ordnung cine Potenz von 2 ist.

Die dritte Abhandlung endlich soll den vollstindigen Beweis des
KroxEcKER'schen Satzes liefern.
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§ 1. Allgemeines itber algebraische Zahlkorper und Kéorper-
permutationen.

Unter einem algebraischen Zahlkorper w'® Grades verstehen wir den
Inbegriff R(x) aller rationalen Functionen (mit rationalen Coefficienten)
von z, wenn % eine Wurzel einer irreducibeln Gleichung n'* Grades

(1) f(e) =o

ist, deren Coefficienten rationale Zahlen sind.

1. Jede Zahl eines solchen Korpers ist wieder dic Wurzel einer
Gleichung #'® Grades, welche entweder irreducibel oder eine ganze Po-
tenz einer irreducibeln Gleichung ist. Es giebt unendlich viele Zahlen
im Korper R(z), welche irreducibeln; Gleichungen »'* Grades geniigen,
und wenn y eine solche ist, so ist der Korper R(y) mit dem Korper R(x)
identisch, (weil alsdann sowohl y rational durch 2 als auch z rational
durch y ausdriuckbar ist). Solche Zahlen y kénnen primitive Zahlen des
Korpers R(z) genannt werden, weil sie nicht zugleich in einem zweiten
Korper von gleichem oder niedrigerem Grad enthalten sind.

2. Sind die Zahlen eines Korpers R(y) sammtlich in dem Korper
R(z) enthalten, so heisst R(y) ein Teiler von R(x); y ist eine Zahl in
R(z) welche einer irreducibeln Gleichung vom Grade des Korpers R(y)
geniigt; und darnach ergiebt sich aus (1) dass der Grad von R(y) ein
Teiler des Grades von R(z) ist.

3. Unter dem Product zweier Korper R(w,), R(x,) versteht man
den Inbegriff R(x,, xz,) aller rationalen Functionen von x, und z,; dies
Product hat (nach n° 2) sowohl R(w,) als R(z,) zum Teiler. Es ergiebt
sich hieraus sofort die Definition des Productes von mehreren Factoren.

4. Sind w,, @, ..., x, die » Wurzeln der Gleichung (1) so heissen
die Korper R(x,), R(x,), ..., B(»,) (die auch alle oder teilweise iden-
tisch sein konnen) comjugierte Korper. Der Ubergang von einem Korper
zu einem seiner conjugierten heisst eine Permutation, das Ersetzen der
Zahlen des einen Korpers durch die entsprechenden des andern eine Sub-
stitution. Das Product aller mit einander conjugierten Korper heisst die
Norm eines jeden dieser Korper. Bezeichnen wir mit # eine rationale
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Function von =y, z,, ..., x,, welche bei allen Vertauschungen dieser
Grossen [I(n) verschiedene Werte annimmt, so ist R(z) die Norm von
R(z,) (deren Grad niedriger sein kann als /I(n)). Ein Korper, der mit
allen seinen conjugierten identisch ist, und der mithin seine eigene Norm
ist, heisst ein Normalkirper oder ein Galois'scher Kirper. Jede Norm ist
ein solcher Normalkorper, und der Normalkorper kann auch dadurch
charakterisiert werden, dass er mit seiner Norm gleichen Grad hat. (D.
§ 163)

5. Die Permutationen von R(z) bilden unter sich eine Gruppe,
deren Grad gleich dem Grade von R ist. Denn die conjugierten Werte
Z, &, 2", ... sind alle in R(#z) enthalten und werden also in bestimmter
Weise unter einander vertauscht, wenn z durch eine Substitution S’ durch
# ersetzt wird. Ersetzt man hierauf mittelst einer zweiten Substitution
S§” z durch 2", so geht dadurch 2 in 2 tber, und die Substitution,
durch welche z direct in 2"’ tibergeht ist also aus den beiden Substitu-
tionen S§'S” wusammengesetzt; hierbei darf im Allgemeinen die Reihenfolge
nicht vertauscht werden. Diese Substitutionsgruppe heisst die Gruppe, nicht
nur des Korpers R(z), sondern eines jeden der Korper R(x,), R(z,), ....
Jede Zahl des Korpers R(x,) kann durch die Substitutionen dieser Gruppe
in jede der mit ihr conjugierten Zahlen tbergefuhrt werden. Denn nehmen
wir an, dass dies fur irgend eine solche Zahl x nicht der TFall sei, so
witrde eine gewisse Gruppe der conjugierten Werte von « nur unter sich
vertauscht. Diese wiirden also schon fur sich die Wurzeln einer Gleichung
mit rationalen Coéfficienten sein, entgegen dem Satze n° 1.

6. Da die Zahlen %), w,, ..., %, alle dem Korper R(2) angehoren,
so werden sie durch jede der Substitutionen § in gewisser Weise unter
einander vertauscht. Es entsteht so eine gewisse Gruppe von Substitu-
tionen der Grossen z;, #,, ..., «,, welche keine andere ist als die Ga-
lois’sche Gruppe der Gleichung (1), da jede rationale Function dieser
Grossen, welche einen rationalen Wert hat durch die Permutationen des
Korpers R(2) ungeandert bleibt und umgekehrt.

7. Aus diesen Begriffsbestimmungen ergiebt sich, dass die Norm
eines Divisors eines Korpers ein Divisor der Norm ist, und dass die Norm
eines Productes zweier oder mehrerer Korper gleich dem Producte der
Normen ist. Also ist auch das Product zweier oder mehrerer Normal-
korper selbst ein Normalkorper.
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§ 2. Abel’sche Korper.

Wir nennen einen algebraischen Zahlkdrper einen Abelschern, wenn
seine Substitutionsgruppe eine Abel'sche Gruppe ist, d. h. wenn ihre Sub-
stitutionen alle unter einander vertauschbar sind. Daraus folgt:

1. Jeder Abel'sche Korper ist ein Normalkérper. Es sei nimlich
R(z) ein solcher Korper vom Grade n» und # irgend eine primitive Zahl
des Korpers, deren conjugierte Werte x,, x,, ..., «, sind. In der
Gruppe des Korpers existiert gewiss wenigstens eine Substitution &S,
durch welche 2, in einen beliebigen der conjugierten Werte, x,, tibergeht.
(§ 1, n° 5.) Ist dann S irgend eine Substitution, durch welche x, in x,
tibergeht, so bleibt durch die Substitution '

(1) S;18,8718,

das EFlement x, ungeindert; wegen der vorausgesetzten Vertauschbarkeit
ist aber die Substitution (1) = §,87, und diese Substitution lasst daher
alle »,, #,, ..., #, ungeindert. Sie ist also die identische Substitution

und folglich ist
(2) S = 8,.

Demnach ist der Grad der Norm von R(z) gleich dem Grade dieses
Korpers und daher R(z) ein Normalksrper.' Man kann also die Sub-
stitutionen 8, in eindeutiger Weise durch das Symbol (z,, #,) bezeichnen,
wobei mnoch das eine Glied der Bezeichnung, z,, beliebig genommen
werden kann, wenn das zweite passend bestimmt wird. Man kann etwa
setzen
8= (@, #,) = (%0 > Ta)

und erhalt

(3) ’ SaSb = (xl b w(’al)’ SbSa = (wl’ xdbl)
also
(4) . xba, == x“bl'

! Vgl. uber diesen Satz KRONECKER, Berliner Monatsberichte, 16 Apr. 1877.
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2. Eine einfache IFolgerung dieser Definition, ist es, dass alle Teiler
Abel'scher Korper selbst Abel’sche Korper sind.

3. Ein Abel'scher Korper heisst regulir wenn die Gruppe seiner
Substitutionen durch Wiederholung einer einzigen unter ihnen erschopft
werden kann. In diesem Fall lassen sich die- conjugierten Werte einer
Zahl des Korpers derart in einen einzigen Cyklus x,, =, ,, ..., 2,
ordnen, dass dieselben durch die Substitutionen der Gruppe cyklisch ver-
tauscht werden. Dieser Fall muss eintreten, wenn n eine Primzahl ist.

4. Unter dem Grad einer Abel'schen Gruppe versteht man die
Anzahl der Elemente, welche sie enthalt. Der Grad eines einzelnen Ele-
mentes ist der Exponent der niedrigsten Potenz dieses Elementes, welche
gleich dem Hauptelement (gleich »1», in unserem Falle gleich der iden-
tischen Substitution) wird. Ist p irgend eine im Grade der Gruppe auf-
gehende Primzahl, so existieren in der Gruppe Elemente vom Grade p.?

5. Wenn in der Gruppe G unseres Korpers R(z) irgend eine andere
Gruppe @, vom Grade #, als Teiler enthalten ist, so giebt es in R(z)
Zahlen, welche durch die Substitutionen von @, ungeindert bleiben, da-
gegen durch jede andere Substitution von G sich andern. Eine solche
Zahl ist z. B. bei passender Bestimmung der rationalen Zahl ¢

y=(t—z)t—x)...(t —m,)

wenn &, %, ..., %, die Werte sind, in welche 2 durch die Substitu-
tionen @, tbergeht. Von einer solchen Zahl sagt man, sie gehdre zu der
Gruppe G,. Aus ihr entspringt ein Korper R(y) vom Grade n:n, ein
Teiler von R(z), der ebenfalls als zur Gruppe &, gehirig bezeichnet
sein soll. Wenn umgekehrt y eine Zahl in R(x) ist, so bilden diejenigen
Substitutionen in ¢, durch welche y ungeindert bleibt, eine Gruppe G,
welche ein Teiler von & ist, und der Korper R(y) gehort zur Gruppe G,.

! Die Mauptsitze itber Abel’sche Gruppen findet man in des Verfassers Arbeit
Uber die Darstellung von Primzahlen durch quadratische Formen, Mathematische An-
nalen, Bd. 20, 8. 301 (1882), ferner: ScnEring, Die Fundamentalclassen der zusammen-
setzbaren arithmetischen Formen, Abhandlungen der Gesellschaft der Wissenschaf-
ten zu Gottingen, Bd. 14 (1868); Kronecker, Monatsherichte der Berliner
Akademie 1 Dec. 1870; FroBENIUS und STICKELBERGER, Gruppen von vertauschbaren
Elemenien, Journal fir Mathematik, Bd. 86, 1878,
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Jeder Teiler R(y) von R(z) gehort also zu einem bestimmten Teiler &
von G und umgekehrt.

Gehort y, zu G, y, zu G,, und ist G, in G, enthalten, so ist der
Korper R(y,) in R(y,) enthalten. Sind R(y,), R(y,) zwei Divisoren von
R(x), welche zu den Gruppen @,, @, gehdren, so gehort das Product
R(y, ,y,) zu dem grossten gemeinschaftlichen Teiler von & und ¢, und
der grosste gemeinschaftliche Teiler von R(y,), R(y,), d. h. der Inbegriff
aller in beiden Korpern zugleich enthaltenen Zahlen, zum kleinsten ge-
meinschaftlichen Vielfachen der beiden Gruppen G, G,.

6. Ein Abel'scher Korper wird zerlegbar genannt, wenn er (im
Sinne von § 1, n° 3) das Product zweier anderer Abel'scher Korper ist.
Im entgegengesetzten Fall heisst er cinfach. Daraus ergiebt sich un-
mittelbar, dass ein zerlegbarer Abel'scher Korper in eine endliche Anzahl
einfacher zerlegt werden kann.

Hierbei sei zur Vermeidung von Irrtiimern bemerkt, dass die Zer-
legharkeit keineswegs aus dem Vorhandensein eines Teilers folgt, und
dass dic Zerlegung in einfache Korper nicht nur auf eine Art geschehen
kann.

7. Ein Abel'scher Korper ist stets zerlegbar, wenn in seinem Grad
zwei verschiedene Primzahlen p, ¢ aufgehen. Bezeichnen némlich S, S
zwei Substitutionen der Gruppe G von den Graden p, ¢, deren es nach
n° 4 immer giebt, und y,, y, zwei Zahlen des Korpers, die zu den aus den
Potenzen von S,, S, gebildeten Gruppen p** und ¢*** Grades gehdren,
so sind R(y,), R(y,) zwei Teiler von R(x) von den Graden n:p;n:q.
Der aus beiden zusammengesetzte Korper R(y,,y,) ist gleichfalls cin
Teiler von R(x); sein Grad ist aber sowohl durch n:p als durch n:q
teilbar und muss also = n sein. Hiernach ist R(y,, y,) mit R(x) iden-
tisch. Darnach lassen sich alle Abel’schen Korper aus solchen zusam-
mensetzen, deren Grad eine Primzahlpotenz ist.

8. LEin nicht regularer Abel'scher Korper, dessen Grad eine Prim-
zahlpotenz p~ ist, ist zerlegbar. Sei ndmlich S eine Substitution in ' vom
Grade p, und S, cine zweite, welche nicht unter den Potenzen von § ent-
halten ist. Dass bei irreguliren Gruppen solche vorhanden sind, ist leicht
einzusehen. Die Zahlen y, y, mogen zu den durch die Potenzen dieser
beiden Substitutionen gebildeten Gruppen gehoren. Dann ist -y, nicht im
Korper R(y) vom Grade n:p cnthalten, da es ja sonst durch die Substitu- .
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tion S ungeindert bleiben miisste. Der Grad des Korpers R(y,y,) ist
dann durch #:p teilbar, kann aber nicht = #:p sein, weil sonst R(y , y,)
mit R(y) identisch ware; andererseits ist dieser Grad ein Teiler von # und
muss mithin = » sein. Es ist also wieder R(y, y,) mit R(z) identisch.
Es lassen sich also alle Abel'schen Kdirper aus veguliren Abel'schen Kirpern
zusammensetzen, deren Grad eine Primzahlpotenz ist.

Ein regularer Korper, dessen Grad eine Primzahlpotenz ist, ist da-
gegen unzerlegbar, weil jeder Teiler eines solchen Korpers jeden anderen
Teiler von gleichem oder niedrigerem Grade wieder als Teiler enthalt.

§ 3. Abel’sche Gruppen und Gruppencharaktere.

For die spitere Anwendung sollen zunichst einige der Hauptsatze
tiber Abel’sche Gruppen zusammengestellt werden, die im Wesentlichen
bekannt sind. Die Beweise findet man in der oben citierten Abhandlung

des Verfassers.
1. Es sei G eine Abel'sche Gruppe vom Grade », und S seien

ihre Elemente. Diese Elemente lassen sich durch eine Basis darstellen,

in der Weise
(1) S = 8}8r...8Y,

so dass man jedes Element § von ¢ ein und nur einmal erhalt, wenn
s, (mod n,), s, (mod n,), ..., s, (mod u,) je ein vollstindiges Restsystem durch-
lauft. Es ist alsdann

(2) no= NNy ... N,

2. Wahlt man die Grossen o, ,, ..., o, unter den Wurzeln der

Gleichungen
7y 1y Y
0, =1, WL, =1, .., @' =1

beliebig aus, und setzt (nach (1))

Sy

(3) 7(8) = olw; ... 0",
so erhilt man die » Charakiere der Gruppe . Fur irgend zwei Ele-
mente S, §' von G ist dann stets

(4) 1S (8) = x(89).



Theorie der Abel’schen Zahlkérper. 201

~ Wenn umgekehrt eine Function y(S) der Bedingung (4) geniigt, so
ist sie unter den » Charakteren enthalten.

Die Charaktere bilden unter sich eine” Abel'sche Gruppe vom Grade
n, wenn man unter yy'(S) den Charakter

(0, 01)" (@05) . . . (0,0))"
versteht. .
3. Auf Grund dieses Satzes lassen sich die Divisoren der Gruppe
G genauer charakterisieren. Ks sei

g=298, 5,8, ...

eine in G enthaltene Gruppe.(ein Divisor von G). Ist’G durch die Ele-
mente g nicht erschopft, so wahle man ein in g nicht enthaltenes Ele-
ment S, und bilde die Reihe der Elemente

9, =88, 8,8, 88", ...

welche lauter von einander und von g verschiedene Elemente enthalt.
Ist G noch nicht erschopft, so wihle man S, so dass es wéder in g noch
in g, enthalten ist, und bilden die dritte Reihe

9, = 8,8, 8,8, 8,8 ...

und fahre so fort, bis die Gruppe G erschopft ist. Diese Reihen g, g,
gy ... bilden unter sich eine Abel'sche Gruppe H, wenn wir die Com-
position derselben in dem Sinne erklaren, dass g g, die Reihe

9.9, = 8,8,8, 88,8, 88,8, ...
bedeute.
Wir betrachten die Charaktere &(g) dieser Gruppe H und setzen,
wenn S, S), S, ... in g, enthalten sind

E(g) = E(8) = &(S) = &(S) = ...

Hierdurch ist eine Reihe von Functionen &(S) bestimmt, welche der Be-
dingung

§(8)E(8) = £(58)

geniigen, und die daher unter den Charakteren y(S§) enthalten sind. Flir
die Elemente S, S, S”, ..., die in der Gruppe g vorkommen, und nur fir diese,
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haben - alle diese Functionen den Wert + 1. Daraus folgt der Satz:
Alle Elemente einer Abel'schen Gruppe G, fiur welche ein oder mehrere
Charaktere den Wert - 1 haben, bilden einen Divisor von @, und um-
gekehrt erhilt man alle Divisoren von &, wenn man alle diejenigen Ele-
mente sucht, welche einem einzelnen oder eimer beliebigen Anzahl von
Charakteren den Wert -+ 1 erteilen.

Der Inbegriff derjenigen Charaktere &(S), welche fur die sammt-
lichen Elemente der Gruppe g den Wert 4 1 haben, bildet unter sich
eine Abel'sche Gruppe deren Grad = n:n, ist, wenn #, den Grad von
g bedeutet, und die Gruppe G ist durch diese Vollsti‘mdig bestimmt.
Wir sagen, die Gruppe g gehdre zu dieser Gruppe von Charakteren (oder
umgekehrt diese Charakterengruppe zur Gruppe g).

§ 4. Die Kreiskorper.

Unter einem Kreiskorper verstcht man jeden aus rationalen Zahlen
und Einheitswurzeln zusammengesetzten Zahlkorper. Ist 7 eine primitive
m' Einheitswurzel, so soll der Korper R(r), welcher aus sdmmilichen ra-
tionalen Functionen von #» besteht, der wollstindige Kreiskorper der Ord-
nung m heissen, und mit 2, bezeichnet werden.

Da man beliebig viele Einheitswurzeln immer als Potenzen einer
und derselben Einheitswurzel darstellen kann, so folgt, dass jeder Kreis-
korper ein Divisor eines wollstindigen Kreiskirpers ist. Man erhdilt daher
Jeden Kreiskorper und jeden nur einmal, wenn man alle diejenigen Divisoren
eines wvollstindigen Kreiskorpers m" Ordnung aufsucht, die nicht zugleich in
Kreiskorpern wiedrigerer Ordnung enthalten sind. '

Da r die Wurzel einer irreducibeln Gleichung vom Grade ¢(m) ist,
so ist ¢(m) auch der Grad des Korpers £,. Die Gruppe des Korpers
besteht aus simmtlichen Substitutionen

(”i’ , 7,7:)

wenn n die simmtlichen relativen Primzahlen zu m (mod m) durchlauft;
diese Gruppe, die wir mit N bezeichnen wollen, kann dargestellt werden
durch die simmtlichen nach dem Modul m reducierten zu m teilerfremden
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Zahlen. Diese Gruppe ist eine Abel'sche, und folglich ist jeder Kreis-
korper ein Abel'scher Korper.

Um die simmtlichen Divisoren eines vollstandigen Kreiskorpers zu
ermitteln, hat man nach § 2, n° 5 die sammtlichen Teiler der Gruppe N
aufzusuchen, d. h. die simmtlichen nach dem Modul » genommenen
Zahlsysteme

(]) kyy kyy kyy oo

die sich bei der Multiplication unter einander reproducieren. Zu jeder
solchen Gruppe gehort ein Teiler von £, und umgekehrt, zu jedem
Teiler von £, eine solche Gruppe.

1. Ist ml' ein Teiler von m, so ist auch der vollstindige Kreis-
korper &, ein Teiler von £,. Die Gruppe, zu welcher dieser Teiler
gehort besteht aus allen denjenigen Zahlen k£, welche der Bedingung

geniigen
k=1 (modm,).

Sind m,, m, zwel Divisoren von m, deren grosster gemeinschaftlicher
17 2 ’ o

Teiler d ist, so gehort (nach § 2, n° 5) der grosste gemeinschaftliche Teiler

von &,, &, zu der Gruppe

k=1 (mod d)

und ist also der vollstindige Kreiskorper &,.

2. Nun sollen unter den Divisoren von £, diejenigen aufgesucht
werden, welche nicht zugleich in vollstindigen Kreiskorpern niedrigerer
Ordnung enthalten sind. Nach n° 1 sind also solche und nur solche Di-
visoren von &, auszuscheiden, die zugleich Divisoren von £, sind, wenn
m, in m enthalten ist. '

Auszuscheiden sind also alle diejenigen Divisoren von £, und nur

diese, welche zugleich Divisoren von einem der Korper &, sind, wenn
q
q irgend eine der in m aufgehenden Primzahlen bedeutet. Das heisst,

man hat von den Divisoren & der Gruppe N diejenigen auszuscheiden,
welche eine der Gruppen

&) k=1 <mod %>
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als Teiler enthalten. Die ubrig bleibenden Gruppen &, und nur diese
liefern primitive Divisoren von £,, und man erhilt also auf diese Weise
alle Kreiskorper und jeden nur einmal.

§ 5. Darstellung der Kreiskorper durch die Perioden.

m

Um die primitiven Divisoren £ von &, auf die einfachste Weiif
darzustellen, hat man eine moglichst einfache Function von r zu suchen,
welche zu der Gruppe & von & gehort. Dass diesen Zweck die Perioden
(im Gauss'schen Sinne)

k
77=2V"

erfillen, wird dann bewiesen sein, wenn gezeigt werden kann, dass unter
den conjugierten Werten 7,, ,, %,, ... dieser Perioden nicht zwei ein-
ander gleiche vorkommen. Um dies zu beweisen, ist es nétig, auf die
Charaktere der Gruppe N etwas genauer einzugehen.

1. Es sgei

(1) m = 2"qpge ...

A=o0 oder > 2, ¢, ¢,, ... die von einander verschiedenen in m auf-
gehenden ungeraden Primzahlen. Man setze

2) a=b=1 fur 2=o0; a=2, b="1p(2) = 2 fur 1S 2
27

O = 50( ’;l) = q){l—l(% — 1)7 Cy = 50( ?)7 e

und verstehe unter g,, g,, ... primitive Wurzeln von ¢}, 93, ... Dann
lasst sich. fur jede zu m teilerfremde Zahl » ein System von Indices
a, B 1» 74> - - - nach den Moduln a, b, ¢, ¢,, ... aus den Congruenzen
bestimmen '

(3) n=(—1)"5" (mod 2"); n=g; (mod ¢¥), n=gy (mod g%, ...

Versteht man dann unter ¢, 0, o, o,, ... primitive Wurzeln der Glei-
chungen

(4) et =1, 0 =1, 0} = I, 0F=1, ...
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und bezeichnet mit o', #, 71, 3, ... die Indices einer Zahl #’, so erhalt
man die Charaktere der Gruppe N in der Form

(5) g (1) = 0P ) 0. ..

2. Die Charakterengrhppe, zu welcher eine der in n° 2, § 4 aus-
geschlossenen Gruppen &, gehort, erhalt man falls ¢, nur einmal in m
aufgeht indem man w} = 1 setzt, und wenn ¢, mehrmals in m aufgeht,
indem man g ‘durch g, teilbar annimmt. Um die Charakterengruppe zu
welcher ®, gehort, zu bilden, hat man, falls =2 ist, o, falls 1> 2
ist 8 durch 2 teilbar anzunehmen. Die auf diese Weise definierten Charak-
terengruppen sollen mit €,, €., ..., €, bezeichnet werden.

3. Ist nun ® ein Divisor der Gruppe N, h, eine Zahl in N, die
nicht in § enthalten ist, h, cine Zahl in N, die weder in & noch in
h, & vorkommt, u. & £, so zerfallt N in die Reihen

(®) kyy Ry ks
78K ik, Rk, hk, .
(h,R) hoky, Rk, Rk, ...

Diese Reihen bilden im Sinne von § 3, n° 2, eine Gruppe H. Wir be-
zeichnen mit §(n) diejenigen unter den Charakteren y(n), zu welchen
die Gruppe § gehort und mit € die Gruppe derselben. Da hiernach

(6) (ko) = &(k,) = &(k) = ... =1
ist, so erhalt man fur die Charaktere der Gruppe H die Ausdriicke

E(hy), E(R,), E(hy), ..

Hieraus ergiebt sich, wenn wir

(7) np = Zrhk
setzen,
(8) ZE(h)p, = 2E(n)r".

4. Es sollen nun die Bedingungen gesucht werden, unter welchen
mehrere der 7, einander gleich sind. Ist
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so bilden diese in dem Sinne eine Gruppe, dass auch

M= N

ist, und diesc Gruppe ist ein Divisor von H, den wir mit H’ bezeichnen.
Die Perioden 7, zerfallen in Reihen von gleich vielen unter einander
gleichen.

Die Gruppe H’ ist wieder dadurch charakterisiert, dass sie aus allen
denjenigen h§ besteht, fir welche eine gewisse Gruppe unter den Cha-
rakteren &, die wir mit & bezeichnen wollen, den Wert 4+ 1 hat. Die
itbrigen unter den Charakteren &, welche also fur einige Elemente der
Gruppe H’ von 1 verschieden sind, bezeichnen wir mit &’. Solche Cha-
raktere &' existieren immer, wenn H' mehr als ein Element enthdlt, wenn
also wirklich mehrere der Perioden % einander gleich sind.

5. Ist nun %' irgend eine zu m teilerfremde Zahl, so lasst sich die
Summe (8) so schreiben:

n

ZE(n)r = ZE(m)r = E(W)ZE(n)r = E(h') ZE(h)pun-
Wir nehmen nun an, es sei 7, = 7,, und folglich auch

T = N

dann folgt aus der letaten Gleichung wegen (8)

zn:é(n)r" = E(h’)znf(n)r”.

Findet sich nun der Charakter £ unter den €', so kann man A’ so
wihlen, dass &(A’) von 1 verschieden ist, und daraus folgt:

(9) | e (n)r = o.

Diese Bedingung lasst sich nun in folgender Weise umformen. Bezeich-
nen wir mit 7, 7, 7, ... primitive Einheitswurzeln der Ordnung 2%,
93, ¢3, ... so kann man jede primitive m* Einheitswurzel in der Form
annehmen

(10) ro= T, ...
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Ist dann (nach (3))
(11) E'(n) = " 0"F W N0y ..,
so zerfallt die linke Seite von (9) in Factoren:

a, fi L n 72
oy G avisB T I
(12) 2 @ P i T gL = o,

woraus folgt, dass wenigstens einer diescr Factoren verschwinden muss.
6. Wir wollen nun, um die Kette der Schliisse nicht zu unter-

brechen die folgenden, im nichsten § zu beweisenden Sitze voraussetzen.
a) Die Summe

I .
zw-{l n /rgl”

kann nicht verschwinden, wenn x, = 1, also ¢, ein einfacher Factor von
m ist; ist %, > 1 so verschwindet dieser Ausdruck dann und nur dann,

wenn
yi'=o0 (mod gq,).
b) Die Summe

aVﬁ -
PR T . |
2 Sa 11.04,?1,‘5) 1)* 5

verschwindet, wenn A=z ist, dann und nur dann, wenn
o’ =0 (mod 2)

und wenn A% 3, dann und nur dann, wenn
f'=o0 (mod 2).

7. Hieraus schliessen wir zunichst, dass die Gleichung (9), (12)
auch dann mnoch befriedigt sein muss, wenn &’ durch einen der Charak-
tere & ersetzt wird. Denn setzen wir

E(n) = e“0F " wf . . .
und nehmen an es sei, falls m durch eine hohere als die erste Potenz
. . , . .
von gy, q,, ... teilbar ist, i, 74, ... nicht durch ¢, ¢q,, ... teilbar, ebenso
falls m durch 4 aber nicht durch 8 teilbar ist, o/, und falls m durch 8
teilbar ist # ungerade, wie es nach n° 6 sein muss, wenn 2&(n)2" von Null
verschieden ist, so kann man in dem zusammengesetzten Charakter

E!s E'l (n) —_ E(M'S La')e 0()5'3 +4")3 (0(17‘1'3%'7’1”))’1 w;ﬁ’z’“ri"z”))'z ceey
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der offenbar zu den Charakteren & gehort, die ganze Zahl s so bestim-
men, dass yis 4 71’ nicht durch ¢,, r3s + 73 nicht durch ¢,, u. s. f. und,
eventuell, a's + o” oder f's + &’ nicht durch 2 teilbar wird. Dadurch
aber kommt man zu einem Widerspruch mit der Gleichung (9).

8. Nach n° 2 und n° 6 kann man dem hiermit Bewiesenen den fol-
genden Ausdruck geben. Wenn unter den zur-Gruppe & gehirigen Perioden
7, mehrere gleiche vorkommen, so muss jeder der Charaltere &, der Gruppe
€ in einer der Gruppen €, €, .-, G enthalten  sein, (wobei nur die- .
jenigen Primzahlen-¢,, ¢,, ... in Betracht kommen, welche mehrfache Fac-
toren von m sind und @, nur falls m durch 4 teilbar ist).

9. Daraus kann nun weiter gefolgert werden, dass unter den Gr_uppen
€,, 6,, ..., 6, mindestens eine durch die Gruppe € teilbar ist, und dass
folglich & durch eine der Gruppen 8, &, ..., 8 teilbar ist. Es. ist
namlich, wenn y ein beliebiger der Charaktere von N ist, y™ in €, y*
in 6, ..., ' in @, enthalten. Nehmen wir nun an, es sel keirie der
Gruppen €,, €,, ..., €, durch @ teilbar, so kann man die Charaktere
€, &, &, ... in € so wihlen, dass & nicht in €,, & nicht in €, &,
nicht in @,, ... enthalten ist; dann wire aber der zusammengesetzte
Charakter

EZ‘”‘"'EE""'E%""" L.

zwar in €, aber weder in €, noch in €, ... noch in @, enthalten, cnt-
gegen dem in n° 8 Bewiesenen.

10. Hieraus folgt nun, dass, wenn man die in § 4, n
terisierten Gruppen ausgeschieden hat, unter den conjugierten Perioden

° 2 charac-

niemals mehrere gleiche vorkommen, und dass man also simmtliche Kreis-
korper rational durch diese Perioden. darstellen kann. Man kann die-
selben sogar in einem gewissen Sinne linear durch die Perioden ausdriicken,
Denn setzt man allgemein, auch wenn « nicht relativ prim zu m ist

k
va —_ Zg.ak

o erhalt man, wenn k, k' von einander unabhiingig die Gruppe & durch-
laufen, fur beliebige a, &:

kK EE
S ekt ST (kb E
Nao == 2 = 2 == 277(,k+b-
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§ 6. DBeweis des Lemma n° 6.

Zur Vervollstandigung bleibt uns noch iibrig die in n° 6 angefiuhrten
Hilfssatze zu beweisen. ‘
1. Ist zunichst p eine ungerade Primzahl, » eine primitive Einheits-
wurzel der Ordnung p”, @ eine solche der Ordnung ¢(p7™), g cine pri-
mitive Wurzel von p’, und fir jede durch p nicht teilbare Zahl #
(1) g'=mn (mod p7)
so setzen wir, indem wir » ein vollstindiges System modulo p~ in con-
gruenter durch p nicht teilbarer Zahlen durchlaufen lassen,

n
(2) . (wh’ ,,,.) — th;’,,.n
n
(3) (w", fr’") — w—hr'zwhr,rn — w—hy'<wh, T),

und wenn man mit 7" multipliciert und die Summe nimmt:

.
n,n

(4) (w*h; qn)(wh, q‘) — zwhr/rn’(n+1).

a) Ist 7 = 1, so igt die nach »' genommene Summe

ety — n< p-—1
=p—1, N=p—I,
und da
=1
g* =—1 (mod p),
also fur
n=p—1 =2
=P , r=T
so folgt

(5) (0" (@™, 1) = (= 1)'p.

Es kann also in diesem Fall (", r) nicht verschwinden.
b) Ist # > 1, so ist

o
Z 7.1:'(71 +1)

Acta mathematica, 8. Tmprimé le 20 Mai 1886. 97
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immer dann = o, wenn # -4 1 nicht durch p™ ' teilbar ist, und es ist

1

far ot re=p, D =), 7= e(r)

I

fr a1 =, Tyt = e, r=5e() + (),

worin 2 und vy gleichzeitig ein vollstandiges Restsystem modulo p durch-
laufen (mit Ausschluss von o).
Hiernach wird also
2 A ~ T AP < v 71
(@, o 1) = (= 19" — (— 1)y T o,

also wenn % nicht durch p teilbar ist
(©) | (@, D™, 1) = (— 1)
Ist aber % durch p teilbar, so folgt auns (3)
(0", PPN = (0, 1), G=0,1, ., p—1)
und wenn man die Summe tber alle A bildet,
(7) (@, ¥) =0, h=o0 (mod p),
womit n° 6 a) des vorigen § bewiesen ist.

2. Ks seien jetzt r, @ primitive Einheitswurzeln der Ordnung 2%,

=2, und fur jedes ungerade »

(8) (— 1)"5° =n (mod 2%,

worin «, # wie in § 5, (1) nach den Moduln @, b genommen sind.
Setzen wir nun

(9) [(— 1), 8, 9] = Z(— 1)"6%",
dann ergiebt sich zunichst direct:

a) Ist A= 2, so verschwindet [(— 1)*, #*, | dann und nur dann
wenn k=0 (mod 2).

b) Ist A= 3, so folgt wie oben

(10) [~ 1), 6 7] = (— )6 [(— 1) 6, ),
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also:
n,n

K____ I)h’ 0k7 7}{(_ I)ah’ B—k’ 7,] — Z(__ I)ha@k,’i,',n'(l-{-n).
Die nach #' genommene Summe ist nun

n

2r"®+Y — o wenn # 4 1 nicht durch 2*' teilbar ist,

{

i

= 2" fur n 4+ 1 = 2%, a=1, B
B

o
— 2" far w41 =2, g=1, 2+—3,

woraus sich, falls & ungerade ist,
(11) (— 1)y & r(— 1) 87 r] = (— 1)" 2%, k=1 (mod 2)

crgiebt.
Setzt man aber in (10)

also
, . a r s A3
o= —, a = o, g o= 2",
so folgt

(— 1, 8 =] = (= 1= 1 o 1)
woraus unmittelbar hervorgeht, dass im Falle ecines geraden %
(12) [(— 1) @, 7] = o, k=o (mod 2),

womit also auch n® 6 b) des vorigen § bewiesen ist.

§ V. Die Ideale der vollstindigen Kreiskorper.

Die Primideale oder idealen Primfactoren in den vollstandigen Kreis-
korpern beliebiger Ordnung hat KummEer aufgestellt in der Abhandlung:
Theorie der idealen Primfactoren der complexen Zahlen, welche aus Waurzeln der
Gleichung " = 1 gebildet sind, wenn n eine zusammengesetzte Zahl ist. (Abh.
der Berliner Akademie, 1856.) Das Resultat findet man in anderer
Form bei D. § 179 und zwar vollstindig abgeleitet fur den Fall, dass
die Ordnung eine Primzahl ist; man gelangt aber auf wesentlich den-
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selben Weg auch zu den allgemecinen Resultaten, von welchen hier, soviel
in der Folge gebraucht wird, zusammengestellt werden soll.

1. Die Potenzen von #: 1, », 7, ..., v~ bilden im Korper &,
eine Basis von p, d. h. cs liasst sich jede ganze Zahl des Korpers &, als
ganze rationale Function, hochstens vom Grade ¢(m) — 1 mit ganzen ra-
tionalen Zahlcoéfficienten darstellen.

2. Lin belicbiges Ideal a oder eine Zahl a des Korpers £, geht
durch die Substitution (r, #*) in ein conjugiertes Ideal oder eine conju-
gierte Zahl uber, welche wir mit a,, a, bezeichnen, worin » relativ prim
zu m ist. Die zu einem Primideal conjugierten Ideale sind ebenfalls
Primideale und wenn eine ganze rationale Zahl durch irgend ein Ideal
teilbar ist, so ist sic auch durch die simmtlichen conjugierten Ideale teilbar.

Ist p ein in der rationalen Primzahl p aufgehendes Primideal und

Ny) =9

so heisst p ein Primideal ' Grades.

3. Ist p’ die hochste in m aufgehende Potenz von p, m = p'w’,
und gehort p zum Exponenten f (mod '), so ist ¢(m’) = ef, und vp ist
die ¢(p') Potenz cines Products von e von einander verschiedenen Prim-
idealen f'* Grades.

4. Ist ins Besondere p’ = 1, also p in m nicht enthalten, und
gehort p zum Exponenten f (mod m) so zerfallt p in e verschiedene Prim-
ideale f** Grades. Unter den conjugierten Idealen p, sind

prn pnp7 pnp“) ety Pn,pILl

und nur diese mit cinander identisch, woraus hervorgeht dass die e in p
aufgehenden Primideale conjugiert sind.
5. Die Primideale p sind dann und nur dann vom crsten Grade,
wenn ‘
p=1 (mod m).

In diesem Falle ist jede ganze Zahl des Korpers £, mit einer ganzen ra-
tionalen. Zahl mnach p congruent, und wenn 7 mit @ congruent ist, so muss
o zum Exponenten m nach dem Modul p gehoren.! Ist daher g eine
primitive Wurzel von p, so kénnen wir setzen S

' Ist namlich 7= (mod ), so folgt @” =1 (mod p) und dicse Congruenz kann far
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p—1

g " (mody,),

il

(1) v

woraus folgt:

(2) = e (mod p,)
oder, wenn #' aus der Congruénz

(3) ' =1 (mod m)

bestimmt wird

@ =g "% (mody,)

wodurch die conjugierten Ideale p, vollstandig charakterisiert sind.

6. Ist m = ¢* cine Primzahlpotenz, so ist ¢ associiert mit (1 — #)*™
und (1 — r) ein Primideal, also vy die ¢ (m)* Potenz eines Primideals
ersten Grades, und zwar eines Hauptideals.

7. s sei m, ein Teiler von m,

m = mm,,

und folglich &, ecin Teiler von &,. Is sei ferner p eine Primzahl
=1 (modm,) und teilerfremd zu m. Diese Primzahl zerfallt im Korper
£, in ¢(m)) von cinander verschiedene Primideale, die wir mit %, be-
zeichnen, wobei #n, ein vollstindiges System zu m, teilerfremder Zahlen
durchlauft; setzen wir ™ =7, so geht 9, aus P, hervor durch die
Substitution (ry, 17?). Die Ideale of, sind nun Ideale im Korper £,,
welche der Bedingung geniigen

oI, = op,

und die daher keine anderen idealen Primfactoren enthalten konnen als
die Primfactoren p, von p in £, und die zusammen alle p, und jeden
nur einmal enthalten. Wenn p, in o, aufgeht, so geht p, in of, auf;
da aber \58,, ungeindert bleibt, wenn sich der Index um Vielfache von
andert, so folgt die Zerlegung

m,

B s $
0231 = H‘pl{—sml} D%n, - Hpnﬂl».mzl?

$§
keine piedrigere Potenz von a stattfinden, weil m = , I 1(I — r*), also keiner von den
ym -

Factoren (I — #*) durch p teilbar scin kaun,
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worin sich die Producte nach s nur sowcit zu erstrecken haben, als sie
von einander verschiedene Ideale p, liefern.

8. Ist m eine Potenz einer ungeraden Primzahl q, und ist m, > 1
der grisste gemeinschafiliche Teiler von p — 1 und m, so ist

p™=1 (mod m)

und m, ist die niedrigste Potenz von p welche dieser Bedingung gentigt,
so dass in der Reihe
2 1
I’ p’ p? "'7])"12

sammtliche Zahlen von der Form 1 + sm,, s=o0, 1, ..., m, — 1, und,
nach dem Modul m reduciert, jede nur einmal, enthalten sind. Es zerfallt
also nach n° 4 p im Korper £, und im Korper £, in gleichviel Idcal-
factoren und es ist daher

Dqsl = pl’ DSBNJ = p"l'

Ist ¢ = 2, so gilt dasselbe nur unter der Voraussetzung dass m, < 4 ist;
far m, = 2 wirde der Korper &, mit dem der rationalen Zahlen zu-
sammenfallen.’

§ 8. Das Kummer’sche Theorem.

Es sei jetzt p wie oben eine Primzahl =1 (mod m), r eine m', r
eine p“ Linheitswurzel, und g eine primitive Congruenzwurzel von p,
welche als Basis eines Systems von Indices genommen wird. Setzen wir
in den Ausdrucken (2), § 6, r, an Stelle von » und » an Stelle von ",
so gehen dieselben tber in

. v
(I) (7', 7’1) _— (/y" W) — 21‘”““7“{’
ein Ausdruck, der nur von den m Perioden
(=) po=riF 4T

Diese Siitze sind ganz specielle ille ciner allgemeinen Untersuchung von DEDE-
KIND iiber die Ideale in den Divisoren cines Normalkirpers, deren baldige Veriffent-
lichung sehr dankenswert wire. Vgl. auch DEDERIND: Sur la théorie des nombres enliers
algébriques, § 27 (Bulletin des sciences mathématiques 1877); Comptes rendns
der Pariser Akademie vom 24" Mai 1880.
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abhiingig ist. Ersetzt man in demselben #, durch #{, o folgt:

(3) (ry ) = 7" (r, %),
woraus hervorgeht, dass
(4) rs )" 0" )l (% )0, )

ganze Zahlen des Korpers £, sind, wenn a, o', b, ', ... ganze positive
der Bedingung aa’ + 00’ 4 ...=o0 (mod m) geniigende Zahlen bedenten.
Aus der Formel (5), § 6

(5) "y ™, p) = +p

folgt, dass in den Zahlen (", %)™ keine anderen Primideale aufgehen als
solche, die auch in p enthalten sind, und es ist einc schone und wich-
tige Lntdeckung von Kummer,' dass die Zerlegung dieser Zahlen in ihre
Primfactoren vollstindig durchgefithrt werden kann. Da diese Zerlegung
fir unsere Aufgabe von der grossten Bedeutung ist, so soll dieselbe hier
reproduciert werden.

" Multipliciert man die Gleichung (3) mit 7¢*?™"#{ und nimmt die
Summe iiber alle positiven y, die kleiner als p sind, so folgt wegen (1)

v,V

(6) (,’.s’ 77)@.’ 77) — z ,',(s+])indv+iudv'rxi(v’Jrl);

1, p—1

’

for v = p — 1 verschwindet die nach v genommene Summe, falls, wie

vorausgesetzt sein soll, r eine primitive m" Einheitswurzel und s + 1 durch
m nicht teilbar ist. Wir konnen daher die linke Seite von (6) nach (3)
so schreiben:

v

v i
pz—;rindv’(rﬂ-l, 77v'+1) —_ (7,.3-{»1, 7)) Z 7.indy—(x+1)ind(u+1),

1, 1, p—2

und erhalten also:

s e, g ; Andy—(s+1ind w41y __ :
(7) (T1+3’ ‘0) —*],pz—29 - 5[)3(7 )’

so dass ¢, (r) eine ganze Zahl in 2, ist.

! Tn der oben citirten Abhandlung. Vgl. auch BacamANN, die Lehre von d. Kreis-
leilung, XIX. Vorlesung.
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Wenden wir (7) an auf s =1, 2, ..., m — 2, so folgt:
(ry )y 9) = (% 9)¢i(r),
o, 70 9) = (% 9¢y(r),
(,'., v)( m—’ ﬂ) ( m—l ) ) m 2<1m)’

und durch Multiplication

(ry "7 =07 () ¢u(r) - - Pua(r),

woraus endlich noch mittels (5) folgt:

(8) (’1", 77)1” =+ p¢1(4‘)¢2<7') cee Sbfil—ﬁ(T)'

Der in (7) enthaltene Ausdruck von ¢, muss nun noch umgeformt werden.
Setzt man

H

H

(9) indy — ind(1 4+ y) =y (modp — 1)

so durchlauft v gleichzeitig mit v, wenn auch in anderer Ordnung, dic
Zahlen 1, 2, ..., p— 2, da von den Werten der linken Seite von (9)
nicht zwei unter einander und keine der Null congruent sind nach dem
Modul p — 1. s ist dann ferner

g =" (mod p)

oder
(t + )¢’ =v (mod p), (1 +v)(1 —¢)=1 (mod p),
also
ind(r 4+ y)=—ind(1 — g¢") (modp — 1),
und hiernach lasst sich (7), wenn man wieder » an Stelle von »' setat,
so darstellen: '

(10) v ¢ (r) = 2 r ‘“‘"d“"y)

1, p—2

Ist nun p, eines der in p aufgehenden Primideale und also (nach n° 5

4§ 7)

(1) r=g " (modp,), ' =1 (mod m)
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so folgt aus (10), wenn wir mit

o den kleinsten positiven Rest von ——sn’p—;l——l
(1) [mod (p — 1]
T » » » » » wl— !
m
bezeichnen, so dass ¢, so lange s 4 1 < m ist, niemals = 7z sein kann,
(12) - ¢.=2 g7 (1 —g) (modp,),

wobei das dem y = o entsprechende Glied als verschwindend beigefiigt
werden kann. Entwickelt man diese Formel nach dem binomischen Satze,
so ergiebt sich

2 v ’ n(()') L
13 s = — 1) _‘_,—_,_gm>‘) (rnOd pn)'
( o) S! 0;2;( ) H(V)H(‘T*V)
Nun ist die nach » genommene Summe nach dem Modul p mit o con-
gruent, wenn »’ nicht = r ist, und mit — 1 fur »’ = ¢, und daraus folgt:

¢, =o (mod p,), o< T

(14) i, R ﬁ(o‘)

gi=(— " T (7 (modyp,), o>,

im *letzteren Fall also ¢, nicht durch p, teilbar. Ist # 4 n, =0 (mod m),
s0 ist o+ o0, =7+ 7, =0 [mod (p—1)] also (¢ —7) + (6, — 17,) =0, s0
dass also ¢, von zweien Idealen p,, p_, immer durch eines und nur durch
eines teilbar ist.

Da ferner aus (7) mittels (5) hervorgeht

(15) ¢(r) gy =1,
80 fdlgt, dass ¢,(r) nicht durch das Quadrat eines Primideals teilbar ist.
Hiernach findet sich leicht -die Zerlegung von
(7'7 7})m = _'*:10501("‘)5[’2(’) ce Sl’m—z("')a’

indem man abzihlt, wie oft ein Primideal p, in- dem Product auf der-
rechten Seite vorkommt.
Acta mathematica. 8. Imprimé le 2 Juin 1886, 28
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Verstehen wir unter ¢, ¢ die kleinsten positiven Reste von m, n' nach
dem Modul m, so ist

r=pP—1
m
und die kleinsten positiven Reste von — ', — 2#’, ..., — (m — 2)#’
nach dem Modul s sind
1, 2, Vo —1, 41, ..., m—I.

Unter diesen sind ¢ — 1, welche- kleiner als # sind, und ebenso oft kommt
also p, in ¢ ¢, ... &, , vor. Dazu kommt noch einmal der Factor p, in
p, und daher:

?
(16) o(r, 7 = Iy,
worin ¢’ die kleinste positive Zahl ist, welche der Bedingung
(17) ‘ t' =1 (mod m)

geniigt, wodurch die gesuchte Zerlegung gefunden ist. Wir bemerken
zu derselben nur noch, dass man tber die Einheitswurzel » oder uber
g so verfigen kann, dass unter den conjugierten Factoren von p jeder
beliebige an die Stelle von p, tritt, wie aus § 7, n° 5 sofort hervorgeht.

Der hierdurch bewiesene Satz ist namentlich deshalb von Wichtig-
keit, weil er ganz allgemein ausser der Primzahl p selbst gewisse Com-
binationen der conjugierten Primideale p, kennen -lehrt, welche Haupt-
ideale sind.

§ 9. Von den Einheiten im Korper 2,.

Wir schliessen diese Betrachtungen mit dem Beweis zweier Satze
tber die Kinheiten in den vollstandigen Kreiskorpern, welche ebenfalls,
wenigstens fur den Fall dass die Ordnung des Korpers eine Primzahl ist,
von KuMMER bewiesen sind.! »

' Vgl. KuMMmER: Bestimmung der Anzahl nicht aequivalenter Classen fir die aus.
Aem Wurzeln der Einheit gebildeten complexen Zahlen und die idealen Facloren derselben.
Zwei besondere Untersuchungen iiber die Classenanzahl und iber die Einheiten der aus A"
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1. Ist &(r) eine ganze Zahl des Korpers &,, welche der Bedingung
geniigt ‘
(1) &(r)8(r) =1,
so ist notwendig
(2) &(r) =+

worin y ein ganzzahliger Exponent ist. In Folge der Formel (1) ist
niamlich 8(r) eine reducierte Linheit des Korpers £, und mithin eine Ein-
heitswurzel (vgl. D., § 177, S. 566). Ist also &(r) = + p, so muss der
aus p entspringende vollstindige Kreiskdrper ein Teiler von &, sein, und
folglich muss p eine Potenz von 7 sein. (§ 4, n° 1.)

2. Ist m = ¢* einec Primzahlpotenz, so ist jede Einheit &(r) des
Korpers &£, in der Form darstellbar

(3) 6(r) = re(r)

worin ¢(r) eine reelle Einheit, d. h. eine Einheit ist, welche der Bedingung

(4) e{r) = e(r™)
geniigt, und folglich nur von den zweigliedrigen Perioden
r + 7.—-1

abhingt. Um dies zu beweisen, wenden wir den Satz n° 1 auf den
Quotienten &(r):8(r~") an, wodurch sich ergiebt:

(5) 8(r) = + r8(r™).

a) Ist zunichst ¢ ungerade, so kann v gerade angenommen werden,
da man y eventuell durch y 4 m ersetzen kann, und es lasst sich zeigen,
dass in (5) das untere Zeichen unzulissig ist; denn nach § 7, n® 6 ist
o(r — r) ein in ¢ aufgehendes Primideal, und aus (5) folgt

8(r)=6(1)=+ 6(1) [mod o(1 — 1)},

Wurzeln der Einheit gebildeten complexen Zahlen, beide in CRELLE’s Journal, Bd. 40.
Mémoirve sur la théorie des mombres complexes composés de racines de U'unité et de nombres
enliers, Journal de LrouviLLg, T. XVL
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woraus fiirr das untere Zeichen folgen wiirde
&(r)=o [modo(1 — 7)].

Es konnte also &(r) keine Einheit sein; also hat

©) o(r) = 780
die in (4) verlangte Eigenschaft.
A b)ISt q =2, s0 ot 1‘;_m: — 1, und man kann daher (5) in der
Form schreiben ’
m 8(r) = r8()

Es ist jetzt zu zeigen, duss v gerade sein muss. Wire v ungerade, so
wiirde aus (7) durch Vertauschung von r mit — r folgen ‘

én) _ 8y _
S—n sy (™)

Die Einheit e(r) wirde sich also als lineare und homogene Function von

o, ~Ln
(r—o ", *—r%, ..., <r2 —y >
mit ganzzahligen Coefficienten darstellen lassen. (§ 7, n° 1.) Es wire
also
e(ry=ec(1)=o0 [modo(1 — 7))

was dem Begriff der Einheit Widerspriéht. Setzt man daher

(8) f%“@(m = ¢(r)

so geniigt diese Zahl der in (4) gestellten Forderung.

Ist m eine zusammengesetzte Zahl, so findet .der in n° 2 ausge-
sprochene Satz nicht mehr statt.

3. Ist m wieder eine Potenz von 2, so findet sich unter den mit »
conjugierten Zahlen auch — r. Eine Zahl, die durch die Substitution
(r, — r) ungeiindert bleibt, gehort dem Korper &£» an, wahrend eine

2

Zahl, welche durch diese Substitution ihr Zeichen #ndert, durch Multipli-
cation mit 7 in eine Zahl des Korpers @m verwandelt wird. Es lasst sich
2
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nun auf dem in b) eingeschlagenen Wege beweisen, dass bei einer reellen
Einheit dieser letztere Fall nicht eintreten kann, dass also eine Einheit
&(r) des Korpers £, nicht gleichzeitig die beiden Bedingungen

8(r) = 86—,  8(r) = — &(—1)

erfilllen kann; denn es wiirde eine solche Function linear und homogen
mit ganzzahligen Coéfficienten darstellbar sein durch

(r + r“"):, (r? +k %), (° + ,,}—5), B
und folglich wire
&(r) =6(1)=6(—1)=o0 [mod o(1 — r)]

was bei einer- Emhelt nicht moallch 1st.

II. UBER DIE ANZAHL DER IDEALCLASSEN UND DIEEINHEITEN
IN DEN KREISKORPERN, DEREN ORDNUNG EINE POTENZ

VON 2 IST.

In den grundlegenden Arbeiten tber die idealen Primfactoren der
complexen Zahlen hat KumMer dic Anzahl der Idealclassen in den Kreis-
korpern von Prlmzahlordnuno bestimint.

In der vorliegenden Arbeit soll nach denselben Principien eine Un-
tersuchung tber  die Anzahl der Idealclassen durchgefuhrt werden fur
den einfachsten Fall, in welchem die Ordnung eine zusammengesetate
Zahl ist, namlich eine Potenz von 2, welche fur die spitere Anwendung
auf die Theorie der Abel’schen Korper notwendig ist, wohl aber auch
einiges selbstandige Interesse beanspruchen kann. Die vorhergehende Ab-
haundlung dber Abel’'sche Kirper und Kreiskorper soll ‘mit I citiert werden.
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§ 1. Erster Ausdruck fir die Anzahl der Idealclassen.

Es sei A eine positive ganze Zahl, grosser als 2, und wir setzen

(I) m=2, y=2"7  g=2 , ¢(m) = 2",

Es sei r eine primitive m' Einheitswurzel, also eine Wurzel der irredu-
cibeln Gleichung

(2) e ' 1=o0

und &, oder £, oder kurz £ der vollstandige Kreiskorper der Ordnung m.

Bezeichnen wir mit a die simmtlichen Ideale des Korpers &, mit
N(a) ibre Normen, so hingt die Bestimmung der Anzahl & der Ideal-
classen des Korpers £ ab von der Bestimmung des Grenzwertes

(3) lim (s — 1) ZN(Ia)ssgk,

8=1

worin g ein Zahlenfactor ist, dessen Definition und Bestimmung weiter
unten zur Sprache kommen wird.

Die in (3) vorkommende Summe lasst sich zunichst in ein unend-
liches. Product umwandeln, welches auf alle Primideale. p des Korpers
2 erstreckt ist!

1 I
(4> z N(u)‘_ 1 ———N(p)".

Nun ist (vgl. 1, § 7, n° 4, n° 6) unter den Idealen p zunichst ent-
halten das Hauptideal o(1 — r), dessen Norm = 2 ist. Wenn ferner p
cine Primzahl ist, welche (modm) zum Exponenten 2* gehort (k' < A— 2),
so zerfallt op in 2*~* verschiedene Primideale vom Grade 2%, deren Norm
also = p™ ist. Demnach wird

1 1 » V I
(5) z N((\)x T =2 H (1 — 1)—3?")27-—"_1 ’
worin das ‘Product II sich auf alle ungeraden Primzahlen p erstreckt.

' vgl. D., 8. 578 f.
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Wir betrachten nun die Gruppe N der nach dem Modul m genom-
menen wungeraden Zahlen n, deren Grad 2! ist, und ihre Charaktere’
y(n). Ist » eine zum Exponenten 2¢ gehorige Zahl, so bilden die Po-
tenzen von # einen Divisor von N vom Grade 2%, und unter den Charak-
teren y giebt es (I, § 3, n° 3) genau 2*~*~' welche der Bedingnng

x(n) =1

geniigen. Die sammtlichen Charaktere y zerfallen also in 2* Reihen,
deren jede nur solche y enthalt, fur welche y(n) einen und denselben
Wert hat, wihrend dieser Wert fir die verschiedenen Reihen verschie-
den ist. Da uberdies alle y(n) (wegen n* =1 (modm)) 2** Einheits-
wurzeln sind, so folgt:

Unter den 2*~' Werten y(n) kommt jede 2*' Einheitswurzel und jede
genau 2**' mal wor. Dies Resultat kdnnen wir auch, wenn z eine be-
liehige Variable bedeutet, so schreiben:

(6) (1— 2" = fI[I — y(n)zl,

worin das Product sich auf alle Charaktere y erstreckt, und » eine be-
liehige zum Exponenten 2* gehorige Zahl bedeutet. Setzen wir z = p~*
und # = p, so nimmt hiernach die Formel (5) die Gestalt an:

”) Y= SSII(—42)™

I —
Entwickelt man, &hnlich wie in (5) die einzelnen Factoren auf der
rechten Seite von (7) nach Potenzen von p~* und vereinigt dieselben dann
durch Multiplication, so folgt wie dort

' SIS § & SV{C)!
®) : Z NGy l—-z"’I-IZ n

worin jetzt dic Summen rechts auf alle ungeraden Zahlen # und das
Product auf alle Charactere y zu erstrecken ist. 4

Setzt man dies in (3) ein, so kann der Grenzithergang ausgefithrt
werden; es ist niamlich

(9) lim S: I_s Z —I—s = I,
(10) i mz/(n z/(“)’
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wenn in (10). der Hauptcharakter ausgeschlossen wird und rechts die un-
endhchen Reihen nach ‘der Grossenfolge der Zahlen n angeordnet sind,
(D § 110, r17.) Demnach ergiebt sich aus (3), wenn in dem Product.
II jetzt der Hauptcharakter ausgeschlossen wird

(rr) gh = I/IZ/—(:—)

§ 2. [Fortsetzung.

Nach I, § 5, n° 1 erhalt man die Charaktere y(n) folgender Maassen.
Es seien a, 8 die Indices von n, also:
(1) (—1rs'=n (mod2Y), a« (mod2), A (mod2*?)

und es sei ¢ = + 1, 6 eine belichige 2***° Einheitswurzel, so hat man
in (11) des vorigen Paragraphs alle Ausdriicke von der Form zu setzen

(2) x(n) = &9

mit alleiniger Ausnahme von ¢ = 4+ 1, 8 = + 1.

Die in (11) auftretenden Summen zerfallen dann, je-nach den Werten
von f, & in verschiedene Classen. Setzen wir namlich, wenn 4 s&mmt-
liche primitive 2*** Einheitswurzeln durchlauft

'Pi&“HEM, e =gy,

o=T=2  c—ny

(3>

so erhilt man, da die Indices fiir den Modul .2* denen fiir den Modul 2%,
falls & < A 1ist, nach den Modul 2* congruent smd dxe sammthchen in

(11) vorkommenden Factoren,. wenn man in P, 3, 4 .. A und in
@ 2, 3, 4, ..., A fur A setat. Demnach wird '
(4) gh = QP Qs P,Q; ... P Q.

Far ¢, erhalt man direct den Wert

-#l‘l

(5) | Q,=l——+-——+
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und wir konnen daher bei der ferneren Berechnung von P, ¢, stets
A= 3 voraussetzen.
Um die Summen P,, §, zu bestimmen, setzen wir (D., Seite 596)

(©) () = f(a),

worin ¢ alle ungeraden Zahlen die kleiner .als m sind, durchlauft, so dass, da

x4 2 = — y(t)

f(z) verschwindet, sobald fitr 2 eine nicht primitive m* Kinheitswurzel
oder Null gesetzt wird. Dann ergiebt sich

1
! .
(1 z)dz I -
(7) YA [ SO LS og (1 — 1,
2 (1 — ") m =
0
worin die Logarithmen so zu nehmen sind, dass ihre imagindren Bestand-
. . T qe
teile in dem Intervall + 'Ez liegen.

Nun ist aber nach der in I, § 6, (9) eingefithrten Bezeichnung

(8) f(r) = 205 = (e, 0, 1),
worin «, A die Indices von ¢ sind, und also (I, § 6, (10))
(9) FO7) = =407 (r),
und folglich

Z(%),__ I - - t —a 1
(10) Z_qf —<——,‘g(=, 0, N0 “log(1 — 7).

Diese Formel gilt auch noch fir 2 = 2 und giebt wie oben

(I I) , Qz :

NGRS

Ferner ergiebt sich aus (10) fur A = 3

1 1 I 1 I T
,=14+-—-F -4+ —— ., =
(12) @ 375 7 79 N
1 I 1 I 1 1 \/5+1 1 _
i3) P=1—com - - - —— = — _ = —loa(y241).
(r3) T, 37 s 7 o I R N gz +1)

Acta mathematica. 8. TImprimé le 5 Juin 1886, 29
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Ist 2> 3, so kommen dic Factoren in den Producten P,, @, stets paar-
weise vor, so dass zwei Factoren, welche den Werten 6, 7' in y cnt-
sprechen, cin Paar bilden, und bei der Berechnung dieser Paare hat man
die in I, § 6, (11) bewiesene Formel

(14) (e, O, r)(e, 07", 1) = em

zi benutzen.

§ 3. Bestimmung der Factoren Q,.

Die Berechnung der P, und @,, (A= 4) gestaltet sich verschieden.
Wir beginnen mit @,, und setzen zur Vereinfachung

(1) ¢(0) = ——2(— 1) 0 7 log (1 — 27",
so dass nach (3), (10), (14) § 2:
(2) @, = ——— II¢(0).

Um ¢(0) zu berechnen, bemerken wir, dass durch die Vertauschung von
t mit m-—¢, der Index a in « 4 1 ubergeht, wihrend £ ungeiindert
bleibt, und daher erhalt man fiir ¢(4) auch

t

(3) ¢(0) = = X(— 170~ log (1 — 1),

270

und durch Addition beider Ausdriicke

t

(4) ¢(0) = 4% Z(— 16 log (— 1),

I+
R

worin der nunmchr rein imaginire Logarithmus in dem Intervall
liegt.  Wir konnen also setzen

—_—gt =

(5)
log (— 1) = #i <2—— 1>,



Theorie der Abel'schen Zahlkorper. 227
und ¢ ist alsdann, wie oben, der kleinste posilive Rest von
(— 1)"5” (mod m).

Dann wird, da 2(— 1)*0~* verschwindet:

(6) ¢(0) == Z(— 1)"07"¢.
Zwei Werte von ¢, welche demselben 8, aber verschiedenen Werten von «
entsprechen, erginzen einander zu m, und da auch 20 verschwindet, so ist

(7) ¢(0) = 210"%,

0, v—-

wenn ¢ den kleinsten positiven Rest von 57 (mod m) bedeutet. Der Aus-
druck (7) lasst sich aber noch weiter vereinfachen. Es ist namlich

A A
8y ¢(0) = 0Elo*t +Ul§10"ﬂt.
Setzt man in der letzten Summe 3 4 g an Stelle von # und bezeichnen
den Kleinsten positiven Rest von 5°%* (mod m) mit ¢, so folgt, da " = —1
ist:
g
() e(B) =T g 1)

Es ist darin
(10) t, —t=5°(5"— 1) (mod m),

also ¢, =¢ nach dem Modul 2*-%, aber nicht nach dem Modul 2. Es
ist daher
(11) t =t + g52""

und ¢; = + 1, je nachdem #2 2" ist, da sowohl ¢ als ¢ positiv und
kleiner als m sind.
Wir erhalten also nach (9)

(12) ¢(07) = o2l (o + 2,0 + ... + a0,



228 H. Weber.

und

7

(13) (= 0oy = m(2EE2 B2y g B,

2 2 2

Der Ausdruck
__ & + Ep—1 & — & Ep—1 @__-2 i —1
(14) $(0) = T e L.

2 2

ist nun eine ganze Zahl des Korpers £, ,, und es ist, wenn die Normen
(15> M—2¢(0) = dy, k N).—2(I - 0) = 2
sich auf diesen Korper beziehen, nach (2)

"’La)

Es ist aber
(17) ¢<0)Esﬂ~1£i 1 [Il"lOd([ ——ﬁ)},

folglich ¢ (#) nicht durch (1 — 6) teilbar; also auch die Norm von ¢(6)
nicht teilbar durch 2, woraus folgt, dass @, eine ungerade ganze Zahl ist;
diese Zahl lasst sich fir die ersten Falle verhaltnissmissig leicht aus (14)
und (15) berechnen; man findet so z. B.

=1, a, = 1, a, = 17, @, = 21121.

§ 4. Bestimmung der Factoren P;.

Um P, zu finden, fassen wir in der Summe auf der rechten Seite
von (10) § 2, je vier Glieder zusammen, welche einem Wertpaar 5 und
B3 + g entsprechen und erhalten, da #* == — 1 ist, und da in dem Product
6 mit #7' vertauscht werden kann, nach § 2, (3), (10), (14)

/] g . T
(1) P TS log =,

m? o= S 4 (1 + ")

worin #n=5° (mod m). (Es ist hier » fur ¢ geschrieben, um anzudeuten
dass es auf ein Vielfaches von m nicht ankommt.)
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Die unter dem Logarithinus auftretenden Quotienten (1 — »"): (1 4 1)
sind Einheiten des Korpers £,, die sich nach I, § 9, von einer Einheits-
wurzel abgeschen, durch die zweigliedrigen Perioden » + r~' ausdricken
lassen. In der That ist, wenn man

2
(2) re=e"
setzt:
n (1—~v)n ——(1—v'n n -1
I —7r . + 7 ’ . —_ nw
(3) =T e T () P e
I 47 24" 47 Tm

und wir wollen nummnchr die folgende Bezeichnung cinfithren:
wird j aus einer der beiden Congruenzen

(4) n=+ 57 (mnod m)
bestimmt, so sei

vi I — 7.” nTI e 3 T
(5) - L= :7:(—1)‘ ‘S;,;ng<5'q;>-

Di¢ Functionen z, bilden cin System von y reellen Einhciten des Korpers
Q,, welche durch die Substitution (r, »~') ungedndert bleiben, und durch
die Substitution (r, r*) in 74, , tbergehen, wenn # von #' so abhingt
wie  von n. Ins besondere hat man noch die Relationen (da 5= 142"~

(mod m))

(6) ’ Tﬂfﬁ+‘u = -— 1.

Setzen wir noch

(7) log Z'; = lﬁ’ lﬁ‘HL = ]ri’

so ergiebt sich hiernach aus (1)
v B8

(8) Py = I X 071

ol

Das Product der Summen auf der rechten Seite dicses Ausdrucks lasst
sich in Form einer Determinante darstellen, welche # nicht mehr enthalt;
am einfachsten gelangt man dazu wohl auf folgendem Wege. Man setze

8

— 3
(9) z ——0210 Iy

R
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und bilde durch Multiplication mit den Potenzen von ¢ die Gleichungen

g= 1y +0, ... 407,
Or = — 1, 4+ 0, + ... + ',
(10) ‘
0y = — 1, — O, — ...+ 1,

und hicraus durch Elimination der Potenzen von #

]0“"‘];7 Z1 7--~97

‘n—1

__]"ual ’ (0—-1},...,1

p—2

(11) . o = 0.

Es ist dies cine Gleichung p#'** Grades in Bezug auf z, in welcher die
hochste Potenz von z den Cocfficienten 1 hat, deren Wurzeln die g Fac-
toren des Productes (8) sind.  Man crhalt daher dies Product, wenn man
in vorstechender Determinante x = o setzt,  Ist also

(r2) (=0T, L, L, — | = AT T, s T

l[L»»l? - ]O’ ceey T Z,VL——?

so ergicbt sich nach ciner Umstellung der Reihen, dass das Product der
verschiedenen Werte von z in (9), welches als Product paarweise con-
jugiert imagindrer Grossen wesentlich positiv ist, den Wert A erhalt.
Daraus folgt dann

ghmd

(IS) P). = m- A(TO7 Tiy oo ey T/I.-*])‘
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§ 5. Von den reellen Ehiheiten des Korpers 9.

Wir nehmen jetzt wieder 4= 3 an und betrachten die reellen Ein-

ab-

heiten des Korpers @, d. h. die von den zweigliedrigen Perioden 7 4 7~
hiingigen, also dem Korper

9 = R(r + )
angehorigen, da durch diese, multipliciert‘mit den Potenzen von 7 nach
I, § o uberhaupt alle Einheiten in &, erschopft sind. Iis werde ferner,
wenn &(r) eine reelle Einheit in &, ist, unter 16(r) der Logarithmus von
&(r)* oder der doppelte reelle Teil des Logarithmus von &(r) verstanden.
Wir fithren ferner die Bezeichnung ein, wenn 7 die Bedeutung (2) § 4 hat:

(1) " =

woraus folgt:

(2) Vi = T3

unter einer primitiven Einkeit des Korpers & verstchen wir eine solche
reelle Einheit &(r), welche der Bedingung geniigt

(3) E(r)6(—1) = ;t' I, 18(r) 4 {8(—1r) =0
und die nicht = + 1 ist, die also jedenfalls wicht dem Kdirper £, , an-
gehirt.

Ein System von g solchen Linheiten

(4> é"o(g‘)’ 81<T>’ e &/L41(4'>

heisst ein System von einander unablingiger primitiver Einheiten, wenn fur
jede derselben die Bedingung (3) erfullt ist, und wenn die Determinante

(s5) >+ 18,(r)l6,(r)) .. 16, (r,_)) = L(&,, &, ..., ©,,)

einen von Null wverschiedenen Wert hat.
Die in § 4, (5) definierten Linheiten 7,(r) geniigen der Bedingun

(6) (1) = Toa (1)

und wegen § 4, (6):

o
el

(7) ()= =—1,  nTh.=—L
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. . . -
Die Determinante L(z, 7,, ..., 7,;) ist von dem Factor (— 1)* " ab- -
gesehen, mit der Determinante (12) § 4 identisch und kann also, als ein
Factor der Classenzahl, nicht verschwinden. Die Einheiten

(8) Toy Try voey Ty

bilden daher ¢in System unabhéngiger primitiver Einheiten, wodurch die
Existenz solcher Systeme bewiesen ist. (Fur A = 3 ergiebt sich dies un-
mittelbar aus der Betrachtung von z,(r).)

Ist 6(r) eine belicbige primitive Einheit in £,, so lassen sich, (]a die
Determinante (5) von Null verschieden ist, die Zahlen e, ¢, ..., ¢, 1,
welche die Ixponenten der Einheit &(s) heissen mogen, so bestimmen,
dass fir s =0, 1, ..., p— 1 die Gleichungen bestehen

(9) Ié(’.s) = eOZQO(rs) + 61 ]81(1}) + LA + C/L—II@/L———l(r.s)
und wegen der Relationen (3) gelten diese Formeln auch noch wemn 7,
durch — #; ersetzt wird, d. h. fur die simmtlichen conjugierten Werte 7.

Die Exponenten cines Products aus mehreren primitiven Linheiten
sind die Summen der entsprechenden Exponenten der einzelnen Factoren.

Es liasst sich nun, ganz so wic (D, Secite 564) in der allgemeinen
Theorie der Einheiten, nachweisen, dass die Zaklen ¢, e, ..., e,_, rationale
Briiche sind, und dass es eine gewisse von &(r) unabhingige kleinste ganze
Zahl e giebt, mit welcher die Zahlen e,, e,, ..., e, , multipliciert werden
miissen, damit die Producte ganze Zahlen werden. Wir geben diesem Beweis
hier folgende Gestalt.

1. Es giebt in & nur eine endliche Anzahl ganzer Zahlen p, welche
die Ligenschaft haben, dass die absoluten Werte simmtlicher mit p con-
jugierten Zahlen unter einer endlichen Grenze bleiben, denn ist

Py ar i

worin die a ganze rationale Zahlen sind, so ergiebt sich, wenn das Zeichen

2 sich auf alle conjugierten Werte bezieht
17":

1 I _ I 11
S mit, = Zp, S ma, = Zor7t, oL, S My, = z‘m 2™,

woraus die Richtigkeit der Behauptung unmittelbar crhellt.
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2. Lassen wir auf der rechten Seite von (9) die ¢, ¢, ..., €,,
das Intervall von o bis 1 durchlaufen, so bleiben die absoluten Werte
dieser Ausdricke unter bestimmten endlichen Grenzen, also auch die ab-
soluten Werte der dadurch bestimmten &(#,), woraus nach 1. hervorgeht,
dass die Exponenten ¢, e,, ..., e, ;, so lange sie echte Briiche sind, nur
eine endliche Anzahl von Werten anzunchmen fahig sind.

3. Wir bestimmen die Reihen der ganzen rationalen Zahlen m;,

r? 11t

m’, m;"”, ... so dass die Differenzen

1 rre

e;,—m;, 2¢—m, 3¢ —m;, ... (i=0,1, . p—1)
positive echte Briiche werden. Jedes der Zahlensysteme
(10) ke, — m$, ke, —m®, ..., ke_, —mP,

bildet dann ein in (9) zulassiges Exponentensystem, und daraus ergiebt
sich, dass fir einen gewissen Wert & = e, der jedenfalls nicht grosser
ist als die Anzahl der nach n° 2 zulissigen echt gebrochenen Exponenten-
systeme, die sdmmtlichen Glieder der Reihe (10) verschwinden miissen.
Damit aber ist der zu beweisende Satz nachgewiesen. Wir konnen dem-
selben auch den folgenden Ausdruck geben. Ist

@0, 8’1: sy &

p#—1

ein System von einander unabhingiger primitiver Kinheiten, so giebt es
eine von dieser Basis allein abhingige kleinste ganze Zahl ¢ der Art,
dass fur jede primitive Einheit & sich die ganzen Zallen e,, ¢, ..., e},‘_lv
(die also jetzt eine etwas andere Bedeutung haben als oben) so bestimmen
lassen, dass

(11) 8 — 4+ 88" ... 8r

n—1 ¢
Die Exponenten der Einheit & sind alsdann

€9 €1 ’ e//,—»l
— — e ey e
e e €

Acta wmathematica, 8. Imprimé le 12 Juin 1886. 30
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§ 6. Die Einheiten ;.

Wir legen jetzt als unabhingige primitive Einheiten das System

Tyy Tyy - vy T,1 Z0 Grunde und beweisen zunichst folgenden Sataz.
1. Wenn das Product
€y €1 [3 —1
(I) ToTy e 5l

mit allen seinen congugierten Werten gleiches Vorzeichen hat, so miissen die
(ganzzahligen) Exponenten e, e, ..., e,_, simmilich gerade sein. Um diesen
Satz zu beweisen formen wir den Ausdruck zunichst um.

Nach unserer Definition § 4, (5) war
. (27 5
sin —~5/>
— ATy =1 <m
(2) 7y = tg (5 m)

und wir setzen daher

, e (27 ),
o NE S
Es ist dann (§ 5, (6)) offenbar nur zu beweisen, dass die ¢, e, ..., €, ;

gerade Zahlen sein miissen, wenn

ey e 21
(4) 05 Ogir -+ O = Sy

far alle Werte von ﬂ dasselbe Vorzeichen hat. Die Zahlen g, erfullen
nun folgende Relationen:

(5) Cs4p — — O3

27T _g
<6> 0,9+lm = —— Co8 <E 5 >

1n

(weil namlich 52"=1 + 2*7? <mod;m> aber nicht (mod m)), und also

L. (47 o\ 1,
(7) 0505+ §p = — 5 SID (%5 )— 30
wo ¢ aus ¢ hervorgeht, indem A durch 12— 1 ersetzt wird, so dass

<8) ()-/;“!-%IL = Gf;'
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Die Richtigkeit unserer Behauptung ist nun ersichtlich, wenn A = 3 ist;
denn in diesemn Fall ist

_ ~
i/l anSF /0

0'0—Sln.4~—\/2, I)’l—bln4—-—- \/2.

Wir nehmen daher an die Richtigkeit derselben sei erwiesen wenn A

durch A — 1 ersetzt wird und suchen sie daraus fiir A selbst herzuleiten.

Zu diesem Ende bilden wir zunachst nach (4), (7), (8) das Product

1 4o I ¢ +e,
S.S — (1 ‘u(__ I)E‘M T ”'(‘J'c%/tﬂ o Y e
a3+ 0 = > G A T v

woraus nach der gemachten Voraussetzung folgt:
—_ A
e=e1,, & =€, .-y €, ,=¢,, (mnod2),
3 3 gl T
wonach mittelst (7) aus (4) folgt, dass auch

<) 1% 10 rev%//,——l o

Q 0}3 0/?+]"'()-/?+%‘14—1_ g

fir alle Werte von /4 dasselbe Vorzeichen hat. Nach Voraussetzung aber
te)

folgt hieraus

w=e=... =0 (mod 2)

i

€,
und dies ist der zu beweisende Satz.

2. Hieraus ergiebt sich in Verbindung mit dem Satze des vorigen
Paragraphen:

Es gicbt cine ungerade ganze rationale Zahl e derart, dass, wenn &(r)
eine beliebige primitive Einheit in &, bedeutet, die ganzen Zahlen €,

€y ..., €,_, 50 bestimmt werden kdnnen, dass
N ey €1 en—1
(10) &(r) =t ng ...t

Denn der Schlusssatz des vorigen Paragraphen beweist zunachst itberhaupt
die Existenz einer solchen Zahl e; wire dieselbe aber gerade, wahrend
die Zahlen ¢, ¢, ..., e,_, nicht alle zumal gerade sind, so stinde dies
im Widerspruch mit dem Satz 1.

Als Corollar hieraus ergiebt sich noch der Satz:
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A) Eine primitive Einheit des Kirpers £, die mit allen ilven Conju-
gierten einerlei Vorzeichen hat, ist, vom Vorzeichen + abgesehen, ein Quadrat
einer primitiven Einheit.

§ 7. Fundamentalsysteme primitiver Einheiten.
s sei jetat
(1) Ey(r)y &,(r), ..., 8, ,(r)

irgend ein System von einander unabhingiger primitiver Einheiten; haben
dann die Grossen 1, I, ..., I, , dieselbe Bedeutung wie in § 4, (7),
namlich

(2) ly = lzs

£
und ist e die ungerade ganze Zahl, deren Existenz im vorigen Paragraphen
bewiesen ist, so kann man die ganzen Zahlen e, , so bestimmen, dass
d@i(?”o) =€ by + ei,lll + ...+ Bi,,m—xlp,—-l

(3) el (1) : ol + e+ .o —e,

el@i(ﬂ——l) == €, oby_1 — ei,ll() € l‘uf‘n
woraus sich fur 2> 3 durch Benutzung der Bezeichnung § 4, (12) ergiebt
(4) (— )P T 18 ()18 (1) .. 18,1 (1, )

Zte
T €0,0€11 ... 8y 1 p
= Sl L A(Toy Tay o ey Tyl

-

€

Da nun die Zahl ¢ und ebenso die Determinante A einen von dem System
(1) unabhangigen Wert hat, so geht hieraus hervor, dass man dies System
so wihlen kann, dass die Determinante

(5) (— DT X4 18,(r))18, (1)) . . . 18, (r,)

einen moglichst kleinen positiven Wert L, erhilt und ein solches System
soll ein Lundamentalsystem primitiver Einheiten heissen.
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Ist das System (1) ein solches Fundamentalsystem, so lisst sich jede
primitive Einheit &(») in der Weise darstellen

(6) &=38rer ... 8y

r—1
so dass die Exponenten gy, ¢y, ..., g,y ganze Zahlen sind. Denn ist
z. B. g, ein Bruch, so existiert auch eine Einheit &, in welcher g, ein
positiver echter DBruch ist, und das System

&, 8, ...,6

71

ist gleichfalls unabhangig; fur die Determinante

(— DT B8(r) 18, (1) .. 18, (1)

ergicbt sich aber der Wert ¢,L,, welcher, gegen die Voraussetzung,
kleiner als L, ist. Hiernach kénnen wir also auch, wenn die g, , ganze
Zahlen sind, setzen

(7) hﬁ(’”ﬁ'.) = lﬁ’+,e’ = 90,ﬁzg’o<7",9') + .91,/7161("",9’) + ...+ !/,;.71,,916;,.—1(”';9')

woraus nach (3) folgt:

<8) Zi oo G11 ++ Ip1, 01 Zi €€+ 0 Oy pmy = ¢

und mithin ist

(9) Z__t g0,0gl,l MR g"l.——-],]l,wl = b).

eine positive ungerade ganze Zahl. Die Berechnung dieser Zahl stosst auf
die bekannten Schwierigkeiten, die in der Theorie der Kinheiten immer
auftreten. Nur fur den Fall 2= 3 ergiebt sich leicht aus der Theorie
der Perr’schen Gleichung dass die Einheit 7z, = 2 — 1 selbst eine funda-
mentale Einheit ist, da uberhaupt alle Einheiten des Korpers £, in der
Form /{"(yz — 1)" mit ganzzahligen Exponenten n,, n, darstellbar sind.

Es ist daher
(10) L, = 2log(yz + 1)
der Minimalwert von 8(r). Hiernach crhalt man aus (4), (8) und (9)

A<707 Tiy +o e T/l.f]) = b, L,
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und aus (13) § 2 und (13) § 4

(11) P, =, P, =m0, L,

§ 8. Die fundamentalen Einheiten des Korpers 2.

Es kommt jetzt darauf an, ein vollstaindiges System fundamentaler
Einheiten in £, zu bestimmen, (D., Seite 565 f.), d. h. ein System von
vy — 1 (auch nicht primitiven) Einheiten

(1) (1), Oa(r), ..oy 0, (r),
welche reell vorausgesetzt werden kdnnen, von der Art dass in der Form
(2) G S e

mit ganzzahligen Exponenten #,, #,, ..., n,_, alle Einheiten des Korpers
&, darstellbar sind. Von besonderer Wichtigkeit ist dabeil der absolute

Wert
(3) L(é\l’ 62’ c ey &‘y-l) ’

der aus den (v — 1)* Grossen

(4) log 9,(rs) di(rs") = 10,(r5) (Coe )

gebildeten Determinante. (Die Bezeichnung L soll in dem gleichen Sinne
auch gebraucht werden fur irgend ein, auch nicht fundamentales, System
von y — 1 unabhingigen Einheiten in £.)

Ist 2=3, so ist ¢, =1, und L(4,) mit L, identisch. Im allgemei-
nen Fall bezeichnen wir wie oben mit

(5) 8y &1y vy &
ein Lundamentalsystem primitiver Einheiten in £, und mit
(6) A, A, o, A

ein vollstandiges Fundamentalsystem des Korpers 2,_;.
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Die y — 1 EKinheiten

(7) g’o, g)l’ ey 8’#&1; AU Az; ceey A/L—l

bilden zusammen ein System unabhingiger Einheiten in £,, und die De-
terminante

(8) L($07 g’l’ LR ] 8’/}.—17 A]’ A?’ L] A/J.—-l)

ergiebt sich -aus den Eigenschaften der Einheiten & und A

(9) 18.(r) = —1&,(—r); IA(r) =IA,(—7)
gleich
(IO> 2/‘-_IL).L(A1’ A?’ R ] A‘r/.—l)'

Es ist jetzt also noch der Zusammenhang zwischen dem System (7) und
(1) zu ermitteln. Zu diesem Zweck setzen wir, indem wir unter m, ,, M, ,
rationale ganze oder gebrochene Zahlen verstehen

(11)  2l0,(r) = m,  18,(r) + m, [ 16,(r) + ...+ m, 16, ,(r)
+ My dA(r) + My LB (r) 4 oo My 1A (),
und erhalten nach (9):
10,(r)0(— 1) = My dA(r) 4 M dA(r) + . A My A8, ()
D,(r)o(— )7 = g 180(r) + my J&(r) H . 18 ()

Da nun 6,(r)d;(— r) eine Einheit des Korpers £,_;, und A,, A,, ., A,
ein Fundamentalsystem dieses Korpers, da ferner o,(r)d,(— )™ eine pri-
mitive Einheit in £, ist, und &,, &,, ..., &,_; cin Fundamentalsystem
primitiver Einheiten, so ergiebt sich aus diesen Formeln, dass die M, ,, m, ,
ganze Zahlen sind.

Bezeichnen wir mit 3/ den absoluten Wert der Determinante der

Zahlen m, ;, M, ,, so ergiebt sich aus (11) und (10)

(13) LBy 6y ooy 6,0) = M2 L LA, B, ..., A, ).

7

Es folgt nun aber ferner aus der Voraussetzung, dass o), dy, ..., 0,4
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ein Fundamentalsystem von Einheiten des Korpers 2, bilden, die Existenz
von ganzen rationalen Zahlen #, ,, N, die den Gleichungen geniigen

18,(r) = my 0o\ (r) + 0, 00,(») + ... + 0, 06,4 (r), (=0,1, ..., p—1)
IA(r) = N, ,16,(r) + N, ,10,(r) +...+N 1 00,1 (1)y,  e=L2eLpeD

und wenn wir den absoluten Wert der Determinante der n, ., N, rmt
N bezeichnen, so folgt aus (11) und (14)

(15) MN = 2

(14)

woraus folgt, dass sowohl M als N Potenzen von 2 sind.

Es lisst sich nachweisen, dass M teilbar ist durch 2. Man kann
namlich ein System von y— 1 = 24~ 1 ganzen rationalen Zahlen
Tyy Xay « .., X, Ohme gemeinsamen Teiler so bestimmen, dass sie den y—1
Gleichungen

i

(16) Z M‘yiﬂ‘ri = O v (s=1,2, ..., n—1)

1,v—1

genfigen. Da alsdann das Product

a%1 oT2 sy 1
Y2 e 0v-1

in Folge von (11) eine primitive Einheit in £, ist, und da die &, &, ...,
8, ; cin Fundamentalsystem primitiver Einheiten bildet, so ergiebt sich
nach (11)
(17) 2 m, ,x; =0 (mod 2), (5220, 15 0eey p=1)
1,v—1

woraus folgt, dass die Determinante M durch 2 teilbar ist.

Da die z,, #,, ..., z,_, nicht alle gerade sind, so nehmen wir ctwa
x, ungerade, und bestimmen nun ein zweites Grossensystem z;, 5, ., Z,_,

1
aus den Gleichungen

Z M, ., = o0 (=12, o 1)

2,v—1
woraus ebenso dic Teilbarkeit von M durch 2? folgt, und g0 kann man
fortfahren, so lange diec Anzahl der Unbekannten = die Anzahl der Glei-
’ >
chungen noch ttbertrifft, d. h. bis
(18) : Z M, &'V = o (6=1,2, oy i=1)

nyy—1
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woraus die Teilbarkeit von M durch 2" folgt. Wir konnen also nach (15)
setzen

(19) M=o, Ny

worin ¢ eine ganze nicht negative Zahl ist.

Es wird sich im folgenden Paragraphen als Corollar ergeben, dass o
den Wert o hat, dass also M nicht durch eine hdhere als die p* Potenz
von 2 teilbar ist. Um aber die Kette der Schlussfolgerungen die sich
an diese Betrachtung weiter knupft, und zu einem wichtigen Resultate
fuhrt, hier nicht unterbrechen zu miissen, soll dieser Satz einstweilen
vorausgesetzt werden.

Nimmt man also in (18) wieder an, es sei #/*" ungerade, so be-
stimme man die Zahlen z{¥ aus den Gleichungen

[3
(20) +§ 1Mg,i$§“) =0 (=23, .y p—1
I »

es muss dann notwendig

i
(21) 2 M 2P=1 (mod 2)
wt1, y—1 ’
sein; denn nehmen wir das Gegenteil an, also diese Summe sei gerade,
etwa = 2&, so folgt aus (11) dass
(t) (1) (), _g
1 i §0y1
04316,45" ... 0,20 Ay

cine primitive Einheit in £, ist, woraus wie oben

A

2 m,, 2P =o0 (mod 2) (=01, .., u—1)
241, v—1 ’

folgt; es wiirde also gegen die Voraussetzung M durch 2”*! teilbar sein.

Multipliciert man also die Gleichungen (11) fir i = p + 1, p + 2,
..., vy — 1 der Reihe nach mit «{” und bildet die Summe, so ergiebt
sich (mit Benutzung von (14)) eine Gleichung von der Form

1AL (r) =0}:1A,.,1lé3i(r) + 2 X a,.,09,(r)

s Y

—~
[N)
| ]

~—

worin die 4, ,, a,, ganze Zahlen sind. An Stelle von A, kann in’dieser

Acta mathematica. 8, Imprimé le 12 Juin 1886. 31
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Formel ebenso gut A,, A,, ..., A, treten. Dies Ergebniss lasst sich
in folgenden bemerkenswerten Satz zusammenfassen:

B. Jede Einheit des Kirpers £, , ldsst sich darstellen als das Product
aus einer primitiven Einheit und dem Quadrat einer Einheit des Kirpers £,.

Es hat dieser Satz, abgesehen von einer spiter zu machenden An-
wendung das theoretische Interesse, dass er lehrt, dass im Korper £, noch
fundamentalere Einheiten (um nach Kuumer's Vorgang diesen Compara-
tiv zu brauchen) existieren, als das System der &, A.'’

Wir lassen aber fur jetzt die Voraussetzung wieder fallen, dass ¢ = o
sei, und erhalten also aus (13) und (19)

Loy, Gy v vvy 6,) = 2°LL(Ay, Ay .y A,

Dieselbe Betrachtung lasst sich nun in Bezug anuf L(A,, A,, ..., &, )
wiederholen, so dass man schliesslich erhalt:

(23) L(O“l, 0“2, “e ey 0‘\1,,_1) == 226LAL1_1 oo L3

worin Xo eine aus nicht negativen ganzen Zahlen zusammengesetate
Samme ist.

8§ 9. Die Classenanzahl.
Es bleibt uns nur ibrig, die gefundenen Resultate in die Formel (4) § 2

(1) gh = Q,0;Q;... Q. P, P,... P,

einzusetzen, und den Wert von g zu bestimmen. Es ist aber nach § 2,
i3

(11), (12), § 3, (16)

T T
Q'l ‘_,_‘_‘-, Q{ “—2\/57 Qi"z.zm,

' Als Beispiel diene fiir 2 = 4 die Formel

" T T
to‘zzjg_i[_é COS-E
©8 tg-if ¢ .S.LT

216 \7 16
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und daraus findet man (mit Benutzung von 2.2 4 3.2° ...+ (A — 2)2*?
— 20— g)

v
T O4f5... 03

(2) Q2Q3Q4'--QA :\/5212“—?21:3.
Desgleichen nach § 7, (11)
L - 7)) T/)_
_ 2_ P jrinves -

3 2\/2 ? 2 2).2)"4,
woraus
- — L3L4...L1b4b ...bl
(3) PP, ... 7= V2 2(1_1»1—‘: ’
und folglich
(4) gh =v>2*L,L,... L,7a.b,a,b, ... ab,.

Fir g hat man nach D., Seite 577, (34) und 574, (25)

~ __ E(a)

(D) g V,B ?

worin D die Grundzahl des Korpers £, ist, und (nach D., Scite 567,
(19) da die Anzahl der in 2, enthaltenen Einheitswurzeln = 2* ist)

(6) E = 27*L(oy, 6y, ..., 0,_4)

Die Grundzahl D unseres Korpers ist aber, wenn

F) = 7 4 1
bedeutet

(7) D = Nf'(r) = (2v)*.

Setzt man endlich noch fur L(d,, d,, ..., 6,_,) aus § 8, (23) den Wert
ein, so folgt:

(8) g=2"v"w2¥L.L,. .. L,

und folglich

(9) h = 27%ab,a,b,...a,b,.
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Da nun die a,, b, ..., a,, b, wie oben bewiesen ungerade ganze Zahlen
sind, und die Classenanzahl % eine ganze Zahl ist, also 2o nicht positiv
sein kann, so lassen sich aus (9) die zwei Folgerungen ziehen:

Die aus nicht negativen Gliedern bestehende Summe 2.0 und mithin
jeder ihrer Summanden wverschwindet, wodurch die beim Beweise des Satzes
B gemachte Voraussetzung gerechifertigt ist.

C. Die Classenzahl in den wvollstindigen Kreiskirpern, deren Ordnung
eine Potenz von 2 ist, ist eine ungerade Zahl.

III. DER KRONECKER’SCHE SATZ.

In den beiden vorangegangenen Abhandlungen, die in der Folge mit
I, I citiert werden sollen, sind die Hilfsmittel enthalten, um zum voll-
stindigen Beweis des KroNmCcKER'schen Satzes zu gelangen, mit dem sich die
gegenwiirtige Abhandlung beschiftigen soll:

Alle Abel'schen Kirper sind Kreiskirper.

Nach T, § 2, n° 7 und n° 8 ist dieser Satz nur fur regulire Abel'sche
Korper, deren Grad eine Primzahlpotenz, nachzuweisen. Es folgt dann dar-
aus, dass die in I, § 5 nither bestimmten Korper nicht nur simmtliche
Kreiskorper, sondern alle Abel’schen Korper iiberhaupt umfassen.

§ 1. Die Lagrange’schen Resolventen.
Es sei § ein gegebener regularer Abel'scher Korper und
(1) m = ¢*

worin ¢ eine Primzahl ist, sein Grad. Falls ¢=2 ist, wird k< 2 voraus-
gesetzt. ' Ist x eine beliebige Zahl in R, so konnen die mit « conjugierten

Zahlen

(2) Loy Tyy eony Ty

! Fiar m = 2 ist der zu beweisende Satz evident, da jede Quadratwurzel in bekann-
ter Weise durch Hinheitswurzelon darstellbar ist. (Vgl. Gauss., Disqu. Arithmelice, Art. 356)
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in der Weise angeordnet werden, dass sie durch die Permutationen der
Gruppe von & cyklisch in einander tibergehen, und dass also diese Gruppe
durch. die Wiederholungen von (z,, x,) erschopft wird. (I, § 2, n° 3.)

Wir betrachten neben dem Korper & den vollstindigen Kreiskorper
2, und den aus beiden zusammengesetzten Korper

Q= Q0,.

1. Ist nun 7 eine primitive m' Einheitswurzel, so bestecht £ aus
allen rationalen Functionen F(x,, r) von z, und r, und wenn eine solche
Zahl die Eigenschaft hat, durch die Substitutionen (x,, z,) der Gruppe
von & ungedndert zu bleiben, so ist sie nothwendig eine Zahl in £,; denn
aus

Flw,, r) = Flx, r) = ... = F(2,_, 7
folgt
ml'(wy, r) = F(x,, r) + F(x, )+ ... + Fz,_, 7)

also eine symmetrische Function der z,, ,, ..., %,_;.
2. Unter den Zahlen des Korpers £ beﬁnden sich auch die so-
genannten LacraNGE'schen Resolventen

(3) o = du(®) = @ + %2, 4+ 1wy .y,

worin @ jede beliebige ganze Zahl sein kann, so dass man m solcher
Functionen erhilt. Durch diese kann man die Zﬂhlcn Loy Ly ooy Ly
ausdriicken mit Hilfe der Formeln

(4) m, :0 mZA_1¢ﬂ“ak¢a($0))
so dass die Losung unserer Aufgabe auf den Nachweis zuriickgefithrt ist,
dass sammtliche ¢/, den Kreiskorpern angehoren.

3. Durch die Substitution (z,, »,) geht ¢,(x,) in

(s) Gu(21) == 77 du(,)

ttber und daraus folgt mach n° 1, dass die Zahlen

(6) ©, = ¢}

dem Korper £, angehoren; ebenso ergiebt sich allgemeiner, dass

(7) | Iy
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in &, enthalten ist, wenn die ganzen Zahlen a, &, b, I, ... der Bedingung
(8) aa’ 4+ bV + . ..=0 (mod m)

geniigen.

4. Wir Dbezeichnen, wie in den beiden vorhergehenden Abhand-
lungen, mit » irgend eine nach dem Modul m genommene zu m teiler-
fremde Zahl, und weisen zunichst nach, dass von den ¢(m) Zahlen ¢, (x,)
keine wverschwinden kann, wenn wir voraussetzen, dass x eine primitive Zahl
des Kgrpers & sei.

- Wenn namlich von den Zahlen ¢,
den sie wegen n° 3 (6) simmtlich (da man in der Gleichung ,= o dic
primitive Wurzel r durch jede andere " ersetzen kann); dann sind alle
auf der rechten Seite von (4) vorkommenden Zahlen ¢ durch ¢ teilbar
und es folgt ‘

cine verschwindet, so verschwin-

ﬁik, = xkﬁ— m
q

also x keine primitive Zahl in &. (I, § 1, n° 1.) Auch sind umgekehrt,
wenn x keine primitive Zahl in & ist, die Zahlen ¢, = o. Wir nehmen
also fiir die Folge stets an, dass ¢, von o wverschieden sei.

5. Ist a eine beliebige Zahl, » durch ¢ nicht teilbar, so kann man
die ganze rationale Zahl k& so bestimmen dass

a + nk=o0 (mod m)

dann ist aber nach n° 3, (7)
S

in £, enthalten.. Es gentigt daher der Nachweis, dass die Functionen ¢,
(oder selbst nur eine von ihnen) in den Kreiskdrpern enthalten sind., Far
diese Zahlen ¢, hat man tuberdies aus n° 3, (7) den Satz:

(9) &, = 7",

ist in &, enthalten.
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§ 2. Zerlegung der Zahlen w, in ideale Primfactoren.

1. Zur Erleichterung des Uberblicks schicke ich einige allgemeine
Bemerkungen tber den Gebrauch der Ideal-factoren voraus. Ist 4 ein
beliebiger algebraischer Zahlkorper und sind «, f irgend zwei von Null
verschiedene ganze Zahlen in demselben, so giebt es ein und nur ein Paar
relativer Primideale q, b derart dass

(1) aa = bj.

Sind o, # zwei andere ganze Zahlen in A, welche der Bedingung ge-
niigen dass

eine Einheit ist, also

(2) aff = ca'f3,

so 1st auch

(3) ag’ = bﬂ,7

und wenn umgekehrt die Gleichungen (1), (3) bestehen, so folgt auch
(2), d. h. die gebrochenen Zahlen «:f3 und «':# sind bis auf einen Ein-
heits-factor identisch (vgl. D. § 175). Die beiden Ideale a, b sind aqui-
valent. Ist daher » irgend eine ganze oder gebrochene Zahl in A, so
sind durch dieselbe die beiden relativen Primideale a, b derart vollig
bestimmt, dass

(4) . ay = b,
und g kann definiert werden als der Inbegriff aller derjenigen ganzen
Zahlen a, fur welche das Product ay = (3 eine ganze Zahl wird. Der
Inbegriff der Zahlen g bildet das Ideal b. Ist alsdann auch ay’ = b so
sind # und % nur durch einen Einheitsfactor verschieden.

Die Gleichung (4) schreiben wir auch so

R b
(D) 0y —ay
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und sprechen in diesem Sinne von gebrochenen Idealen.' Zerlegt man q
und b in Primideale so kommt keines derselben in beiden zugleich vor,
und wenn eines von ihnen, p, s mal im Zahler oder — s mal im Nenner
von (5) vorkommt, so werden wir sagen, p° sei die hochste Potenz von p
welche in % aufgeht, wobei s auch negativ sein kann.

2. Wir untersuchen nun in diesem Sinne die Zerlegung der Zahlen
o, in ihre idealen Primfactoren im Korper £,, und beginnen mit dem
in der Primzahl ¢ selbst aufgehenden Primideal

q=o(1—1)
fur welches
og = ¢
ist. (I, § 7, n° 6.)
Es sei ¢ die hochste in o aufgehende Potenz von g und folglich

O 9

auch die hochste in w, aufgehende. Da nun nach § 1, n° 3

n

11y,

ist, und zwar ecine solche, welche sich durch die Sub-

stitution (r, #*) nicht &ndert, d. h. also eine rationale Zahl so ist Ho,
die m™ Potenz einer rationalen Zahl. Die hochste in dieser Zahl auf-
gehende Potenz von q ist ¢ also ¢' die hochste in dieser rationalen
Zahl aufgehende Potenz der Primzahl ¢. Daraus folgt dass s durch m
teilbar sein muss.

2. Es sei p eine von ¢ verschiedenc Primzahl, p ein in derselben
enthaltenes Primideal und p' die hochste in @ aufgehende Potenz von p.
Wenn durch die Substitution (r, %) p in p, Ubergeht, so ist p die hochste
in @, aufgehende Potenz von p,, und nach § 1, (9) ist

eine Zahl In £

m

—n ~m

0)1 wn = ),

die m?* Potenz einer Zahl in £
identisch.

Nun ist (nach I, § 7, n° 4) p, mit p

m"*

! Eine allgemeine Definition von gebrochenen Tdealen findet sich bei DEpEKIND, Uber
die Discriminanien endlicher Korper, Abhandlungen der Gesellschaft der Wissen-
schaften zu Gottingen, Bd. 29.
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Es ist also p~**=" die hochste in &) aufgehende Potenz von p, wor-
aus folgt
(6) s(p— 1)=o0 (mod m).

Wenn also m, der grosste gemeinschaftliche Teiler von m und (p — 1)
ist, und

(7) m = m,m,

so ist s teilbar durch m,, wnd wenn m, = 1 ist, so ist s=o0 (mod m).
3. Ist nun
p> die hochste Potenz von p,, welche in w, aufgeht, so ist
p% die hochste Potenz von p,,, welche in w, aufgeht, also, wenn

(8) Vv =1 (mod m),

p.’® die hochste Potenz von p, welche in o, aufgeht (worin der Index
von s nach dem Modul m zu nehmen ist). Und da nach § 1, n° 5
o’ w, eine m'® Potenz einer Zahl in £, ist: '

(9) ¥S, = S,, (mod m).

Setzen wir hierin # = 1, und (mit Ricksicht auf n° 2) s, = am, (mod m),
und schreiben # an Stelle von »/, so folgt

(10) S = amy,n’, nn' =1 (mod m),

wobei @ und #' nach dem Modul m, reduciert werden kénnen.
Wenn wir also von dem Ideal pw, das Product

.n
Iy,

tiber alle von einander verschiedenen in p aufgehenden Primideale erstreckt,
absondern, so bleiben nur solche Potenzen von p,, deren Exponent durch
m teilbar ist. Wiederholen wir dies Betrachtung bei allen in pw, vor-
kommenden zu verschiedenen Primzahlen p gehorigen Primideale, deren
Anzahl offenbar endlich ist, so ergiebt sich fiur pw folgende Zerlegung:

p n
(11) vw = a"LIITLpm,

Acta mathematica. 8. Tmprimé le 26 Juin 1886. 32
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worin das erste Productzeichen sich auf alle Primzahlen p, deren Prim-
teiler in pw vorkommen, das zweite auf alle in denselben aufgehenden
von einander verschiedene Primideale p, bezieht.

4. Wir betrachten nun neben dem Korper £, den Korper £, und
setzen !

(12) ' ™= 7.

Da p=1 (modm,) ist, so zerfallt in diesem Korper op in ¢(m,) ver-
schiedene Primideale ersten Grades, die wir mit $, bezeichnen, worin #,
ein vollstandiges System incongruenter relativer Primzahlen zu m, durch-
lauft.

Wenn wir nun wie in I, § 8 mit

(13> %oy My e Nm—1

die aus (p — 1):m, Gliedern bestechenden Perioden der p*" Einheitswurzeln
bezeichnen, und

(I4> (7";7 770) = % + nip + 7?”772 + ...+ "gml—l)vﬂm,—1

setzen, so erhalten wir nach dem an der erwihnten Stelle bewiesenen
Kvmwrr'schen Theorem: (I, § 8 (16))

h
(15) 0,(r,y 7)™ = II%7,
worin ¢ die Reihe der zu m teilerfremden Zahlen < m, durchlauft, und
t; die kleinste positive der Congruenz

(16) Hhtir=1 (modm,)

geniigende Zahl ist.

Zerlegen wir nun nach I, § 7, n° 7 die Ideale o3, im Korper &,
in ihre Primideale, und erheben die Formel (15) in die m;® Potenz, so
folgt, wenn ¢ die kleinste positive der Congruenz

=1 (modm,)
geniigende Zahl bedeutet:

(17) o(ry, 7,)" = IIpr*

t Ist-m1 = 2, so ist £,, der Koérper der rationalen Zahlen und s, = — 1.
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worin sich das Product nur auf die von einander verschiedenen Primideale
p, erstreckt.

Wenden wir dieselbe Betrachtung auf die simmtlichen Producte auf
der linken Seite von (11) an, so folgt:

14
(18) oo = a” I(r,, 5,),
oder durch Anwendung der Substitution (r, "):

P
azx ('szn, 770 )am.

i

(19) vw,

5. Die hierin vorkommenden Grossen (r™", z,) sind specielle Iille

der ¢, (I, § 8, (4)), und gentigen daher den Bedingungen § 1, n° 3, dass
(20) (r™y o)™y (1™ )7 (™, 9,),

(7-"‘2“’ 37())“'(;#"’2’” 770)”’ e (aa' 4 b+ ... =0 (mod m;))

Zahlen des Korpers £, und folglich auch des Korpers £, sind. Ins
Besondere ist

(" )™ 7,) == £ p-
6. Daraus ergiebt sich fiir die conjugierten Ideale a, dass
a) ar und b) ar"a,

Hauptideale sind.

§ 3. Untersuchung des Falles, wo m eine Potenz von 2 ist.

Von jetat an ist es notwendig, den Fall einer Potenz von 2 von
dem eines ungeraden m zu trennen, und wir wenden uns zuniichst dem
ersteren zu.

1. Um zunichst den einfachsten Fall m = 4 zu erledigen bemerken
wir, dass in diesem Fall nur Hauptideale existieren, und dass die einzigen
Einheiten des Korpers @, die Zahlen + 1, + ¢ sind. Wenn also o, eine
Zahl des Korpers £,, d. h. ecine (ganze oder gebrochene) Gauss'sche
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complexe Zahl und «, die mit ihr conjugierte Zahl bedeutet, so folgt
aus (19), § 2

P
W, = SIaTH(Vm"", 770)4a

(1)

r
w; = gyoadl(r™, 5,)*

worin entweder e =¢&,=+1 oder g =—¢s, = +¢ und ™ =—1,
oder = +4. Damit ist aber, durch Auszichen der vierten Wurzel, fur
diesen Fall die Frage erledigt.

2. Ist m= 8, so machen wir Gebrauch von den in der Il Ab-
handlung bewiesenen Satzen. Nach dem dort in § 9 bewiesenen Satze C
ist die Anzahl & der Idealclassen eine ungerade Zahl, und da o* immer
ein Hauptideal ist (D., Seite 541), so folgt, wenn o™ ein Hauptideal ist,
dags auch a selbst ein solches sein muss; denn es sind %, m relative
Primzahlen, und wenn man daher z, y so bestimmt dass ha 4 my = 1

wird, so ist
ahz+my _ a,

also a ein Hauptideal. Bezeichnen wir also mit a eine Zahl in £,, mit
e(r) eine reelle Einheit, so folgt aus (19) des vorigen Paragraphen:

V4
(2) o = *e(r)aLL(m, 5, )

Bildet man hieraus o,w_;, so folgt nach § 1, n° 3 und § 2, n° 5 dass
(3) e(r)" =e(r)"
eine genaue m' Potenz einer Einheit ist.

Zieht man also aus (2) die gm“’ Wurzel und bezeichnet mit p eine

weiterhin noch genauer zu betrachtende Einheitswurzel der Ordnung m?
so folgt aus (2) wegen (3)

(4) gt = pre(r)a*Tl(m, 7,)",

worin die Einheit e(r) reell angenommen werden kann. Die reelle Einkeit
e(r) genigt nun wieder in Folge von § 1, n° 3; § 2, n° 5 den Bedingungen

(5) e(re(r)™ = + &,
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d. h. gleich dem Quadrat einer Einheit in £,, und das Vorzeichen in
(5) kann so gewihlt werden, dass ¢ eine reelle Einheit ist.

Wenden wir die Formel (5) auf » = + 1 + ;m an, so folgt:
e(r)e(—r) = + o(r)?
e(r):e(—r)

worin 6(r), 6(r) reelle Einheiten sind; die Einheit ¢(+) gentigt der Be-
dingung

I

(6)

f
I+
©>

O(r) =+ 6(—r)

worin aber nach I, § 9, n° 7 nur das obere Zeichen moglich ist, und
mithin ist ¢(r) eine reelle Einheit des Korpers &£y,. Die Einheit 8(r)
geniigt der Gleichung

&(r)6(—r) = + 1
und ist also eine primitive Einheit des Korpers £, (II, § 5). Aus (6)
ergiebt sich dann durch Multiplication und Wurzelziehen

(™ e(r) = &(r)o(r)

(wo das positive Zeichen genommen werden kann, da &, ¢ nur bis aufs
Vorzeichen definiert sind). Da wir nun nach II, § 8 B die Einheit ¢(r)
als Product ciner primitiven FEinheit mit dem Quadrat einer Einheit dar-
stellen konnen, so konnen wir, indem wir die Wurzel dieses Quadrats
mit « vereinigen, annehmen, dass die in (4) vorkommende Einheit e(r)
selbst eine primitive Einheit sei.

Wir leiten nun aus (4), indem wir # durch s ersetzen und die
Wurzel ausziehen, fur ¢, den Ausdruck her

®) b0 — payeima LI, 5,)r,

wobei beziiglich der Quadratwurzel nur soviel festgesetst sein soll, dass

(9) ve(r™) = ye(r—)

sel,
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Nach (5) ist alsdann \/e—(?'_)\/e_w—)—n eine Zahl des Korpers £,. Bilden
wir nun aus (8) das Product ¢,¢_,, so folgt nach § 2, n° 5

,n /—‘N

[ (T">an [/ 2 H( + I’)a

(10) Paf—n =

also eine Zahl des Korpers £,, und zwar eine reelle Zahl. Da aber
PuP—n €ine Einheitswurzel ist, so kann diese Zahl nur = + 1 sein, und

da sich hiernach der Wert der rechten Seite von (1o0) durch die Permu-
tationen des Korpers £, nicht andert, so folgt:

(II) lonp—n = 101/0—<1 = ..t I.
Es i1st nun aber ebenso:

dndpi’"

(12) pupTe(mye(r) =

P
» a"a—l—nﬂ(,rmin, ﬂo)a(rmz’ vo)—an

also gleichfalls eine Zahl in £, und zwar eine Einheit, die wir

(13) = 1*8(r)

sctzen, indem wir unter &(») eine reelle Einheit verstehen. Ebenso
ergiebt sich

—n

¢

7
0 O S NG )

(14) PO o (e (r) =

und da die rechte Seite von (14) aus der rechten Seite von (12) durch
die Permutation (r, ') entsteht, so folgt ihr Wert

(15) = r*&(r).
Multipliciert man also (12) mit (14), so ergiebt sich mit Ricksicht auf (11)
(16) e(r)e(r)™ = 8(r)’

woraus, da &(r) reell, also 8(r)® positiv ist, nach dem Satz A in § 6
der zweiten Abhandlung folgt, dass e(r) das Quadrat einer Einheit in £, ist.
Damit ist aber durch die Formel (8) fur diesen Fall der KroNECKER'sche
Satz bewiesen.
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Was die Einheitswurzeln p, betrifft, so ergiebt sich fur dieselben
aus (12), wenn @ irgend eine m* Einheitswurzel bedeutet:
(17) Puy = ﬁuﬂ%

und darch wiederholte Anwendung dieser Formel
(18) p P = 0knk_l/onk.

. . 1 . . .
Setzt man hierin # = 5, k =M S0 schlicsst man hieraus, dass die Ord-

nung der Einheitswurzel p hdchstens die 4m” sein kann.

§ 4. Beweis eines Hilfssatzes.

Wir schicken unseren weiteren Betrachtungen den Beweis eines ein-
fachen Lemma’s voraus, welches wir so aussprechen:

Es sei
m= ¢*
eine Potenz einer ungeraden Primzahl und es bedeute E(x) die grdsste
in x enthaltene ganze Zahl, t bedeute jede positive ganze Zahl, relativ prim
zu m und kleiner als m; ¢ eine ebensolche Zahl, die aus der Bedingung

(1) t' =1 (mod m)

bestimmt ist.
Es ist zu beweisen, dass man eine durch q mwicht teilbare ganze Zahl
n so annehmen kann, dass

t
, tn
(2) TrE(7)
durch q wicht teilbar ist.
Die Richtigkeit dieses Satzes ist zunédchst leicht einzusehen, wenn

m = q eine Primzahl ist; denn bedeutet » eine beliebige positive ganze
Zahl, kleiner als ¢, so ist

(3) E(%) + F(W—%”)J) — 1,
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und wenn man mit # multipliciert und die Summe nimmt, so folgt,
da 2¢ =0 (mod g):

(4) 2tE <%t> + 2VE <(l:‘q_”2'f> =—1 (modg).

Es konnen also nicht deide Summen auf der linken Seite dieser Gleichung
durch ¢ teilbar sein, und wir diirfen also annehmen, es sei

(5) , Zt’E<%’> nicht durch q teilbar.

Es lasst sich nun zeigen, dass diese selbe Zahl », in die allgemeine
Summe (2) eingesetzt, diese durch ¢ unteilbar macht. Wir setzen zu
diesen Zweck

m = qm’, m > q

tity=1 (mod q), t' =1 (mod m).

325 00y g1
y 1, vy m'—1

I
S -
—

Es ist alsdann

(7) ¥ =1t (mod g).

Darnach wird die Summe (2)

®  ZeE(®) =5 e( ) mea)
Da nun nf, <m, so folgt |

(9) E (%t-“— + %) entweder — E<%t*)

(10) o oder- = E(%:z) + 1;

(10) tritt jedesmal dann ein, wenn zwischen

nt,

nt, ni,
poy und poy + o
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eine ganze Zahl liegt, d. h. wenn

nt, nk, _ ni,
(II) E(—”?>+I——‘n7\%.
Die linke Seite von (11) stellt lauter positive, die Einheit nicht ibersteigende
Bruche dar mit dem Nenner m’, von denen, wenn ¢, dic Zahlenreihe o, 1, ...,
m’ — 1 durchlauft, nicht zwei einander gleich sind. Es durchlauft daher

die linke Seite von (11) in irgend einer Reihenfolge die Reihe der Zahlen

I m — 1

2
(12) w om T T w I,

und wenn nun « einen beliebigen positiven echten Bruch bedeutet, so ist E(m’a)
die Anzahl derjenigen Zahlen der Reihe (12), welche nicht grosser als a sind.
Dic Anzahl der Werte von ¢,, fur welche die Ungleichung (11)
statt hat ist daher
— (%)
q

und ebenso oft tritt also auch der Fall (10) ein. Wenn wir daher die
Summe der linken Seite von (9), (10) bilden, so folgt:

t“ L/ i, nt, nt, : nt,\ 1
(13) T+ ) = E(7> + TE(%).
Setzen wir dies in (8) ein und beachten dass 2t = o (mod g) ist, so folgt

(14) ét’E(%) = tzltiE<%f’> (mod g),

wodurch naeh (5) der Hilfssatz bewiesen ist.

§ b. Untersuchung des Falles, wo m eine ungerade Zahl ist.

Es kommt nun vor allen Dingen darauf an, nachzuweisen, dass auch
im Falle eines ungeraden m aus den Bedingungen a), b) am Schluss des
§ 2 folgt, dass die a, Hauptideale sind.

! Diese Formel ist eine leichte Verallgemeincrung einer von HERMITE (Acta ma-
thematica, B. 5, 8. 315) bewiesenen Formel. Man vgl. auch den Beweis der letzteren

von STERN, Acta mathematica, B. 8, 8. 04.
Acta mathematica, 8. Imprimé le 30 Juin 1886. 33
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Wir behalten die bisherige Bezeichnung bei, indem wir

(1) m=mm, =¢*

setzen, unter m,, welches > 1 vorausgesetzt ist, den grossten gemein-
schaftlichen Teiler von m und p — 1 verstchen und mit ¢, # resp. &, ¢
die Reihe der durch ¢ nicht teilbaren positiven Zahlen, < m resp. < m,
bezeichnen, welche den Bedingungen

(2) t' =1 (mod m), thity=1 (mod m,)
geniigen, und zwar sei stets

(3) t=¢ (modm,),

1
folglich auch
(4) ' =1{; (modm,).
Wir bezeichnen endlich noch mit (x) den kleinsten positiven Rest einer

ganzen Zahl x nach dem Modul m, so dass x = 111E<%> + (z) ist.
Diec Primzahl p gehort nach dem Modul m zum Exponenten m,,
d. h. p™ ist die niedrigstc Potenz von p welche nach dem Modul m der

Einheit congruent ist, und daher sind dic Potenzen von p

2 —1
I, p, P55 ..., P

simmtlich modulo m verschieden, und sammtlich =1 (mod m,). Es ist
also auch jede der Zahlen ¢ einer und nur ciner der Zahlen

2 my—1

t17 t1p7 t1p7 ) tlp

nach dem Modul m congruent und es lasst sich A so bestimmen, dass

(s) t= (p't,)
wird.

Nun zerfallt p im Korper &, in ¢(m,) von einander verschiedene
Primideale p,, und in ebensoviele Primideale P, zerfallt p im Korper £

so dass (I, § 7, n° 4 und n° 8):
(6) pe = p, = o,

my
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und wir betrachten nun das Idealproduct

() > = ITy;

welches in Folge von (4), (5), (6) sich auch so darstellen lasst:

A

oy 4
ok (ot o (P2 1y S
®) b = Iy, = I, "™,

Das Ideal p gehe durch die Substitution (r, ") in b, tiber. Fin solches
Ideal d kann aus jedem Ideal y des Korpers 8, hergeleitet werden, wenn
nur die sugehorige Primzahl p= 1 (modgq) ist. Nun ist aber fur jeden
Exponenten 4, wenn %, eine passend bestimmte ganze Zahl ist, fur ein
festes ¢, 4

(9) ' (pt) — t, = m,h,

und hierin ist:

I. &, nicht negativ, weil eine Zahl fur den Modul m, keinen gros-
seren Rest haben kann als fir den Modul m,

2. Iy <m,y, weil (p*t) <m ist, und

3. h, von h, verschieden, wenn A’ (modm,) von A verschieden ist
(da sonst p*=p* (mod m) sein musste).

Mithin durchlauft %, zugleich mit A, wenn auch in anderer Reihen-
folge, die Zahlen o, 1, 2, ..., m, — 1 und demnach ergiebt sich aus (9)

A
2(p't) = myt, + ém(m2 — 1)
woraus nach (8)

. 4
( 1 O) D = Z}% m(ury—1) H(Df:’)mg.

Es ist daher, wenn wir die Bezeichnung § 2, (13), (14) beibehalten, nach
dem Kummer’schen Theorem (I, § §):

1m Mg— m, m
(11) b = op? ¢ ”(r % )"

Daraus ergiebt sich nun, dass nicht nur d ein Hauptideal ist, sondern dass
auch die Producte b7, m" Potenzen von Hauptidealen sind. (§ 2, n° 5.)
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Auf Grund hiervon lisst sich nun beweisen, dass, wenn die Be-
dingungen erfullt sind:

a) ar b) 007" sind Hauptideale,

die conjugierten Ideale q, selbst Hauptideale sein miissen.

Dieser Beweis setzt sich aus zwei Teilen zusammen:

1. Es werde angenommen, dass in dem Ideale a nur die Primfac-
toren solcher Primzahlen p vorkommen, welche =1 (modg) sind, auf
welche also die Formel (11) und die daran gekniipfte Folgerung An-
wendung findet. ,

Unter dieser Voraussetzung ist wegen (7) und (11)

(12) a = Ila% ein Hauptideal.
Es ist aber ferner

a, = Ila,, = ILaf
und folglich

[2 E n_t m

(13) an af = (Hﬂu(M)> ;
was nach (11) die m' Potenz eines Hauptideals ist. Also
(14) Haf(;) ein Hauptideal.

Nach der Voraussetzung b) ist aber a, dquivalent o, und also nach (14)

auch
H

(15) aZ/5(5)  ein Hauptideal.
Nach dem Hilfssatz § 4 kann man aber die ganze Zahl »n so annehmen,

12
t
dass zt’E<%> nicht teilbar ist durch ¢ und mithin folgt aus a) und (15)

dass a ein Hauptideal ist.

2. Es sei jetzt p eine (mbd m) zum Exponenten f gehorige Prim-
zahl, und
¢(m) = ef,

jedoch sei p nicht =1 (mod ¢), mithin f nicht eine Potenz von ¢ und e
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nicht durch ¢ — 1 teilbar. Eine solche Primzahl p zerfillt in &£, in e
verschiedene Primideale f** Grades. Wir legen eine primitive Wurzel ¢
von m zu Grunde und lassen & nach dem Modul m die Reihe der Zahlen

(16) A, ety ..,

durchlaufen; bezeichnen wir dann mit p, die in p aufgehenden Primideale,
so ist:

3
(17) p = Hpé”

und dic Bezeichnung kann so gewahlt werden, dass durch die Substitu-
tion (r, #), p; in p,. tbergeht. Es enthalte jetzt unser Ideal a Prim-
ideale f** Grades und die Richtigkeit des zu beweisenden Satzes werde
vorausgesetzt fiir alle diejenigen Ideale, welche keine Primideale f*“" Grades,

und keine Primideale von anderen Graden wie o enthalten.
Die Ideale

3 . 13
(18) b= HC[;:, bn = H('(,,g

sind nun wegen (17) mit solchen Idealen dquivalent welche keine Prim-
ideale f*" Grades enthalten und sonst keine anderen als solche die auch
in q, vorkommen. Ausgerdem ist aber nach a)

(19) b, ein Hauptideal
und nach b)
(20) b, Hquivalent o', aquivalent B*,

d. h. die Voraussetzungen a), b) sind fur das Ideal b befriedigt, und
daher ist n. V.

(21) b ein Hauptideal.

Es ist aber
b aquivalent o
und ‘

e

Se=0"1 (mod m);

c—1
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da nun e nicht durch ¢ — 1 teilbar ist, so ergiebt sich, dass auch ¢
nicht durch ¢ teilbar ist, und da also

Ve
a® und o~

Hauptideale sind, so gilt das gleiche auch von a. Damit ist also der an
die Spitze dieses Paragraphen gestellte Satz allgemein bewicsen.

§ 5. Fortsetzung und Schluss,

Mit Hilfe dieses Satzes lasst sich nun aus § 2, (18) folgern, wenn «
eine Zahl, 8(r) eine Einheit in £, bedeutet:

(I) w = é’) (,',.) qm H(Tmz’ v(})am,

und die Einheit &(r) muss wegen 1, n° 3; § 2, n° 5 der Bedingung
o) ) ) 9 o)
geniigen dass

&7 (r)8(r)

die m' Potenz einer Einheit ist.
Setzen wir nach I, § 9, n° 2

(2) &(r) = re(r)

wo e(r) eine reelle Einheit des Korpers &

"

) e(r) = e(r™)

geniigt, so ist auch

ist, also der Bedingung

a(r")@(r)‘;’ = e(r)”

die m' Potenz einer Einheit, und folglich (fur # = — 1)

da m ungerade, so folgt hieraus, dass ¢(r) selbst eine m' Potenz ist,
und wenn wir dieselbe mit o™ vereinigen, so kann (1) jetat so geschrieben
werden

P
(4) w = ,rv am H(rmz, ﬂo)am ,
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und durch Ausziehen der m'® Waurzel, indem p eine mm* Wurzel der
LEinheit bedeutet:

(s) ¢ = pall(r™, 7,y

Aus dem Umstand, dass ¢,¢7" dem Korper &£, angehort, schliesst
man noch fir die Einheitswurzel p,, wenn 6 irgend eine Potenz von
r bedeutet:

Pw = 0 p],

und durch Anwendung dieser Formel auf vy = 1, n, ..., #:

(6) pa=0""p",
woraus, wenn man foar = eine primitive Wurzel von ¢* und fir A den
Wert ¢(m) setst, sich schliessen lasst, dass p hdchstens eine gm' Einheits-
wurzel ist.

Durch die Formel (5) ist nun der Krovecker'sche Satz auch fiir diesen
Fall allgemein bewiesen.

Marburg, im Mirz 1886.




