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RATIONALE REDUCTION DER ABEL'SCHEN INTEGRALE

VON

M. NOETHER

in ERLANGEN,

In der Theorie der Reduction der Abel’schen Integrale mag man
zwei Aufgaben unterscheiden. Die eine hat zum Ziel die — RIEMANN’sche
— Zerlegung eines gegebenen Integrals in seine einfachsten, algebraisch
oder logarithmisch unstetic werdenden oder allenthalben endlichen Bestand-
teile: die Integrale der drei »Gattungen»>. Die andere verlangt — an AreL
anschliessend — eine Zuriickfilhrung aller algebraisch unstetigen Integrale
— der Integrale szweiter Art> — welche einer Klasse algebraischer Func-
tionen mit der Klassenzahl p angehoren, mit Hiilfe algebraischer Func-
tionen der Klasse auf eine moéglichst kleine Anzahl, nimlich 2p, von
algebraisch-unabhingigen Transcendenten mit fest gegebenen Unstetigkeiten.

An eine algebraische Durchfiihrung dieser beiden Aufgaben wird man
bei dem jetzigen Stande der Lehre von den algebraischen Functionen
folgende theoretische Forderungen stellen kénnen:

‘a. Die vorkommenden algebraischen Formen und Functionen sollen,
wie die der Klasse zu Grunde gelegte Gleichung f(s,2) = o, nur in ho-
mogenen Verinderlichen betrachtet werden.

Dies geschieht, um die Dimensionen der Formen zum Ausdruck zu
bringen, und um die Auszeichnung einzelner Werthe der Veriinderlichen,
wie z = o0, zu vermeiden. Mindestens sollen die etwa herausgehobenen
Stellen z = oo nicht fiir f = o singulire Stellen sein.

b. Simmtliche sowohl im Ansatz als im Verlauf der Rechnung vor-

kommenden ganzen oder gebrochenen Formen sollen sich »zu f=o0 adjungirt>
Acta mathemalica. 26. Imprimé le 30 juillet 1902.
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(bei gewohnlichen Singularititen von f=o fiir die Doppelpunkte von f==0
verschwindend) verhalten, und die Functionen als Quotienten solcher Formen
gebildet werden.

Denn es ist nétig, bei gegebenen Polen je die allgemeinsten Formen
und Functionen zu betrachten, nicht solche, welche specielle, an die aus
der Klasse herausgenommene Grundgleichung f = o gekniipfte, Eigen-
schaften besitzen. Nur die fiir jene Ausdriicke gebildeten Relationen sind
invariant fiir die ganze algebraische Klasse, unabhingig von der Wahl der
Gleichung f = o.

c. In den Methoden sollen keine Umwege vorkommen, d. h. es soll
nicht erst eine Reihe von Unstetigkeitsstellen eingefithrt, hintennach wieder
weggeschafft werden. Insbesondere sollen in die erstere Aufgabe, oder bet
Absonderung der logarithmisch unstetigen Teile — der Integrale »dritter
Art> — der zweiten Aufgabe, iiberhaupt keine anderen oder héheren Un-
stetigkeitspunkte, als die gegebenen, eingefithrt werden.

d. Der Gang soll so sein, dass sich die ganze Mannigfaltigheit der
Reductionsmoglichkeiten iibersehen lasst.

Zu diesen nothwendigen Forderungen kann man theoretisch eine weitere
gesellen:

e. Die Trennung in Integrale dritter und zweiter Art, und die Zu-
ricckfithrung der letzteren auf 2p algebraisch-unabhiingige, soll durch ra-
tionale Operationen bewirkt werden, d. h. ohne Auflosung von hoheren,
als linearen Gleichungen.

Schon die Forderungen a.—d. sind in den bisherigen Methoden nur
teilweise beachtet. CLEBscH und GorRDAN ' entsprechen keiner derselben, am
wenigstens der Forderung c., indem sie in die erste Aufgabe algebraisch-
logarithmische Functionen einfithren; sie beabsichtigen auch mehr eine
Klassificirung der Integrale in Typen, als eine Reduction. Die modificirte
Methode von Cresscu-LinpDEMANN ? erfilllt, neben a., auch c., bis auf den
Umstand, dass von vornherein ein Punkt von f= o ausgezeichnet wird.
Auch fir die zweite Aufgabe entsprechen die von Partialbruchzerlegung
ausgehenden — praktisch bequemsten — Methoden, so die von Herrn

! Theorie der Abel'schen Functionen (1866), § 2.
* Vorlesungen dber Geometrie, Bd. 1, p. 777 ff.
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Picarp,' vor Allem der Forderung c¢. nicht. Dagegen hat WEIERSTRASS®
eine Methode entwickelt, welche im Wesentlichen bereits allen Forderungen
a.—d. gerecht wird, wie es auch die analoge Methode des Verfassers?
thut; es werden dabei fiir die Integrale dritter Gattung ein Punkt, fiir die
neueinzufithrenden p Integrale 2" Gattung p, nicht durch eine Curve ¢
verkniipfte, Punkte von f = o ausgezeichnet.

Die Moglichkeit der Durchfithrung von e. wird, vorausgesetzt dass
man auf die Riicksichten a.—d. verzichtet, einleuchtend, wenn man be-
achtet, dass man die in der Theorie der algebraischen Functionen vorkom-
menden Operationen auf rationalem Wege erledigen kann, insbesondere die
Aufstellung der zu /= o gehorigen »adjungirten> Formen.* Auch hat in
solcher Weise Hermite die zweite Aufgabe fiir den hyperelliptischen Fall
behandelt; * und fiir den allgemeinen Fall haben die Herren Prcarp und
SIMART eine Andeutung gegeben.®

Zweck des vorliegenden Aufsatzes ist nun, die Forderung e. durch-
zufithren und insbesondere den Nachweis zu erbringen, dass sie sich mit
den Forderungen a.—d. vereinigen lisst.

Nicht nur das Reductionsproblem, sondern die Theorie der alge-
braischen Functionen selbst, der es sich einordnet, fithrt bekanntlich auf
ABgL zuriick. Zusammenfassend verdankt man ihm hier den allgemeinsten

' Traité & Analyse (Paris 18g1), Theil 1, Kap. 2.

* Vgl. den Bericht dber die Entwicklung der Theorie der algebraischen Functionen
von Herrn BriLL und dem Verf. (Jahresber. der Deutschen Mathematiker-Ver-
einigung, III, 1894), Abschnitt VII.

8 Zur Theorie der Abel'schen Differentialausdriicke und Functionen (Math. Annalen,
Bd. 37, 1890), §§ 2—s5.

* M. NoETHER, Rationale Ausfithrung der Operationen in der Theorie der algebraischen
Functionen (Math. Aunalen, Bd. 23, 1883).

> Sur la réduction des intégrales hyperelliptiques aux fonctions de premiére, de seconde
et de troisiéme espéce (Bull. des sc. math. et astr., 2 sér., t. 7, 1883).

8 Théorie des fonctions algébriques de deux variables indépendantes (Paris 1897), t. I,
p. 162. In der Einleitung zu Herrn FikLD's Aufsatz On the reduction of the general
Abelian integral (Transact. of the Am. Math. Soc., vol. 2, 190I) wird zwar der-
selbe Zweck angegeben; es werden aber ausschliesslich in den Coefficienten irrationale
Operationen vorgenommen.
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Begriff der algebraischen Function und der zugehérigen algebraischen In
tegrale,' sowie die Grundlage der ganzen Theorie: sein Theorem iiber diese
Integrale;? vor Allem die mit letzterem verbundene Entdeckung der Zahl
p in ihrem verschiedenen Auftreten: einmal im Theorem selbst mit tran-
scendenter und algebraischer Bedeutung,' sodann bei der Reduction der
Integrale erster Gattung auf die linear-unabhiingigen,® endlich bei dem
Aser’schen Reductionsproblem dieses Aufsatzes.

Dieses specielle Problem hat iiberhaupt den Ausgangspunkt von ABEL's
hierhergehérigen Arbeiten gebildet. An LEGENDRE anschliessend entwickelt
er schon vor 1825 am elliptischen Integral alle wesentlichen Reductions-
begriffe. In seinem generalisirenden Geiste erhob sich das Problem nach
und nach zu der Frage nach der allgemeinsten Relation zwischen irgend
welchen Integralen verschiedener algebraischer Functionen iiberhaupt,® und
damit zu sehr umfassenden Theorien. Wir entnehmen diesen Betrachtungen,
dass die zur Reduction eines Integrals zu benutzenden algebraischen Func-
tionen derselben algebraischen Klasse anzugehoren haben, wie das Integral
selbst.

Auf Grund dieses Satzes hat sich ABEL® mit allen Reductionen der
Integrale der allgemeinsten algebraischen Differentialausdriicke beschiftigt,
die sich mit Hiilfe von algebraischen und logarithmischen Functionen aus-
fithren lassen; und zwar »auf die kleinstmégliche Anzahl von Integralen,
welche notwendig seien, um alle derselben Klasse angehdrenden Integrale
unter endlicher Form darzustellen>.” Auch hat er selbst noch die Aus-

' Sur la comparaison des fonctions transcendantes, Werke (2'¢ Ausg.), t. 2, X (vor
der Reise von 1825) geschrieben; und die Pariser Preisschrift (Oct. 1826), ibid.
t. 1, XIIL

2 Ausser den beiden in I. citirten Arbeiten noch Werke, t. I, XXI (1828) und
XXVII (1829).
" * In der Preisschrift.

4 Théorie des transcendantes elliptiques, Werke (2t Ausg.), t. 2, XIII.

5 Précis d’'une théorie des fonctions elliptiques, ibid. t. 1, XXVIII (1829); Brief an
LEGENDRE vom 25. Nov. 1828, ibid. t. 2, XXIII; und das erst in der 2*» Ausgabe
der Werke publicirte Fragment, t. 2, XVIL

® Nach einer Anmerkung im Précis, 1. c. p. 550.

" Dieser Ausspruch ABEL’s kann nicht so aufgefasst werden, als ob man die lo-
garithmischen Unstetigkeiten eines beliebigen Integrals der Klasse mit Hiilfe des Loga-
rithmus einer algebraischen Function auf eine bestimmte Anzabl von Integralen mit im
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filhrung, wenigstens fiir die binomischen Integrale, begonnen;' und das
analoge Verfahren von WEIERsTRASS? gibt die algebraische Durchfithrung
der ABEL’schen Aufgabe im hyperelliptischen Fall.

L

Bezeichnungen.

An meinen oben citirten Aufsatz in Math. Ann. 37 ° anschliessend,
benutze ich die dort entwickelten Begriffe und Beweise, wie auch die
folgenden Bezeichnungen.

Die zu Grunde gelegte Gleichung

flz,,z,,2)=0 [oder f(z) = o, oder f = 0]

sei die einer Curve f, m'" Ordnung, vom Geschlecht p. Der Integrand sei

du = %—*((z; . de = i{((:; ____:Eua',dz) ’

_Zlcifi(f")
wo die »Differentialform» de, = S(cca%% fiir alle Integranden dieselbe bleibt,
die »Differentialableitung » %’12—2 eine zu f= o adjungirte algebraische ge-
brochene Form (m — 3)** Dimension des Punktes z von f(x) = o bedeutet.
Zur Bildung von solchen »adjungirten Formen. ]‘ngi; nimmt man fiir N(z)

irgend eine homogene ganze Function »** Dimension, fiir M(z) irgend
eine zu [ adjungirte homogene ganze Function (n + m-— 3)*" Dimension

Bei der Zihlung der o- und co-Punkte der Form M(z)

von 1, ,%,, T Nz)

g

Voraus gegebenen logarithmischen Unstetigkeiten werfen konne: eine solche Reduction
existirt nicht. Eine beziigliche Bemerkung aunf S. 133 von Herrn H. Sranv's Theorie
der Abel’schen Functionen (1896) ist nicht zutreffend.

! Siehe das in Anm. 5 der vorhergeh. Seite citirte Fragment.

* Theorie der Abelschen Functionen (Journal f. r. u. a. Math., Bd. 52 oder
Werke, I, p. 297 f£.), § 6, Formel (17).

"% Of. Anm. 3 der dritten Seite. Der Aufsatz wird weiterhin mit Math. Ann.,
37, citirt. '

Acta mathematica. 26. Imprimé le 30 juillet 1902. 27



210 M. Noether.

[kiirzer %1] siecht man von den durch die Adjunction zu f = o bewirkten

o-Punkten von M ab, rechnet also nur die iibrigen 2p — 2 4 nm Schnitt-
punkte von M =0 mit /= o als o-Punkte b von M, dagegen alle nm
Schnittpunkte von N = o mit f = o als o-Punkte @ von N. Diejenigen
der Punkte @, welche nicht zugleich Punkte & sind, sind die co-Punkte

der Form ]‘—A{; und zwar ist eine solche Stelle fiir ﬂ—; oo-Punkt von der

Ordnung « —f3, fiir a >/, wenn sie a-fach unter den @, g-fach unter
den b vorkommt. Fir das Integral » wird diese Stelle logarithmische
Unstetigkeitsstelle, wenn « — § = 1; algebraische Unstetigkeitsstelle von
der Ordnung « — f— 1, im Allgemeinen verbunden mit logarithmischer
Unstetigkeit, wenn « — 3> 1.

Diese Definitionen gelten firr jede beliebige Lage der Stelle, da von
unserem invarianten Standpunkt aus eine specielle Lage tberhaupt nicht
existirt. Unter G, wird eine Gruppe von ! getrennten Stellen von f = o
verstanden. _

Um die Bezeichnungen: »>Integrale 2**, 3** Gattung» auf die be-
kannten Normalformen zu beschriinken, sei noch eine andere Bezeichnung
benutzt.

Ein Integral «# mit nur logarithmischen Unstetigkeiten (an mindestens

zwei Stellen) werde als »Integral dritter Art»; die zugehorige Differential-
ableitung _NM((_Q als »Form dritter Art> bezeichnet. Hat das Integral nur
algebraische Unstetigkeiten, so sei es als »Integral zweiter Art», seine Form
%E;; als »Form zweiter Arts- bezeichnet. Fiir die allenthalben endlichen

Integrale ist die Bezeichnung »erster Arts mit »erster Gattung» gleich-
M (=)
N(#)
deren Fundamentalsysteme von je p Formen sich auf rationalem Wege be-
stimmen lassen.’

bedeutend; ihre Formen sind die adjungirten ganzen Formen ¢,

' Cf. die in Apm. 4 der dritten Seite citirte Arbeit, auf die mit Math. Ann.,
23, Bezug genommen wird.
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11

Rationale Zerlegung der Formen.

Es sind hier die direkten rationalen Zerlegungen zu behandeln, welche
eine zu f adjungirte Form (m— 3)** Dimension mit Hiilfe von f=o0 zu-
lisst, wenn dieselbe in verschiedenen Punktgruppen von f in wverschiedenen
Ordnuugen unendlich wird.

Zu diesem Zwecke beweisen wir zuerst, dass ein gebrochener Ausdruck

(m— 3 + K Dimension ;= fiir k> o, nicht aber im Allgemeinen fur

Q

k < o, mit Hilfe von f = o die Zerlegung zulisst:
p A B

(1) - TE- QTR

d. h. dass eine Relation existirt:

(1) P = AR + BQ + Cf,

wo auch A, B, C ganze homogene Functionen von #,, z,, «, werden, und
wo A und B adjungirt zu f werden, im Falle P es war. Vorausgesetzt
ist, dass fir gemeinsame Nullpunkte von R, @, f auch P verschwindet.

Seien @, R, P von den Graden ¢, 7, ¢+7-+k+m—3. Man nehme
zunichst, wenn P adjungirt war, fir 4 das allgemeinste adjungirte Po-
lynom vom Grade q 4+ & + m— 3, mit

a=;(q +k4+m—2g+k+m—1)—d
[wo d= é(m — 1)(m — 2) — p]
willkiirlichen Constanten. In einem Ausdruck
DQ + Ef=(D + Ff)Q + (E— FQ)f,

wo D adjungirt, von der Ordnung % +m—-3, E nicht-adjungirt, von der
Ordnung ¢q 4+ k — 3, F nicht-adjungirt, von der Ordnung k — 3, stehen
aber noch

B =1 (tm—2)tm—1)+ (g +h—2)g+k—1)—; F—2)k—1)—d
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willkiirliche Parameter zur Verfiigung. Ersetzt man daher A durch

4 + (DQ + EF)

und benutzt die B Parameter zur Reduction der Constanten von 4, so
verbleiben in 4, vermige @ = o, f = 0, noch

a—f=qm
Constanten, linear und homogen eingehend.
Fir ¥ = o wiirden nur ¢gm — 1 Constanten verbleiben.
Fir £ > o kann man also mit Hilfe der gm Constanten von 4 dem
Ausdruck P — AR vorschreiben, fiir simmtliche gm Schnittpunkte von
@ =0 mit f=0 zu verschwinden. Man hat dann eine Identitit '

P— AR = BQ + C¥,

in der, wenn es P und A4 waren, auch B adjungirt zu f wird. Hatten
@, R und f gemeinsame Nullpunkte, so sagen die entsprechenden Be-
dingungen fiir P — AR aus, dass auch P an diesen Stellen verschwinden
muss. Daher ist (1'), und damit (1), bewiesen.

Dieselbe Gleichung (1°) gilt fir & > o, wenn P nicht-adjungirt zu f
war; man braucht dann nur 4, D, B nicht-adjungirt anzunehmen.

Aus der Gleichung (1) sollen nun Folgerungen fiir die zu / adjungirten
Formen (m — 3)*" Dimension gezogen werden (die iibrigens auch fir nicht-
adjungirte Formen giiltig wiren).

Die adjungirte Form (m — 3)** Dimension

M(z)
N(z)

werde in den s getrennten Gruppen
G ,6 G, ...

von je

L,0L,. .., 10

1 72 AR

getrennten Punkten von f bezw. zu

v vy Vg
oo™, 0o%, ..., 00",

! Nach dem algebraischen Satze meiner Note in Math. Ann., 6.
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wobei v, ,v,,...,y, S ganze positive von einander verschiedene Zahlen
seien. Wegen des letzteren Umstandes kann man diese s Gruppen rational
von einander trennen.!

Nun moégen zundchst s Polynome in z,, x

N,N,, ..., N

s

x

27 "3

von irgend welchen Dimensionen

n ,n n

1 gy * oy s

bestimmt werden, nur mit der FEigenschaft, dass N, die Curve f in den
l, Punkten von @, je in erster Ordnung, in den itbrigen s —- 1 Gruppen
gar nicht treffe. Nach dem »Restsatz>® hat man dann vermége f= o
eine Identitit
(2) M E’)Tlm

N7 NiNy. N

wo O ein zu f adjungirtes Polynom der Ordnung E:l v, 1, + m — 3 vorstellt.

Sei v, > 1, so nehme man in Formel (1):
P =9, Q = Ny, R = Ny...Ny;

es sind dann die Bedingungen des Satzes erfiillt, und man hat, vermdge

f=o:
(4 _A B
NYNZ..NF N Np... NV

MM B
N N N,N:...N”

Indem man nun denselben Schluss auf das zweite Glied dieser Zer-
legung beziiglich N, anwendet, und so fortfibrt, ergibt sich eine Zerlegung
von (2), vermoge f = O:

M M M
(3) N Nt N, N 2. . N, s

in der jedes Glied eine zu f adjungirte Form (m — 3)** Dimension vorstellt.

! Nach Math. Ann., 23.
® ¢f. BriLL und NoeTsHER, Math. Ann., 7.
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Nach derselben Formel (1) zerlegt sich das Schlussglied von (3) weiter
in Formen, die nur je zwei Factoren im Nenner haben; z. B., vermdoge
f=o0, in

M’ M M;
(4) NN, N - myt oy T Ty LN HN

wo wieder jedes Glied zu f adjungirt wird. Auch konnten alle einzelnen
Glieder von (3) und (4) nach dem »Restsatz» wieder vielfach umgestaltet
werden.

Eine andere rationale Zerlegung von ¥ wiirde sich aus (1) ergeben,

M o . C . . . .
wenn man o zuvor mit einem heliebigen Polynom, etwa mit einer linearen

3
Function glaiwi, multiplicirte. Dann wiirde fir f= o:

1
(5) ‘aizl ; N;" .

Dies wiren die Zerlegungen, wie sie in den direkt mit Partialbruchzer-
legung arbeitenden Methoden gebraucht werden, wobei nur ZXa,z; durch
die homogen machende Verinderliche ersetzt zu denken ist. Die hierbei
neu eingefithrten Unstetigkeiten in Ya,2; == 0, f=0 koénnte man ibrigens,
wenn man weiterhin Irrationales benutzen wollte, noch verringern. Denn
die in (1) noch unbestimmten Coefficienten von 4, B liessen sich, indem
man A, B durch 4 4+ DQ, B— DR ersetste, durch Annahme von D so
bestimmen, dass simmtliche P, von (5) fiir die nimlichen m—1 der m
Schnittpunkte von Za;x; = o mit /= o verschwinden; so dass dann fiir alle
Glieder von (5) nur ein neuer Unstetigkeitspunkt auftrite.

T11.

Rationale Trennung der Formen in solche zweiter und dritter Art.

Wiihrend der Teil (4) von (3) nur aus Formen dritter (und erster) Art
besteht, sind die iibrigen Glieder von (3) noch aus allen drei Arten ge-
mischte Formen. Und dies indert sich auch nicht, wenn man vermoige
f = o 'direkte Umformungen vornimmt:
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MMy D
N, N,

h

Mh,vn

wo ¢ eine Form erster Art. Denn nur das letzte Glied vor ¢ wird eine
Form 3** Art, die man mit (4) vereinigen mag; die iibrigen Teile bleiben
gemischte Formen.

Es handelt sich nun um die rationale Scheidung irgend eines solchen

Gliedes, oder von %I selbst, in Formen 2** und in Formen 3*" Art. Wir

1

Ny

deuten zu diesem Zwecke mehrere Methoden an, die zuerst an von (3)

ausgesprochen werden mégen.

Ein erster Weg benutzt die gewdhnliche Methode der Reihenent-
wicklung und mége desshalhb bei nicht-homogenen Coordinaten dargelegt
werden.

: Ms,2) .

Fir die Grundeurve f(s,2) =0 werde die Form I :1"(;:;) in den [,
Punkten der Gruppe G, je zu co". Wenn fir irgend einen dieser /,
Punkte:

so ergibt sich die Gruppe G, aus
flo,d) =0, N, {)=0
rational, mittelst Gleichungen

_PA) _ Q)

“=swr Tsae =0

wo P(A), Q(2), S(4), R(A) rationale ganze Functionen eines Parameters
4, letztere irreductibel vom Grade 7, sind. Fiir 2 konnte etwa ¢ selbst
gewihlt werden.'
Entwickelt man nun mittelst der TAvLoR'schen Reihe fiir s— g den
Integranden
M(s, 2) I
N'¥s,2) ¥, 2)

s
98

' Auch fiir eine solche Elimination hat ABEL eine ihm eigentiimliche Methode
gegeben; s. Werke, 2% Ausg., t. 1, XIIIL.
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in der Umgebung von s=¢, 2= von f(s, 2) = o0 nach aufsteigenden
Potenzen von 2z—¢, so wird der Coefficient von (z—¢)™' eine rationale
Function von ¢, ¢, die durch Einsetzen der obigen Ausdriicke in eine ra-

‘_ggg von A iibergeht. Um die Terme dritter Art aus der

betrachteten Form zu entfernen, hat man diese Function fiir alle der
Gleichung R(1) == o geniigenden Werte von A gleich o zu setzen, d. h.
man hat eine Identitit zu erfiillen:

U() = A(2). R(A).

Diese liefert !, Gleichungen, welche fiir die Coefficienten von U(4), d. h.
fir die von M,, rational, linear und homogen, sind. Ks sind die noth-

tionale Function

wendigen und hinreichenden Bedingungen, dass eine Form 2% Art sei.

Ny
Dieselben stellen bekanntlich (nach dem Residuensatze)' hochstens I, — 1
linear-unabhingige Bedingungen vor. Nach Erfiillung dieser Bedingungen

bleiben in M, bei gegebener Gruppe G,, d. h. N}, noch
(yl - I)ll +p

willkiirliche Constanten, linear und homogen eingehend.
In einer etwas mehr algebraischen Modification dieses Wegs kénnte man

M
von der in N‘l" steckenden, auf einen der !, Punkte (¢, {) von & beziig-

lichen Summe von v, — 1 »Formen 2*° Gattung»> (nimlich von dem

w—1

kgl 9, 4% (e, £) von Math. Ann. 37, § 3) ausgehen, deren Coefficienten

wieder rationale Functionen von o, { werden. Schreibt man der Differenz

. M . . . .
zwischen —, und dieser Summe vor, im Punkte (s, {) nicht mehr unendlich

Ny
zu werden, so liefert dies zuniichst wieder eine Gleichung in ¢, ¢, die, wie
oben, in eine Identitit in A und damit in die !, — 1 Gleichungen fiir die

Coefficienten von M, iibergeht.
Ein unseren Operationen an Formen mehr entsprechender rational-

algebraischer Weg besteht darin, dass man eine Form an jeder Stelle

1
4]
1

beziiglich ihrer Unstetigkeit vergleicht mit der Differentialableitung

! Of. auch Math. Ann., 37, § 6, n° 8.
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aZ
pz_ "0 _xem
d dw, r ¢t

einer rationalen Function o' Dimension einer Stelle z,, ,, 2, von f(x)=0."

Kin solcher Ausdruck ist eine zu f adjungirte gebrochene Form (m — 3)**
Dimension, sowohl wenn die beiden Polynome +** Dimension, y und ¢,
beide zu f adjungirt sind, als wenn beide, oder ¢ allein, nicht-adjungirt
wiren.

Sei ¢ irgend eine zu f adjungirte Curve, vom Grad r, welche f an
jeder Stelle von @), genau (v, — 1)-fach trifft; und zwar sei » so hoch
gewihlt, dass die I’ Restschnittpunkte G, von ¢ = o mit f= o auf keiner
Curve ¢ liegen. TFir y sei die Gesamtheit der adjungirten Curven 7

Ordnung genommen; so dass % die Gesamtheit der algebraischen Functionen
¢

der Klasse vorstellt, welche in G, zu oo™, in G, zu co' werden sollen.
Schreibt man diesen y weiter vor, in jedem Punkt von G, die Curve f
k-mal zu treffen (k=1,2,...,», — 2), so erhilt man, wenn keine weitere

Bedingun, egeben ist, eine Function % welche in G, zu co! werden
gung  geg ) &

b

kann und in G, wirklich zu co"*~' wird (vermége der Annahme iiber die
Gruppe Gy; vgl. den »>Satz fir feste Punkte»®). Diese Curve y, hat, ver-
moge f= 0, noch

w,—k—0, +7 —p+1
linear und homogen eingehende willkiirliche Constanten. Da eine der y,

die Curve ¢ selbst ist, so hat D,,ff eine Constante weniger.

In
M P
1 __pX_2
Ny ¢ @
kann man daher nun (v, — 1)/, der willkiirlichen Constanten von y so

bestimmen, dass die Form P in den [, Punkten von (7, hochstens je zu

Q

' Cf. Math. Ann., 37, § 5, und das Anm. 6 der dritten Seite citirte Werk
von PrcaArp und SmvMarr, t. 2, p. 161,

* Als Reductionssatz fiir algebraische Functionen in Math. Ann., 37, S. 424 Anm.
angefihrt. '
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co! werde. Alsdann kann man die /, Gleichungen hinschreiben, welche

aussagen, dass die Form P auch in G, iberhaupt nicht mehr unendlich

Q

werden soll. Diese Gleichungen werden, da ng Glieder dieser Art gar

nicht enthilt, unabhiingig von den ! — p noch unbestimmt gebliebenen

Coefficienten von y; es sind die mit !, — 1 unabhiingigen Gleichungen
dquivalenten ! linearen homogenen Gleichungen fiir die Coefficienten von
M

M|, nach deren Erfillung N’l“ eine Form 2% Art wird.

1 g2)

Trennt man den so bestimmten Teil 2% Art, oo von
1

. M. — M(?) . M(s) .

so ist der Rest — e ~ der Teil 3** Art J—V%‘_’ ohne andere Unstetig-

1 1
M,

keiten, als solche erster Ordnung in der Gruppe G, also eine Form =.

Natiirlich kann nachtriiglich zu einem der beiden Teile eine beliebige Form
¢ addirt, vom anderen subtrahirt werden.
Wendet man endlich dasselbe Verfahren auf alle Gruppen Gy, ..., Gy, an,

so konnten die erhaltenen Formen 3* Art, %, noch mit dem Schlussglied
h

- (fiir v > 2),

"
1

(4) von (3) zu einem Gliede zusammengefasst werden.
Hitte man dasselbe Verfahren unmittelbar auf %17 angewandt, so wiirden

sich fur M im Ganzen
2, —1
h=1

unabhiingige lineare homogene Bedingungsgleichungen ergeben haben, durch

deren Erfiillung % in eine Form 2% Art iibergeht.
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1IV.

System von algebraisch-unabhdingigen Formen 2¥ Art, bei ge-
gebenen Gruppen von Unstetighkeitspunlkten gegebener Ordnung.

Unter einem »System von algebraisch-unabhéingigen Formen 2'" Art,
welche in Gruppen

Gf,) Gtg, MR Gl’.
von je I, 1, ..., [, Punkten von f beziiglich zu
oo™, oo, ..., OO

werden», wird ein derartiges System von Formen 2'" Art

M(12) M(:) M?)

N’ N’ 7 N
verstanden, dass jede adjungirte Form mit denselben Unstetigkeiten sich
in die Gestalt setzen lisst:

M® bl

¥ = row + D

j=1

t

wo die ¢; Constanten sind und % eine algebraische Function der Klasse wird.
4

Es handelt sich um die Aufstellung solcher Systeme, insbesondere um
Bestimmung der Zahl 2.

Zu diesem Zwecke sei N eine zu f nicht-adjungirte Curve der Ordnung
n, welche jeden der /, Punkte von G, zum y,-fachen Punkt habe (h=1,2, ey S
Durch den Restschnitt von N = 0 mit f = o lege man alle zu f adjungirten
Curven M, der Ordnung n -+ m— 3. Man erhilt dann eine Gesamtheit
von Formen %I, mit (vermoge f = o)

’Elyhlh +p—1

linear und homogen eingehenden willkiirlichen Constanten. Nach Abtren-
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nung der %l,,——-l Formen dritter Art (Abschn. III) bleibt noch die Ge-

(2
samtheit der zu betrachtenden adjungirten Formen 2** Art, B—JIV— , librig, mit

o= i(v,,-—t)l,,—l—-p

A=1

in M® linear und homogen eingehenden willkiirlichen Constanten. p linear-
unabhingige dieser Formen sind als adjungirte Formen ¢ darstellbar.

Um ein System von algebraisch-unabhingigen Formen unter den a

)

. o M . .
linear-unabhiingigen Formen ~ bestimmen, sei angenommen, dass es

k linear-unabhiingige Formen ¢ gibt, welche f= o in den Gruppen

G,,G, ..., G,

bezw.
v, — 1), v, — 1), ..., (v, — 1)-fach

treffen. Existirt keine solche ¢, so ist k¥ = o zu setzen.

Man bilde hun alle algebraischen Functionen % der Klasse, welche in

diesen Gruppen bezw. zu

»n—1 v—1 ve—1
oo o, L., OO

werden sollen. Nach dem »Riemann-Rocm’schen Satze»' gibt es

ﬂzg(”h— L, —p+1+%k
linear-unabhiingige solche Functionen. Da einer der § Ausdriicke y mit
¢ zusammenfillt, so bleiben in szz noch B — 1 willkiirliche Constanten,

linear und homogen eingehend. Jede dieser §— 1 Formen D,;% gehort

M® . .
) und ausser linearen Verbindungen

der B— 1 Formen gibt es auch keine andere Form der Gestalt D,

aber zu den betrachteten Formen
X
¢’

! BriL und NoETHER, Math. Ann., 7.
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(
welche die fir die u® angegebenen Eigenschaften hat. Paher hat man

N
den Saiz:

. L. M®
»In dem System von a linear-unabhiingigen Formen 2* Art, ~

gibt es - :
t=a—(f—1)=12p—k

algebraisch-unabhiingige; wobei k die Anzahl der linear-unabhingigen ¢
bedeutet, welche f=o in G, bezw. (v, — 1)-fach treffen (h=1, ..., s).
ter

Solche 2p — k Formen kann man aus einem System von p Formen 1
Art, ¢, und aus p — k eigentlichen Formen 2*" Art zusammensetzen.»

Wollte man, wenn % > o, fir die gegebenen Gruppen G, von Un-
stetigkeitspunkten auf ein System von 2p algebraisch-unabhingigen Formen
2*" Art kommen, ohne ausserhalb dieser Gruppen liegende Punkte und
ohne Irrationalititen zu benutzen, so hitte man die Ordnungszahlen v,,
alle oder teilweise, soweit zu erhohen, dass alsdann k = o wiirde. Auf
ein solches System von 2p Formen 2%* Art sind dann aber, mittelst der
Differentialableitungen algebraischer Functionen der Klasse, zugleich simt-
liche Formen 2** Art, welche in den gegebenen Gruppen G, ...G, in
irgend welchen Ordnungen co werden, zuriickzufithren.

Ubrigens hiitte es fiir diese Betrachtungen, wie den Satz, geniigt, sie
fir ! Punkte von f auszusprechen, in denen die Formen 2** Art je zu
oco? werden sollen und welche zusammen o'-Punkte von % linear-unab-
hiingigen Curven ¢ sind; wenn man hierbei nur »c0?, bezw. o', in jedem
von y — 1 consecutiven Punkten» als iiquivailent betrachtet mit » o0”, bezw.
o' an einer Stelle von f=0>.
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V.

Rationale Reduction der Formen (m — 3)** Dimension mittelst
Differentialableitungen algebraischer Functionen auf 2p fest-
gewithite Formen 2t* Art und auf Formen dritter Art.

Die rationale Durchfithrung des ABeL’schen Reductionsproblems, unter

den in der Einleitung gestellten Anforderungen, ist nun eine einfache An-
wendung des Abschn. IV.

Es liege irgend eine zu f adjungirte Form (m — 3)** Dimension, %,
vor, die in den Gruppen

Gy, Gy G

3

bezw. zu

werde.

Entweder mag man nun %T{ zuerst, nach Abschn. II, III, in Formen

2%" und 3% Art spalten und jeden der Teile 2** Art nach dem im Folgenden
anzugebenden Verfahren weiter behandeln. Oder man wird dieses Ver-

fahren unmittelbar auf %selbst anwenden; alsdann ergibt sich die Spaltung

von %{ in Teile 2** und 3** Art von selbst mit.

Man nehme als Hilfsgruppe irgend eine rational bekannte Gruppe G,
von L Punkten auf f= o, welche keiner anderen Bedingung unterliegt, als
der, dass ihre L Punkte nicht durch eine Curve ¢ verkniipft sind.

Zunichst wird man die Gesamtheit der Formen %, welche nur in

den L Punkten der festen Gruppe G, je zu oo’ werden sollen, nach

. M
Abschn. IIT sondern in solche, 5
M®

I

von der zweiten Art, und in solche,

von der dritten Art.
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. (2) . . .
Die Formen W lassen sich — mnach Abschn. 1V, wobei k= o
wird — auf ein algebraisch-unabhiingiges System von 2p Formen 2" Art
® ® ®
Jw‘,z%, e;r;:‘l’;;_ o «/v;,:‘l);zl,
(0)
l $15%r -0y Pp
zuriickfithren.

Nach demselben Abschnitt IV lassen sich alle Formen 2'" Art, die in

GII)GLI)"‘)GI.JGI.

bezw. zu
oo, oo!?

) ’

(o O1ANNe @ JCHNN

werden, algebraisch zuriickfithren auf das System (6); daher auch derjenige
Teil, welcher in G, gar nicht mehr co wird. Dies sind aber gerade die-

welche in der vorgelegten Form % ent-

)
jenigen Formen 2% Art, —};[7(2— ,
halten sind.

Damit ist die verlangte Reduction fir den Fall geleistet, dass die

vorgelegte Form selbst eine solche zweiter Art war.

M . .
War aber 7 ¢ine aus Formen 2'** und 3** Art gemischte Form, so

bleibt die algebraische Reduction von Abschn. IV noch immer anwendbar.
In der That, man bilde zunichst die allgemeinste algebraische Function

£ welche in den Gruppen
s!) bl
Gl,) Glza c oty Gf.) GL
bezw. zu
ool oot L., oo, oo

werden kann. Der Ausdruck y hat, vermége f= o, noch

a=h=l(v,,-———1)l,,+L—-p+ I,
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die Form D,%,} noch a— 1 willkiirliche Constanten. Die Anzahl ¥(y,— 1),
dieser Constanten kann man nun auch hier so bestimmen, dass

M 5
N T

in allen Punkten der s Gruppen G, nur héchstens zu oo’ werde. Denn

denkt man sich die Form % in ihre beiden Teile 2'* und 3% Art
M _ M® MO
N~ N "N
zerlegt, so konnte man, da die L Punkte durch keine ¢ verkniipft sind,

% der Functionen %{} bilden, welcher zwar in &, noch je zu
1

co' werden kann, aber in simtlichen Gruppen G, nicht mehr unendlich
wird, mit Ausnahme irgend eines der Punkte irgend einer dieser s Gruppen,

’

in welchen % wirklich zu 00"~ wird, wo j irgend eine beliebig gegebene

der Zahlen 1, 2

je einen Teil

-,

, vy — 1 vorstellt; ' dabher lisst sich durch D,é jedes

y e

2
auf G, , ..., G, beziigliche Glied von yN_ vernichten.

Nach dieser Bestimmung wird %——-D,—g in den Gruppen G, ..., G,

héchstens zu co', in G, zu ©o? und verhilt sich zugleich beziglich der
Punkte von G, wie eine Form 2% Art.
Daher hat man, nach Abschn. II, eine rationale Zerlegung

M ® ®
M_ g B0 WO
N @ RN N
me . . . .
eine Form 2% Art ist, welche nur in den L Punkten von G,

N

hochstens zu c0? wird,

wo

®
Ta eine auf G, , ..., G, beziigliche Form 3** Art.

2 .
Da nun % auf das System (6) zuriickfithrt, vermoge einer Beziehung

M S :
w = -st'fl"—i:zlﬂiqfi +'.___zlai¢i:

! Nach dem o. c. Reductionssatz fiir algebraische Functionen, Math. Ann., 37, § 2.
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so hat man die gesuchte Reduction:

M__. Z Zl - i 4 @
V=pdanhaBar Bant 5

d’i

. . . M® M. .
Der hier auftretende Teil dritter Art, ~ 0 Von lisst sich alsdann nach
Abschn., II auf rationalem Wege noch in mannigfache Gestalt bringen.

In diese rationale Reduction tritt nur eine rational bekannte Gruppe
G, von L nicht durch eine Curve ¢ verkniipften Punkten von f einfach
ein (oder, statt dessen, eine mehrfach zu nehmende Gruppe von durch eine
¢ verkniipften Punkten). Sie hat zur Festlegung von 2p algebraisch-
unabhiingigen im Voraus fest anzunehmenden Formen (Integralem) 2% Art
zu dienen. Dagegen war fiir die Abschn. II—IV eine Einfithrung von
weiteren Unstetigkeitspunkten, oder von solchen héherer Ordnung als ge-
geben, iiberhaupt nicht erforderlich; und ebensowenig, wie am Anfang
dieses Abschnittes bemerkt ist, zur Absonderung des Teiles dritter Art in
der zuletzt angefithrten Reductionsformel.

Erlangen, im Januar 19o02.
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