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[JBER EINIfE PROBLE~IE IN DER THEORIE DER ABEL'SCHEN 

FUHCTIONEH 

YON 

WILHELM WII~TINGER 
in INNSBRUCK.  

Die vielen Anregungen, welche aus dem nach AaEL benannteu Theorem 
hervorgegangen sind, erstreckeu sich auf das ganze Gebiet der heutigeu 
Algebra und Functionentheorie und, in Verbindung damit, auch der Geo- 
metrie und and erer Zweige der mathematischen Wissenschaften. Und doch 
is~ die Bedeutung dieses Satzes noch nicht erschSpft. Ja es scheint, dass 
wir erst an denjenigen Functionen von mehr als einer Variablen, die uns 
allein genauer bekannt sind, den ABEL'schen, die Gesiehtspunkte und Me- 
thoden inductiv erkennen miissen, welche uns den Weg zu einer ebenso 
eingehenden Erkenntniss dieser Gegeas~nde der Analysis zeigen, wie wir 
sie fiir eine Variable besitzen. 

Schon JACOB! hatte bemerk~, dass die zur Darsgellung der Aa~L'schen 
Functionen fiihrenden Thetareihen yon selbst auf allgemeinere mehrfach 
periodischo Functionen fiihren, als sie dureh die LSsung des nach ihm be- 
nannten Umkehrproblems gegeben werden. RIEMANN und Wv.iv.RSTItASS 
haben die Theorie der so erkl~irten mehrfach periodischen Ftmetionen 
eingehenden Studien unterworfen, jedoch leider nur einige wenige grund- 
legende Siitze, ohue Beweis verSffentlicht. Nur der Satz, dass eine endlich- 
vieldeutige analytische Function von n Variablon nicht mehr als 2n un- 
abh~ingige Periodensysteme haben kann, ist auch mit seinem Beweis uns 
yon beiden Forschern iiberliefert. 

(~ber die Beziehungen dieser allgemeinen Functionen zur Theorie der 
algebraischen besitzen wir von WEIERSTRASS nur die kurzen Andeutungen 
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in den Berliner Berichten von 1869. Gerade diese Fragen aber waren es, 
die der Gegenstand meiner Bemiihungen gewesen sind. Die Resultate, welche 
ich erreicht habe, geben fiir sich cinen gewissen Abschluss und ich rechne 
es mir zur Ehre an, dass sie sich in einigen Punkten mit den auf ganz 
verschiedenem Wege erlangten eines so ausgezeichnetcn Mathematikers, wie 
Herrn  I~O1NCAI~, beriihren. Sie ergeben aber auch neue Gesichtspunkte 
fiir die iiberlieferte Theorie der ABEL'schen Functionen yon 2, 3 , 4  Va- 
riablen, sowie iiberhaupt neue Problemstellungen fiir die zu einem alge- 
braischen Gebilde erster Stufe gehSrigen ABEL'schen Functionen und Integrale. 

Da aber diese Untersuchungen zu verschiedenen Zeiten und an ver- 
schiedenen Stellen nicht immer unter ausdriicklicher Betonung des innern 
Zusammenhanges publiciert sind, so glaubte ich der ehrenden Einladung 
des Herrn Herausgebers folgen zu diirfen, cine Ubersicht derselben an 
dieser dem Andenken ABEL'S gewidmeten Stelle vorzulegen. Ich bin dabei 
auch nach zwei Richtungen weiter gegangen, und habe zwei Probleme 
n~iher erSrtert, bei denen ich fiber die Problemstcllung nicht hinausgekom- 
men bin, die mir aber bei der grossen Schwierigkeit und Bedeutung, welche 
ihnen innewohnt, doch nicht ohne Interesse zu sein scheinen. 

1. D i e  a l l g e m e i n e r e  2n- fach  p e r i o d i s c h e n  F u n c t i o n e n  

c o n  n V a r i a b l e n .  

Den Ausgangspunkt der Theorie der eindeutigen 2~-fach periodischen 
Functionen bilden die folgenden drei SStze: 

I) Sollen iiberhaupt solche Functionen existieren, welche im Endlichen 
durchaus den Charakter yon rationalen haben, so m(issen zwischen den 
Perioden gewisse Bilinearrelationen bestehen, deren Coefficienten ganze 
Zahlen sind. 

2) Zwischen n + I solchen Functionen besteht dann eine algebraische 
Gleichung. 

3) Alle Functionen dieser Art mit demselben Periodensys~em sind ra- 
tional dutch geeignete n + i unter ihnen darstellbar. 

Von den beiden ersten S~itzen ist jeder eine unmittelbare Folge des 
andern und diesen Zusammenhang haben PICAal) und PoI~cAI~ auseinander- 
gesetzt. Die Beweise von APPALL fiir zwei Variable und der sp~tere yon 
POINCAR~ fussen wesentlich auf tier Theorie der eindeutigen Functionen 
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mehrerer Variablen. Ich selbst suchte den Beweis zu gewinnen, indem ich 

yon vornherein die Beziehungen zur Theorie der AsEL'schen Integrale an 

die Spitze stelle, und bewies, dass wenn auch nur eine einzige solche ~)tnc- 

tion existirt, welche 6n endlichen durchaus den Charakter einer rationalen hat, 

dass es dann auch immer unendlich viele algebraische Gebilde erster Stufe 9iebt, 

unter deren Integralen erster Gattung sich n linear unabMingige befinden, 

deren Perioden sich aus den vorgelegten Perioden linear und ganzzaMig zu- 

samme~2setzen lasse~. ~ Aus der Bilinearrelation zwischen den Perioden der 
ABsL'schen Integrale folgt dann sofort die Existenz einer Bilinearrelation 

zwischen den vorgelegten Perioden und aus der Substitution yon Summen 

von n solchen Integmlen in die 2n-fach periodischen Functionen deren Dar- 
stellbarkeit als algebraische, symmetrische Functionen yon n Verfinderlichen, 

und damit der zweite Satz. Dass man umgekehrt  aus dem Erffilltsein 

der Bilinearrelationen und einer zugehfrigen Ungleichung auf die Existenz 

von 2n-fach periodischen Funcfionen der verlangten Beschaffenheit schliessen 
darf, geht dann aus den Untersuchungen von FI~OBENIUS 2 fiber allgemeine 
JAcoBI'sche Functionen hervor. 

Die Methode der Beweisfiihrung hat sich dann auch spgter bei der 

Herlei tung :,~hn|icher S~tze fiir die ~utomorphen Functionen mehrerer Va- 

riablen 3 erfolgreich gezeigt, und ist auch noch weiterer Anwendungen fiihig. 

2. D i e  B i l i n e a r r e l a t i o n e n  v o m  S t a n d p u n k t  e iner  a l l g e m e i n e n  

Th, eorie der  F u n c t i o n e n  m e h r e r e r  V a r i a b l e n .  

Es ist nun nf th ig  auf den Inhal t  der Bilinearrelationen n~iher ein- 

zugehen. Seien x I , x 2, x 3 , . . . ,  x, die n Variablen, und seien die 2n Pe- 
rioden der Variablen xi bezeichnet mit tO;k (k = I , . . . ,  n). Die in Rede 

stehenden Relationen, ~ ( n -  l) an der Zahl, lauten dann 
2 

, . .2n)  
a, fl 

wo die c,,p gauze Zahlen bedeuten. Ich babe in der angeffihrten Ab- 

* Wiener Monatshefte, II, t895. 
2 Journal fiir Mathematik, Bd. 97, I884. 
3 Wiener Sitz. her. 1899. Abt. II a. November. 
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handlung gezeigt, dass man die zugehSrigen Functionen algebraisch au~[ 
solche zuviiekfiihren, kann, ffir welche die Bilinearrelationen dieselbe GestMf 
wie in der Theorie der ABwL'sehen 1ntegraie haben, nfimlich 

(2) ~ I~o~a~oh,.§ I oJh.r o 
eZ=I  

und wir wollen daher die folgenden Betrachtungen an diese Folan der 
P~elationen kniipfen. 

Spaltet man~ die Var iablen und die Perioden in ihre reel|en und imagi- 
n~iren Bbs~ndtheile und setzt also 

xh ---- Y~h-1 + iy2,, r k ---- ~h--l,k + iYi~h,k 

SO kann man die 2n GrSssen y als gewShnliche rechtwinklige Coordinaten 
eines Punk~es im Raum yon 2n Oimensionen auffassen, l)er Gesammt- 
heir der GrSssen 

2n  

~ (1---- l . . . 2 n  , O < ,~k I ) 

entspricht dann ein 2n-fach ausgedehntes Gebiet, welches dem Pel~oden- 
parallelogramm in der Theorie der elliptischen Functionen v611ig analog 
ist und als Periodenparallelof~p bezeichnet werden soll. 

Jedes Werthesystem der y ist dann einem und nur einem Werthe- 
system im Innern oder an der Grenze dieses Parallelotopes nach den Pe- 
rioden congruent. Die Bilinearrelationen sagen dann aus, dass ein solches 
Parallelotop durchaus nicht willkiir]ich angenommen werden darf, wenn es 
zugeh6rige 2n-fach periodische Functionen der hier betrachfeten Art geben 
soll. Wiirde man also im Sinne der RIEMANN'schen Functionentheorie ein 
solches Parallelotop als Fundamentalbereich auffassen wollen, so w~reu dazu 
nur solche Parallelotope brauchbar, welche bestimm~en Relationen arith- 
metischen Charakters, eben den Relationen l) oder ~)genfigen wiirden. 
Dieser Umsfand ist nun iiusserst iiberraschend, und wiirde, wenn diese Er- 
scheinung nicht auch unter einem andern Gesichtspunkt aufgefasst werden 
k/innte, jede Hoffnung, die sch6ne und weit~ragende Auffassung RIEMANN'S 
auf mehr als eine Variable zu iibertTagen, giinzlich zerstSren. In der That, 
wir wiirden dann zu erwarten haben, dass jedesmal, wo wit vor einem 
Fundamentalbereich stehen, es yon erst zu erforschenden arithmetischen 
Eigenschaften desselben abh~ingen wiirde, ob iiberhaupt zu diesem Bereich 
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gehSrige Functionen existiren. Aber auch nach anderer Riehtung wi~re 
das Ergebnis dieser Uberlegung entmuthigend. Die schSne und fruchtbare 
Verbindung zwischen elliptisehen Functionen und quadratischen Formen, 
die ihren augenfiilligen Ausdruck in der doppelten Auffassung eines paral- 
lelogrammatischen Punktgitters als eines Systems yon Periodenparallelo- 
grammen und als Repriisentant einer bestimmten Classe yon quadratischen 
Formen finder, wiirde fiir mehr als eine Variable nut bei ganz besehriinkten 
Formenclassen und fiir ganz beschr~nkto Parallelotope m6glieh sein. 

Man kann der Ansicht sein, dass diese Griinde hinreichend sind, um 
die erw~hnten Auffassungen, welche im Gebiete einer Variablen sich so 
fruchtbar gezeigt haben, zu verlassen und diese wenigstens fiir das Gebiet 
von mehr Variablen nicht mehr als naturgem~iss anzusehen. Aber eine 
genauere Uberlegung zeigt, dass noch ein Ausweg m6glich ist. Bedenkt 
man n~mlich, dass bei Angabe eines Fundamentalbereiches im Gebiete einer 
Variablen auch noch eine Massbestimmung gegeben sein muss, um fiir diesen 
Bereich die partiellen Differentialgleichungen der reellen und imagin~iren 
Theile der zugeh6rigen Functionen aufzustellen und zu discutiren, und sucht 
man diesen Gesichtspunkt auf mehr als eine Variable zu iibertragen, so 
bemerkt man sofort, dass eine Massbestimmung allein, wie sie durch Zu- 
ordnung einer quadratischen Differentialform gegeben wird, nicht ausreicht, 
sondern dass noch weitere Angaben hinzutreten miissen, deren allgemeine 
anMytische Formulirung mir vielleicht bei anderer Gelegenheit auseinander- 
zusetzen verg6nnt ist. Im :r Fall lassen sich dieselben einfach 
und direct bezeichnen. Wenn n~mlich einzig und allein ein Parallelotop 
gegeben ist mit einer gewShnlichen euclidischen Massbestimmung, so ist 
dadurch noch in keiner Weise gesagt, welche Richtungen gerade diejenigen 
Coordinatenaxen haben miissen, welche wit zur Beziehung des Bereiches auf 
den 2n-fach ausgedehnten Bereich von n complexen VerSnderlichen w;,ihlen 
miissen, und wenn auch diese gegeben sind, in welcher Weise wir sie zu 
Paaren vereiniger mSssen um complex e Variable zu bekommen. Im Ge- 
biete einer domplexen Variablen tritt diese Frage desshalb zuriick, weil hier 
jede orthogonale Transformation des Coordinatensystems auch zu einer yon 
der erstgew~ihlten linear analytisch al)h:,ingigen Variablen fiihrt. Das ist 
nun bei mehreren complexen Variablen keineswegs der Fall. Ist also irgend 
ein Parallelotop gegeben, mit gewShnlieher euclidischer Massbestimmung, 
also analytiseh durch Beziehung auf ein bestimmtes gewShnliches Car- 

Acta matl~matiea, 2&. Imprim$ le 18 juin 1902. 1~  
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tesisches Coordinatensystem, so entsteht die Fruge ob man nicht dutch 
passende Wahl eines andern Coordinatensystems das Parallelotop so dar- 
stellen kann, dass, wenn dieses neue System zur Beziehung der Punkte des 
Parallelotops auf das periodiseh sich wiederholende Gebiet von n eomplexen 
Ver/inderliehen beniitzt wird, dieses letztere dann die Bilinearrelationen er- 
fiillt. Das ist aber in der That mSglieh, wie sogleieh gezeigt werden soll. 

Bezeichnen wir niimlich wie friiher mit Zx, %,  x 3, . . . ,  x, die n 
complexen Ver~nderliehen, zerlegen jede in ihren reellen und imagin~ren 
Bestandtheil, und verfahren ebenso mit den Perioden, so kommt unsere 
Frage darauf hinaus, eine ortogonale Substitution ( a~ ) in  den y anzugeben, 
so dass die transformirten Gr6ssen 

2n 

y; -~ 

(,) 
2 n  

= 

die Relafionen 

2n 

t P �9 t E 

,_~ ('4,~':,,.+, - -  ,,,;,,o~,.+~) = o 

~n 

(5) Z ah~a,, p~. = P~ +- :  - -  P+h 
2, /A= 1 ' ' " 

Setzt man weiter 

~n 

2, a ~ 1  

~n 

Y-. (% ,,,~,.,. 
~ , F = I  

- 1 -  q ~ ; , , ) a ~ , ~ _ l , # ) i O ~ l , p  ~ O .  

(4) 

(2) 

erfiillen. 
Setzt man die Werte aus (1) in (2) ein, so erh~ilt man 

2n  2n n 

(3) X X (~_ , , ,  + i~ , , ) (~ ._ , , .  + i~. , .) .~,  (~,,,~.,.. - -  ~.,,~,,.+,) = o. 

Oder wenn man die Bezeichung einfiihrt: 

n 

und (3) in den reellen und imaginiiren Theil spaltet: 
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so besagen die Gleichungen (4) 

P2y-l,23-1 ~ P,,y,2$ ~ 
(6) 

Bezeichnet 
and setzt 

m a n  

(7) 

139 

so ergeben die 
marion tiber alle Werte h ,  k 

2n 2n 

(s) Z = Z Ph,,Xh Y ,  
),,,u=l h,k=l 

Wenn es also gelingt, die durch die p~,,~ gegebene alternirende Bilinearform 
links in (8) durch eine orthogonale Transformation in die rechte Seite iiber- 
zufiihren, wobei die Ph,~. an die Bedingungen (6) gebunden sind, so ist das 
System der Coefficienten dieser Substitution (aa~,) ein solches, welches das 
urspriingliche Coordinatensystem in ein neues iiberfiihrt, and auf dieses 
System bezogen, also auf die complexen Veriinderlichen Y~h--l + 0~J,, hat  dann 
unser gegebenes Parallelotop die Eigenschaft, die Bilinearrelationen zu er- 
fiillen, and bestimmt daher ein System 2n-fach periodischer Funetionen. 

Eine solche orthogonale Substitution giebt es aber immer, denn wit 
kSnnen die Bilinearform links in (8) durch eine orthogonale Transforma- 
tion auf ihre lqormalform bringen ~ und diese schreiben 

2n 

(9) ~,~=,p~,, Ux Vt,= ~ (X2r-, Y 2 r -  X, rY~r-,)ar �9 

Die Relationen (6) sind hier erfiillt, es giebt also eine orthogonale Substitu- 
tion yon der verlangten Beschaffenheit. 

daher mit Xh, Y, zwei Reihen cogredienter Variabler 

2n 2n 

Z Yko[k~j. U~, ~ Z Xh~h).,  ~/r'u"--'lt~l h~l 

Gleichungen (5) nach Multiplication mit Xh Y, and Sum- 

x R. LIPSCHITZ, Berl. Ber. I890, 1. pg 514 ft. Die dort benutzten GrSssen 
fl~) sind complex ebenso wie die Variablen 7it, ~'-t. Doeb giebt eine einfacbe Rechnung, 
dass man auch nach Zer]egung in den reellen und imaginaren Bestandtheil sowohl der 
fl~) als auoh der 7, ~ oine reelle orthogonalo Substitution erhiilt. 

Man kann also ein beliebig gegebenes Parallelotop als Fundamentalbereich 
eines Systems 2n-fach periodischer Functionen auffassen, wenn man nut die 
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complexen Variablen entsprechend darin orientirt, und zwar ohne an der Mass- 

bestimmung des Gebietes etwas zu (indern. 

Ob es m6glich ist, diese Wahl der complexen Variablen noch auf yon 
der angegebenen wesentlich verschiedene Arten zu treffen, oder ob alle 
diese durch lineare Transformation der complexen Variablen aus einander 
hervorgehen ist eine sehr interessante Frage, ebenso welche Beziehungen 
eventuell zwischen den zu einem und demselben Parallelotop geh6rigen 
Functionen bestehen. Damit ist auch gezeigt, dass man einer definiten 
quadratischen Form immer wenigstens ein System 2n-fach periodischer 
Functionen zuordnen kann, wenn man eine solche Form als ein Punktgitter 
interpretirt, natiirlich bei gerader Anzahl der Variablen der Form. 

3. D i e  mehrde ,~ t i gen  U m k e h r p r o b l e m e .  

S e i  nun G eines von den unendlich vielen algebraischen Gebilden 
erster Stufe, auf welchen n Integrale erster Gattung existieren, so be- 
schaffen, dass die Perioden derselben auf dem Gebilde G linear und ho- 
mogen aus den Perioden wi, zusammengesetzt werden kSnnen, so wird G 
im allgemeinen yon h6herem Geschlechte als n sein, die Integrale auf G 
daher mehr als 2n linearunabh~.ngige Periodenwege besitzen, und ausser 
den genannten Integralen erster Gattung werden noch andere auf dem 
Gebilde vorhanden sein. 

�9 Driickt man nun in den RIEMANN'schen Bilinearrelationen die Integral- 
perioden durch die Perioden des vorgegebenen Systems 2n-fach periodischer 
Functionen aus, so erh~ilt man bei geeigneter Wahl dieser letzteren die 
Bilinearrelationen in der Gestalt- 

(,o) U - -  = o 

we N einen gemeinsamen Thefler bedeutet, der ftir das folgende yon Be- 
deutung ist, und jede der ganzen positiven Zahlen d, durch die folgende 
theilbar ist. Man hat dann die Bilinearform in ihrer Normalform vor sich. 
Bezeichnet man die beniitz.ten Integrale erster Gattung m i t t ,  so kann man 
die Congruenzen ansetzen 

(x ~) dt~ x,~ modd to~,,, , , , to~., ~. 
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und sieht sogleich, dass diese im allgemeinen d. h. bei frei verfinderlichen 
x~ nut durch eine endliche Anzahl yon Werthsystemen der z t . . .z ,  be- 
friedigt werden, da ja die 2n-fach periodischen Functionen algebraische 
Functionen der z~ , z 2, z 3, . . . ,  z~ sind und unter diesen gewiss n solche 
vorhanden sind, deren Functionaldeterminante nicht verschwindet. Man 
hat also hier eine Verallgemeinerung des JAcom'schen Umkehrproblems 
vor sich, welche zwar nut auf besonderen Gebilden mSglich ist, nicht alle 
lntegrale erster Gattung heranzieht, abet im allgemeinen mehrdeutig ist. 
Wie viele LSsungssysteme nach den zx , z~, z a, z4, . . . ,  z, hat nun das 
System von Congruenzen (I I).9 

Ich habe die Anzahl L der LSsungen bestimmt, ~ indem ich unter- 
suchte, wie oft das fundamentale Parallelotop yon den Xl, x2 , . . .  , x, fiber- 
deckt wird, wenn die z~, z~, . . . ,  z,, unabh~ingig von einander das Gebilde 
G durchlaufen, und fand 

(i2) L. = N " d l d  ~ . . .  d,,. 

Aber damit ist erst der erste Schritt fiir das Studium dieses Umkehr- 
problems gethan. Die n~chste Frage w~ire die nach dem Affect der in 
Frage kommenden Gleichung yon dem in (I2) angegebenen Grade. 

Soll nun das Umkehrproblem eindeutig sein, so muss sowohl N als 
auch jedes d den Wer~ eins haben. Dann aber ergiebt sich in Verbindung 
mit einem Satz, den ich an anderer SteUe bewiesen habe, dass dann das 
Umkehrproblem nothwendig ein JAcom'sches oder einer seiner Grenz- 
f~lle ist. 

4: J a c o b i ' s e h e  F u n c t i o n e n  u n d  i h r  V e r h a l t e n  a u f  G e b i l d e n  G. 

Unter einerJAcoBI'schen Function der Variablen x~, x~, . . . ,  x~ ver- 
stehen wir mit FROBENIUS eine ganze Function dieser Variablen, deren 
Logarithmus bei Vermehrung der x um ein System simultaner Perioden 
sich um eine lineare Function der x~, x~, . . . ,  x, ~ndert. Durch geeignete 
Wahl der Variablen und der Perioden kann man ohne der Allgemein- 

* Wiener Monatshefte, Bd. Vii, pag. 20. 
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heir Abbruch zu thun, dieses Verhalten durch eine Gleichung von der 
Gestalt: 

n 

- -  RC~a, ,+.(x .+ }a~= a, ,§162 , 

ausdriicken. Hier bedeuiet R eine ganze Zahl, die Ordnung der ZACOBI'- 
schen Function, und es ist e~,~ = o (a :4: fl), e.,, = d~ -1. Dabei is t /~ durch 
jede der Zahlen d~ theilbar. Diese Functionen lassen sich auch durch 

n 

n - -  1 Thetareihen mit R ~l Charakteristiken ausdrficken und es giebt R I I  d~ 
a = l  

linearunabhiingige Functionen dieser Art, durch welche sich alle der Func- 
tionalgleichung (13) genfigenden ganzen Functionen linear und homogen 
mit constanten Coefficienten darstellen lassen. 

Man kann nun einzelne solcher Functionen und auch ganze Systeme 
auf ihr Verhalten auf einem Gebilde G untersuchen, nachdem man vorher 
ffir die x~ Summen yon Integralen t, eingesetzt hat. Das wichtigs~e Hilfs- 
mittel ist dabei die Ausffihrung der Integration fiber das logarithmische 
Differential JAconI'scher ~Functionen oder Producte von solchen fiber die 
ganze Begrenzung des durch Querschnitte in ein einfach zusammenhiingen- 
des verwandelten Gebildes G, wie es yon RI~MAI~I~ ffir die Theta eines 
algebraischen Gebfldes und ein einzelnes Integral geschehen ist. 

Das allgemeinste ResulMt, zu welchem ich am angefiihrten Or~e dabei 
gelangt bin, ist folgendes: 

Werden in einem System yon s Jaeobischen Functionen r (k -~- I ,  2 ,  . . . .  8) 

mit den Ordnungszahlen B, in die ersten r derselben f~r die x die Ausdriicke 
substituirt 

8--1 Zp 

�9 o =  E f < - - e o ,  
p = l  

in die iibrigen s r dagegen 

(k=l , . . . ,  r) 

*--1 Zp zj 

X~ = E f dt" + f  dt~--e~,, 
p = l  

( k = r + l , r + 2 ,  . . . ,0 
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so hat das Gleichungssystem, welches elzlsteht, wcnn man alle diese Jacobi'schen 
Functionen gleich Null setzt, nach z, im allgemeinen 

[~- ( s - - r ) ( n - - s  + r + ~) (3) R, / r  R , N ' I ~ _  ~ , + 

L6sungen. 
Ferner ist bis auf einen yon den e~., unabhdngigen Summanden 

ZSjq 

(,4) f eto 
o" 

~1 ' ,~-, { .o,' ,+, [I --  R , R ,  R,N'[,;---s-+- ' ( s - - r )  Z e . , - - ( n - - s - F r q - , ) ~ e ~ , ,  �9 . . * 

wo die Summe links iiber alle L6sunflen des Gleic~ungssystems nach z zu 
erstrecken ist. 

Dieser Satz enth~ilt die yon Herrn PoINCAR~ aufgestellten SStze 
tiber die LSsung solcher Gleichungssysteme als Specialfall und liefert fiir 
r----o im Zusammenhang mit der friiher bestimmten Anzahl fiir die LSs- 
ungen des vorher besprochenen mehrdeutigen Umkehrproblems auch den 
Satz, das ein System von n J~com'schen Gleichungen ~b,(x~- e . , , ) :  o 
fiir die x. im allgemeinen 

(I5) n l R ~ . . . R .  In_(dld~.. d.) -~ 

LSsungen hat, zwischen welchen die Relationen 

(,6) Z x ? ) =  P~R~R3 . . .R , (d~d2 . . . dn ) -~ l ,~ - - i  ~ e . , ,  + T: 
h k = l  

bestehen. 

Die Beweismethoden sind hier von denen des Herrn POISCARg g~nz- 
lich verschieden, da sie auf directer Bestimmung und nicht auf einem 
Schluss vom Besonderen auf Allgemeines beruhen. 

5. D ie  The ta l func t ionen  u n d  die  v e r a l l g e m e i n e r t e  
K u m m e ~ "  sche _Fldcbe. 

Der grosse Reichthum an Beziehungen und Formeln, welche zwischen 
den als Thetafunctionen bezeichneten Reihen besteht, insbesondere aber der 
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Umstand, dass gerade diese Functionen in der Theorie der JACOBI'schen 
Umkehrproblems auftreten, und die allgemeinsten 2n-faeh periodischen 
Functionen rational dutch diese Reihen ausgedriickt werden k6nnen, hat 
das Interesse der Mathematiker immer gerade auf diese Functionen be- 
sonders hingelenkt. Insbesondere waren es die 2 n  Thetafunctionen 

1 . . . n  n h~ gi  

( '7)  Olg.~:::g:[(v, , v,, . . . ,  v,) = z...,e "* ' ' ' ~/ ,=t 
m l m 2 . . . m ~ , = - - c z  , + 

die eingehenden Untersuchungen auf die verschiedenen Verbindungen und 
Formeln zwischen ihnen unterworfen wurden. Dabei bezeichnen gi,  hi, 
die Zahlen o ,  I, und das System dieser 2n Zahlen soll in der Folge kurz 
m i t ~  bezeichnet werden, die Function selbst aber mit O~(v~). 

Die Quadrate dieser Functionen sind nach bekannten S~itzen sSmmt- 
lich durch 2n unter ihnen linear darstellbar. Fiir n----2 war es sei~ 
langem bekannt, dass man die KuMiEa'sche Fl~iche erhalte, wenn man vier 
passend gewiihlte Quadrate yon Thetafunctionen den homogenen Punkt- 
coordinaten des Raumes yon drei Dimensionen proportional setzte und nun 
die v 1 , v~ alle Werthe innerhalb des Periodenparallelotops durchlaufen liess. 
Dabei wurde die KlJMMEl~'sche Fl~ehe doppelt iiberdeckt. KLS.I~ hat diese 
und andere damit zusammenh~ingende Darstellungen vielfach mit der Theorie 
der hyperelliptischen Functionen in Zusammenhang gebracht, aber er hatte 
auch in Vorlesungen bereits dasjenige Gebilde in Betra~ht gezogen, welches 
entsteht, wenn man die homogenen Punktcoordinaten eines Raumes yon 
2 n -  I Dimensionen proportional setzt den 2" linearunabh~ingigen Qua- 
draten yon Thetafunetionen und die Ordnung des so definirten Gebildes 
bestimmt. Auf eine genauere Untersuchung dieses Gebildes wurde ieh yon 
ihm seinerzeit hingewiesen. Diese ergab, dass die merkwiirdigen SStze 
iiber Collineationen und Correlationen, welche die KUMMEa'sche Fl/~che in 
sieh iiberftihren, auch auf dieses allgemeinere Gebilde sich ausdehnen lassen, 
und dass man es hier wie dort mit einer den 2 :~ Thetafunctionen in be- 
stimmter Weise zugeordneten Configuration von 22" Puncten, deren jeder 
ein 2"-l-faeher Punct  des Gebildes, und 2 ~" linearen R2.'~, deren jeder 
2"-1(2 " -  I) Punete der Configuration enth~ilt, zu thun babe. ~ 

Wiener Monatshefte, I, I89O. Dort aueh weitere Nachweisungen fiber die 
im vorigen gestreifte Literatur ffir .n ~ 3: GSttinger Nachrichten, 1889 . 
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Dieses Gebilde, welches ich spgter als M q bezeichnet habe, erscheint 
als der der Untersuchung zugSnglichste Repriisentant der algebraischen Re- 
lationen zwischen den Thetafunctionen. Die Gesammtheit der algebraischen 
Relationen zwischen den linearunabhgngigen Thetaquadraten kann als ein 
Modul im Sinne DEDEKIND'S aufgefasst werden. 

Ich bin nun, indem ich HILBElVr's ~ charakteristische Function des 
Moduls heranzog, zu den folgenden ]{esultaten gelangt: = 

I) Die Ordnung des Gebildes ist q = In2"-~. 

Dies war schon frSher auf Grund der POlNCARUschen Siitze yon KLEIN 
ungegeben, wird aber hier auf Grund der Relationen zwischen den Theta, 
also eigentlich des I:[ERMITE'schen Satzes vonder  Anzahl linearunabhiingiger 
Theta einer bestimmten Ordnung aufs neue bewiesen. Es folgt iibrigens 
aueh aus (15). 

2) Dos Geschlecht eines vollstd~digen Schnittes der M~ mit n ~  z Man- 

nigfaltokeiten yon 2" - -  2 Dimensionen und den Ordnungszahlen q~, q~, ..., q,,_~ 

ist im allgemeinen, d. h. bei frei veranderlichen Coefficienlen der Gleichun.qen 

/'k' ) 
dieser Mannig[altigkeiten p = q~ q~. . .  q,_~\~=~ q~ . I~ 2"-~ + i. 

S) Die Mannigfaltokeit ~lq~ ist dutch die ttelationen vierten Grades 

zwischen den Thetaquadraten vollstando und ohne elwaigen Restschnitt definirt. 

An anderer Stelle 8 habe ich die das Geschlecht betreffende Zahl auf 
einem ganz andern Wege abgeleitet, nitmlich dureh directe Aufstellung der 
zu einer solchen Curve gehSrigen Integrale erster Gattung. 

Damit war eine bestimmte algebraische Grundlage fiir die Untersuchung 
der Mq~ gewonnen, und wir kommen spiiter noch auf ihre Verwerthung 
fiir die allgemeine Theorie der Thetafunctionen zuriick. 

. 

auch 

D e r  3~odul  der  R e l a t i o n e n  z w i s v h e n  den  E~tnv t ionen  0~(o, r~,). 

Viel sehwieriger, aber eben deshalb nicht weniger wiehtig wSre es nun 
die algebraisehen Relationen zu untersuchen, welche zwischen den 

Math. Annalen, 3 6 . 
Untersuchungeu iiber allgemeine Thetaf~o~etionet~, Leipzig, Teubner I895. 

"I. c . w  . 
Acla malhcmaliea. 26. Iml~rim6 le -~ jn in  15;~2. 1!) 
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Thetafunctionen fiir die Nullwerthe der Argumente bestehen. Hier w~iren 
eben die Grundlagen einer Theorie der allgemeinen Modulfunctionen zu 
schaffen. Ich bin nun Mlerdings hier nicht zu abschliessenden Resultaten 
gelang~, aber in Anbetracht der Schwierigkeit des Gegenstandes m5ge man 
entschuldigen, wenn ich den Ansatz hier widergebe, den ich im Jahre 
I895 Hen'n MINKOWSKI brieflich mitgetheilt habe, weil derselbe die Zu- 
riickfiihrung der Hauptfrage auf ein Problem der Zahlentheorie giebt, und 
da eine bemerkenswe~he Verallgemeinerung gewisser yon JACOBI in der 
Theorie der bin~iren quadratischen Formen und der Darstellung von Zahlen 
als Summen yon Quadraten gestellter und gelSster Probleme aufweist. 

Die Verh~ltnisse der Nullwerthe der geraden Theta yon n Variablen 
lassen sich s~mmtlich als algebraische Functionen yon Parametern darstellen, 
zwischen welchen entweder gar keine oder nut algebraische Relationen be- 
stehen. 1 Die Gesammtheit dieser Relationen zwischen den Thetanull- 
werthen welche man als dutch Nullsetzen ganzer rationaler homogener 
Functionen derselben ausgedriickt denken kann, bilden daher einen Modul 
und dieser wird zugleich dasjenige Gebilde definiren, welches entsteht, 
wenn wit in den ~ (o, vi,) die v~ alle mit den Convergenzbedingungen der 
Thetareihen vertr~glichen Werthe annehmen lassen. Ja, dieses Gebilde 
wird dabei sogar unendlich oft iiberdeckt, indem diejenigen linearen Trans- 
formationen der v~k welche mod. 2 der Identitiit congruent sind, die einzelnen 
Theta im wesentlichen unge~ndert lassen. Werthsysteme der r~, welche 
dutch eine solche Transformation auseinander hervorgehen, sollen als ~qui- 
valent gelten, so dass yon solchen als yon einem einzigen System ge- 
sprochen werden soll. Die erste und wichtigste Frage ist natiirlich die 
nach der Ordnung eines solchen Gebildes. Anders formulirt heisst das, 
wir wollen wissen, wie viele nicht ~quivalente Werthsysteme der ri, einem 

System von -~ n (n + I) linearen Gleichungen zwischen den Thetanullwerthen 

geniigen. ])aran reihen sich andere Fmgen, die s~mmtlich darauf hinaus- 
laufen, den algebraischen Zusammenhang der Thetanullwerthe unter sich 
zu erforschen. 

Einen aussichtsreichen functionentheoretischen Ansatz zu machen ist 
mir nicht gelungen, well wit zur Zeit noch keine deutliche Vorstellung 

Untersuchunge~ iiber Thetafunctio~ze~, w 35, 36. 
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yon dem Fundamentalbereich der r~ habe~ und auch, well an den Grenzen 
dieses Bereiches Singularit~ten im Verhalten der Thefa auftreten, yon denen 
wir noch keine Ahnung haben. Was gesehieht z. B. mit den Theta yon 
drci Variablen, wenn die definirende Curve vierter Ordnung unvermittelt 
in eine vierfach z~hlende Gerade iibergeht? 

Ich fasste daher den Plan den Modal der Relationen der Thotanull- 
werthe direct yon ihrer analytischen Darstellung aus zu untersuchen, und 
wurde dadurch auf ein Problem gefiihrt, welches als die natiirliche Ver- 
allgemeinerung der Aufgabe erscheint die Darstellungen einer Zahl als 
Summe yon Quadraten zu untersuchen. 

Beginnen wit mit n---- I, also den elliptischen Funcbionen. t t ier  ist 

( is )  Ooo(O, ~) = ~oo = Z e "~' ,  Oo, (o,  ~) = ,~o, = Z e ~'~'§ 
- - oo  - -~  

+,~  1 . 

~,o(O, ~') ---  O,o = ~ e"+(~'+'>~. 

Bilden wir nun mit drei ganzen Zahlen ~ ,  )~, ~3 den Ausdruck 

Z 22 (,.o + 22 (,.,)'+ Z~ (,.,+~)' 1++- 22 -. 
.Qlt .Q~-:~ .Q ~-a e L i - I  k = l  e : l  _] k = l  (x 9) ~,oo,~o1~1o = 

fl l  t ~kp n l  

~ r  

so kann man denselben als Potenzreihe nach e < auffassen und schreiben 

. ' r  

Z ~  e 
# 

A ~''~'~ folgendermassen definirt ist" Es sei D~ ''~'~' die Anzahl dcr Dar- W O  __ft  

stellungen yon It in der Form 

(2 , /  --  + <2.,/' + (2.,  + , ) '  

bei welchen ~ . ,  gerade ist, trod analog A a''~''a, die Anzahl der Darstell- - - / t  

Jta 

m~en, fiir welche ~ n~ tmgerade ist. Dann ist 
k = l  

(22) A~,.,..~+ = D~,. , , . , ._ AI,.~..,,. 
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Nun hat jede mSgliehe 
werthen die Form 

Wilhelm Wirt inger .  

Relation N ten Grades zwischen den Thetanull- 

(23) E /) '  o,~,t ~2., I-)>..:) 
t..%,2z),30~ooO~o] ~3'1o ~ O.  

Al+ ~.~t+Aa= N 

Daher besteht fiir jedes # die Gleichung 

(24) Z r A21,2.,, ),- 
~.l-I-),z+ 23 = .,V 

Mit anderen Worten, die yon I~ unabh5ngigen linearen Relationen zwisehen 
den A ~''~'-''~'~ (2~ + 22 + 2:~ = N) liefern ohne welters die Relationen zwischen 
den Thetanullwerten vom N te~ Grade. 

Sei nun Z,v die Anzahl der linear unabh~ingigen unter den Relationen 
(24), dann ist 

(25) (N + ~)(N + 2) z~ 
2 

die charakteristische Function des Moduls der Thetarelationen im Sinne 
HILBERT'S. Hieraus kann man dann die Ordnung des Gebildes unmittelbar 
ablesen. Wegen der Relation 

(26) o 

ist nun hier das Gebilde, welches erster Stufe ist, schon vollstiindig definirt 
und jede solehe Relation muss (lurch die linke Seite dieser Gleiehung 
theilbar sein. Die charakteristische Function wird daher 4 N - - 2  und 
daraus folgt rtiekw~trts 

- -  ~ ,  + 2 ---- ( N - -  2 ) ( N -  3) ~/jr2"~ -~,vz = (N + IXN + 2) ,~r  
2 2 

Dies ist also die Anzahl der Relationen, welche zwischen den Darstellungs- 
anzahlen unabhfingig von den /t bestehen. Man erh~l~ diese Relationen 
selbst, wenn man bemerkt, dass die allgemeinste Thetarelation dutch Multi- 
plication eines beliebigen homogenen Polynoms ( N - - 4 )  re" Grades mit der 
linken Seite yon (9_6) erhalten wird. Sie lauten 

(28)  A ' ~ ' 4 4 ' ~ ' ~ - -  A ~ " ~ + 4 " ~ - -  A ~'~2"'~§ ~ O. 
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�9 l . . .  n 1 n 
+~o ='2 ]C r~2,,~+,J,)('-'.~*~)+2-~i ~ ('.',t~§ 

(29) 0o ~ _ e '  i., , = ,  ti~ 1...~,) 

wo die Zahlen g i ,  hi die Charakteristik der Thetafunction angeben, jedoch 

immer die Charakteristik eine gerade, also ~ g i l t i~  0 mod. 2 ist. 

Die verschiedenen Charakteristiken zugeh6rigen Thetanullwerthe sollen 
dureh den untern Index unterschieden werden. Die Anzahl  der geraden Charak- 
teristiken und Theta soll mit r bezeiehnet werden, so dass r = 2" ~(2" + I). 
Bildet man hier wieder den Ausdruek 

und verfiihrt wie vorhin, so erh~lt man 

(3 , )  

;ri  v=n a~). v k=r v=n a=), v 
~ - ~  4 ~  ~'ik v_~l er=2~ 1 (2"~ a) ' -(')]/2"(c') +g(k ')) + ~i ~ ~ r (2n(a) -La(v"~h(') t Y i  ]~ "~" ~" k=l v=l a=l  "Yk ]'*k 

= ~ = . d e  ~ = _ 

Fasst man die Reihe rechts wieder als Potenzreihe nach den e 
a n f  und setzt 

r ~'i 

(3 2) O = Z.~,.(,,,,) ~ ~,' 
v=l 

so folgt 

ffiTik 

4 

v=r ~r=~ v 

m, = X E (2n! ~ + (#))(2## + #;)) 
v = l  a = l  

und daher, wenn u~ (i = x,  2 , . . . ,  n) neue Unbest immte sind 

v=r a=A~, [ t/~l ( ?'2 
(33) X#i,u,u, = X X 2n~~ + g~'))u, 

i,k v=l a = l  

D. h. die quadratische Form ~ # i ,  uiuk stellt sich dar als eine Summe yon 
N Quadraten yon Linearformen. 
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/ ) ( ~ l , ' A ~ )  Bedeutet nun ~'r die Anzahl dieser Dars~ellungen, fiir welche die 
n r Jiy 

immer gerade Zahl E E E(2n~  ) Jr-9(;))h([ ) dureh vier theilbar ist, ~((~,,r 

die Anzahl der Darstellungen, we dies nicht der Fall ist, so ist wiederum 

(34) A ( l l . . . a v )  _ _  l ) ( ~ v " a v  ) A ( l : . . . a v )  
(p ik )  m - - # i t  - -  - - ] q k  " 

Jede Relation zwischen den Thetanullwerthen zieht wie oben eine solche 

zwischen den .,41~';;; ~', nach sieh, mit Coefficien~en, welche unabhiingig sind 

yon den (P~k). 
Die Zahl der linearunabhi~ngigen unter diesen Relationen sei wieder 

Z~ und diese Rela#ionen selbst 

(3s) Z c A l l + ~ + . . . + l v ~ / v  1,,).2,...,1 v / ~  ~ O .  

Dann ist 

( N + r - - ' ) _ _ Z ,  
(36) \ r - -  x 

die eharakteristisehe Function des Moduls der Relationen der Thetanull- 
wer~he und zwar naeh dem HILBERT'Schen Satze fiir geniigend grosses N 

eine ganze rationale Function veto Grade :-n(n + I). Ist dann a der 

Coefficient der hSchsten Potenz yon N in dieser Ftme~ion, so ist 

,/)= 
die 0rdnung des Gebildes. Ja, es wiirde sogar die Ermit-tlung yon Z~ 
geniigen fiir eine Reihe yon unbegrenzt wachsenden, sonst aber beliebig 
speeialisirten Werfen von N, u m a  ermitteln zu kSnnen. 

Die Differenz, auf die es hier eigentlich ankommt, hat nun naeh 
I=[ILBERT die Form 

l n ( n + l )  . . . .  

(37) r + N - - I  _ _ Z . =  a. 
r - - I  p 

und daraus folgt bereits ein asymptotischer Ausdruck fiir Z~ da es ja bis 



~ber einige Probleme in der Theorie der Abel'schen Functionen. 151 

l n(n d- l) mit dem Binomialeoefficienten auf Glieder yon der Ordnung 

iibereinstimmen muss, weleher in N yon der Ordnung N r-I is~, wo 
r---- 2"-1(2" -b I) ist. 

Man erkennt, dass hier an die Stelle der Anzahl der Darstellungen 
einer Zahl als Summe von Quadraten yon Zahlen die Anzahl der Dar- 
stellungen einer quadratischen Form als Summe von Qua&'aten yon Linear- 
formen zur Untersuchung gestellt ist, eine Frage, welehe fiir n ~ i eben 
in die obige iibergeht und daher als eine Verallgemeinerung derselben auf- 
zufassen ist. 

Man kann in dieser Art der Fragestellung noeh wei~er gehen und 
auch nach dem Modul der Relationen Fragen, welche zwischen den The~  
bestehen, wenn "diese als Functionen s~immtlicher GrSssen v~ und r~, be- 
trachtet werden. Die Formen dieses Moduls kSnnten dann nur Coeffi- 
cienten haben, welche rein numerische Constante" sind. Ein soleher Modul 
kommt allerdings erst fiir n > 4 zu Stande, aber seine Untersuchung wtire 
von grosser Wichtigkeit. 

7. Die algebraischen Curven a u f  der M u n d  ihre  Bez iehung  
z u  d e n  T h e t a f u n c t i o n e n .  

RIEMANN hat die yon ihm in die Theorie der ABEL'schen Integrale 
und Functionen eingefiihrten Theta ausdriieklich als eine specielle Classe 
bezeichnet, da deren Parameter yon den 3 P - - 5  Moduln des algebraischen 

I 
Gebildes abh~ingen, w~hrend sie doch in der Zahl ~ p ( p ~  I) vorhanden 

sind, also fiir ein p grSsser als drei nothwendig specialisirt sein miissen. 
Er hat auch die Bemerkung hinzugefiigt, dass die allgemeinen Theta sieh 
nach einer ganz ~ihnlichen Methode. behandeln lassen. 

Das Studium der Mannlgfaltigkeit Mq, erlaubt nun in dieser Richtung 
weitergehende Angaben zu machen. Da sie yon den Werthen vl, v~, ..., v, 
doppelt tiberdeekt ist, da ja die Thetaquadrate durchaus gerazle Func- 
tionen sind, so seheiden sich die auf ihr gelegenen Curven in zwei Classen, 
niimlieh solche ftir welehe die beiden Doppeliiberdeckungen l~ings der Curve 
zusammenhiingen und solche fiir welche das nicht der Fall ist. Unter 
Ordnung einer Curve werde nun im zweiten Fall die Anzahl ihrer Schnitt- 
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punkte mit einem linearen Raum yon 2 " - - 2  Dimensionen, im ersten Fall 
aber das doppelte dieser Zahl verstanden. Dann gelten die folgenden SStze: 

Die ordnung einer Curve ist ein gerades Vielfache der Variablenzahl 

also 2gn. Die IRiemann'schen Theta, welche zur eventuell doppeltiiberdeckten 

Curve geh6ren zerfalle~z nach einer Transformation gt~. Grades in Factoren, 

yon denen die einen T/zeta yon n Variablen sind, und zwar gerade die zur 

Definition der voJiqelegten Mq, be~zii/zten. 

Es werden also die allgemeinsten Thetafunctionen als Factoren trans- 
formirter, specieller, ~RI~Mn~'scher The~a b6heren Gesehlechtes erhalten. 
Im Besondern ergiebt sich, dass die allgemeiuslen Theta yon n Variablen 

sicher bereits aus den T/zeta erhalten werden kSnnen, welche zu speciellen 

Gebilden vom Geschlecht ( n -  ~)!n_ 2 .-~ -k- I gehSren u~d durch Transforma- 

tionen vom Grade In ~ I 2 "-~ zum Zerfallen in geeignete Factoren gebracht 

werden kgnnen. Die Bedingungen fiir dieses Verhalten lassen sich wenigstens 
principiell algebraisch aufstellen. 

Von den andern ResuRaten, welche sich daraus ergeben, will ich nur 
hervorheben, dass sich als nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, 
dass die gegebene M q zu RlEUhNN'schen Theta geh6rt, d. h. ihre r~ als 
zu dem Periodensystem der Integrale erster Gattung eines algebraischen 
Gebildes yore Geschlecht ~ geh6rend aufgefasst werden k6nnen, ergiebt, 
dass eine Curve yon der Ordnung 2n auf der M q gelegen ist. 

Jede Curve der M~ giebt ferner Anlass zur Bildung eines dem JA- 
conl'schen Umkehrproblem analogen, aber mehrdeutigen Umkehrproblems 
in ~ Variab]en, welches nach den Ausfiihrungen in N ~ 3 g" L6sungen hat, 
weil bier alle dort mit d bezeichneten Zahlen gleich i werden. 

8. ~rbep e ine  speciellez'e Ciasse yon  .Thetaf~e.nctionen. 

Naeh diesen Ergebnissen lag es nahe, nach solchen algebraischen Ge- 
bilden zu suchen, deren RIEMA~'schen The~ von vornherein in Factoren 
zerfallen, wenn eine passende Transformation auf sie angewendet wurde. 
Dabei suchte ich es yon vornherein so einzurichten, dass die ri,, der so 
erhaltenen Thetafunctionen eine Mannigfaltigkeit von m6glichst vielen Di- 
mension bildeten. Eine eingehendere Untersuchung fiihrt nun zu nach- 
stehendem Ergebniss. 
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Denken wir uns ein algebraisches Gebilde yore Gesehlechte n + I 
etwa dadurch gegeben, dass wir die n + I Differentiale erster Gattung du~ 

proportional den homogenen Coordinaten eines Raumes von n Dimensionen 
setzen und bezeichnen diese mit ~1, ~ , - - . ,  ~,+~. Es ist dies nichts 
anderes als die bekannte WEB~a-NOTHER'sche Normalcurve. Wir bilden 
dann die nirgends singul~re Differentialform dr so dass du, = ~adoJ~. 

Es giebt dann bekanntlich 2 ~ + ~ -  i verschiedene Systeme yon quadra- 
fischen Formen der ~ , , . . . ,  ~%+,, so dass diese auf dem algebraisehen Ge- 
bilde tiberall yon der zweiten Ordnung Null werden, also wenn eine solche 
Form mit ~ bezeiehnet wird, aueh ~/~ auf dem Gebilde durchaus un- 
verzweigt ist. Diese werden gew6hnlich als Wurzelformen zweiter Stufe 
bezeichnet. Zwischen je n + I  Wurzelformen desselben Systems besteht 
dann eine lineare homogene Gleichung mit constunten Coefficienten. Bildet 
man nun mit n linearunabhSngigen Wurzelformen desselben Systems die 
n Integrale 

so zeigt die Untersuchung derselben auf dem algebraischen Gebilde, dass 
sie nut 2n Systeme unabh~ingiger Perioden haben, und diese zur Bildung 
yon Thetafunc~ionen von n Variablen geeignet sind. Diese Thetafunc- 
tionen lassen sich dann mit den RIEMASN'schen Hilfsmitteln eingehend 
untersuchen und alle die Probleme, welche RIE.~IASN bei den zu den In- 
tegralen erster Gattung geh6rigen Theta erledigt hat auch bier erledigen, 
wobei allerdings merkwfirdige Unterschiede im einzelnen eintreten. 

Es geh6ren also zu einem algebraischen Gebilde yore Geschlecht n + i 

nicht bloss Theta yon n + i Variablen, sondern auch solche yon n Variablen. 

Eine eingehende Untersuehung zeigt, dass diese Theta yon 3n Moduln 
abhiingen, also um 3 Parameter allgemeiner sind als die RIEMAN~'schen, 
welche sie als Grenzfall enthalten. Sie enthalten auch noch die allge- 
meinsten Theta yon vier und f~nf Variablen. Eine eingehende Theorie 
dieser letzteren auf der hier angedeuteten Grundlage wiirde gewiss unsere 
Einsleht i n  diese merkwiirdigen Functionen f6rdern, welche ja die einzigen 
iiber die elementaren hinausreichenden Functionen mehrerer Variablen sind, 
welche wit etwas genauer untersuchen k6nnen. 

Wenn man nun diese Gesichtspunkte riickwSrts auf die Theta von 
zwei ufid drei Variablen anwendet, so er~eben sich anch hier neue und 

Acla malhemalica, 26. Imprimd l e  21 juin 1902. ~0 
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bemerkenswerthe Beziehungen zwischen algebraischen Gebilden verschiedener 
Geschleehter. So erh~ilt man diejenigen algebraischen Gebilde vom Ge- 
schlecht 3, welche vorgegebene Theta von zwei Variablen liefern, einfach 
dadurch, dass man die dm'ch die Theta yon zwei Variablen gegebene 
KuMuElt'sche Fl~iche mit einer Ebene schneider. Der Schnitt ist dann 
eine ebene Curve vierter Ordnung vom Geschlechte drei, und die I6 sin- 
gul~iren Ebenen der KuM.~iEa'schen Fl~che schneiden diese Ebene in I6 
yon den 28 Doppeltangenten der Curve vierter Ordnung. Die [ ~ iibrigen 
Doppeltangenten geh6ren einem STEINER'schen System an, welches zugleich 
diejenige Schaar von Wurzelformen bestimmt, mit welcher die vorgege- 
benen Theta erhalten werden. 

Um diejenigen Gebilde vom Geschlecht vier zu erhalten, welche vor- 
gegebene Theta von drei Variablen geben, kann man sich in iihnlicher 
Weise der zugehSrigen M~ 4 bed]enen. Es sind dort gewisse Curven 6 t~r 
Ordnung welche in beriihrenden Rfiumen yon drei Dimensionen liegen. 

Man kann aber auch direct ohne auf die M] 4 zu recurriren, die ge- 
suchten Gebilde vom Geschlecht vier angeben. Zu den Theta yon drei 
Variablen gehSrt bekanntlich ein algebraisches Gebilde, welches im allgemei- 
nen in die Gestalt einer ebenen Curve vierter Ordnung gesetzt werden 
kann. Um nun die dreifach unendlich vielen Gebflde vom Geschlechte 
vier zu erhalten, welchem in dem bier besprochenen Sinn die vorgelegten 
Theta yon drei Variablen liefern, beachte man, dass man auch dreifach 
unendlich viele Schaaren von Punktquadrupeln auf der Curve vierter Ord- 
hung hat, so dass die Quadrupel einer Schaar unter sich ~quivalent sind, 
d. h. bier als von einem und demselben Kegelschnittsbiischel, dessen Ba- 
sispunkte auf der Curve vierter Ordnung liegen, ausgeschnitten betrachtet 
werden kSnnen. Ein Quadrupel einer Schaar bildet nun ein Viereck, und 
der geometrische Ort der Ecken des Diagonaldreiecks dieses Vierecks ist 
eine Curve 6 t+r Ordnung, wenn das Quadrupel die Schaar durchl/iuft. Diese 
Curve 6 tCr Ordnung hat 6 Doppelpunkte und ist daher vom Gesehlechte vier. 
Sie liefert im angegebenen Sinne nun gerade diejenigen Theta yon drei Va- 
riablen, welche zur vorgelegten Curve vierter Ordnung gehSren. Es finder also 
die transcendente Beziehung der beiden Curven auch ihren pr~gnanten geome- 
trisch-algebraischen Ausdruck. Die Aufsuchung soleher und /ihnlieher Be- 
ziehungen in den F~llen yon vier und fiinf Variablen wiirde sicher auch fiir 
die bisher wenig bearbeitete Theorie dieser Geschlechter von Interesse sein. 
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9. ~fber d ie  R e d u c t i o n  Abe l ' s cher  Intef. lrale.  

Man hat bisher bei der Frage nach der Reduction eines A~F~L'schen 
Integrals auf ein solches yon niedrigerem Geschlecht fast ausschliesslich 
die Reduction auf eUiptische Integrale studiert, und zwar aus dem vielleicht 
nicht immer ausgesprochenem Grunde, well dies der einzige Fall ist, in 
welchem aus der Reduction der Perioden auf ein Paar auch auf die Existenz 
eines einzelnen Integrales, welches auf elliptische reducirbar ist, geschlossen 
werden kann. Bei hSherem Gesehlecht liegt jedoch die Frage durehaus 
complicirter, aueh dann wenn nur die Reduction auf nicht hShere Ge- 
schlechter als drei in Frage kommt, also die r~ noch s~immtlich unabh~ngig 
yon einander sind. 

Sei, um die Ideen zu fixieren, vorgelegt ein algebraisches Gebilde vom 
Geschlechte i o. Auf diesem seien drei Integrale erster Gattung bekannt, 
deren 2o Perioden sich simultan auf ein System you sechs Perioden zu- 
ri'lckfiihren lassen, dann daft man nicht etwa schliessen, dass diese drei 
Integrale simultan durch eine Substitution auf solche vom Geschlechte drei 
zuriickgefiihrt werden kSnnen, wohl aber, dass jedes einzelne yon ihnen als 
eine Summe yon drei Integralen erster Gattung vom Geschlechte drei 
zwischen deren oberen Grenzen eine algebraische Relation besteht, dar- 
gestellt werden kann. Eine Theorie solcher Reduetionen vom algebraischen 
Standpunkt aus w~re sehr wichtig und eine wesentliche FSrderung des 
elassischen Anr Problems der Vergleiehung der Transcendenten der 
Integralrechnung. Fiir eine allgemeine Discussion dieses Problems von 
transcendenter Seite her sind im vorigen insbesondere in der Theorie der 
~I~ wesentliehe Hiilfsmittel enthalten, und die niedrigsten F~ille liefern 
auch bereits Beispiele naeh dieser Richtung hin. Die niihere Ausfiihrung 
dieser Beziehungen ist mir im Augenblick nicht mSglich, ieh hoffe aber 
darauf zuriickkommen zu kSnnen. 

10. ~fber d ie  Theor i e  d e r  A b e l ' s c h e n  F u n c t i o n e n  

vont  Geschlechte  drei .  

Die vorhergehenden Untersuchungen beziehen sich auf were und all- 
gemeine Gebiete, zu deren erfolgreicher weiterer Bearbeitung eine genauere 
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Kenntniss der einfachsten Fi~lle nach jeder Richtung hin unerl~isslich er- 
scheint. Insbesondere wSre es yon Interesse die mannigfachen algebraischen 
und geometrisehen Beziehungen welche die KUMMER'sche Fl~che aufweist, 
auch in den hShern F~llen zu verfo|gen, und hieraus wieder riickw~rts 
die zu einem algebraischen Gebilde gehSrigen Thetafunctionen in mSglichst 
unmittelbare Beziehung zu diesem selbst zu setzen. Fiir die Theta yon 
drei Variablen, habe ich, wenigstens was ihre Abh~ingigkeit von den Infe- 
gralsummen betrifft einen Anfang gemacht.' Dabei war der Ausgangspunkt 
ein wesentlieh algebraisch-geometrischer, indem verlangt wurde, das Umkehr- 
problem mit Vermeidung jeder iiberftiissigen IrrationalitSt und mit durchaus 
an der ebenen Curve vierter Ordnung invarianten Functionen zu 15sen. Es 
erwies sich dieser Plan als in allen Einzelheiten durchfiihrbar und ergab 
mohrere unmittelbar an der Curve vierter Ordnung auftretende Gebilde, 
welche eindeutig auf die M~' bezogen waren. Auch fiir die ungeraden 
Thetafunctionen resp. die von KLEIN eingefiihrten a-Funetionen selbst 
ergab sich bis auf constante Factoren eino unmittelbare geometrische Be- 
deutung. Aueh die bekannte Beziehung der KVMM~.R'schen Fliiche 2 auf 
die Kernfl~che eines speciellen Gebiisches yon Fl:~ichen zweiter Ordnung 
finder sich in analoger Form wieder, so dass sich hiedurch ein rein alge- 
braisch-geometriseher Zugang zur M~ 4 erSffnet. Wiirde man nun einen 
iihnlichen Weg bei vier Variablen gehen, so wiirde man speciell zu einer 
M~ 9~ kommen, welche zu R[EMA~N'schen Theta gehSrt, und h~tte durch 
Vergleiehung mit der aus Integralen fiber Wurzelfunctionen beim Geschlecht 
5 abgeleiteten 3I~ 9~ Gelegenheit, tiefer in das VerstSndniss der von SCHOTTKY 
aufgestellten Relation zwischen den ri, einzudringen, welche fiir die RIE- 
MA~N'sehen Theta charakteristisch ist. 

1 Math.  A n n a l e n ,  40. 

' Fiir deren Verwendung in dem hier gemeinten Sinn vgl. J a h r e s b e r i c h t e  d. 
d e u t s c h e n  Math.  Ver. 1894--  5 . 


