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1. Dans un ouvrage  pr6c6dent  1 nous avons donn6 quelques r6sultats des recher- 

ches sur la th6orie des correspondances mul t ivoques ,  qu'il  est possible d '~tablir  

entre  des ensembles abstrai ts  (e.-s des ensembles d6pourvus de s tructure) .  En  

part iculier ,  nous avons in t rodui t  la not ion de l'ensemble invariant re la t ivement  h une  

correspondance mul t ivoque  f et  la not ion  d 'une  classe, d6termin@ par  la correspon- 

dance f .  

Dans la suite, nous nous occuperons du problgme, qui peut  ~tre formulg comme 

suit : ]~tant donngs trois ensembles P ,  Q et  R, non r ides ,  une correspondance f entre  

P e t  Q, et une correspondance g entre  P et  R;  peut -on  d6montrer  l 'existence et 

l 'unieit6 d 'une  correspondance h entre  Q et  R, telle que hf = g ? Nous allons mon t r e r  

que, darts le cas impor tan t ,  oh .f est une correspondance univoque, nous pouvons  

gtablir  des conditions n@essaires et suffisantes pour  que la r~ponse ~ cet te  quest ion 

soit af f i rmat ive .  

E m p l o y a n t  dans la suite les rgsultats  et le systgme de nota t ions  de not re  ouvrage 

pr@it~, nous remarquerons ,  comme prSliminaire aux considgrations ult4rieures, que 

la relat ion f '  ~ f " ,  oh f '  et f "  sont deux correspondances mul t ivoques  entre  les 

ensembles, non r ides ,  P e t  Q, gquivaut  s la condit ion,  que f'{x} ~f"{x} pour  tou t  

x E P .  En  effet, si f '  ~ f " ,  on a pour  tou t  y sf'{x}, oh x est un  ~lgment arbi t ra i re  

de P :  (x,y) s f ' ,  donc (x,y) e f "  ou ys f"{x} ,  c.-m-d, f'{x) c f"{x}; r~ciproque- 

ment ,  s i f ' {x}~f"{x}  pour  tou t  x 6 P ,  on aura  f ' ~ f " ,  comme la relat ion (x, y) ~ f '  

en t ra inera  y ~ f'{x}, donc y ~ f"{x}  et (x, y) ~ f " .  L'6gali t6 f '  = f "  6rant  ~quivalente 

aux deux relat ions simultan@s f '  ~= f "  et f "  c f ' ,  nous verrons que la condition, que 

1 Acta rnathematiea, t. 81 (1949), pp. 291--297. 
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f ' { x}  = f " { x }  pour tout x ~ P ,  est ndcessaire et suff isante pour l ' identitd des correspon- 

dances f '  et f "  entre P et Q. 

2. Soient m a i n t e n a n t  P,  Q et R trois ensembles,  non  r ides ,  f une correspondance  

ent re  P e t  Q, et g une correspondance  ent re  P e t / ~ .  Nous supposerons  que la corre- 

spondance  f est  univoque,  c.-s que t ou t  x ~ P est  contenu comme dl~ment 

p remier  dans une paire  o rdonn@ (x, y) ef seulement  ; l '~lSment y e  Q sera donc d 'une  

mani~re un ivoque  d5termin5 par  x, et nous le d~signerons comme  habi tue l  pa r  f (x) ;  

on a donc f {x}  = {f(x)}. 

Nous  pouvons  donc d6mont re r  le th5or~me su ivan t :  

(2.1). Pou r  qu ' i l  existe une correspondance  h ent re  Q et R, telle que hf  = g, 

il f au t  et il suffi t  que l '6galit6 

gf-~{f(x)} = g{x} (2.2) 

soit remplie  pour  tou t  x ~ P .  S'il existe une telle cor respondance  h, elle sera unique-  

m e n t  d6termin@ pa r  la re la t ion h ~ gf=i. 

La  condit ion est  n~cessaire. Soit, en effet, h une correspondance  entre  Q et  R, 

telle que hf  = g; on a douc hf f  -~ = gf-1. La  correspondance  f ~tant  univoque ,  la 

eorrespondance  f f -1  sera la correspondance  identique,  c.-/~-d, f f -Z{y}  = {y} pour  

t ou t  y e Q ; pa r  cons6quent,  on au ra  h = gf 1. Pour  tou t  x e P on au ra  donc f (x)  c Q 

et  h{f(x)} • g f - i{ f (x)};  et  comme  h{f(x)} = hf{x} et hf  = g, on aura  h{f(x)} = g{x}, 

en ve r tu  de la r em arque  s la fin de la section prSc~dente;  pa r  consequent ,  (2.2) est  

remplie .  

On ver ra  que l ' ex is tence  de h en t ra inera  l 'unicit6 de cet te  correspondance,  

comme  h = gf-1. 

Inve r semen t ,  la condit ion est  suffisante.  Posons,  pour  tou t  y c Q, h{y} = gf-~{y}; 

ut i l isant  la r em arque  s la fin de la sect ion 1, nous verrons  que la correspondance  h 

est complg temen t  dgtermin@. Soit x un ~16ment arb i t ra i re  de P ;  on au ra  donc 

f (x)  ~ Q et hf{x} = h{f(x)} = g f - l ( f (x )}  = g{x}, en ve r tu  de (2.2); pa r  consequent ,  

hf{x} = g{x} pour  t ou t  x ~ P ,  donc hf  = g. 

3. L ' o b j e t  de cet te  section sera l 'Stude des relat ions entre  les classes d5termin@s 

par  les correspondances  f ,  g e t  h, en supposan t  l 'exis tence de la cor respondance  

h = gf-1. 

Observons,  p r4Mablement  (sans supposer  l ' exis tence de h), que pour  tou t  

x E P l ' ensemble  f - l f f ( x ) }  = f l f ( x }  est la classe, d~termin@ pa r  f ,  qui cont ient  
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l '616ment x, comme la correspondance  f est univoque.  E n  effet, ce t te  classe est  

{x} +f- i f {x}  + f - ' f f - l f {x}  + . . . .  {x} +f-~f{x} f - i f { x } ,  

comme ff-1 est la correspondance  ident ique,  et  {x} ~ f - l f { x } .  

Uti l i sant  ce r@ul ta t ,  nous pouvons  t r ans fo rmer  un  peu  la condition,  exp r im@ 

pa r  (2.2) : 

(3.1). Pou r  qu ' i l  existe une correspondance  h entre  Q et R, telle que hf = g, il 

f au t  et il suffit  que, pour  route  elasse M ~ P,  d6 termin@ pa r  f ,  et  pour  t ou t  x c M,  

on air g{x} = gM. 

En effet, si M est  une elasse, d6 termin@ par  f ,  et  x un 616ment, tel  que x e M, 

M sera la classe f-~{f(x)}; pa r  consdquent,  on au ra  gM = gf ~{f(x)}. Si (2.2) est 

remplie,  on obt ien t  g{x} = gf ~{f(x)} = gM, donc g{x} = gM; inversement ,  si pour  

t ou t  x E P: g{x} = gM, oh M est la classe con tenan t  x, on aura  g{x} = gf-l{f(x)}, 

la condit ion (2.2) 6 tan t  ainsi remplie .  

Soient m a i n t e n a n t  M une classe ~ P ,  d6 termin@ par  f ,  et  A une elasse ~ P ,  

d6termin6e par  g, et supposons  l 'exis tence de h = gf-L Si A M  ~ O, il existe un 

x c P ,  tel  que x e A  et x c M ;  on au ra  done gM=g{x} ,  en v e r t u  de (3.1), et g{x}~ gA, 

donc g M c g A .  P a r  cons6quent ,  M ~ g - i g M ~ g - l g A  ~ A ,  comme  A est  un ensemble  

inva r i an t  r e l a t i vemen t  ~ g, donc M c A. 

Soit 
P =  M * + M * * + . . .  

la division unique de P e n  classes disjointes, d6 termin@ par  f ;  on a done pour  une 

elasse arb i t ra i re  A, d6 termin@ par  g: 

A = A P  = A M * + A M * * + . . . .  

DSsignons pa r  M ' ,  M " , . . .  ceux des ensembles  M*, M** . . . . .  pour  lesquels 

l ' in terseet ion avec  l ' ensemble  A est  ~ O; on au ra  

A = M ' + M " + . . .  , (3.2) 

comme t o u s l e s  ensembles  M ' ,  M " , . . .  sont  c_ A. De 1/~ r6sulte le th6orgme su ivan t  : 

(3.3). Tou te  classe A ~ P ,  ddterminde pa r  g, est  l 'union d ' un  sys t~me de 

classes disjointes M ' ,  M " ,  . . . .  d6termin@s par  f .  

Notons  que la divis ion de A, donn@ p a r  (3.2), est d6 te rmin@ d 'une  fa~on 

unique.  

Posons,  ensuite,  C = gA et  B = h 1C; l ' ensemble  C sera une classe ~ R, 
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d6 termin@ pa r  g-l ,  et  on au ra  A - -  g-IC. Nous allons d6mont re r  que C est une 

elasse d6termin6e pa r  h -1, d 'oh  il suit  que B est  une classe d6termin@ pa r  h. 

Montrons  d ' a b o r d  que, si C* est un  ensemble  inva r i an t  r e l a t ivemen t  s h -1, 

C* sera un ensemble  inva r i an t  r e l a t i vemen t  s g-1. 
E n  effet, si C* est  i nva r i an t  r e l a t ivemen t  h h -1, on au ra  C* ---- hh- lC  *. Or, 

t e n a n t  eompte  des re la t ions  h =-gf-~ et  h - l =  fg-~, on a hh - ~ =  gf-~fg=~ et, pa r  

eonsSquent,  C* ---- gf=Ifg-lC*. Comme  f-~fg-~C * ~ g-lC*,  nous obtenons  C* ~ gg-IC* ; 

et  comme  nous avons  aussi g g - l C * ~  C*, il suit  que gg-lC* ~ C*, c.-~-d, que C* 

est  i nva r i an t  r e l a t i vemen t  ~ g-1. 

On a, de plus, hh- lC = hfq-~gA = h fA = gA = C, l ' ensemble  C 6rant  ainsi un 

ensemble  i n v a r i a n t  r e l a t i vemen t  ~ h -1. 

Nous pouvons  m a i n t e n a n t  d6mont re r  que C est une elasse d6termin6e pa r  h -1. 

Soit, en effet, C* un ensemble  inva r i an t  r e l a t ivemen t  s h -~, tel que 0 c C * G  C; 

C* est  done inva r i an t  r e l a t ivemen t  h g-~. R e m a r q u a n t  que C est  une elasse d 6 t e r -  

min6e pa r  g-l ,  nous verrons,  en e m p l o y a n t  le th6or~me (3.4) de not re  ouvrage  

pr6eit6, qu 'on  doit  avoi r  C* ---- C, d 'oh  il suit  au m o y e n  du m 6 m e  th6or4me, que C 

doit  6tre une classe d6termin6e pa r  h -1. 

Le r6sul ta t  de ces eonsid6rations peu t  s ' exp r imer  ~ de la fagon su ivan te :  

(3.4). Pou r  tou te  classe C d6termin6e pa r  g-~, l ' ensemble  B = h-~C est  une 

elasse d6termin6e pa r  h, et  C est  une elasse d6termin6e pa r  h -1. 

De ee th6or~me nous d6duirons une eons6quenee imm6dia te .  Soit 

R : C ' + C " @ . . .  (3.5) 

la division unique de R en classes dis jointes  r e l a t ivemen t  ~ g-~. En  ve r tu  de (3.4), 

les ensembles C',  C " . . .  sont  aussi des classes r e l a t ivemen t  s h-~; e t ,  la division 

de R en classes disjointes r e l a t i vemen t  ~ h -~ ~tant  unique,  nous verrons  que eet te  

division doit  ~tre ident ique s la division (3.5), c.-h-d, que les classes r e l a t ivemen t  

g-~ et les classes r e l a t ivemen t  ~ h -~ sont  les m@ms .  E n  posan t  B ' =  h - lC  ', 

B " =  h - ~ C " , . . . ,  il suit  de (3.5) que 

Q = B ' @ B " - b - . . .  (3.6) 

est la division unique de Q en classes disjointes, r e l a t ivemen t  ~ h. 

En  r6sum6, nous avons  ~tabli le thdorgme:  

(3.7). Les classes d~termin@s par  les correspondanees  g-~ et  h -~ sont  les m6mes.  

Consid6rons encore une elasse B d6termin@ par  h; posons C ---- hB et A ~ g-lC, 

et @rivons A sous la forme,  donn@ pa r  (3.2). Les ensembles  M' ,  M " , . . .  6tant  des 
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classes d~terminges pa r  f ,  et  f 6 tant  univoque,  les ensembles f M ' ,  f M " , . . ,  se r6duisent  

des ensembles {y'}, {y"} . . . . .  dont  chacun ne eont ient  q u ' u n  seul 516ment; et nous 

aurons,  en e m p l o y a n t  la re la t ion h -1 = f g - l :  

B = h - i C  = f g - I C  = f A  = f M ' 4 - f M " + . . .  , 
Oil 

B = {y', y " , . . .  } .  (3.s) 

4. Terminons  pa r  quelques observa t ions  sur le cas special,  dans lequel la 

eorrespondanee g est  univoque,  en supposant ,  eomme  dans  la sect ion pr~e~dente,  

que f e s t  un ivoque  et  que la eorrespondanee  h existe. 

Dans  ce eas toutes  les classes C d6terminSes pa r  g-l ,  ou pa r  h -1, se r6duisent  

des ensembles  ne eon tenan t  qu 'un  seul 615ment; e.-~-d, que la eorrespondance  

h est nScessairement  univoque.  E n  nous a p p u y a n t  sur les considerat ions de la 

section 2, nous verrons  que h e s t  donn~e par  {h(y)} = gf- l{y} ,  l ' ensemble  gf - l {y}  

6tan t  une des classes C, d6terminges pa r  g-~ et ne con tenan t  qu ' un  seul glgment.  


