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LES INVARIANTS DES I~QUATIONS DIFFI~RENTIELLES LINI~AIRES 

PAR 

F. B R I O S C t t I  
MILAN. 

I. Si l'on transforme une 6quation diff6rentielle lin6aire: 

(i) 2 x)p~y(._~) + . . .  + np,_ly '  + p~y = o, 

dans laquelle: 
y(O _~. dry 

d x  r 

et p ~ , p ~ , . . . , p ~  fonctions de x ,  en posant: 

(2) y = pv ,  

p fonction de x, v fonction d'une nouvelle variable z, elle aussi fonction 
de x, et l'on suppose- 

, 
p 2 z 

la transform6e aura la forme: 

d"v n ( n - -  I) q~ d"-~v dv 
d~. + 2 d~,,'~ + . . . .  + nq._, ~ + q.v  = o. 

Soient: 
Z pt 

Z-" 7" ~ Z ~  Z' + ~ Z 2 = P~, P,+I --- t~" ~ rZPr,  

on trouve tr~s facilement que les quantit6s: 

g ~ Z  '~  , q ~ Z  ' 3  , . . . , q , Z ' "  

Acre ma21~ma~ica. 14, I m p r i m 6  le 11 d6eembre  1890. .qO 
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peuvent  s 'exprimer en fonction de P.2, P.~, �9 �9 ' , Z ,  P~,  P~, . . . .  

par  exemple :  

q~z '~ ~ p~ + ~ + , p~, 
2. 3 

q~ z'3 = P3 - -  3p+Z + ++. +____~I po, 
4 + 

q , z"  = p, - -  6p3Z -]- 9p~Z 2 .+ (n .ac 5)P2 

q._ (n + ')(Sn + 7) /~ q_ 3('~ + I) 
3 . 4 . 5  2 :5  P4, 

On ,q~ 

et ainsi de suite. 

tions on a: 

En diff6rentiant par  rappor t  ~ x la premi6re de ces rela- 

dq, Z' 3 
--dz = p~ 2p2 Z + ~ -  + , p~ 

et k cause de la seconde: 

L'expression: 

2 = P~ - -  ~ p'~" 

3 , 3 dq, 
P 3 - - ~ P ~  ~ %  ou encore: q.~ 2dz - -  % 

a 6t6 nomm6e par  LAGUERRE invariant  de l '6quat ion diff~rentielle lin6aire. 

Une 6quation diff~rentielle lin6aire de l 'ordre n a n - - 2  invariants  

de cette esp~ce, qu'on peut  n o m m e r  invariants fondamentaux ,  parce que 

les autres, comme on verra  dans la suite, se forment  avec ceux-ci. Pour  

chacun d ' eux  on a: 
~r zlr  ~ ar~ 

ar &ant  fonction de p~, P a , . . ' , P r  et de leurs d&iv6es, et ana loguement  

pour ~r" 
M. FOaSYTH dans son t ravai l  Invariants, Covariants associated with 

Linear Differential ~ lua t ions , '  a calcul6 les expressions de a~, a4, ab, G,  
aT; lesquelles avec de petites modifications de forme sont les suivantes:  

~ Phi losophica l  Transac t ions ,  Vol. I79, I888. 
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3 , 
aa = Pa - -  ~P2, 

6 ,, 5n + . ,  = p , -  2p; + ~p, 3 [p~ 
5 g - F  

5 . /  I5 P'3' 5 ,,, Io 7'~ + Ii3p2aa, 

I0 ,, 5 ,,, I-~ _3p a + p~V 3n + 7 

(4) 
7n + 8 3 35 n'2 + II2~ -+ 93p~, 

7 IO5 ,, 35 . . . . . .  35 ~v 7 
a ~ = p ~ - - ~ p ' ~ + - ~ - z p  ~ - E e  ~ + ~ p ~  - -  p ~  

2i ii~b + 3Ip~a5 9 385 n~ + I728u  + I919 T 
I I ~ + I 22 (n q- I ) '  '~((a 

3n + 4 . . . .  
II(n + I) [ I~  ~ 35P,,.aa + 2I:lO.2 aa]. 

Le calcul  de la par t ie  l in6aire d 'un  invar ian t  q u e l c o n q u e  a~ ne prdsentc 

pas de difficult6;  on t rouve  en effet qu 'e l le  est. la su ivan te :  

Y S  , . , ~ - - .  ( r - - 2 s ) ( r - - 2 s - -  9*'(~'s+l) -I ~, p%, - ~(~ g ~ ; - - ; _  ,),-,.-,,-~y (s) 

off l 'on a 

At, 0 ~ I 
__  (~- - -  e , -  2)(," - -  2., - -  I ) ' ( r  - -  2 s )  

A,.,,,+~ - -  4(s + i)(2s + ~)~ ~ s ~ - i ~ - ~ - 2 ~ C -  3) d~,*' 

r r - - 3  p o u r  r ira- - -  i p o u r  r pa i r ;  s = o ,  i , . . . , - -  {~t 8 ~ O ~ I ~ . . . ~  2 2 

pair .  L ' au t re  par t ie  doi t  se cMculer  dans ehaque  cas; p o u r t a n t  on p e u t  

la r endre  moins  compl iqude  de la m a n i & e  suivante .  

, i ' 2. Soient  $1 ~2 d e u x  n tegra les  de l '6qu~t ion diff6rentiel le  d u  se- 
cond ordre :  

*-,, 3 + ~-t-,:F v - : p ~  = o ;  



236 F. Brioschi. 

en posant:  
y = ? ( ~ ,  ~,), 

9, &an t  une  forme de l 'ordre  n ~ t ~ coefficients constants, on au ra  
l '6quation diff6rentielle l indaire suivante,  de l 'o rdre  n e n  y :  

(6)  y(.) + n ( r ~ -  I)l~y(._ , + . . .  + nl._ay' + l . y  = o ,  
2 

dans laquel le :  

g2 : ~ 2  ~ 
�9 3 (5n + 7) -2 l, = 9p;'  + 

2 '" 3 (5n  + 7) , 

1 5 1Y 
10 = 5-p~ + 

9(2In + ~)9)p~p,2,.+ 5 .97n  + I~ ,2 
7(~ + :-~ ~ + i p" 

.at_ 3(35n' + ~ x2n + 93)p 
7(n + l ) '  ~' 

3(14n + 27(7,~ + i}o)i/.2l),f lr = 9p.~ + ~ + I X9)p~P'2" -}- 2(,~ + 

9(35 ~ + Ix2n + 93)p:p,,2 2 + 
2(,~ + I) '  

et  ainsi de ,  suite. Si l 'on t ransforme l '6quation diff6rentielle cl-dessus 

au moyen  de la relat ion (2) on obt iendra  la t ransform6e 

d"v ~(~ ~ I) m 2 d"-~v dv 
dz" + 2 " dz . -~ + " ' "  + n m " - l ~  + m , v :  o 

et les coefficients m2, m 3 , . . .  , m ,  seront form6s avec q2 et  ses d6riv6es 

par  r appor t  k z, comme les 1 2 , 1 3 , . . .  , 1. le sont avec P2 et ses d6riv6es 
par  rappor t  k x. Mais d ' au t re  par t  les expressions: 

m~z '~ , maz '3, . . . ,  m .z ' "  

doivent  se d6duire  des correspondantes  pour  q2z '2, qaz '~, . . .  en subs t i tuant  

12 , l 3 , . . .  k P2, P3, �9 �9 �9 ; et r~c iproquement .  En cons6quence si l 'on pose: 

g , . = q ~ m , . ,  L = P ~ - - l ,  
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pzz 'a = 2~, /~,z '~ = 2~ - -  62~Z, 
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tt~z '~ --~ ~t~ - -  ~o2~Z n t- 3o2.Z" -{- 5(n + 7)2,p~ ' 
3 

- - 5 2 ~ [ 3 o Z ~ - - {  n -[- 4)P~ -]- 3(n -[- 9)ZP~], 

et ainsi de suite. 
Les invariants aa, a , , . . ,  peuvent en consequence s'exprimer comme 

il suit: 

, a~ -~- ~,  a~ ~-~ ~ - -  2 ~ ,  a~ = ,~ 2 2~ + ,~' ~ o 7n + 

et analoguement pour a 6 , a ~ ,  . . . .  

De ces expressions on d~duit que si as,  a , , . . . ,  a, sont nuls, 2~, 
~ , . . . ,  ~ ,  sont nuls aussi et l%quation (I) se r~duit dans ce c a s k  (6). 
Donc: si les invariants a 3 , a 4 , . . . ,  a, d'une ~quation diff6rentielle lin~aire 
de l 'ordre n sont nuls, les int~grales de cette ~quation peuvent s 'exprimer 
par des formes binaires k coefficients constants des deux arguments  $1, ~ ,  
qui sont les int6grales d'une 4quation diff6rentielle du second ordre. 

Un second %sultat peut s'obtenir en observant que si les invariants 
impairs a~, as, a T , . . ,  sont nuls, la partie lin5aire de l'expression de 
chaeun de ces inwriants  est ~gale k z~ro. Au moyen de la formule (5) 
on d6montre que dans ce cas l'6quation adjointe de LAGRA~GE se rSduit 
h l%quation diff~rentielle primitive, done: une ~quation diff~rentielle li- 

n6aire d'ordre n pou r laquelle t o u s ] e s  invariants impairs a3, a , , . . .  

sont nuls est k eile-mdme sa propre adjointe. 

3. Deux invariants fondamentaux:  

r w -~- ar~ ~ Z  's ~ a~ 

conduisent k un troisi~me inyariant de la forme suivante: 

I2rs ( 2 r +  I)(2s+ I) r(2r + I)a,, ,, 
(7) ar, s = p.2a,,a~ -]- a" a: a~ n +  i r + s +  I ~ ' + s + ~  

8(2s + I) a a" 
, ,  
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et en indiquant avec fl.., la mdme expression form6e de q~, a~, a, ct les 
d6riv6es de a~,a ,  relativement b. la variable z, on a: 

/~, z '~+~+~ --  b~ 

En second lieu, des invariants absolus: 

$ & //I n l  

r r ~ r + S + $  - -  r T s + 2  

~s  a s  r a m  

on d6duit les invariants: 

etc., 

(8) c~,~ ~-~ sa,  a'~ - -  ra,.a'~; d,.,,,m = ma,,,b~,~ ~ (r + s -4- 2)b~,,a', ,  

pour lesquels: 
- -  ~ m Z t m + r + s + a  d r  s ,m ~ r ,  s Z  ' r + s + l  _ _  Cr, s ;  Or,  s, ~ , �9 

4. Les deux thdorbmes que j 'ai  ddmontre~s prdcddemment prouvent 
d6jk le r61e important  des invariants dans la th6orie des 6quations diff6- 
rentielles lin6aires. HALrHE~ darts ses remarquables t ravaux sur cette 
thdorie a donnd d'autres preuves de grande valeur relat ivement aux 
6quations diff6rentielles du troisi6me et du quatri6me ordre. Peut-~tre 
une pr6occupation continue de rattacher ses nouvelles recherches aux r6- 
sultats de sa Thdse S u r  les i n v a r i a n t s  d i f f d ren t i e l s  a eu pour effet de rendre 
un peu compliqu6e et pas toujours claire et complete la m6thode qu'il 
a suivie. Cette petite remarque ne diminue en rien l ' importance des r6- 
sultats de HAL~HEN, d'autant plus que d'ordinaire dans tous ses travaux, 
))avec le g6nie de l 'invention, on remarque le don si pr6cieux de la 
clart6, et une conscience scrupuleuse qui ne laisse jamais rien d' incomplet 
et d'inachev6 dans les sujets qu'il traite.)) ~ 

Soient y~, Y 2 , . . . , Y ,  les intdgrales de l 'dquation (I) et: 

y , , . . . ,  v . )  = 

une forme de l'ordre m k coefficients constants. La fonction F(x),  commc 
il est connu, dolt satisfaire k une 6quation diff6rentielle lin6aire de l 'ordre. , 

(m + I)(m + 2 ) . . . (m + ~ - -  l) __-- ~(~ + , ) . . . (n  + m - -  l) 
g =  

~ . 2 . . . ( ~ - -  I) ~ . 2 . . . ~  

t Allocution prononcde par M. I~ERMITE~ 19rdsident de I'Acaddmie des sciences~ 

C o m p t e s  r e n d u s  du 3 ~ ddcembre I889. 
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dont les coefficients sont fonctions de p ~ , p 3 , . . ,  et de leurs d6riv6es. 

J 'ai  donn~ il y a quelques ann6es une formule g~n6rale pour le calcul 

de cette bquation d'ordre g . '  En consid6rant les g fonctions de x: 

( • ' 1  ~ r 2  , " " " ~ r n - - l ) ~  

pour lesquelles ont lieu les relations: 

pour 

(r  D r2~ . .qrn--1 = O~ 1 ~ 2~,,.~ fa) 

( o ,  o , . . . ,  o)  = e ( x ) ,  

( r l ,  r 2 ,  . . .  , r . _ , )  ----- o 

r = r  1 + r  2 + . . . q - r , _ l > m ,  

d ( % ,  r~ . . . . .  ~' , -  1) .--2 
(9) dz = x ~ , r , ( r a . . . r , _ , - -  I , r , + ,  q- I . . . r , _ l )  

+ (m - -  ~)(~, + i ,  r ~ . . .  ~._1) 

x ~ ,  ,,(~ - -  , ) . . .  (~ - -  s + ,}p, 
- -  r n - - l  ~ - ~  s 1 .  2 : : - .  -s ( r l  ' r~ ' " " " ' r " - s  - t -  I " ' ' r " - - x - -  I )  

2 

on arrive k l%quation cherch~e par la ddrivation successive et l'61imina- 
tion. Si l'on suppose ? (x )  = o, e'est-k-dire que les int6grales de l%quation 

(x) v~rifient une relation homog6ne de l 'ordre m, les operations i'ndiqu6es 

conduisent k deux r6sultats remarquables;  I ~ aux relations qui doivent 
subsister entre les coefficients de l '~quation (I); 2 ~ k la recherche d 'une 

transformde (2) laquelle satisfait k ces relations. 

Ces relations, c o m m e  HALPItEN l 'a d6montr6 pour n = 3 ,  m = 3; 

n ~ 4 ,  m = 2, sont form6es avec les invariants des 6quations diff~rentielles 

des ordres 3 , 4 .  

Dans l 'un et l 'autre de ces cas g = IO; comme en g6n6ral g con- 
serve la m~me valeur si n ~ ~, m = ] ;  ou n : j  "4- i ,  m = i ~  i. Les 

relations entre les invariants conservent alors la rn~me forme. 

5. Je  suppose dans les paragraphes suivants ~ ( x ) =  o. Soit n = 3 

et h(yl, y~, Y3) le hessien de la forme f(Yl, Y2, Y3)" Si l 'on pose: 

A = 2:(_+ y,y;y; ' )  

i 3_nna l i  d i  M a t e m a t i e a ~  Tome 13 . 
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a en Cdn6ral: on 
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(o, o) ( , ,  o) (o, i) 
h . A '  = (~,o) (~,o)  ( , ,  ,) , 

(O, I) ( I ,  I) (O, 2) 

mais si (o ,  o)-----o la formule  (9) donne ( i ,  o ) - - - -o  et: 

(o, i) + ( , , -  ~)(~, o) = o. 

En eons6quence si 

0o) 

Soit m = 3, on a encore h considdrer les six expressions ( r l ,  r2): 

(~, ~), ( i ,  ~), (3, o), 

(o, ~), (~, ~), (o, 3), 

pour lesquelles on obt ient  k l 'a ide de la formule  (9): 

l 'on pose (2 ,  o ) =  ), on a (o ,  I ) =  - - ( m - -  x)`1 et: 

h A '  = - -  ( m - -  I)2.,13 �9 

(3 , o) = 3`1', 

(o ,  2) ----- - -  2`1" + 3p2a, 

(x , x) = - -  `1', 

(2, I) =`1", 

et pour  (I , 2) les deux valeurs:  

i [`1,,,_+_ 9P2`1' + Pa 2] ; 22 . . . .  ' 

et en cons6quence: 

(i I) `1,,, + 3p2a, _+_ 3 , ~(3Pa - -  2p;)a == o, 

( , ,  =) = 3 p = a ' - - ~ a a ,  

3 ), 
a = P a  - - ~ 1 2  

gtant:  

le seul invariant  fondamenta l  dans ce ca.~. La formule  (9) donne encore: 
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(o,  3) = 9P22" - -  '--2-2 a]t' - -  g a ]t 

d(o, a) 2) + p~(o, d~ + 313P2(I, 2)] = o 

ou, ~ cause de ( t t ) :  

2ia2"  + 7a'2' + (a" + 27p2a))t ----- o. 

En 61iminant 2" et 2"' entre eette 6quation, celle qui en d6coule par 
diff6rentiation et l'6quation (I I), on obtient: 

(i2) 8b),' + (b' +2.7.3' ) - - a  3 ,~=0, 
S 

oh 

b - "  27p2a ] + 7 a ' 8 ' ~  6aaa;' 

est un second invariant de l'6quation diff6rentielle du 3 ~~ ordre (voir for- 
mule (7)). Enfin si ron pose: 

c = 8ba' ~ 3ab', P = 72p~ab + 7. x 7 a'b' - -  7 ab" 2 . 1 7  ba" 
12 4 3 ' 

q = I92p2b ~ + 17 b ' 2 ~  I6bb", 

invariants des ordres I 2 ,  I 3 ,  t8, on trouve pour l%quation de condition 
la suivante: 

I 4 . 7  s- 3 s a 7 ~ O~ 
] - ] ( 3 2 b p -  63aq) -I- 4.72. 33a~c 5' 

expression invariantive de l'ordre 2 I. 
En supposant cette 6quation de 

former l'6quation diff~rentielle: 
condition satisfaite, on peut tvans- 

y'" "F 3P2Y' Jr" P3Y --- o 

de la mani~re suivante. Je pose: 

~t 

Z ~  ~ _  

Ada mafhemo2ica, 14. Imprim~ le 11 d~cembre 1890. 3 1  
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(paragraphe Ir); l '~quation (I I) devient: 

mais pour la transform~e: 

on a: 

on aura done: 

ou enfin: 

----o; 

d'v dv 
dz---r "q" 3q~ ~ "Jr" q3 v = o 

q3 z'3 = P.~ ~ 3P~ Z + P3; 

q3z ' ~ ' l - 4 - a = o  ou q3 - 'F '4== 0 
5 5 

2 dq, 
q' =-3-d7-~ ' 

qui complete la recherche relat ivement k la transformde. 
On peut encore observer que l '~quation (i2) donne: 

e 4 , ~ d b  
,~ = r e  

et vu que A dans l 'dquation (IO) est une constante, on en d~duira la 

valeur du he~ien h(yx , Y2 , Y3). 

6. Je  passe k l 'autre cas pour lequel g =  I o, ou n = 4 , m =  2. 
Ce cas forme l 'objet principal du m~moire de HALPHEN ~ur les invariants 
des dquations diffdrentielles lindaires du quatri~me ordre publi~ dans ce 

journal  (tome 3). 
Etant (o,  o ,  o) = o, on aura (t , o ,  o) = o;  et en posant: 

(2,o,o)=~, o n  a (o,x,o)=--~. 

Les six autres fonctions sont: 

(o ,  2 ,  o) = #,  (o,  o ,  2) = . ,  

( , ,  , ,  o) = l, ( , ,  o ,  ,)  = , . ,  (o ,  , ,  , )  = - 



et: 

On a ainsi: 

( I 3 )  h A~ = 
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(o, o ,  ~ ) = - - ( a '  + t ) .  

o o ,t ~ ' + l  

o ,t 1 m 

,~ 1 p n 

, t ' + l  m n u 

mais 
constante. 

La formule (9) donne: 

1 = ~-,I', m = - -  3 (~t" + 4P,,~), 
2 2 

et pour n l e s  deux valeurs: 

, 3 ~,,, , 
~'" + 3p~ '  + 3P2~ ; 2 - -  3P~ + (4Ps 
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dans ce e a s h  est constant, la valeur du d6terminant sera done une 

et en eonsdquence: 

(,4) 
12 ., 2 

,~"' + y p ,  a - -  ~-(4P3 - -  9P;),~ = o, 

n 3 p~,l, + I = g g(@, - -  3p,)a 

et: 

p - -  2a" + 6p~,t 

- -  6p;)  

,8 a' (~p; 3 , ,  
v = ? p , ~ "  -{- -~-iO 3 + g_iv, -{- 3 6 ~ 0 : -  p,)~. 

Enfin la m6me formule (9) donne: 

du 
-~z -at- I2p2n -at- 8 P a r e -  21~ + t ) =  o, 

et suivant le m6me proe6dd que pour  le cas pr6eddent, on arrive ~ l'dqua- 
tion: 

(~ 5) sta' + (r + k)a = o, 
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oh nous  avons  pos6: 

(16) 

F.  Briosohi. 

t = 25a ] + 7b8,8 + c-~-c3,,, 

3'. 4'. 7' 
k = x5bs, + 5 a~, 

b3,3, b3,,, c3,, 6tant les invariants qui se ddduisent des expressions (7), (8). 
L'analogie entre les formules (i2) et (I5) est 6vidente; l'6quation de 

condition sera en cons6quence aussi dans ce eas une relation invariantive 
de l'ordre 21 et de la mgme forme que la sup6rieure. 

j, 
Pour la transform6e, posant encore Z = - - ~ ,  l'dquation (I4)donne 

en premier lieu: 

5_p o 4 ~ - -  3P, Z - -  2ps + 9 p ;  = 

OU: 

9 dq~ 
q ~ - - 3 %  = O  et en cons6quence q3 --jrdz 

La valeur de q4 peut 6tre d6termin6e par l'6quation (13). 
1 

effet par la substitution de Z k --~- ,  que: 

On trouve en 

h A  ~ _~_ 24z'~[q 4 

mais 2 z ' =  const., en cons6quenee: 

8 d% 3 dr% 
q~ 5 d~ + 5 dz, 

C 6rant une eonstante; et enfin: 
d'q~ 

q , =  3--j~, + C. 

8 aq, 3 a'q,l . 
5a+ +-5 d.'J, 

---- C, 

On a ainsi d6montr6 le th6or6me du k HALI'HEN: ~ Toute 6quation du 
quatri6me ordre dont les int6grales sont li~es par une relation quadratique 
est r6ductible par une substitution de la forme (2) au type: 

a A c t a  m a t h e m a t i c a ~  tome 3~ pag. 349. 
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d'v d2v dq~ dv ( d'q, C, ) 
dz- -~+6q~d-~+9~-z  ~ +  3 d - ~ - +  v - - o .  

J 'ajoute ici une observation qui regarde aussi le eas pr6c6dent. La 
quantit6 t (16) est un invariant du huiti6me ordre: on aura donc: 

r 6tant form6 avee q2, q3, q4 et leurs d6riv6es par rapport k z, comme 
t l'est avec/~2, P3, P4 et leurs d6riv6es par rapport  ~ x. Cette derni6re 
6quation donne: 

d--rz'9 = t' - -  8tZ.  
dz 

2' 
Or si dans l '6quation (15) on pose i- 

dr 

6tant xz '9 ---- k. 

Cette derniSre 6quation est l '6quation 
form6e, et l'on prouve facilement qu'elle 
sup6rieures de q~, q4. 

- - - - -  Z, on d6duit: 

O~ 

de condition pour la trans- 
est satisfaite par les valeurs 

7. Les cas qui suivent peuvent 6tre trait6s avec la m6me m6thode 
directe, et sauf des calcul plus longs ne pr6sentent aucune difficult& 
Par exemple, dans le cas de n ~ -  3 , m =  4 et en cons6quence g - -  I5, 
si l 'on pose: 

( i ,  o ) =  ~, (2 ,  1) = 

les deux valeurs de ( i ,  5) donn6es par la formule (9) conduisent k une 
premiere relation: 

,a' ~ i .,,, 4 
- -  8 2 - -  2p~2' - - - -  (7P8 - -  3P'2) 2 15 

et les deux valeurs de (x , 3) k la suivante: 

5 -,,, 1 2" 1 ( i  xp; ~ 3p; '  + 36p~)a' a/L + I a ~  + ~p2a -+- 7~(13P3 + 3/o;) + y~ 

2 33 , + 7I ~ --6~p3[II "~.P'2t' + 5P2Pg ~2-P2P2) ~ 

3 , oll a = P8 ~ P ~  est l ' invariant du 3 ~e ordre. 

0~ 
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Enfin l '6quation qu'on d6duit de la formule (9): 

a (o, 4) 
dz + I e p , ( I ,  3) "~" 4p3(o, 3) = o 

donne la troisi6me relation: 

' I (a,,, + 3" 5: '9 p~a);t' 
a a  Iv 21-- ~ a')t'"+ ~ (2a"+ 75p, a)2" + ~ 77a' + 55p, a '+ 

�9 ' " 3"5"3xp '2a '+ p~'a+4*.3*._,v]a 2=0.  +2--7~.9 s + 2 

Pour  la transformde, en po~mt Z = - - ~ - ,  et: 

+-t  Z ' - -  P, = s  2 

les trois relations supdrieures deviennent: 

s ' =  2 s Z + 4 (  dq' 7 ) 
-5 \dz 3 q' z'3, 

7as = Y r I dt~3 .gf_ d'~[,~ 
[. 6 dz I d** - - - - 2 5 q ~ q  ~ + 3~32 q ~ ~-~]Z 't. 

Si l 'on pose: 
OZ '~  ~ 8 

la premi6re se reduit  k: 

da ( I4  dq~ 

et la seeonde h,: 

d'a 7 d'q, + 2 Iq2 
7aa = ~ ~z' 4 25q:ta "]- ~ dz---~- dz J '  

3 dq, oh l 'on a substitud s qa sa valeur a~-4 - ~ - z "  

L'61imination de a donne ainsi une premi6re 6quation de condition 
entre a et q~ et leurs d6riv6es. 
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La troisi6me conduit de mgme ~ une seconde 6quation de condition 
entre a e t  q2; ou k la suivante: 

d~a da d~a 3 �9 ~ �9 31 dq2 da 
dz---x + 6 . 7 .  x I .a~- z + 75q~ ~ + 2 dz dz 

..at.. 9 . 8 3  d~q~ 2 4 ~ a  
a + 4  3.q~ 2 ~ ' 

~---0.  

Dans ce cas, comme on salt, sont comprises certaines 6quations diff6- 
rentielles hyperg6om6triques du 3 'he ordre li6es aux 6quations modulaires 
Jacobiennes pour la transformation du septidme ordre. 1 

Le cas de n = 5 , m =  2, et en cons6quence comme dans le cas 
pr6cddent g = 15 conduit analoguement k deux 6quations de condition. 
En posant: 

, o , o ,  o) = a, (o ,  : ,  o ,  o) = , , ,  

et:  

2) , '  ~ - - 3  Z2 + 4P 2 = s ,  

ffZ ,t2 = 8~ 

on trouve: 

et: 

I da  

q3 4 dz 

dq 4 dtq~ 
2 0 a a  = 2q~ - -  1 5 ~ "3 t- 2 0  ~ "31- 8oq2q~ , 

a 6tant l ' invariant du 3 m~ ordre. L'61imination de a donne la premi6re 
6quat ion de condition. La seconde 6quation est la suivante: 

[ dq4 d'q, dq, ] d" 5dSq4 iooqdq, 
2q~ - -  .5 ~zz - 4 -  .5 ~ "a t-. 300q2 --dz - -  20~ a + 4 ~ 4 dz ~ 

( dq,) d'q, 8oq3dq~ d~dq,  d'q, + IOq4 2q3 - - 5  ~ -Jr- I80q~ dz---- Y -  ~ + I40 ~ + 60q3 dz" 

+ 8ooq~q3 = o. 

t Voir  rues lettres ~ M. KLEIN Sur  quelques dquations diffdrentielles, M a t h e m a t i s c h e  
A n n a l e n :  Bd. 26. 
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En substituant au lieu de q3 sa valeur sup6rieure, et posant: 

Ioq~ = # + k, 

les deux 6quations se simplifient beaucoup et Yon a: 

d'*ff I( ~Z dk) 2 dq, 
dz--- i + ~ 2k + 3 a ~  + ~q~ - -  3-d-z-z = ~  

d'a I [  d'a dkd'a d'kda d'k ] 
dz--~+;. 9k~z, + 7 ~zz d~z~ + 3 ~z, ~zz + ~z, 

+ k [ 2 k ~  + 3a~z k] r,d'q, 2k~z, clk - - 5 [ ~ +  + ~ q , ]  = o. 

Ces 6quations sont sntisfaites en supposant k----o, et en cons6quenee: 

d~q2 15 dq4 deq2 
5 dq, d'q: ~ 8 q~ 2 dz q8 --~ 2 dz ' d~  ~ , . . . .  25 = O. 

On arrive ainsi au th6or6me: ,L'6quation du 5 ~ ordre: 

d % d Sv d % dv 
dz--~ + ~oq2 ~ + xoq3 ~ + 5q,-d-;z + q~v -- o 

dans laquelle: 

5 dq, 
q3 ----- 2 d z  ~ 

[ a'q, 3a ] 
8a 'q '  + q. = 5 7h;r .+2d  ! q4 --'~ dz* 

et ~(z) = Az 2 + .Bz + (J ; A ,  B ,  C constantes; a ses mt%rales li&s par 
une relation quadratique). 

F6vrier I89o. 


