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LES INVARIANTS DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

PAR

F. BRIOSCHI

4 MILAN.

1. Si 'on transforme une équation différentielle linéaire:

n(n — 1)

(1) YO+ —=——2y" P + ... + Y + Py = o,
dans laquelle:
dry
") —
yr = der

et p,, Py, ..., p, fonctions de x, en posant:
(2) Y = pv,

p fonction de x, v fonction d'une nouvelle variable 2, elle aussi fonction
de z, et I'on suppose: ‘
’ pp '

n—13z"
2 7

’

A
P

la transformée aura la forme:

d*v  afn—1) d*2p dy _
M + 2 q2 dan—2 + [ + n9n-—]d_z— + 7. = O,

Soient:

7

SAE

1 ’
= Z, ‘—'Z'+£Z2=P2’ P, =P —rZP,
on trouve trés facilement que les quantités:

o2 +3 17
92275 43875 -0 oy Q¥
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peuvent s'exprimer en fonction de p,,p,,...,Z,P,,P,,.... On a,
par exemple:
re n+ 1
q25 = p? + 2. 3 P?’
. +1
9,2° = p, — 3p,Z + —— P,

4

q45,4 =P, — 6p3Z + 9p2Z2 + (n + 5)]’,
(o Dsn 4 7) p | 30+ 1) p

+ 3.4.5 2.5 ¥

et ainsi de suite. En différentiant par rapport a z la premiere de ces rela-
tions on a:

(_i—q_,ZIS

n41.
dz . P

=p;—2p2Z+ 23 s

et & cause de la seconde:

3dg Vs __ . 3.,
[qs_adz]z = b 2p?'

L’expression:

3. .
Py —3P: =@, ou encore: ¢; —

a été nommée par LAGUERRE invariant de 1'équation différentielle linéaire.

Une équation différentielle linéaire de Yordre m a m — 2 invariants
de cette espéce, qu'on peut nommer invariants fondamentaux, parce que
les autres, comme on verra dans la suite, se forment avec ceux-ci. Pour

chacun d’eux on a:
’
a,z" = a,,

a, étant fonction de p,, p,, ..., p, et de leurs dérivées, et analoguement
pour a,.

M. ForsyrH dans son travail Inmvariants, Covariants associated with
Linear Differential Equations,' a calculé les expressions de a,, a,, a;, a,,
a,; lesquelles avec de petites modifications de formne sont les suivantes:

! Philosophical Transactions, Vol. 179, 1888.
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. 3.
@y =Py — ;P

6 '
a, = Py — 2p3+5p _‘g

5 'l’ Io7lb+ 13

“5"'—]) __}4+ p 7 7 n+I “3’
’ rre 3 + 7
a; = Py — 3p; + hl% -— 193 + ]0 —5— nt 1 y2UN

7+ 38 sy 3350 + 1120 + 03
T Tal g ) AP SIY) — DI
’ 10 rrr 7 v
a; = P; "‘gps'{'“*spﬁ ”204 + p 410
21110 + 31 9 38sn® 4+ 1728n + 1919 .
T ax1 BT (n + 1)? D2t
3+ 4 " ’ o '
il + I)[Iopzaa — 35p:0; + 21p; as]

Le calcul de la partie linéaire d’un invariant quelconque @, ne présente
pas de difficulté; on trouve en effet qu'elle est la suivante:

(5) z.,Af-,s[pii”zs . (r—2s)(r —2s — l)p(“zwl) ],

2(2s 4+ 1)(r —s— 1)}
ou I'on a

{r — 28 — 2)(r — 28 — 1)¥r — 2¢)
4(s + 1}(2s + 1)(r — s — 1)2r— 28 — 3)

Ar,O - I? A‘i',s-}-l =

r . r— :
et §=0,1,...,5-—1 Pour ¢ pair; §=10,1,..., — 3 pour r im-

pair. L'autre partie doit se calculer dans chaque cas; pourtant on peut
la rendre moins compliquée de la maniére suivante.

2. Soient & , £, deux intégrales de Yéquation différentielle du se-
cond ordre:

P/l -
- - o:
+n+1 2% ’
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en posant:

y= 50(51 ’ 52)’

¢ étant une forme de l'ordre m— 1 & coeflicients constants, on aura
I'équation différentielle linéaire suivante, de l'ordre n en y:

(6) g 4 M= Dy e ol Ly Ly = o,

dans laquelle:

3, 9 ., , 3(6n+7)
la = Pq» ls =§p2’ l4 =gp2 + 5(n +-I_5pg’
| — ' 3(5n +_72 ’
s = 2P, + T 1 D2y,

15 v, 9(In+29) ., 5.970 410 ,
Z6—7p2+ 7w+ 1 PP o

3(35n* + 1120 + 93)
+ 7(n + I)z p‘l)

.9 ¢ 34w+ 19) o, 27(7n + 10) .,
l, == 41’z + Tl—pzl’z + mﬁ—j YL

., 9(3sn® 4 1120 4+ 93) , ,
+ 2(‘71 + I)! p2p2’

et ainsi de.suite. Si lon transforme l'équation différentielle ci-dcssus
au moyen de la relation (2) on obtiendra la transformée

d*v | n(n—1) dn—2yp dw
dzn + 2 m, dzn—2 + ...+ nmn—la‘; + m,v = 0

et les coefficients m,, m,, ..., m, seront formés avec ¢, et ses dérivées
par rapport a 2z, comme les I,, 2 ,...,7, le sont avec p, et ses dérivées

3

par rapport a x. Mais d'autre part les expressions:
2 3 n
m'*, m2’, ..., M2

doivent se déduire des correspondantes pour ¢,2'*, ¢,2°, ... en substituant

Lyl,y...a p,p,,...; et réciproquement. En conséquence si 'on pose:

=4, — m,., Ar = Pr — lr
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on aura:
'3 14
B2 = A, pEt = A — 64,2,

p2'% = A, — 100, Z + 300, 2% + &EMA3P2,

%§M=%——w%Z+5A[HZW+Z;2ﬂ]

— 54[302° —(n + 4) P, 4+ 3(n + 9)ZP,],
et ainsl de sulte.

Les invariants a,, a,, ... peuvent en conséquence sexprimer comme
il suit:

1070 + 13

’ ’ I rr
a =k o =i—2k o=k —ik+Pn—0E

5 5 T 5
et analoguement pour a,, a ,....

De ces expressions on déduit que si a,,q,,...,a, sont nuls, 4,
Ayy..+s Ay sont nuls aussi et V'équation (1) se réduit dans ce cas a (6).
Donc: si les invariants a,, a,, ..., a, d'une équation différentielle linéaire
de Tordre n sont nuls, les intégrales de cette équation peuvent s'exprimer
par des formes binaires & coefficients constants des deux arguments &, §,,
qui sont les intégrales d’une équation différentielle du second ordre.

Un second résultat peut s'obtenir en observant que si les invariants
impairs a,, a,, @,,... sont nuls, la partie linéaire de l'expression de
chacun de ces invariants est égale a zéro. Au moyen de la formule (5)
on démontre que dans ce cas l'équation adjointe de LAGRANGE se réduit
4 V'équation différentielle primitive, donc: une équation différentielle li-
néaire d'ordre n pour laquelle tous les invariants impairs a;, a, ...
sont nuls est a elle-méme sa propre adjointe.

3. Deux invariants fondamentaux:
a2 = a,, a,? = q
conduisent & un troisiéme invariant de la forme suivante:

_ l2vs (2r41)2s+1) , ,  r(2r+1) ,,  s(2s+1)
(7) ar,s“'q,b+lp2rs+ r s+ aras_7,+s+[a1'as 7.+S+Ia-5a'l‘
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et en indiquant avec §,, la méme expression formée de ¢,, a,, a, ct les
dérivées de a,, a, relativement & la variable z, on a:

rdsd2
42 = b

rys*

En second lieu, des invariants absolus:

$ 8 1 m
ar __ Qr, Brs by, ete
s s = 9 ey
a:‘ a" a;‘+3+2 a:n+s+
on déduit les invariants:
’
8) ¢, = saa, —ra.al; Ay m = ma, b, — (r + s + 2)b,,a,
pour lesquels:
3
rr,az,r+‘+l = cr,:; é\r,’,mzlm+r+:+ = d,,,,m-

4. Les deux théorémes que j’ai démontrés précédemment prouvent
déja le réle important des invariants dans la théorie des équations diffé-
rentielles linéaires. HALPHEN dans ses remarquables travaux sur cette
théorie a donné d’autres preuves de grande valeur relativement aux
équations différentielles du troisiéme et du quatriéme ordre. Peut-étre
une préoccupation continue de rattacher ses nouvelles recherches aux ré-
sultats de sa Theése Sur les invariants différentiels a eu pour effet de rendre
un peu compliquée et pas toujours claire et compléte la méthode qu’il
a suivie. Cette petite remarque ne diminue en rien I'importance des ré-
sultats de HarrHen, d’autant plus que d’ordinaire dans tous ses travaux,
vavec le génie de linvention, on remarque le don si précieux de la
clarté, et une conscience scrupuleuse qui ne laisse jamais rien d'incomplet
et d'inachevé dans les sujets qu’il traitey’

Soient ¥, , ¥,, ..., ¥, les intégrales de 1'équation (1) et:

f(ylrygy"'7yn>=¢(x)

une forme de Vordre m & coefficients constants. La fonction ¢(x), comme
il est connu, doit satisfaire & une équation différentielle linéaire de l'ordre: .

_(m+m+2)...mt+n—1) nn+1)...(n4+m—1)
- 1.2...(n~—1) - 1.2...m

9

' Allocution prononcée par M. HERMITE, Prdsident de 1'Académie des sciences,
Comptes rendus du 30 décembre 1889.
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dont les coefficients sont fonctions de p,,p,,... et de leurs dérivées.
J’al donné il y a quelques années une formule générale pour le calcul
de cette équation d’ordre g.' En considérant les g fonctions de z:

(7‘1 s 7‘2 g by 7‘"_])’ (15795 vesTn-1=0,1,2,,.,,m)
pour lesquelles ont lien les relations:

(0,0,...,0) = p(x),

(rysTys ey ¥uy) =0

pour
rmr e >,
d(T] s 7'2 3 e ey ’I'n,__l) n—2
(9) dz = ;srs(/rl oW g — 1, ¥ipy + I... /rn——-l)

+m—r)r, + 1,0, .. 1)
. n_lzn:sn(n—— ...(n—s+1)

I.2...8

Py Py ooy oy 1oty — 1)
2

on arrive & l'équation cherchée par la dérivation successive et I'élimina-
tion. Si I'on suppose ¢(z) = 0, c'est-a-dire que les intégrales de 1'équation
(1) vérifient une relation homogéne de l'ordre m, les opérations indiquées
conduisent & deux résultats remarquables; 1° aux relations qui doivent
subsister entre les coefficients de I'équation (1); 2° & la recherche d’une
transformée (2) laquelle satisfait & ces relations.

Ces relations, comme Harpuex l'a démontré pour » = 3,m = 3;
% =4, m= 2, sont formées avec les invariants des équations différentielles
des ordres 3, 4.

Dans Tun et l'autre de ces cas g = 10; comme en général g con-
serve la méme valeur si n =i, m =j; oun=j7+ 1,m=14i—1. Les
relations entre les invariants conservent alors la méme forme.

5. Je suppose dans les paragraphes suivants ¢(z)=o0. Soitn =3
et 2(y,,¥,,y,) le hessien de la forme f(y,,v,,¥,). Si 'on pose:

A = Z(+ y.y595")

! Aunnali di Matematica, Tome 13.
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on a en général:
(0,0) (1,0) (o, 1)
h.A*=|(1,0) (2,0) (1,1)],

(0,1) (1,1) (0,2)
mais si (0, 0) = o la formule (g) donne (1,0) =0 et:
(0, 1)+ (m— 1)(2,0) =o0.
En conséquence si I'on pose (2,0)=121 on a (0, 1) = —(m— 1) et:
(10) hA? = — (m — 1)%. 2%
Soit m = 3, on a encore & considérer les six expressions (r,, r,):
(r,1),(1,2),(3,0)
©,2), (2, 1), 3)
pour lesquelles on obtient & l'aide de la formule (9):
(t,1)=—4& (3,0) =34,
(2, 1) =", (0, 2) = —2)" 4+ 3p,2,
et pour (1, 2) les deux valeurs:
é[ﬂ"' + 9P, A + pA] 5 — 28" — 3p, X + 3pA— 4p,A

et en conséquence:

(I I) 2 + 3]72X + %(31)3 - 22?-;))\ = 0,

2
(1,2) = 3p, A ——gal,
étant:
3.
@ =p;, — D

le seul invariant fondamental dans ce cas. La formule (9) donne encore:
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, 12 2,
(0,3) = gp,A —-——S—a/l’-—gall,

d(z;s) + 3[3p,(1, 2) + p,(0, 2)] = 0

ou, 4 cause de (r11):
21al’ 4+ 7a'X + (0" + 27p,8)A = 0.

En éliminant 1” et A"’ entre cette équation, celle qui en découle par
différentiation et 1'équation (11), on obtient:

(12) by + (b’ + 2'75°3‘a3)A — o,

ou
b= 27p,a; + 70, — 6a,ay
est un second invariant de 1'équation différentielle du 3™ ordre (voir for-

mule (7)). Enfin si l'on pose:

’ ’ 7'17 111 7 s 2'17 "
c=8ba—3ab, p=72p2ab+_lz_ab ___‘_‘.ab ____3__ba’

q = 192p,b* + 170’ — 1660",

invariants des ordres 12, 13, 18, on trouve pour I'équation de condition
la suivante:

;1—7—(327)1)—- 63ag) + 4.7°. 3“030—‘3%'—3— T=

expression invariantive de l'ordre 21.
En supposant cette équation de condition satisfaite, on peut trans-
former I'équation différentielle:

y¥" + 3py + py =o0

de la maniére suivante. Je pose:

Z = —=

Acta mathematica. 14, Imprimé le 11 décembre 1890, 31



242 F. Brioschi.
(paragraphe 17); I'équation (11) devient:

Pz - 3p2Z +g(3p3 - 219;) = 0;
mais pour la transformée:
d*v dv
ET+ 3’1,54‘43’” =0
on a:
ggzla = pa - 3p2Z + PS;
on aura donc:

qaz'3+§a=o ou g, +i;'a=o

ou enfin:

qui compléte la recherche relativement & la transformée.
On peut encore observer que I'équation (12) donne:

7'31/‘“3&:
C TasJ v
A=IF6 8

et va que A dans l'équation (10) est une constante, on en déduira la
valeur du hessien A(y,, v, , y,).

6. Je passe 4 l'autre cas pour lequel g = 10, ou n = 4,m = 2.
Ce cas forme l'objet principal du mémoire de HarLpuEN Sur les invariants
des équations différentielles linéaires du quatriéme ordre publié dans ce
journal (tome 3).

Etant (0, 0,0) = 0, on aura (1,0, 0) = 0; et en posant:

(2,0,0)=14, ona (0,1,0)=—A4A
Les six autres fonections sont:
©,2,00=p (0,0,2)=v

(1,1,0)=1, (1,0,1)=m, (0,1,1)=mn
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et:

(0,0,1)=— @A +1).

On a ainsi:

0 o A X 41
o A l m
(13) hA? = ;
A l 7 )
N4+1 m n v

mais dans ce cas % est constant, la valeur du déterminant sera donc une
constante.
La formule (9) donne:

-
[SRYE

l=-X, m= —

P " + 4p,2),  p= 21"+ 6p,A

et pour n les deux valeurs:
X" 4 3p,X + 3pid s —3 X" — 3p,X + (4p, — 6p5))

et en conséquence:

2

mn EE I___
(14) K+ ph —

(4p, — opy)A = o,

’ I ’
et:

6 17 18 ! 8 ’ 17
vy = -gép,)l + —5—103)‘ + <‘5'p3 _g"pz + 36p; '—p4))~-

Enfin la méme formule (9) donne:
d
Zl% + 12p,m + 8pm — 2p,(X 4+ ) =o,

et suivant le méme procédé que pour le cas précédent, on arrive a l'équa-
tion:

(15) 8t + (' 4+ k)A = o,
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oll nous avons posé:

(16) t = 25a; + 705,53 + 755 Cs3,0
k= 15b,,— >t g,

bss » bs,1 5 Cs,q étant les invariants qui se déduisent des expressions (7), (8).

L’analogie entre les formules (12) et (15) est évidente; I'équation de
condition sera en conséquence aussi dans ce cas une relation invariantive
de lordre 21 et de la méme forme que la supérieure.

Pour la transformée, posant encore Z = ——i, I'équation (14) donne

en premier lieu:

Z‘Pa— 3pzz—2p3 +2P; =0
ou:

q; — 3a, == O et en consequence g, ===—".

La valeur de g, peut étre déterminée par I'équation (13). On trouve en

’

effet par la substitution de Z a —%, que:
2 __ ja 4 §d% §‘£’lg .
RA? = Mz [q4—53? Sdz,],

mais A&’ = const.,, en conséquence:

8dgy |, 3%, __

q‘—sdz 5dz’_C’

C étant une constante; et enfin:
2

Ly e

d
q4 = 3 dzi

On a ainsi démontré le théoréme du & Harpuexs:' Toute équation du
quatriéme ordre dont les intégrales sont liées par une relation quadratique
est réductible par une substitution de la forme (2) au type:

! Acta mathematica, tome 3, pag. 349.



Les invariants des équations différentielles linéaires. 245
d'v d*v dgq, dv dyq,
ot gt (3t + =0
J'ajoute ici une observation qui regarde aussi le cas précédent. La
quantité ¢ (16) est un invariant du huitiéme ordre: on aura donc:

2% = ¢,

t étant formé avec g,,q,, ¢, et leurs dérivées par rapport i z, comme

t Test avec p,, p,, p, et leurs dérivées par rapport & z. Cette derniére
équation donne:

dT 29
c_l;z = {' — 8tZ.
Or si dans I'équation (15) on pose %= — Z, on déduit:
dr
e + x=o0,

étant x2'* = k.

Cette derniére équation est 'équation de condition pour la trans-

formée, et l'on prouve facilement qu'elle est satisfaite par les valeurs
supérieures de ¢, g,.

7. Les cas qui suivent peuvent étre traités avec la méme méthode
directe, et sauf des calcul plus longs ne présentent aucune difficulté.
Par exemple, dans le cas de w = 3, m = 4 et en conséquence g = 15,
si 'on pose:

(1,0)=14, (2, 1)=p
les deux valeurs de (1, 2) données par la formule (9) conduisent & une
premiere relation:
4 I 1 ’ 4 ’
o= X" — 2, X — 1o (70 — 3p3)A

et les deux valeurs de (1, 3) 4 la suivante:
I v nr 1 ’ n ’ ’r 14
ap+ 58+ 2027+ (130, + SN+ (11— 3y + 36p)A
I 11 ’” 1y 3 ’
+, (‘6“203 —Py" + 25p,0, ~§;p2pz)l =0,

ou a = p, —g p; est invariant du 3™ ordre.
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Enfin I'équation qu'on déduit de la formule (9):

d (o 4)

+ 12p,(1, 3) + 4p5(0,3) =0

donne la troisiéme relation:

al” + g-a’ﬂ”’+ ;(2a"+ 75P,8)3" + —( " 770" + 55p,0 4 222 5 p,a)l

+: 9(a“’+67II a@ +75p,0 + 252 pra 253 S prat 43ty )l
Pour la transformée, en posant Z = —%%, et:

£y 1o p
} + 2 VA .P2 = 8
les trois relations supérieures deviennent:
4(day 7.\,
s _28Z+5(dz 3q,>z’,

_[__11dq, . d'q,
705 = l_ 6 dz* ds*

33, 80,
+%973_Z_’Jz5'

Si I'on pose:

la premiére se reduit a:

et la seconde a:

11d’a ¢ 7 4%, dq,
a0 = — [G 50 + 2508 + 1% + 210,92,

3 9:
2dz

L’élimination de ¢ donne ainsi une premiére équation de condition
entre a et ¢, et leurs dérivées.

ou l'on a substitué 4 ¢, sa valeur a={- =
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La troisiéme conduit de méme & une seconde équation de condition
entre a et ¢,; ou a la suivante:

1dg, d
+67 ua +7s,d,+ 587 e 22

2
+9§§a%%+~ﬁwﬂﬁa=0-
Dans ce cas, comme on sait, sont comprises certaines équations diffé-
rentielles hypergéométriques du 3™ ordre liées aux équations modulaires
Jacobiennes pour la transformation du septiéme ordre.’

Le cas de n = 5,m = 2, et en conséquence comme dans le cas
précédent g = 15 conduit analoguement a deux équations de condition.
En posant:

(2,0,0,0) =], (0,2,0,0)=p
et:
14
Z=—c= %—3Z’+4P2=s,
o =s,
on trouve:
__lds
93—25

et:

20a0 = 2q, — 15 iz t 4+ 20 + 80q¢.9.,

a étant linvariant du 3™° ordre. L’élimination de ¢ donne la premiére
équation de condition. La seconde équation est la suivante:

-2 S d4Qs Sdaq (Zg4

[295 5 dz I 5 d l 30 Oq2 200q2q3]g + 4 R __2._(.2;.35__ Iooq2 3,
d d d7
+ qu4<2.‘ls )-l— 180g, dq 8oy, d% + 1405 fls !13 L6 q

+ 800¢3¢; = o.

' Voir mes lettres & M. KLEIN Sur quelques équations différentielles, Mathematische
Annalen, Bd. 26,
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En substituant au lieu de g, sa valeur supérieure, et posant:
109, = o 4k,
les deux équations se simplifient beaucoup et l'on a:
de¢ 1 dg,
(k4 307) + 20, — 35k =0,

d’¢ | 1 da dk d’s dkde , d*k
e +5[9k3? +7%,00 t30na T ]

. do ak 1d%, dg‘ .
+ k[zk% + 305 |— [4 Loy 2 +dz ]_ o.

Ces équations sont satisfaites en supposant £ = O, et en conséquence:

wetlh fhostr o-Boufieo
On arrive ainsi au théoréme: »L'équation du 5™ ordre:
§-§3+ qu,g;’+ 104332—",’+ 5q4%+ ;v =0
dans laquelle:
7, =25 (5 0, = s[152+3F]

et ¢(3) = 42* + Bz + C; A, B, C constantes; a ses intégrales liées par
une relation quadratique».

Février 18g0.




