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SUR UNE PROPRIETE DU SYSTEME D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES

QUI DEFINIT LA ROTATION

D’'UN CORPS SOLIDE AUTOUR D'UN.POINT FIXE

PAR

SOPHIE KOWALEVSKI

4 STOCKHOLM.

Dans mon mémoire Sur le probléme de la rotation dun corps solide
autour d'un point fize jai dit que les équations différentielles?

d 1 7 d 1?
Az = (B—C)ar + 91" — a7 =1 —a"

!

d iy 17 -,
(I) 3{71'—‘(0‘—14)7104‘%7‘—%7" ;ztz=l’i‘ —

"

dr ’ d ’
Cop=A—Bypg + oy —uwr g =a—or"

auxquelles se raméne le probléme considéré, n’admettent point en géné-
ral de systéme d'intégrales uniformes, renfermant cinq constantes arbi-
traires et jouissant de la propriété de n’avoir que des poles dans toute
I'étendue du plan de la variable ¢.

! Acta mathematica, T. 12,

* Pour cause de britvete jécrirai toujours dans le présent mémoire z,,%,, %, au lieu
de Mgz, , Mgy, , Mgz,. o,.7%,,%, désignent donc les coordonnées du centre de gravité du
corps soiide, multiplides par la masse de ce corps et par l'intensité de la force de gravité.

Acta mathematica. 14, Imprimé le 26 movembre 1889. 11
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Si tel était le cas il faudrait en effet pouvoir intégrer les équations
différentielles (1) par des séries de la forme

p=t"2,pt" r=t X,
(2) g =12, 01, r =t gt
r = t“fo:,"r,,t", 7= t~2)0:,,h,,t",

ces séries devant étre uniformément convergentes dans un certain do-
maine et devant conlenir en outre cing constantes arbitraires. Mais, comme
je T'ai fait voir dans mon mémoire cité, pour #» = 1, 2, ... les coeffi-
cients p,, 9., 7., 9., h, dans les séries (2) sont définis par le systeme
d’équations linéaires suivantes
(n - I)Apn - Al (q()’rn + ?'an) + Zogn _ ?/Ohn == Pn)
(n — 1) Bg, — By(rops + Pots) + Tohy — 2efy = Qs
(n - I)Crfl - Cl(poqn + %pn) + yOfn - xogn = Rn’
(" - z)fn — Y09n — Go7a + qohn + hOQn = En
(n - Z)gn "'poh'u - hopn + rofn + folrn = Gn’
(0 — 2)h, — ¢of, — fo0 + Pod0 + gop. = H,,

(3)

ou les P,...H, désignent des fonctions entiéres des coefficients p,, ...k,
tels que m < n.
Pour n = 0 on a le systéme d’équations suivantes

— Apo = Alqo"‘o + yoho — 2,9 . 2fo = 190 — qoho’
(4) - qu = Bllropo + Zof; —xoho’ - 2g0 = poh‘o - ro [ 34
- 0‘7‘0 = Clpoqo + X4, _yof;i - 2ho = an(‘) — P9,

J’ai montré dans mon mémoire cité que, sauf pour trois cas spéciaux,
il n'y a qu'un nombre fini de systémes de valeurs de p,,q,,7,,7,, 9, P,
qui satisfont aux équations (4).
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Pour chacun de ces systémes les valeurs de tous les coefficients
P,-..h, sont complétement déterminées par les équations linéaires (3),
54 moins que le déterminant de ces équations ne soit nul pour certaines
valeurs entiéres positives de n. Clest donc ce déterminant que je vais
maintenant calculer.

Je dois de nouveau, comme je Vai fait dans mon mémoire cité,
distinguer deux cas.

Premier cas. Les quantités réelles positives 4, B, C sont telles
qu’aucune des différences

4, =B—C, B =C—4, C=A4—8

1

n'est nulle. Dans ce cas j’ai montré dans mon mémoire que les équa-
tions (4) ne peuvent étre satisfaites que par le systéme suivant de va-

leurs de p,, q,, 75155 9y By-
Si I'on pose

/24 + 2 _\/2B+/1 _\/20+1
“_\/ i b= B ‘= C,

i

(en définissant le signe de chacune de ces racines d’'une maniére arbitraire)
on doit avoir

p,= b,
q, = ca,
¥ = — ab.

[

En posant ensuite
p = Ax,p, + Byq, + Ca,r,,

on trouve
A A
f; = —— Alqorol—l= (2A + /1)]70/:;
A A
9o = — Blropo;l= (2B + A)qo;’
3 C A A
o T T 110090/'2: (2C + A)ro;l’

la quantité A désignant une racine quelconque de I'équation algébrique

Axopo + By,q, + Cz,7y = — (Alxoqoro + By,7,p, + szapoqo)'
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(Cette équation, mise sous une forme rationnelle, est du 8™ degré par
rapport a A lorsque les constantes 4,B,C,,,y,,%, sont indépendantes les
unes des autres.)

Pour plus de facilité dans les calculs j'écris 24 au lieu de 4. On
a alors, en posant

Bad L _Ct)
B, ’ c

1 1

a® ="——=, b =

p = 2(Az,bc + By,ca — Cz,ab),

24 42(4 + A

p, = 2bc, f, = “";quo’"o ——;‘—————po,
20 o, 4A(B + 2)
(5) 9, = 2¢ca, g, = ——B17oqo =49
¢ 2
22 4A(C + A
r, = — 2ab, h, = —;011’0% =—~ﬂ—»lro,

A étant une racine de I'équation algébrique

B+i, /C+ A ¢+ A+ 2
7 + 20|/ By S +JoB+zA\/ VL

1

+ 2, C‘+2)¢)\/A+/l\/3+x o.

Pour calculer le déterminant des équations (3) je vais tacher de résoudre
ces équations sous la supposition que P, =@, =R, =F, =G, = H, =o.
Je pose

Uy = PoPu + 900 + 7670y
(6) u2 = Apopn + quqn + G)’O’I‘n,

u’3 = A?popn + BﬁQan + C,'rorny
d’ou il résulte
BCu, — (B + O)vy, + u,

Do = — onl 4
_ CAu, — (C + A)u, + u,
%q’n = = O A ’
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Je pose en plus
Uy == Go¥y — ]IOQn’

(7) Uy = hop,— [,
Vs = [ogn — JoPa-
Les trois premiéres des équations (3) se réduisent alors a
(n — 2)fo — 70gs + Gl =)
Tofa + (0 — 2)g, — pohy = 03,
— @ofo + 2ogu + (0 — 2)h, = 05

Si je pose n— 2 ==m, le déterminant de ce systéme d’équations est égal a

m —1, g,
7, m — P,
— 4, b, m

=m(m® 4 p; + q; + r5) = m(m* — 4) = n(n — 2)(n — 4).
En supposant donc que n n'est pas égal ni & 2, ni & 4, on trouve
nin — 2)(0 — 4)fu = (m* + p)or + (Pogo + mre) vy + (pors — M) 05
= (n— 4)3{{-1100[(Am — 2)u, — (m + 2)u,].

En divisant par (»n — 4) il vient donc
nn — 2)f, = 25100(Amux — 2)u, — nu,),

(8) n(n — 2)g, = %lqo(]_?nml — 20U, — N,),
n(n — 2)h, = i‘—/lro(Cmu1 — 2Au, — nu,).

Prenons maintenant les trois premiéres des équations (3)

(v — 1) Ap, — A,(907 + 708s) = Yol — 209ns
(9) (n_ I)Bqﬂ - Bl(r0pn + .porn) - Zoﬁn - wohm
(n - I)U"'n '—01(100% + %pn) = xogn_?/oﬂr
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En les multipliant respectivement par p,, q,, 7, et en les additionant on
trouve

(10) (n— 1u, + 24,9,7,p, = Zxo(rog,, — g, )

(Les signes 2 impliquent une sommation respectivement aux trois quan-
tités symmétriques ABC, 4, B,C,, p,q,r, ou z,9,7,). Mais

2 A,qyrop, = — 22(4 + Npopa = — 2 (4, + Mu,),
n(n — 2)(ryg, — qoh,) = ?roqu,mul, m=n—2,
par conséquent, vu que 2z,4,q,7, = — g,
N2y (ToGn — o) = — 220,

L’équation (10) se réduit donc & la suivante

n{(n — 1)u, — 2(u, + i)} = — 24n,
ou

(11) nn — 3)u, — 2(n — 1)u, = o.

De méme, en multipliant les deux co6tés de chacune des équations (g)
respectivement par Ap, , By, , Cr, et en les additionnant on trouve

(12) (n - I)M3 + EAAIQO".OPH == Zx()(cyf‘ogn b Bgokn)'

Mais
2 Adiqyrop, = — 224‘1(14 + Npopn = — 2(Auy + us),

A
n(n — 2)(Cr,g, — Bg,h,) = 2; A,r,q,(24u, + nu,),
n(n — 2) Xa,(Crog, — Bgoh,) = — 2A(2du, + nuy,).
L'équation (12) se réduit donc & la suivante

n(n — 2){(n — 3)u, — 2Au,} = — 4%, — 2Anu,

ou bien

(13) n(n — 2)(n — 3)u, — 2n(n — 3)Au, + 4A%, = o.



Sur une propriété d'un systdme d’équations différentielles. 87

En combinant les équations (12) et (13) on trouve
42%u, = n(n — 3)u,
20, = (n— 1)u,.

En portant ces valeurs de u, et de », dans les équations (8) on trouve

fo = lln — 3) 4 — adju,,

(14) 9n =%{(ﬂ—3)3~41}u3,

TG
h, = m{(n — 3)C — 4dlu,.
Posons maintenant
(15) k,b=A+ B+ C, k, == BC + CA + AB, k, = ABC,

multiplions chacune des équations (g9) respectivement par BCp,, CAg,,
ABr, et faisons-en la somme

(16) Ky(n — 1)u, — T(ABC, + ACB,)qsrop, = Z,(ABrog, — ACq,1h,).

Mais on a

2(ABC, + ACB)q,r,p, = 22A(A + (B + C— A)p,p,
= 2[— 2k,u, + (2k, + M)u, — (k, + 20)u,],
par conséquent
ky(n — 1)u, — 2 (ABC, + ACB)q,7,p.
= (1 + 3)ku, — 2(2k, + W,)u, + 2(k, + 22)u,

ou bien, en portant dans cette équation les valeurs de u, et de u, ex-
primées en u,, on a

k,(n — 1)u, — X (ABC, 4+ ACB)q,r,p,
— e (nk, — n(ok, + 82, -+ 43%) + 4A(zk, + 3%, + 429,
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D’un autre c6té on trouve
ABr,g, — ACq.h, = 2‘;%’{(% —3)A(B 4+ O)A4, — 4244}
= =B + Bir— 3)4(B + €) — 424)
=l — 3k, — [0 — 3)(k, + M) — 4414 + (0 + 1)24%).
On a

Tdap, =p,  Zazp, =—L.

Posons encore
2 —
ZA%,p, = p,.
On a trouve alors

2 ,(ABr,g, — ACq,h,)
= ?:7 — (n— 3)k, — 2(n — 3)(k, + Ak)A + 82° + 2(n + I)Aﬂ%l .

u.‘l
2)*

— n(k, + 2k A+ 2k,2%) + 3k, 4 6k A4 6k,A* + 84° + 2(n 4 1)).”-;l

En portant ces valeurs dans I'équation (16) on trouve

(n — 1)kyu, — 2 (ABC, 4+ ACB))q,r,p, — 2%,(ABr,g, — ACq,hk,)

— el — n(ak, + ah2) — 61, — 4k1 — a0 + D)
=2+ Dinm —1)k* — 6k, — 4k, A — 4,1?/_‘1l — o.
44* 2 1 P

Par la maniére méme dont mnous sommes arrivés a cette expression, il
est clair que le facteur de w,, multiplié par n(n — 2)(n — 4), est le
déterminant du systéme d’équations (3)

A =(n+ 1)n(n—2)r— 4)(%(% — 1)k, — 6k% — 4k, A — 4/1’/_‘:).

L'équation A = o n’ayant pour aucun systéme de valeurs des constantes
4,B,C,x,,y,,2, cing de ses racines égales a des nombres entiers positifs, il
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en suit que, tant que les quantités 4, , B, C, sont toutes trois différentes
de zéro les séries (2) ne peuvent jamais contenir le nombre nécessaire
de constantes arbitraires pour représenter le systéme général des intégrales

des équations différentielles (1).

Les intégrales générales de ces équations

ne peuvent donc pas étre des fonctions uniformes du temps n’ayant que
des podles dans chaque domaine fini de la variable £,
Considérons maintenant le second cas, et supposons que I'on ait 4 = B.

Posons:
“=p -+ qi, a=r+7’,i}
v=p—4q, f=r—ri

A =A—C=—BRB

C = o.

17 1

Vu que Ton peut toujours dans ce cas choisir les axes des coordon-
nées de maniére que y, = o, les équations différentielles du probléme
peuvent s'écrire sous la forme suivante

du . . 'y da L 7t
A=+ idyru = i(z0— 27", = = — ra—uy”),
dv . . ' ag : ’
AE{ — 40 = —i(s,ff — .1 ) a i(rB— o),
dr FX) dy’ %
G_(_i?=____2__(a___,ﬁ)’ -d—t—z-—-a(uﬁ——?]a)-
Si T'on pose
=120,  a=t"Z,al,
v == t—d%uvnt”f ﬂ = t_zoznﬂntni
r o= t—lg,‘ 7, 8", 7= t—?”k,,t",
on a

U, = P, + ¢,t,

Uy =Py = ¢y

Ay = ﬁ) +goi)
ﬁo = f;) —goi'

Dans mon mémoire cité (page 182) j’ai montré que dans le cas ou 4= B
les équations auxquels doivent satisfaire les six quantités p,, q,, 7., f;,
9o s by admettent deux systémes de solutions.

dcta mathematica, 14, Imprimeé le 29 novembre 1889, 12
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Dans le premier de ces deux systémes on a

— e 20 £ o= 2C
Bo = A—20e,’ o z,’
. . 2
9y = €1p,, 9, = EZf;), e =1,
r, = 2¢&t, hy, = o.

0

Supposons ¢ = 1, on a alors

U, = O, a, = O,

. oz 2C 40
v, = 2p, = 2 0. =
o =2 = ZigTopTs z,’
r, = 2i, h,=o

Pour chaque valeur entiére positive de n, les six quantités u,, v,, 7,
@y, Pn, b, doivent satisfaire au systéme d’équations linéaires suivant

(n — 1) Au, + id,(ryu, 4 u,r,) — 200, + iwh, = U,
(n — 1) Av, — id,(r,v, + v,1,) + %if, — ix,h, = V,,

0
(n—1)Cr, +5 (1 —p) = Eu,
(n — 2)a, + roia, — itoh, + dayr, — ihyu, =9,
(” - 2)13"— ?.Oiﬂ" + 2'v()h'n - iﬂorn + 27201)" = %m

0 1 it 1
(n — z)k,,—z—voa,, + guoﬁ,,—z—aov,, + Eﬂ"u" = H,.

Les quantités U, ... H, désignent des fonctions entidres des coefficients

Um s Umy Tmy Om s P s B pour lesquels m <.
Si Von porte dans ces équations les valeurs précédemment trouvées

de u,, vy, 7y, %, 5 by, elles se simplifient sensiblement et deviennent
(e — 3)4 + 2Clu, + izx,h, = U,
[ + 1)4 — 2Cv, — idyv,r, + 2,5, — ix,h, = V,,
(n — 1)07-,,-—1'?’55" = R,
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(1?/ - 4) a, == QIn)
nﬁn 'l— ivoh’n - iﬂo/rn = %n’

(n — 2)hn—§voan + %ﬂoun = H,.

Le déterminant D de ces derniéres équations peut sans difficulté étre
calculé directement. On a

(n— 3)4 + 2C o o iz,
o (n—1)C ——i_:& o
D=(m—4)nd+ 4 — 20) ) .
o — 13, n Uyt
%ﬁo o 0 n—2

= (n—4)nd + 4 — 20)D,,

z

w—1)0 —i* o
D, = [(n~—3)4 + 2C] —ig, " 0,
o o n—2

o o %4

*‘gﬂo (n —1)C _@% 0

~— if, n Uyt

= (nr— )0 +2,)((— 2)r — 3)4 + 20] + 2,
= (n + 1)(n — 2)(n — 3)C(nd — 24 + 20).
Par conséquent
D=+ 1)n—2)n — 3)n — 4)C(nd + 4 — 20)nd — 24 + 20).

Afin que cinq des racines de I'équation

D=o
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soient des nombres entiers positifs, il faudrait que les quantités

2C 2(
< ! et 2 —
soient toutes les deux des nombres entiers positifs; mais ceci n'est evidem-
ment pas possible.
Seulement dans le cas 2C = A4 l'une de ces quantités est égale & o,
Pautre & 1.

Dans ce cas-la on a, en faisant abstraction d'un facteur constant,

D=+ 1)nln— 1)(n— 2)(n — 3)(n — 4).

Mais en regardant les formules précédentes ont voit que v, = oo si
4 = 2C, a moins que l'on n'ait en méme temps 2, = o. Dans ce cas
v, reste indéterminé. Ce cas, ot 4 = B=2C, z, & 0, 7, = 0, est juste-
ment celui que jai étudié dans mon mémoire précité.

Le deuxiéme systéme de valeurs qui peuvent satisfaire aux équa-
tions qui definissent les six quantités p,, q,, 75, f;, 9,5 h, dans le cas de
A = B, est le suivant (voir mon mémoire cité)

o £ o= 24
Py =0 ° T g —1g,’
qo=21’ go=07
7, = O, ho=——zf;,

ol, pour simplifier, jai écrit ¢ seulement au lieu de i (¢* = 1). En
portant ces valeurs dans les équations (6), on voit qu'elles se divisent en

deux groupes
A(n - I)pn"_ 2Alirn + g = -Prn

C(n - 1)1',, — Toln = Rn’

zf(‘)pn + ﬁ)rn + (n - 2>gn = Gn)
et :
A("’ - I)Qn - zO/;l + xohn = Qn’

_ﬂ)Qn—_ 2@.]‘; + (n—" z)kn = Hn’
_ifOQn + (ﬂ—— 2)f; + 2ikn = Fn’
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dont le premier ne contient que les trois quantités p,, 7, , g,, tandis que
le second ne contient que les quantités q,,f,, h,. En calculant les dé-
terminants de chacun de ces deux groupes d’équations & part, on trouve
que le premier est donné par I'équation

H —

D, =

t?’zoA{[(W —n 4 2)0 — 24)x, — in(n — 1)Cs,},

Zr, —
tandis que le second a la valeur
D, =An 4+ 1)(n — 2)(n — 4).

Vu que toutes les constantes 4, B, C, z,, 2, sont réelles, on voit facile-
ment que 1’équation en =

D=DD,=o0

ne peut avoir cing racines égales & des nombres entiers positifs que
dans l'un des deux cas
A=C=2D

ou bhien

x, = 0, 4 = B.

Résumé: on voit donc que la condition nécessaire pour que les séries
(2) puissent représenter les intégrales générales du systéme d’équations
différentielles (1), n'est remplie que si les constantes 4, B, C, «,, ¥, , 2,
satisfont & l'une des quatre conditions suivantes:

(1) A=DB=20,
(2) Ty =Yy =& = O,
(3) 4 = B, Ty =Yy = O

(4) A4 =B = 20C, Z, = O.




