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DIE FLk, CHER C0RSTARTER KRIJMMURG 

M I T  E I N E M  S Y S T E M  S P H A R I S C H E R  K R U M M U N G S L I N I E N  

DARGESTELLT MIT HILFE V0R 

T H E T A F U N C T I O N E N  Z W E I E R  V A R I A B E L N  

VOIg 

H E R M A N N  D O B R I N E R  
in  F R A N K F U R T  aiM. 

Die Fllichen constanter  K r f i m m u n g  mit  e inem System spharischer  

Kr i immungs l in ien  ha t  zuerst  ENNEm~a I untersueht .  Zur  analyt isehen Dar- 

s te l lung  derselben ve rwende t  er drei Funct ionen  einer Ver~mderl ichen u ,  

die erst du tch  In tegra t ion  yon gewohnl iehen  Different ia lg le iehungen zu 

finden sind. 

Zwei  yon diesen Funet ionen,  in der E~NFe~r(sehen A b h a n d l u n g  mi t  

1) und  q bezeiehnet,  gena gen  zwei s imul tanen  I ) i f ferent ia lgle iehungen 

zweiter  Ordnung ,  ~ f a r  welehe die beiden ersten in tegra le  bekann t  sind. ~ 

Die dr i t te  Funet ion  f ist eine partieulr~re, keine willki~rliehe Constante 

en tha l tende  Lssung der  Dif ferent ia lg le ichung 4 

d f  /) cos f 

Naehr i ch ten  der K. Gese l l schaf t  der  Wissensehaf t en  zu Gst t ingen  
aus dem Jahre I868~ p. 427--443 . 

~" a. ~. 0., p. 425~ Gleiehungssystem (7)- 
a a. a. O., p. 426, (Io) und p. 43 t, vierte Gleiehung yon (26). 
4 a. a. 0., p. 426, (t l). 
Acta  m a t h e m a t i c a .  9. Impr im~ le 23 Octobre 1886, 1{) 
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In dieser bedeutet g die Constante, deren reciprokem Quadrat das 
positiv angenommene Krammungsmass der gesuchten Flrtche gleich ist. 

Die Integration dieser drei Differentialgleichungen hat EN~EI'm~ nieht 
ausgefnhrt. Er bemerkt am Schlusse seiner Abhandlung: Die Bestimmung 

yon p, q und ~ in Function yon u scheint au f  grosse Schwierigkeilen zu 

stossen. Auch yon anderer Seite ist, soweit mir bekannt, die L~ssung des 
Problems night welter gefCthrt worden. 

Mir war bereits vor l~ngerer Zeit die Integration der Gleichungen 
f a r / )  und q gelungen. Ieh fand, dass diese Gr~sssen als Quotienten yon 
~9-Funetionen zweier Ver~nderlichen darstellbar sind. Dieses Resultat 
liess kS aber kaum wahrseheinlieh erscheinen, dass aueh die direete Inte- 
gration der Gleiehung far f gelingen werde. 

Die Beseh~ftigung mit der allgemeinen Theorie der Flrmhen mit 
einem System sph~riseher Krfimmungslinien liess reich indessen erkennen, 
dass jene Gleiehung in gewissem Sinne nut yon seeundarer Bedeutung ist. 

Wenn die Mittelpunkte der die sph~rischen Krommungslinien oseu- 
lirenden Kugeln s~mmtlieh auf einer Geraden liegen ~ und das ist bei 
den Flliehen constanter Kriimmung der F a l l -  so ist, wig ieh naeh- 
gewiesen habe, ~ zur Darstellung der Flaehe in erster Reihe dig Kenntniss 
zueier Systeme yon je 9 GrOssen erforderlieh, zwisehen denen die Be- 
dingungsgleiehungen einer orthogonalen Substitution bestehn. Geometrisch 
besagt dieses, dass man zwei (imaginfrre) Raumeurven zu bestimmen hat, 
dig in den Riehtungseosinus ihrer Tangenten, Haupt- und Binormalen jene 
orthogonalen Systeme liefern. 

Sind far eine dieser Curven der Krflmmungsradius und der Radius 
der Torsion in Function der unabhi~ngigen Variabeln u gegeben, so er- 
wrmhst die Aufgabe die Werthe der erwirhnten neun Richtungseosinus zu 
bestimmen. Und diese Aufgabe fiihrt auf eine Gleichung yon der Form ~ 

+ 
d~t 

Bei ENx~em~ komrnen nun dig imaginaren Hilfseurven zwar noeh 
nieht zur Verwendung. Abet dig Gleichung (a) dient doeh wesentlich 

t Ct~EI, LS'S Journal ,  Bd. 94, P. I 5 3 - - I 5 5 .  
2 Vgl, daraber die Abhandlung von HOPPE, (JRELLE'8 Journa l ,  Bd. 63, p. t22. 
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zur Aufsuchung der Elemente der einen Curve, f(lc welche in p und q 
GrOssen bestimmt sind, die mit ihrem Krammungs- und Torsionsradius 
in einfitehem Zusammenhange stehn. Die Integration yon (a) ware dem- 
nach nieht zu umgehn, wenn man nicht auf andere Weise zu dem ge- 
suetJten Octhogonal-Systeme gelangen konnte. Nun legt abec dee Urn- 
staled, dass /9 und q ~9-Quotienten gleieh sind, die Vermuthung nahe, dass 
dasselbe mit dem bekannten aus den 9 Quotienten dec gcaden ~-Fune- 
tioaen gebildeten Oct hogonal-Systeme identiseh sei. Und diese Vermu- 
thung findet sieh bestr~tigt. 

Die Elemente der zweiten Hilgcurve lassen sich dutch 0-Funetionen 
einec Vaciabeln darstellen, wie naeh den Ergebnissen der ENNEel~lr 
Arbeit vorauszusehn war. 

Die folgende Untersuehung geht nut anfangs den yon E~l~:rl~a ein- 
gesehlagenen Weg; sie schliesst sieh der in meiner oben angefi~hrten Arbeit 

die ieh in Citaten kurz mit _F. bezeiehnen will ~ gegebenen Dar- 
stellung der Flhchen mit einem System sphf~riseller Kriimmungslinien an. 

Unter dem Parameter v war bt F. die l~gnge des gogens der Mittel- 
punktscurve, gemessen yon ehmm belicbigen Anfangspunkte bis zum 
Centrum einer Osculationskugel, verstanden. Jetzt sell ~;~ber v in anderer 
Weise vecfagt werden; deshMb ersetze ich t'lberall v durch V. 

Bezeichnet m~n 

i d V  i d V  
p dv mit q~, ~ dv mit q=, 

I I 
- -  mit p~ und - -  mit /9~, 

so lasst sich das Ergebniss des Abschnitts III d) (F. p. ~53--I55)  hin- 
sichtlich der Flf~chen mit gradliniger Mitte]punktscurve kurz wie folgt 
darstellen. 

Man bestimme zwei S~steme yon je 9 Grsssen, l~, "b~, nh und 
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ah, /~,,, uh, (h = ~, 2, 3), die einzeln den Bedingungsgle iehungen einer  O f  

thogonal -Subst l tu t ion  und den Different ia lgle ichungen:  

dlh dmh dnh iq~ l~ - -  q~ mh 
(I) d - v =  iq~nh, dv - -  q~n~, dv - -  

und (h = 1, 9, 3) 

d2~, dish dub 
(~) d~--[ = ip,/~,, + ipo,~,,, . . . .  ip,2,, ,  - -  ip~),~ 

" du du  

gen{]gen. In den letzteren sind q~, q2 zwei willk{trliche Func t ionen  yon 

v u n d  p~, p~. zwei willkt'~rliche Func t ionen  yon u. Die Grsssen l, m, n 

hi~ngen allein yon  der  Var i abe ln  v, die 2, Z, u allein yon u a b. 

Fi;~hrt man  ein drit tes Or thogonal -Sys tem x~,, Yh, z~, d u t c h  die Glei- 

ehungen  (1;: 63) 

(3) �9 E t ,  ~ h  ~, Eh mh vh Eh m l ,  f~ .  

~h l~ 2h ~/, lh 2t, 2:1, lh )~h 

�9 Ehmh),l, Eh ~h ~h Ehnl4~q~ 

Zl ~ Ehlh2h ' Eh lh~  El, lh;9~ 

(h--- I, 2, 3) 

ein und bes t immt  unte r  Benu tzung  einer  wci tern wil lkt i r l ichen Func t ion  

yon v,  V, die GrSssen R sin o- und R coso" dureh  die Gle ichungen 

(4) 

so wird  durch  

(5) 

I d V  
B sin o" = - - - - ,  

q~ dv 

dR cos (~ q~ dV 
dv ff~ dv 

I 
X - -  V ~ z 1 . R cos o" - -  Yl. R sin a, 

X 2 ==- z:.  R cos ~ - -  Y2" R sin a,  

I X 3 ~ z~. R cos a - -  y~. R sin a 

eine Flgche . . . .  dargestel l  b deren Kri~mlnungslinie_ v a u f  einer  Kuge l  mi t  
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dem Radius R liegt, l)iese Kugel hat ihr Centrum auf dec Axe der x~ 
im Abstar~de V yore Nullpunkt  und schneidet die Flfmhe unter dem 
Winkcl o'. 

I)ifferentiirt man die in (3) gegebenen Grsssen x, ,  y, ,  zh nach u und 
naeh v, so gelar}gt man zu den Oleichungssystemen (F. 4 ~ und 4 u) und 
findet ffir M, P ,  N und Q die Werthe: 

(6) 
J M = - - p l y ~  - -  P~Y~, 

I j N =-- q~ x~, 

Ebenso liefer~ die Differentiation der Coordinaten X,, X~, X a in Rt'mksieht 
auf die Gleichungen 

die Ausdracke 

(7; [ 

aXh,_ [b~l ' und axe, 
a~, av  - -  ffffa 

f =  P .  R cos o" ~ M.  R sin ~, 

d V  
g =  Q . / t c o s a + ~ y ~  

d R  s in  a 

d v  

Ist l;, m~,, r6: ein zweites Orthogonal-System, welches den Gleichungen ( i )  
gen~gt, so muss es mit lt,, m~ nk dutch eine lineare Substitution yon der 
ForIn: 

[;, - -  a h l l l  "4- ah~l,~ -J- ai, ala, 

n~ = ahln~ Jr- ah~n~ ~ ah3na 

verbunden sein. Ersetzt  man in den Gleichungen (3) iiberall l~,, mh, nh 

dureh l~,, m~, n~,, so geht in diesen nut  die Ver~mderung vor, dass an 
Stelle der 2h, #h, vh lineare Functionen derselben, 2~,, /~,, v~,, treten, die 
sich wie folgt darstellen: 
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Hieraus ziehen wir einen wichtigen Schluss. Wenn qa und % ge- 
gebcne Functionen sind und man lh, mh, 'nh dutch Integration der Glci- 
chungen (1) zu finden hat, so ist es ohne Beeintrachtigung, der Allgemein- 
heit ges~attet, fi;w dieselben ein beliebigc s particulates System yon Integral- 
gleichungen zu whhlen, wcnn nut fi:~r 2h, l~,, vh die vollst~indigen Integral- 
gleichungen des Systems (z) zur Verf0gung stehn. 

Geht man dazu abet die Constar, z des Kri;lmmungsmasses als Be- 
dingung einzufi;~hren, so hat man der Untersuchung zunachst die allge- 
meinen Formeln des Abschnitts (1,: I.) zu Grunde zu legen, die sich auf 
Fli'tchen mit doppeltgekri;mHnter Mittelpunktscurve beziehci~, urd mit dem 
Nachweise zu beginnen, dass es eine Folge obiger Bedingung ist, dass 
die Centra der osCulirenden Kugeln auf  einer Geraden liegeno 

Die i~ber den Parameter v getroffene specielle Verfagung hat, wie 
man leicht erkennt, ft'~r die Gleichungen (IL ~) bis (14 9) nut die eine 

dX~ 
Folge gehabt, dass -~v dem Richtungscosinus (cos ah) einer Linie gleich 

gesetzt werden konute, Schreibt man daher ~beral! -d~7 f~r cosah, so sind 

jene Formeln ohne weiteres anwendbar. 
Da die Hauptkri~mmungsrMien der Fl~ehe 

/' und 'q 

sind, so hat die Gleichung 

die andere 

- -  k 

P~P2 

(8) PQ = l@ 

zur Folge. Multiplicirt man diese mit jeder der beiden folgenden 

vP ~v f  
Q ~v g ~v 

( =  M), 

= ? ( =  - -  N), 
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so erh~lt man durch Integration 

= kp + F(u), 

Q' = kg' + (I)(v). 
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Wenn man aber die neuen Variabeln u 1 und v, dureh die Gleiehungen 

du  1 = d'tt ~ / ~  k F ,  dv  1 ---~ dv  V/~ 

einfiihrt, so gehn gleiehzeitig 

in 

f, P ,  g, 0 

aber, und obige Gleiehungen liefern in Verbindung mit  (8)die  einfaehen 

Relationen 
I p = g ,  

(9) 0 = l f, 

[Q~ --- k l  ,= = I. 

In diesen haben wit den Index i wieder fortgelassen, wie wir aueh an 

Stelle yon Ul, % wieder u,  v sehreiben. 
Die erste Gleiehung (7) kann nun in tier Form:  

(io) M =  p/~ cosa Q 
R s in  a kR  sin a 

gesehrieben werden; hieraus folgt wegen 

M _ 
~aP ~ aQ. 

(2 av k P  av 

aP p Q  R cos,z Q' aQ k p  ~ tt cosa PQ 
(i i) 3--V = R sina kit sina '  a-~ = R sin a - - / ~  sina" 

Differentiirt man eine dieser Gleichungen nach u und beaehtet, dass 

vQ /~aP 
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ist, so findet man 

Hermann Dobriner. 

(I  2) 0.3]" QN R c o s g  P N  

~v R s i n g  lg s i n g  

Aus (io) folgt ferner 

OM O N  R c o s g  P N  

aN mit dem aus (F. 9) fol- Vergleicht  man den obigen Werth  von a~ 

genden, so finder man 

sin a /~ s i n g  = ~x~*-~v\Rsing d r /  N l 'YhRsing dv ' 

nach der dritten Gleichung (F. 9) ist aber wegen g = P :  

mithin 

Z I d X  ~ P R cosa I d R  sing 
hYh~sing dv --= R s i n a - -  QRsin~ -[- Rs ina  dv ' 

d N dR s i n g  

R s in  g dv 
~ O  

oder, wenn man far  N seinen Werth aus (F. 9) substituirt: 

s i n g  dv / 
I d R  sin a d X  ~ ] 

(It sing) " ~/v alva = o. 

Nun ist fxh == a,~; es miisste also diese Gleichung, falls die Coefficienten 

v o n  Xi~ ;~2, X3 nicht siimmtlich verschwinden, eine andere yon der Form 

X 1 WI(V ) -t'- X, j/~72(q)) + X3 ]/~(v) ~-~ W(v) 

zur Folge haben, welche besagen warde,  dass die Krammungsl in ien  
v = Const.  nicht blos sphgrisch sondern auch eben, also Kreise sind. 

Diesen Fall, der auf Rotationsflg.chen fahrt ,  schliessen wir yon der 

Betrachtung aus. Dann haben wir den Coefficienten von xh gleich Nul l  

zu setzen und finden dutch Integration: 

dX2 __ eh (R  sin ~r) ~ (,,=,, .-, 3) 
dv 
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worin cl, c2, c a drei beliebige Constanten sind. Aus dieser Relation geht 
hervor, dass die Mittelpunkte (X~, X2 ~ X~) der osculatorischen Kugelfliichen 
auf einer Geraden liegen. Verlegt man in diese die Axe der X1, so 
miissen die Constanten c~ und c a verschwinden und man hat, wenn man 
X ~  V und c 1 = c  setzt, 

d V  
d v  - -  c ( R  sin o-) ~. 

I)a wit nunmehv auf die ersten Formeln zuri~ekzugreifen berechtigt sind, 
so combiniren wit  diese Gleichung mit  (4) zu dem System: 

(~ 4) 

R s i n  a = q-  
C 

d R  cos o" __ q, q~ 

~ V  F, 

d V q~ 
d ~ - - c "  

2. 

Aus (6) folgt ein Werth ff~r aQ, weleher mit den, Werthe aus (~ I) 
av 

vergliehen die Gleiehung 

, k p  2 It, cos ~ PQ 
qlz~ q; - -  q~ Qyl  It, sino" Rs ina  

dql rich liefert, in tier -~v und ~ abgekiirzt 1nit q'~ und q; bezeiehnet rind. 

Ersetzt man in ihr z~ und y~ dutch ihre Werthe aus (6) und (7), so 
erhi~lt man mit  Benutzung der Relation Q ~ - - k P ~ - - =  i :  

(15) cR eoso" --  q,q~ - -  q.zq'l, 

woraus dutch Differentiation und Beriieksiehtigung yon (i4) die Gleiehung 
folgt: 

( 1 6 )  q~q;'  - -  q~q't' ~-~ g~q , .  

Aeta mathematiea. 9. Impr im~  le 25 Octobre lgg6.  11 
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Nach (F. 4) ist 

O'q~ '='=" N X ' l  - -  QZ l  = qlXI2 - -  ~ ' 1 ( - -  q l z I  - -  q2) 
Ov 

= q l -  qlY~ + q2Zl; 

andererseits liefert (7) 
c P cR cos a q~ 

Yl = r Q q ~  + r  

It ieraus folgt ein zweiter Ausdruck 

gleichgesetzt folgende Gleiehung ergiebt: 

dv \ r  = ql q~ 

oder 

far  +'~' ~-~, Welcher dem ersten 

e ~ COS O-) ~ 

q, q~ 

c ~ d(R cos,) -~ 
= + = -  

Multiplicirt man auf beiden Seiten mit --2q--!' und addirt rechts 
q~ 

2c~R c o s a d R  c o s a  
J ! 

2q~(q, q'2 - -  q2q,) 

q~ dv q, 
== O 

hinzu, so erhMt man 

und nach der Integration 

_ _  c ~ c ~ ( R  t o s s )  ~ 
(~ 8) q;~ - q~ - -  ~,~ - - - -  + + ~, 

wo a eine beliebige Constante ist. 
Dutch Addition yon ( I 7 )  und (18) geht eine Gleiehung far q'l' 

hervor, mittelst weleher man leicht mit Benutzung yon (21) die analoge 
Gleiehung far q;' aufstellt: 

( , 9 )  
I (~; ' " ~  r + 2 q l  (q~ - q~)? 
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Ein Integral dieser Differentialgleiehungen liefert (I8), wenn man c R c o s a  
dutch (q~q'~- q2q~) ersetzt; ein zweites ergiebt die Integration der Glei- 
ehung fc~r 2q'lq'~'-- 2q;q;': 

(20) k ~ 

wo fl die Integrationseonstante ist. 
Aus (20) sind q~ und q2 in Function yon v zu bestimmen; ist dies 

geschehn, so liefern (~4) und (~5) ohne weiteres die Werthe  yon R sina,  
dV 

R e o s e  und d~;  dann sind alle yon v abhAngigen Quantithten bis auf 

die mittelst (i) zu findenden lh, mj,, n~, bereehnet. 

w 

(21) 

Die aus (6) folgenden Gleiehungen 

I xl Pl ~ Py~ ~ Mz.~, 

I xlp,~ - -  Py~ + Mz,~ 

differentiire man nach u und setze zur Abkt~rzung 

~u (My,  + P z , )  = - -  w; 

man hat dann 

~P OM 
p'lx~ - -  p~w = ~u y3 ~u z3 

3P ~M 
p~ x~ - -  p~ w -= - -  -~ y~ + ~ z~. 

Leitet man hieraus die Determinanten-Gleichung 
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ab und beachtet, dass nach (I3) , (IO), (6) und (I4) 

M oP ~ t" oM N N c 
~u ou - -  k'~R sin6 (Q2 __  k P ' )  - -  k~ R sina - -  k~ x' 

ist, so gelangt man zu der ersten Gleichung far  p~ und p : :  

e 

(2 3) P'lP2 - -  P;P, = p .  

Mit Hilfe von (2~) und (2-~) bilden wit ferner folgende Gleichungen: 

X 2 / ~ .  2 2 ,~z,~ + p~) = (My, + V~,) + ~(;U: + P~) 

= M' + V ' - - ( M z ~ -  t'v~) ~, 

x~(p,p; + p,~p;) - -  f~w(p~ + p~) 

/VMy oP \ x ~ ( M V M  - ~P\  

x~(p; ~ + p;~) ~ -  2x~w(p,pl  + p~p'~) + w~(p~ + p~) 

(~M) ' (~P) ~ / ~  ~P ) ~. 

Wenn man in der letzten dcrselben (p~p; + P,2P'2) durch seinen Werth aus 
der zweiten und dann w~ ~ (My~ + Pz~) 2 durch seinen Werth aus der 
ersten ersetzt, so erhMt man: 

x~ (p? + p'?) - -  x~ (p~ + p~) ~ 

~ ~ (~)~+ (~P)~ ( ~  ~P )~ = -  x~(p, + p~)(M ~ + P~) + x~ ~ z~ ~ x, ~ z~ - - V ~  Y~ 

~,/OM OPz ~ 2X~1(~IU _jr_ ~,/OM ~P 

+ : ~ ( M ~  + P ~ ) ( M  ~. + P~P't~/. 

Nun fage man reehts 

2 3 
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hinzu, bringe die Glieder mit @7 + P~) auf die rechte Seite und dividire 
'~" dann erseheint sic nach einer einfaehen die ganze Gleiehung dutch aq, 

Umformung in folgender Gestalt: 

(.4) p7 + 2,; ~ -  (~,~ + p~)~ + A(,,~ + 24) = B, 

WO 

A ----- M 2 + P~ 2 laM aPz "~ q~ (~ ~ z~), 
-.~t~ v, + ~ , I - ~  -v,- 

2 ( p  aM 
- - -  :v?v~(Py," - :~&) ~v (M' + v') + ~ - P v , ) ' .  

Nun sind nach (~o), (7) und (6) die Grossen M, Yl und z, ganze 
lineare Funetionen yon P und Q mit Coeffieienten, die nur yon v ab- 
h~,ngen; ein gleiehes gilt yon 

i a M _  q, aM u n d  ~ a P _ _  qt aP 
x~ a~* N a** aJ~ a~* N au 

und, wie sich leicht zeigen l~sst, yon 

t / a M  aP 
(Mz, - - / ' y~)  und - - ~ z , - - ~ y , } .  

gl 1 

Erinnert ,nan sich noeh, dass oben die Determinante 

M ~p p ~ M  = 

befunden wurde, so ist leieht zu i~bersehn, dass A und B als ganze 
Functionen zweiten Grades yon P und Q darstellbar sind. Es zeigt sieh 
aber, dass yon den Gliedern mit P und Q nut die quadratisehen i~brig- 
bleiben, und dass aueh diese verschwinden, wenn man die Relation 
Q~--kP~= I hinzuzieht. A und B sind also gewissen nur yon v 
abhltngigen Ausdr~cken gleieh. Diese reduciren sieh aber, wenn man 
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die Integrale (20) hinzuzieht, auf blosse Constanten, so dass schliesslieh 
far  A und B folgende Werthe hervorgehn: 

A ~ - - i  
k 

k ~ 

In (23) und (24)haben wir nun die gesuchten I)ifferentialgleichungen 
ft'lr p, und p::  

(:5) 

t ) !  _ _  

PiP2 I :P~ k , '  

( / . - -  I / ~ - -  (,~ 

p'? + p T - -  (p~ + p~)~ + T (P~ + P~) = k ~ " 

Sic sind die Integrale der Gleiehungen zweiter Ordnung: 

( :6)  

i - - ~ z  
P' /  - -  k p '  -}- 2-Pl(P~ q- p~)' 

, t  I ~ ( 1  
P~ - -  k P,2 -t- :P2(P~ -t- P~), 

welehe von wesentlich derselben Form sind, wie die des Systems ( I 9 )  , denen 
q~ und q: zu geni~gen haben. Indessen ist es eine far  die Integration 
vortheilhafte Vereinfachung, dass die Coefficienten yon Pl und p~ einander 
gleich sin& Wit beginnen daher mit der Integration der Gleichungen 
(25) und lassen dann die des Systems (2o) folgen. 

w  

Es ist 

~)~t\ f .  t2 p'2 l (p,p,  + v;p~) ~ = (p~ + l..~)~v, + v~ ) - -  ( p , p ~ -  p~p,)', 

mithin naeh (25) 
(2. - -  J ~  - -  (Z ( : 2  

(v;p, + p.;p~)= = (pl + p~)~ ~ '-(pl ~ + p~) ~ + ~ -  (pl + p ~ ) - - V ,  
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oder, wenn 

gesetzt wird, 

(~7) 

p~, + p~ = p 

I'<)' ; ~,,, = (p - -  ~,)(p - -  ~ : ) ( p -  <,), 
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wenn man mit s~, G, sa die Wurzeln der cubischen Gieiehung 

p~ a - -  I p=  fl - -  a ~' 
k + / - 7 / w - p - - 1 ~ =  o 

bezeiehnet. 
Mittelst ~-Funetionen einer Variabeln lgsst sieh also p als Function 

yon u darstellen. 
Es seien die vier Functionen Ooo(U), Oo,(u), OlO(U ) und OII(U ) dureh 

die Reihenentwieklungen 

~.~ \ 2 ]  \ 2 1 \  ( g , h=O,  1) 

--~a 9 -]- ao 

definirt und mit 0oo , 8o~, '91o die 
das Argument Null bezeichnet. 

Dann setze ich 

Wer~he yon, eoo(U), Oo~(U), O,o(U ) fi~r 

,L, ( ',,, ) 
[ p  - -  s,  - -  s~a , ,~  ( ~ , ) ,  

a ,L(u,)  

a~o(U,) 

and gclange dutch Anwendung der Formeln 

9 '~ 2 2 i 2 o ~o,~oo ) (~,), , 9 0 0 0 0 ~ ( u ) -  u = ,9,0,9h 

~1o~oo" ~ ( , , ) -  Ooo6,o(.)~ ~ = ,9o,0a(~),~ 
? '~ 2 2 000 0 .  (u) 
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zu den Gleiehungen: 

H e r m a n n  D o b r i n e r .  

,~o 
81 - - S  2 ~ S 

a~,o 0 ; ,  

die zur Bestimmung des Moduls eo und der neu eingefiihrten Constanten 
s dienen ksnnen. Man kann sie jedoch durch die nachstehenden Glei- 
chungen 

~o(~) 
81 - -  8 

#ooG,(a) 

G(, , )  
8~ - - -  S 

0~o(~) 
s~ - -  s ~ , , ~ , (  ,:~ ) 

ersetzen, wenn man eine weitere Constante a benutzt, die durch eine 
dieser Gleichungen definirt ist. 

Aus (28) folgt 

2 du, ~oo #o, 8,0 ,~ ('.,) 

woraus in Verbindung mit (27) und (28) der Zusammenhang zwisehen 
u~ und u hervorgeht: 

( 3 0 )  _ 

Unter ~/~ ist eine beliebige der beiden Wurzeln der Oleichung x ~ - - s  
verstanden. 

Ersetzt man in dec ersten Gleichung yon (28) s~ durch seinen Werth 
aus (29) , so erhi~lt man 

8 r 2 '2 
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das ist 

(3 1 ) 

Nun giebt (23) 

folglich 

und 

Es ist aber 

p ~ - - s  
O,,(u, + a)O,,(u, - -  a) 

2 O,,(u,)O,~(a) 

plp, - -  PlPi ~ c 

, , 

__d arctg = cO, (u , )O, (a)  
du k~sO,,(% + a)O,,(u, - -  a) 

bq;l(Ul "JV a)tg , , (u , - -a)--~; i (?~,--a) tgn(Ul  + a) = Avq,l(Ul .-~ a ) O n ( u l - - a  ) -4- BOq~l(,tq), 

A - -  2 0 ' 1 1 ( a )  B -~- t 91 'b~ l l (2a )~  
On(a) ' O~t(a) ' 

f l l 8 0  

.o:,(,~,). d r, o, ,(~,  + ~ ) ]  _ A ,  
Bo,,(~,,, + ~)o, , (~,  - -  a) = du, [ ~ o g ~  _ o.)j 

und mithin 

Aus der cubischen Gleichung,  deren Wurzeln sl, s~, s~ sind, folgt 
Relation 

$ �9 2 .'2 ~* s O~o(~)Oo,(a)&o(~) 
k-~ ~ 8 1 8 ~ S  ~ ~ ~ ,,. o ,, s 

~00 ~01 #10 # l l  ( O~ ) 

die 

OooOo, O, oO,,( a ) 

welche unter Zuhilfenahme yon (3 ~ ) den Wer th  des Factors vor der 
Klammer zu bercclmen gestattet. Versteht man unter ~/s nach (3 ~ ) 
O, d~, 

1, du ' so ist die Wurzel  ~ / ~  eindeutig bestimmt durch die eindeutigen 

Werthe der fibrigen in der Gleichung vorkommenden Grsssen und soll 
A e t a  m a t h e m a t i e a .  9. Imprim6 le 28 Octobre 1886. 19, 



90 Hermann Dobrino,'. 

fort~n mit i bezeichnet werden. Der Factor vor der Klammer bestimmt 
i 

sich zu - - ~ ,  wenn man beachtet, dass 

~ ( 2 a )  = 2, ' ;oo(-)~o,(-) ,~,o(-)~, ,( .)  

ist. 
Ft~hrt 1nan noch eine neue Variable u,~ durch die Gleichung 

A 
du~ ---~ ~ d u  1 

~, , (a)  

ein, so lautet das IntegrM der obenstehenden Gleichung: 

arctg -p'p~ = - -  i% - -  i log V~,,(u,  - -  a)' 

- - 7 1  2 

ip  , = e~&,,(~,,, + a ) - -  e ~,,(% - -  a) 
P,., + a) + e a,,(~, a,) 

Zur Berechnung von p~ und p: haben wir noeh den Werth yon p = p ~  + p ~  

aus (3 I) heranzuziehn. Wir ersetzen zuvor in demselben s dureh \ du ~9'. 

und findcn, indem wir fiber das Vorzeiehen yon/)~ beliebig vcrfagen" 

(33) 

t t  2 I d~,r,, e ,~,,(u, + a )  -~2 __ 
P~ #;~ 3~" 20,,(a) o,,(~,,,) 

I u 2 --t,z du, e #,,(~, + a) + e ~ , , (~q - -a )  
p.~ = i,gh ~ 2o, , (~)o , , (~@ 

Hieraus geht hervor, dass Pl und p~ als Functionen von u~ und u 2 
trachtet dreifach periodisch sin& 

be- 

(2o) 

w  

Zur Best immung der Grsssen qx und q: hat man auf dig Glcichungen 
zurfickzugehn. Tran~forrnirt man die~elben dutch die Substitntion: 
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(34) 
~ = $,$~,  

~ = ( ,  - -  ~,)(~ - ~ ) ,  

so finder man: 

und daraus: 

4~,( I  - -  ~ )  k 

Hil t  man mit der cubischen Gleichung 

p3 f l  - -  (]. q) c 2 

deren Wurzeln mit s~, s2, s3 bezeichnet wurden, die Gleichung 

,3  + (~_ ,)~, + (fl_ ~)~ + ~ = o 

zusammcn, so crkennt man dass ihre Wurzeln 

k s l  , - -  k s : ,  ~ k s  3 

s ind. ,  Mithin kann man, wenn zur Abki~rzung 

gesetzt wird, den Glcichungen fiir ~'~ und $~ auch die Form geben 
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Aus diesen folgen die weiteren: 

d~,__ + d ~  o. 

Das Problem fohrt also auf hyperelliptisehe [ntegrale erster Gattung und 
macht die Einfohrung von ~q-Funetionen zweier Variabeln nothwendig. 

w 6. 

Ieh gebe nun die bei der Umkehrung der Integrale in Anwendung 
kolnmenden Formeln und zwar unter Zugrundelegung yon KRAZER'S 
Theorie tier zweifach zcnendlichen Thetareiben, (Leipzig, Teubner 1882), und 
mit Benmzung seiner Terminologie. 

Der dort auf Seite 49 gegebenen Darstellung der 15 ,9-Quotienten 
,lurch zwei unabhangige Vera,nderliehe 0~ und x 2 entnehme ieh die beiden 
ersten Oleiehungen : 

~ ( W l ) ( V  ) [ I 2 4 ] [ t 2 5 ] [ [ 2 6 ]  

-- [234][235][236 ] ~/z, ~/ae 2 r �9 

3 ( w ) ( v )  [I:24][[25][I26 ] 
r (,w~)(v) - -  [t34][I35][[3-- ~ ~/l - -  ~, ~/~ - -  z, .  

Differentiirt man dieselben vollsti~ndig, stellt die links auftretenden De- 
termhmuten-Ausdrt~eke, ~ als O-Funetionen zweiter Ordnung aufgefasst, 
dureh ,9 Produete linear dar und substituirt far  die ~9-Funetionen wiederum 

i h r e  Ausdriieke in x~, x~, so erhalt man 

I z 2 
2r~ 

' 

2J" 

dx.a )(~,w.~)(w# ,( )c~,~,~(~',,~#[234][235][236] de~ 
"-~ 2r-~ = ( - - I  ~, , - -  I [ i34][,35][t36 ] [[23 ] , 

[234]~ [235]~[236] ~ de, 
[~ 24][~ 25][~26][~34][~ 35][, 36] [~23]' 
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worln: 
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Das Symbol (z)(~7)' , bezogen 

p ~ =  ( - -  i)(~",'*'~)('~2",) '[t25]~[I26]~ q,~ [235[,[236].~ = ( - -  i)(wW~)O"zw# [I26]2[124]~ 
' [236]'~ [234]~' 

l)(W,,,~),w2t~O [I24]~[I25] '~ . 
[234]'~[235] '~ 

. \ ~v.~ / ( , ' )= to )  

= 

auf zwei beliebige Charakteristiken 

\ ~ , ,  ~ ~t~ ~ /  

t ~ t bedeutet die Summe z,y], + ~2~. 
Diesen Formeln liegt keine Festsetzung iiber die Reihenfolge der 

ungradcn Charakteristiken Wl, . . .  , w~ zu Grunde; ich bestimme nun, 
dass unter Wl, w~, w~ drei Charakteristiken zu verstehn seien, die (o) 
zur Summe haben, und unter w4, w~, w 6 die drei andern Charakteristiken, 
welche gieichfalls summirt  (o) ergeben. Ferner schreibe ich in (a), (b) 
und (c) $~, ~:~ an Stelle yon z,, x~, vertausche die Charakteristiken w~, w 2, w~ 
mit resp. we, w~, w 6 und vermehre die Argumente  um das halbe Pe- 

riodensystem (~kw6) , unter ( k ) =  (~!', k~ k~/ eine beliebige Charakteristik ver- 

stchend. Vergleicht man dann die entstandenen Formeln mit  ( 3 4 ) u n d  
(35) und beachtet, dass die Vorzeichen yon q~ und q~ sowohl als yon 
den Wurzeln ~ / ~  und ~/R($,) noch wil lkarl ich sind, so erhalt  man 
unter Benutzung der Zeichen e,, %, e 3 ffir +__ I :  

2 
C4~ C4a k81 = ( - -  ] )  (w,'~(w~)' 
C62 r 

C43 C41 (3 6) ks, -= ( - -  I)(~-~;('~" ''~ '~ 
63 ~ 61 
2 2 

C41 C42 = ( - - ,  , ; 
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(37) 
Q O ( k ) ( v ) '  

{~~o)(~',)' Cpj(l~w,)( v ) 

-6'o,?(k)(v)- ; 

] d% 
(38) 

] dc~ 

= D l c  ~ .dv  1 + D:c~ . d r  2 - -  o, 

= D~c4 .dv  ~ + D.2c~.dv ~ = Cdv,  

wenn zur Abk~rzung: 

= o ( o ) ( o )  = Co; 

( ll) i ) (V2 ~ 
~Yt /(v)=(o)-- 

09) 

gesetzt wird. 

c ~ coC~C ~ ~(w~)(w/ 

Dem Ausdruck fi;tr C k'mn man auch die einfachere Form 

(40) 
geben, well 

und e ~(~~ = V/--I ist. 
Aus (38) folgt 

T (w6)(w0 %0.~ 
C ~ ~3e C~ 

~2 CI 
= k3s1828~ = -~ 

dv 1 ..... A .D2% . d v ,  
(4') 

dv~ = - -  A . D l c  6 . d r  
und 

~ i  , . .  �9 

A [Dlc ~ D~C 6 - -  Dlc  ~ �9 D~c~] = s~e Y(~~176 c~ 
�9 C~ 

Die Determinante links ist aber bis auf das Zeichen gleich 1 

CoC~lC~2C~ -~- coG's, 

Vgl. W~BErt, Anwendung tier Thetafunctionen ete.~ Mathemat i sehe  Annalen~ 
Bd. I4~ p. IB2, Gleichungssystem (9). 
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folglich nach entsprechender Verfflgung liber z3: 
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( 4  2) ~ l  - -  - -  

e~-(wr 

C~ 

Setzt man ferner z~ = r  +~>+~ und % = - - z 3 ,  so kann man mit 
Riacksicht auf  die Gleichungen 

7ri 
dc+~ T (we(we cog s 

(42') d v  - - c ' 4 - - - -  s , e  Q , 

r:i 
d c  5 , - -  (wD(~rr Co ~,t 
dy--  = C~ = - -  ~se  ~ ( ~  l)(We'(e)' C. ' 

(/r t 
d-v- = C6 o 

fiar q~ und q: folgende Ausdri~cke aufstellen: 

(43) 

in denen 

(43') 

c/. (gq~,, . ) (  v ) 
g2 ~ i~ CoO(k)(v)  ' 

i I == - -  i e  ~ (k:(,w(__ i)%>,;,,.o>. ' 

I r,i ti)(w0 , 
i 2 : - -  e ~ (-- I )  (',4"(w5)' 

ist. Von den in (429 angefahrten Werthen far  c~, c; und c; ergeben sich 
die beiden ersten unmit te lbar  aus (38 ) und (40); der letzte folgt aus 
der Gleichung 

o + (--  + ( -  

\ I /  

die aus der KRAZER'sehen Formel (Ca) , (a. a. O., p. 39) hervorgeht, 
wenn man dieselbe unter Vertauschung der Indices !, 2, 3 mit resp. 
4, 5, 6 differentiirt und darauf  (#)-----(o) und ( v ) -  (o) setzt. 

Vertauscht man in jener KRAZER'schen Formel nut  die Indices 2, 3 
mit  resp, 4, 6, so erhMt man in gleicher Weise die Gleichung 

o = c o c : s c J c  , + ( - -  ~)<'~176 4 + ( - -  ,~( .... >,,e,,,,+'~ ~ ~ a~ *} ~16~24~34~6 ~ 
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aus welcher  wegen dc 6 ~ o 

r 
C 1 - -  

folgt  und  mit  

Relation 

(44) 

t I e r m a n n  Dobr ine r .  

C~ \ / 
Co(~25C35 

Riieksicht au f  (42) die bald zur Verwendung  gelangende 

I (w~w4)(ew~ws)'+(w6)(wJ'C~ 
clc; = - -  ( - - )  ~1o~o~o " 

w  

Wir gehn zur  Bes t immung  yon R c o s a  und Vftber .  Nach ( I 5 ) w a r  

also 

p 
cR eosa  = qlq'~ q~ql, 

�9 , l 1 
~l  ~b~ e 4 C 5 

far  die Determinante  kann man  die S u m m e  

A,9(k)(,) - ' ,  . ,~(hwo)(vj + B~(kw~) (v )~(kw~wo) (v )  

setzen und in der i~blichen Weise die unbes t immten  Coefficienten A und 

B berechnen. Man finder 
z 

A = - -  ( I )  [k~el)(e)'+(kwlwS'*(~8)' r 

C1~r 

und ft~r 

Demnaeh 

B ein Product ,  das c~ zum Fac to r  hat  und deshalb --= o ist. 

cR  cos a -= - -  i l i 2 ( ~  I ) (k'~')(e)'+(iw'wS):w~)' C"r162 bq(kZVe)(V) 
~14 C15 o 

was mi t  Beuutzung  von (44) und (42) einen einfachern Ausdruck  far  
cR  cos tr liefert, den wit  mi t  demjenigen ffir cR  sin a - -  q~ zusammenste l len:  

(45) 

c R cos a ~ e -  ~-(~)('~ ( ~  I )(~xe)'+(~y,,,,)' CoC~ ,, c~co ~( kwo)( v k )( v ) ' 

cR  sin tr - -  
co ~(k)(v)  
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Bei der Bestimmung yon V gehn wit  yon der Gleichung (I4) aus: 
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(46) 

d V  

d V  '~ 
c T v  ~ ( - -  ' 4 " o~(k)( , , )  

V ist einem Integral  zweiter Gattung gleieh; es muss sieh demnaeh durch 
die partiellen Ableitungen des Logarithmus einer tg.Function darstellen 
lassen. Mittelst der Methode der unbest immten Coefficienten leitet man 
folgende Formeln ab: 

O ' ( ~ ' w d ( v )  
C~ l~ - - a v ~  C~176 -~- Z i ( - -  I)(*)(~')'(D*ci): O2(k)(v) 

in welehen 

ist. 
Da 

c~ a" log 0(k)(v) 
OVIaV 2 

log O( k )( v) 

" ~ '  

- -  C0I).22C O + Z i (  - i)(k'(wO'(D, ci) ~O'(~w~)(v) 
o ' ( ~ ) ( ~ )  ' 

(i = 4, 5, 6) 

[a'O(o)(v)] 
D~*c~ = L ~ J(o=(0)" 

dv~ ---- A . D ~ c  6.dv und d% ~ - -  A . D ~ c  6.dv 

ist, so folgt aus diesen, wenn man abgekiirzt 

D t c ~ . D 2 c k -  D~ck. D2c~ = [ i k ] =  - - [k i ]  
setzt: 

co d ~ log0(k)(v! ~ co[D,,co.D~% __ D,2co.D, c6 ] -t- (-- t)(~)('~)'D,q[461 0~(k)(v) 
A dv ~v~ 

+ (__ t)(k)(,O,D,%[56 ] O ~ ) ,  

e02 d ~ log0(k)(v)] ~ co[D,~eo.D~% __ D2~eo.D,c~ ] + ( _  t3(~)(w,), D e [A6] O~(kw4)(v) 
A dv a v  2 a " ~ ~ '~-~ ~ 0 ' ~ ( k ) ( v )  

+ ( - -  t ) (  )(~) D~r ~ , 

Aeta mathematlca. 9. I m p r i m 6  le 29 Oetobre  1886. 13 
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und hieraus dureh Elimination ~on .,~'(kw4)(v): 

[D,c  a D,c  a A dv av, ~ j 

"-1- ( - -  ')(k'(wJ[54][56] O~(#)(v) 

Den aus dieser Gleiehung folgenden Werth des letzten o-Quotienten sub" 
stituiren wit in (46 ) und finden naeh der Integration 17 bis auf eine 
additive Constante bestimmt: 

(47) 

[54][56]c0c V 
c'~* 

c~~ D .  2 e 4 D ,  e 4 �9 
As. av~ av~ A 

w  

Die vollsti~ndige Integration der Differentialgleichungen (t) wird, wie 
schon in tier Einleitung angedeutet wurde, bewirkt dutch 9 ~9,Quotienten, 
die den Bedingungsgleichungen einer orthogonalen Substitution genOgen. 

Auf die rtbersichtliche Darstellung der Quotienten der geraden ,% 
Functionen als Coefficienten einer rechtwinkligen Coordinatentransforma- 
tion hat  zuerst Herr Wr~BER hingewiesen. Von seinen Ausdri~@en (a. a.O., 
p. ~8t (6)) ausgehend gelangt man, wenn man die besondern Annahmen 
~tber die Charakteristiken fallen litsst., dutch Vermehrung der Argumente 
um das System halber, der Charakteristik (k) entsprechender Perioden 
zu dem System: 
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l~+ = e-~(+>(+~w"> ( - -  1)(~')(~'")'c++O(l"w+~v~)(v)co~(k)(v) ' 

(48) ~l m,, = e ~ ">('~+")'( i)~"~)':"~)' c~,+,~(kw~w,,)(v)+ %,')(k)(v) 1 (,,:,,~,~) 

= e (__ ~)<.+)(+,,). ~ ~  
coO(].)(v) ' 

dessen or thogonalen Charakter  man nachtr~gl ich  am lcichtesten mit te ls t  
der K,~z~,+'sche,~ For,,,etn (B,) und (C',), (+,. ,~. O., t" 35 und 39) veri- 
ficirt. Der Nachweis, dass dassclbe (tie Gleichungen (1) befriedigt,  recht- 
fer t igt  die _~nderung, die an den WEBrm'schen Ausdriicken vorgenommen 
wurde, t 

Anmerk++~ 9. Es sei mir an dieser Stelle die Notiz gestattet, dass die KRAZER- 

sehen Formeln (B3) und (C~) 1 (p. 35 u n d  37), an Inhalt und Umfang zu folgendem 
Theorem zusammengefasst werden kSnnen: 

Bedeuten (s)  und (~)  zwei beliebige Charakteristiken 1 w~ dig Charak- 

teristik (o)1 vt~ u:  und v,, v 2 zwei Paare veriinderlicher Argumeute und wird 

, ' r i  
(s~)(w a w~ )' 

(--  I)(wa)('+Z;e " ~(~,~V~,~t+)('++).0(~TWaW,+)(V ) = O+,,+ 

= oI 4+ 5, 

gesetzt~ so bilden die I6  O-Producte 

6),o 0,, 0,~ 0,6 

0~6 0~, 0~ 0~6 

03~ 0~ 0+~ 0~+, 

einze|n dividirt durch einen gemeinsamen Nenner, die Coeffieienten einer 

orthogonalen Substi~utio% deren Determinant~ den Werth 

(__ i) (w~)(w~)' +(~v~(w~)~ 

hat. 
Dieses Theorem ist zuerst yon Herrn F. CASPAItY aufgestellt worden 1 aber nur ftir 

besondere Werthe von (e) und (r]) (CrtELLm'S g o u r n a l ~  Bd. 941 P- 77). 
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Durch Differentiation erh'Mt man 

(48') 

dlh 
-~v = L ' n ^  ~ L"m~, ,  

d ~ h  
dv "= L " l h  ~ L n h ,  

d?la 
-~v  = L m h  ~ L ' & ;  

(h=l,2~ 3) 

-- T (k)(wO' .L = e ( ~  I)(~)(,~ ), c~O(kw~)(v) 
co,~(k)(v) ' 

- -  T ( k ) ( % ) '  L '  = e ( _ _  i)(ws)(w6), c ~ ( k w s ) ( v )  

Co~(k)(v) ' 

(k)(~6)' / 

i t' 6 2 

Nun ist wegen c~ = o auch L " - =  o und dann, wie ein Vergleich mit 
(43) lehrt, L = -  q~ und L ' =  iq~, mithin in der That (48') identisch 
mit (~). In (48) hat man zwar nut Gin particulates System yon Integral- 
gleichungen; man darf abet, WiG in w t gezeigt wurde, ein solches uv~hlen, 
ohne der Allgemeinheit Eintrag zu thun. 

Was ferner die Integration der Gleichungen (2) anbelangt, so fiihrt 
der Umstand, dass man die dreifach periodischen Functionen Pl und P2 
als Grenzfalle von vierfach periodischen ansehn kann, auf die Vermuthung, 
dass man durch einen Grenzi~bergang, der die vierfach periodischen Quo- 
tighten yon (48) in dreifach periodische verwandelt, die Integralglei- 
chungen yon (2) wird gewinnen k6nnen. Man hat indessen nicht mit (48) 
selbst eine derartige Umformung vorzunehmen sondern mit einem abge- 
leiteten Systeme und zwar mit fblgendem: 

I il~ il~ 

+- T '  

l~ ' l~- ' 11 ' 
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Auf die ausfi]hrliehe Darstcllung des Grenzfibergangs verzichte ich; sic 
ist sehr urnstandlich und tiberdies von keinem Interesse, da d~s End- 
resultat mit Hilfe bckannter Formeln aus der Theorie der elliptisehen ~9- 
Functionen leicht zu verificiren ist. Ich erw~hne nur,  dass man die Mo- 
duln a~,  a:~ und die V~riablc % in bestimmter W e i s e  in Null ~ber- 
zuftihren und iiber den Werth  yon (k) und die Bedeutung der Charak- 
teristiken wi passend zu verfiigen hat, um zu folgendem Systeme zu ge- 
l.q ngen : 

i#,, 
(49) ' a)], (h=,, , t,,, = ~,~, ( . ~e , , ( , , . , ) [ e"%(<  + a) + e "~e,,(u, - -  ~,:,) 

I '~" [~"%(u, + ~ ) - - e - ~ , e . ( < -  .)1 I ~',, = za.(~),~,,(~,,) 
W 0 r ] n 

i s t .  

Die Differentiation liefert 

d).h 
= A %  - -  A"I ' .~,  

dZ" --= A " , t ~ -  A'~h, (49') ~ v,=l, ~,a.) 

(]ua 
= A/zh - -  A',ah; 

< , ( ~ ) ]  
el = '07 *~-u Ldu, 

A '  . d,q •;, ,,= _=~ 
= --~d~b 2ell(~)e,l(~/,)  [e 811(gl -{'- (7~) --}- e ell(Ul - -  a)], 

A"  . du ,  '%t u.~ 

Die Beri~cksichtung der Gleichungen (32) und (33)erweis t  sofort die 
Identiti~t der Systeme (49') und (2). D i e  zu bestimmenden Werthe yon 
~h, /~, ~ sind also den Ausdriicken yon (49)entweder  direkt gleich, oder 
sie setzen sich nus diesen linear zusammen. Wir  wollen zunlichst das 
erstere annehmen und den Beweis dafiir, duss diese Annahme die einzig 
zuliissiFe ist, spi~ter geben, 
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Da nunmehr  alle Quam.itsten in ihrer Abh'angigkeit von den V a r i a ~ l n  
u und v dargestellt sind, so erabrigt  nut  noch die Aufstellm~g der Glei- 
chungen far  die Coorditmten X l, X~, X a eines Punktes der Flitche. 

Setzt man 
~hI~  c o s  ( r -  ~l~h/~ sit] a = I'/, (h=~,~,a) 

(50) ~ im,,R cos # - -  in,,R sin o = t~, 

so liefert ( 5 ) m i t  Bert~cksiehtigung von (3): 

] 221, t,, )'h 
I v =  

[ X-' 

wobei noch zu bemerken ist, dass rh einem 9-Quotienten gleich ist: 

__ 7~i , I 
2 - -  " (It = l ,  2, 3) (52) r t ,  - -  i e  ~(k)(*c,~) ( I )  (,'5)(e)'+(wh)(w~e)'" %Caltt4'~eaa~](/i'Wz~(V)cc~c26ca~ t ~ ( / c ) ( V )  

Zum Sehluss soll noch gezeigt werden, dass das Kri~mmungsmass der 
Fl~che thatsfmhlich constant ist, und im Anschluss daran, dass die be- 
zaglieh der 2h, /*h, v~ geiroffene Verft'lgung eine nothwendige war. 

Fa r  P ,  f, Q und .q bestehen die Gleiehungen (6) und (7): 

E ~ , , , / i % / ,  ~ - - -  p~ ~,,,) E, ,n, ,  z~ 

Eh ( p2/]'lt - -  P l  ~JIt)( R COS (71"~ h - - R  s i l l  o'm,/, ) ~x-~l. rl, ffh 
f =  P R  cos o - -  3 I R  sin ~ = - -  E~ t~ ~j, E,. Ii, 2,. 

~,,),,(iq, m~,--q~lT,) W-~, r'~, 2~ 

Z [/g ' + R s i n o ~  dRs ina l  
dV d,l~sina 1, L,_ cosar~ --  l~ ~ .J 



Fliichen constanter Kriimmung dargeste~t mit Hilfe von Thetafunctionen. 103 

Sucht man die neueingeffihrten Gr(~ssen ~1~, r~, n;, zu hestimmen, so findet 
man nach zum Tell h(~chst langwierigen Reehnungcn: 

( 

~ -  ~.,t,~,~(a,) d u ' # . ( % )  etc. 

~' - -  e --~(~x~)' ( ~  ~)u~,~)(,~o,~,)'+(wl~)(,,,~)' c~c~,:~co~c~c,~q~ ,~(kw,)(v),~(k)(v) etc. 

T/, 1 e 2 (k)(w~w4)' �9 ~ ," o 

oder, wenn man die Gleichungen ( 2 9 ) u n d  (35) zuzieht und abkiirzend 

ic 

setzt: 

Mithin ist 
~r~ --- v~2~, r ~ kvh rh, nn Vnnh 

-- E,~z,~L f -  EJ,,L. Q : k , g - -  

Hieraus folgt (8): 
masses ausspricht. 

P Q  ~ kfg,  worin sich die Constanz des Kri~mmungs- 

HBtte man a,ber 2h, Ph, ~h ZU ersetzen durch resp. 

ah121 Jr- a/,22~ -Jr- ah~23 

ahl#l -4- ah2lt2 + ah3/~3 

so wi]rde such ~rh in 

fibergehen, mad man erhielte f~r P ,  f, Q und g die Ausdriicke: 

~ h  

f =  

E •  1, ~ k  akk lh ~k 

( h , t ' = l t ~ , 3 )  
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Die Gleichungen (9) 

P = g ,  Q = / , t  

wiirden dann die Relationen 

zur Folge haben, die ihrerseits 

ahk ---  0 

ergeben mi~sscn, well im allgemeinen ~, nicht gleich zk ist. 


