73

DIE FLACHEN CONSTANTER KRUMMUNG
MIT EINEM SYSTEM SPHARISCHER KRUMMUNGSLINIEN
DARGESTELLT MIT HILFE VON

THETAFUNCTIONEN ZWEIER VARIABELN

VON

HERMANN DOBRINER

in FRANXKFURT a/M.

Dic Flachen constanter Kriimmung mit einem System spharischer
Kriimmungslinien hat zuerst Exxeper ' untersucht. Zur analytischen Dar-
stellung derselben verwendet er drei Functionen ciner Verinderlichen u,
dic erst durch Integration von gewohnlichen Differentialgleichungen zu
finden sind.

Zwei von diesen Functionen, in der Exxeper'schen Abhandlung mit
p und ¢ bezeichnet, geniigen zwei simultanen Differentinlgleichungen
zweiter Ordnung,” fir welche die beiden crsten Integrale bekannt sind.’
Die dritte Function ¢ ist eine particulire, keine willkirliche Constante
enthaltende Losung der Differentialgleichung *

(}\) de p cos @

du 99 q

! Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen
aus dem Jahre 1868, p. 421—443.
*a. a. 0., p. 425, Gleichungssystem (7).
® a. a. O., p. 426, (10) und p. 431, vierte Gleichung von (20).
*a. a. 0., p. 426, (11).
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In dieser bedeutet g die Constante, deren reciprokem Quadrat das
positiv angenommene Kriimmungsmass der gesuchten Fliche gleich ist.

Die Integration dieser drei Differentialgleichungen hat ENNEPER nicht
ausgefithrt. Tr bemerkt am Schlusse seiner Abhandlung: Die Bestimmung
von p, q und ¢ in Function von w scheint auf grosse Sclhwierigkeiten zu
stossen. Auch von anderer Seite ist, soweit mir bekannt, die Losung des
Problems nicht weiter gefithrt worden.

Mir war bereits vor langerer Zeit die Integration der Gleichungen
fur p und ¢ gelungen. Ich fand, dass diese Grossen als Quotienten von
#-Functionen zweier Veranderlichen darstellbar sind. Dieses Resultat
liess es aber kaum wahrscheinlich erscheinen, dass auch die directe Inte-
gration der Gleichung fiir ¢ gelingen werde.

Die Beschiftigung mit der allgemeinen Theorie der Flichen mit
einem System sphérischer Krtimmungslinien liess mich indessen erkennen,
dass jene Gleichung in gewissem Sinne nur von secundérer Bedeutung ist.

Wenn die Mittelpunkte der die sphiarischen Kritmmungslinien oscu-
lirenden Kugeln simmtlich auf einer Geraden liegen — und das ist bei
den Flachen constanter Krummung der Fall — so ist, wie ich nach-
gewiesen habe,’ zur Darstellung der Fliche in erster Reihe die Kenntniss
zweier Systeme von je 9 Grossen erforderlich, zwischen dencn die Be-
dingungsgleichungen ciner orthogonalen Substitution bestehn. Geometrisch
besagt dieses, dass man zwei (imaginare) Raumcurven zu bestimmen hat,
die in den Richtungscosinus ihrer Tangenten, Haupt- und Binormalen jene
orthogonalen Systeme liefern.

Sind fiir eine dieser Curven der Kriimmungsradius und der Radius
der Torsion in Function der unabhiingigen Variabeln # gegeben, so er-
wiichst die Aufgabe die Werthe der erwihnten neun Richtungscosinus zu
bestimmen. Und diese Aufgabe fithrt auf eine Gleichung von der Form *

Z—Z = f(u) 4 f,(u) cosg.

Bei EnxveErer kommen nun die imaginiren Hilfscurven zwar noch
nicht zur Verwendung. Aber dic Gleichung (a) dient doch wesentlich

' Crerte's Journal, Bd. 94, p. 153—155.
* Vgl dariiber die Abhandlung von Hoppr, CrRELLE's Journal, Bd. 63, p. 122,
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zur Aufsuchung der Elemente der einen Curve, fur welche in p und ¢
Grossen bestimmt sind, die mit ihrem Krammungs- und Torsionsradius
in cinfachem Zusammenhange stehn.  Die Integration von (a) wire dem-
nach nicht zu umgehu, wenn man nicht auf andere Weise zu dem ge-
suchten  Orthogonal-Systeme gelangen konnte. Nun legt aber der Um-
stand, dass p und ¢ §-Quotienten gleich sind, die Vermuthung nahe, dass
dasselbe mit dem bekannten aus den ¢ Quotienten der graden @-Func-
tionen gebildeten Orthogonal-Systeme identisch sei. Und diese Vermus-
thung findet sich bestitigt.

Die Elemente der zweiten Hilfscurve lassen sich durch #-Functionen
ciner Variabeln darstellen, wie nach den Ergebnissen der Exnprprschen
Arbeit vorauszusehn war,

Dic folgende Untersuchung geht nur anfangs den von Exnupur ein-
geschlugenen Weg; sie schliesst sich der in meiner oben angefuhrten Arbeit
~— die ich in Citaten kurz mit F. bezeichnen will — gegebenen Dar-
stellung der Flachen mit einem System spharischer Kriimmungslinien an.

§ 1.

Unter dem Paramecter » war in F. die Lange des Bogens der Mittel-
punktscurve, gemessen von einem belicbigen Anfangspunkte bis zum
Centrum einer Osculationskugel, verstanden. Jetat soll iber v in anderer
Weise verfiigt werden; deshalb ersetze ich aberall » durch V.

Bezeichnet man

1dV 1dV

mit ¢, g o mit g,

pdv
I . 1L i
w, mit p, unc w, mit  p,,
so lasst sich das Ergebniss des Abschmitts I d) (F. p. 153—155) hin-
sichtlich der Flachen mit gradliviger Mittelpunktscurve kurz wie folgt

darstellen,
Man bestimme zwei Systeme von je o9 Grossen, [,, m,, n, und
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Aus My vir (h=1, 2, 3), die cinzeln den Bedingungsgleichungen einer Or-
thogonal-Substitution und den Differentialgleichungen:

dlh . dmh d’}’l/), . Z
(1) do Yt e M e = MG T2
und (h=1,2,3)
Cl/“h . . d‘l,{h . L{Uh .
(2) du - Wi + o, an WPy s an Py

geniigen. In den letateren sind ¢,, ¢, zwei willkirliche Functionen von
v und p,, p, zwel willkiirliche Functionen von w. Die Grossen I, m, n
hangen allein von der Variabeln v, die 4, p, v allein von u ab.
Fiuhrt man ein drittes Orthogonal-System =, y,, 2, durch die Glei-
T
chungen (F. 63)

P — I T i Zh lh/lh T o= ¢ Zh by Th

4 - - . . 6 T ey b “w -~

: Zilid g Tl S Tl
(,,) ¥, — Z-Zh nh%f g == _Emh ¥n ¥ == Emf;/ln

¥ h T ok T T
g = Z-f‘:_’hqnh)% 5 = Zh'nhlfﬁ g = Znnh/lh

: ! Zhlh 2h ’ ! Zh lh 'zh ’ s Zh Zh xh

(h =1, 2, 3)

ein und bestimmt unter Benutzung einer weitern willkiirlichen TFunction
von v, V, die Grossen Rsine und R cose durch die Gleichungen

. V

Rsmo'zl-gl—,

L av

(4) dR coso _ g, dV
dv _91 dv’

g0 wird durch
' X —V =2z .Rcosec—y,. Rsing,

(5)

X, =2¢,.Rcose—y,.Rsing,

X, =2.Rcosoc—y,.Rsino

eine Flache dargestellt, deren I{rﬁxlllnungslinie v auf einer Kugel mit
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dem Radius R licgt. Diese Kugel hat ihr Centrumm auf der Axe der 2,
im  Abstande V7 vom Nullpunkt und schneidet die Flache unter dem
Winkel o.

Differentiirt man die in (3) gegebenen Grossen z,, y,, 2, nach « und
nach », so gelangt man zu den Gleichungssystemen (F. 4* und 4°) und

findet fur M, P, N und ¢ die Werthe:

M = —py, — P, ¥,

P = — P, By~ Py iy,
(6) 4

N = QJxl’

Q= —a9,% —4q,

Ebenso liefert die Differentiation der Coordinaten X, X,, X in Riicksicht
auf die Gleichungen

E)X,L ) ] aX" — ¥
P fr, und oy = I
die Ausdriicke
f=P.Rcoseo— M.Rsing,

(7)

av dR sin o
= . Rcoso + 5y, ———-
g @ + dv U du
Ist 1;, m;, n;, ein zweites Orthogonal-System, welches den Gleichungen (1)
geniigt, so muss es mit [, m,, n, durch eine lineare Substitution von der
Form:

4

h T O‘mzl -+ awl*z -+ ansl;—;,

[ ; /, h=1,2,3
Wy, = oMy = My -+ dysfiy, * )

’

Ny = O My + WMy = Gy

verbunden sein. Ersetzt man in den Gleichungen (3) tiberall [,, m,, n,
durch 1,, m;, n,, so geht in diesen nur die Veranderung vor, dass an
Stelle der 2,, m,, v, lineare Functionen derselben, 4;, w, v;, treten, die
sich wie folgt darstellen:

’
o= apdy = ok oagdy,
M = Aty Gyl b Qg flys (=123

7
v = apy; & gV + oyvs.
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Hieraus ziehen wir einen wichtigen Schluss. Wenn ¢, und ¢, ge-
gebene Functionen sind und man 7, m,, n, durch Integration der Glei-
chungen (1) zu finden hat, so ist es ohne Beeintrichtigung der Allgemein-
heit gestattet, fur dieselben ein beliebiges particulares System von Integral-
gleichungen zu wahlen, wenn nur fir Aus s vy die vollstiandigen Integral-
gleichungen des Systems (2) zur Verfugung stehn.

Geht man dazu tber die Constanz des Krimmungsmasses als Be-
dingung einzufithren, so hat man der Untersuchung zunichst die allge-
meinen Formeln des Abschnitts (F. 1.) zu Grunde zu legen, die sich auf
Flachen mit doppeltgekriimmter Mittelpunktscurve bezichen, und mit dem
Nachweise zu beginnen, dass es eine Folge obiger Bedingung ist, dass
die Centra der osculirenden Kugeln auf ciner Geraden liegen,

Die uber den Parameter v getroffene specielle Verfugung hat, wie
man leicht erkennt, fur die Gleichungen (. 1) bis (#. 9) nur die eine

0
adX . . . . . .
Folge gchabt, dass —— dem Richtungscosinus (cosa,) einer Linie gleich
dv

. . Xy o ‘ .
gesetzt werden konnte. Schreibt man daher tberal —di‘ fiur cosa,, so sind
v
jene Formeln ohne weiteres anwendbar.
Da die Hauptkrimmungsradien der Fliache

£y :%) und 0, :%
sind, so hat die Gleichung
[ — k
101/02
die andere
(3) PQ = kfy

zur Folge. Multiplicirt man diese mit jeder der beiden folgenden

1 oP  1of

@ g (= M),
I?)Q__Eag o
Pou fou (=—N),
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so erhialt man durch Integration
P? = kf* 4+ F(u),
Q" = kg* + 0(v),
Wenn man aber die neuen Variabeln #, und », durch die Gleichungen
du, = du J—IF, dv, = dv\/@
einfuhrt, so gehn gleichzeitig
f> P, g Y
in
fiy— kP, P, y—k&F, GO, Qyo

ither, und obige Gleichungen liefern in Verbindung mit (8) die einfachen
Relationen

P=y,
(9) ] Q = If,
l 0 — kP* — 1.

In diesen haben wir den Index 1 wieder fortgelassen, wie wir auch an
Stelle von w,, », wieder u, v schreiben.
Die erste Gleichung (7) kann nun in der Form:

R coso )
Rsing kR sin o

(10) M=P

geschrieben werden; hieraus folgt wegen

1P I 3¢,
M= =
P Reose Q2 2Q 2 B cosa PQ
(1) 20 = V% e " ilisma’ 3 = M pse e

Differentiirt man eine dieser Gleichungen nach » und beachtet, dass

19Q E3P

N=—35="0m
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ist, so findet man

N R coso PN

(12) v QNRsina_Rsina'

Aus (10) folgt ferner

oM R cosea PN
(13) = WNimam, T isns

Vergleicht man den obigen Werth von %7 mit dem aus (F. 9) fol-

genden, so findet man
R cose PN d 1 dX} . 14X,
NQR sine  Rsine z"w"% <R sin o'—cﬁ> T Z\/z"y" Rsing dv’

nach der dritten Gleichung (#. 9) ist aber wegen g = P:

Z 1 dX; P R coso I dRsine
Wh R sine dv  Rsino Ql{sino Rsine dv ’
mithin
in( 1 @>_ N dRSino-:O
2h gy \R sin 6 dv Rsine dv,

oder, wenn man fur N seinen Werth aus (F. 9) substituirt:

Z [ d < I dX}Z) 1 dR sin o'olX?L]
#Zn T T - | =0

dv \R sine dv Rsino)* dv  dv

'

Nun ist fz, :—:%; es misste also diese Gleichung, falls die Coefficienten

von %, %,, Z, nicht simmtlich verschwinden, eine andere von der Form
X Wi(0) + X, Wy(v) + X, W,(v) = W(v)

zur Folge haben, welche besagen wirde, dass die Kréimmungslinien
v = Const. nicht blos spharisch sondern auch eben, also Kreise sind.

Diesen Fall, der auf Rotationsflichen fiihrt, schliessen wir von der
Betrachtung aus. Dann haben wir den Coefficienten von x, gleich Null
zu setzen und finden durch Integration:

ax; .
—— = ¢ (Rsing (h=1,2,8)
dv h< >
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worin ¢, ¢,, ¢, drei beliebige Constanten sind. Aus dieser Relation geht
hervor, dass die Mittelpunkte (X}, X7, X3) der osculatorischen Kugelflichen
auf einer Geraden liegen. Verlegt man in diese die Axe der X, so

miissen die Constanten ¢, und ¢, verschwinden und man hat, wenn man
X} =V und ¢, = ¢ setzt,

av

— ino)?
= c(R sin g)*.

Da wir nunmehr auf die ersten Formeln zuriickzugreifen berechtigt sind,
so combiniren wir diese Gleichung mit (4) zu dem System:

Rsing =1
c
dR cose  q,q,
([4) dv ¢
AV q
dv ¢

§ 2.

Aus (6) folgt ein Werth fur %9, welcher mit dem Werthe aus (11)
v

verglichen die Gleichung
R coso P

Rsine Rsine

— 4 — @ — Q= kP’
dg, dg,
—O—l? und v
Ersetzt man in ihr 2z und y, durch ihre Werthe aus (6) und (7), so
erhalt man mit Benutzung der Relation @* — kP? = 1:

liefert, in der abgekiirzt mit ¢; und g, bezeichnet sind.

(15) ¢BRcoso = q,0; — @.q1,

woraus durch Differentiation und Berticksichtigung von (14) die Gleichung
folgt:

(16) 095 — Gyt = ¢, 9,.

Acta mathematica. 9. Imprimé Je 25 Octobre 1R86. 1
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Nach (F. 4) ist

P Nz, — Qo = q87 — 4(— G4 — )

=g, — @Y + 92

andererseits liefert (7)

. eP cRcoss | q;
h =7 'd 7

. . . L 9 :
Hieraus folgt ein zweiter Ausdruck fur %, welcher dem ersten

gleichgesetzt folgende Gleichung ergiebt:

d <g§> o A ¢? pQ(R cos )’
=g, — 2 TR

dv \g, ¢ g kg ad
oder

d /q\ 9 e’ ¢*(R cosa)’
(I7> dv <;1> = ¢ B + lqu;» q‘,‘a :

7
2q,

%

und addirt rechts

Multiplicirt man auf beiden Seiten mit

2¢’R cosa dR cose  2¢,(¢:4: — 0:91) o
7 dv q,

hinzu, so erhilt man

d (¢’ .y 2t o d /(R cose)?\ ,

und nach der Integration

7 . 9 c? ¢*(R coso)*
8 2 == - 97T 3 5 I
(18) g DTy I

wo o eine beliebige Constante ist.

Durch Addition von  (17) und (18) geht eine Gleichung fur g
hervor, mittelst welcher man leicht mit Benutzung von (21) die analoge
Gleichung fur ¢y aufstellt:

]qi’ = aq, + 2q,(91 — 43),

(19)
| ¢ = (1 4+ &g, + 20062 — 63,
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Ein Integral dieser Differentialgleichungen liefert (18), wenn man cRcos s
durch (g,9; — ¢.q7) ersetzt; ein zweites ergiebt die Integration der Glei-

v NN

chung fur 2¢;¢) — 2¢;¢;"

’ ’ ’ ; -
90— (00— 0)’ —oq — g1 + 61 = TR’
(20)
0 — g — gl + (1 + O)gi — (@ — ) = f,

wo f die Integrationsconstante ist.
Aus (20) sind ¢, und ¢, in Function von v zu bestimmen; ist dies
geschehn, so liefern (r4) und (15) ohne weiteres die Werthe von Esing,
V . . . .
R cose und %}—; dann sind alle von v abhéngigen Quantititen bis auf
die mittelst (1) zu findenden 1,, m,, =, berechnet.

§ 3
Die aus (6) folgenden Gleichungen
[x1p1 = Py, — Mz,
(21)
|x1p2 = ——Py2 + MZ’2

differentiire man nach » und setze zur Abkurzung

ox y
o = — My, + Pa) = —w;
man hat dann
, oP oM
Py — pw = ou s ‘_‘a_izzg
(22)
, oP oM
p‘le ——p2u; = _5;3/2 + b_J 'zz‘

Leitet man hieraus die Determinanten-Gleichung

2 ’ ’ aP aM
T (pip, — Pipy) = (M — ng) (a8l — 2,30,)
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ab und beachtet, dass nach (13), (10), (6) und (14)

oM N

N
onw R siﬂ(Q

oP 2 2 _._i
M-—F —kP) = ppams = E 5

ist, so gelangt man zu der ersten Gleichung far p, und p,:
r ’ c
(23) bips — PP = — 73
Mit Hilfe von (21) und (22) bilden wir ferner folgende Gleichungen:
S8+ 20) = (M + P2 + A8 + P)
= M’ + P’ — (Mz, — Py,)’,

w(pips + pops) — ww (Pl + p3)

aM al’

oM E)P
— (0, + Po) (S + 5 >

21>+ <Man+ ou

( + v ) — 2% w(plpl + p?P?) + w ([)1 -+ p?)
oM\*  (oP\? /oM oP \?
- (o) + G =G —5n)
Wenn man in der letaten derselben (p,p; 4 p,p;) durch seinen Werth aus

der zweiten und dann w? = (My, + Pz)* durch seinen Werth aus der
ersten ersetzt, so erhilt man:

w3 (pf + p°) — «i(p} + p)*

' oM\ 2 0P\ 2 oM aP 2
= —ai(p] + P)(M* + P*) + z, <ﬁ> + xl(a—u> — (5; 4 %)

=+ 2a7(p] + 292)(213/1 -+ aPZ > 20y (M + P*)( , —,z >
+ 20 (My, + le><z|19—M+ Pzi;).

Nun fﬁge man rechts

(291 + P2> 91901 (M2 + P> ‘.71];0'1<le - Py1)2 =0
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hinzu, bringe die Glieder mit (p} + p;) auf die rechte Seite und dividire
die ganze Gleichung durch zf; dann erscheint sie nach einer einfachen
Umformung in folgender Gestalt:

(24) p+pt— (0 4 )+ AP+ p) = B,
WO
2 /oM oP q; )
A =M+ PZ—E<5;?/1 +97.21>_Ta(1 — ¥ — &)
I /oM\?2 1 /aPy\? 1 /oM 2P E
=xln) talm) —xGa—5n)
2 /. M oP ¢
mZ@amw%ﬂw,fmm~%Mqu+ﬂM¢mwm

Nun sind nach (10), (7) und (6) die Grossen M, y, und 2z, ganze
lineare Functionen von P und @ mit Coefficienten, die nur von v ab-
hangen; cin gleiches gilt von

toM g oM 1P ¢q,9P

wow  Now W T N

und, wie sich leicht zeigen lasst, von

(Mz, — Py,) und —I—<9Mz ’apyl)-

z, \ou ' ou
Erinnert man sich noch, dass oben die Determinante

2P
ML _pM_ e,
u u 1

befunden wurde, so ist leicht zu ubersehn, dass 4 und B als ganze
Functionen zweiten Grades von P und @ darstellbar sind. Es zeigt sich
aber, dass von den Gliedern mit P und @ nur die quadratischen tubrig-
bleiben, und dass auch diese verschwinden, wenn man die Relation
Q* — kP* = 1 hinzuzieht. 4 und B sind also gewissen nur von v
abhingigen Ausdriicken gleich. Diese reduciren sich aber, wenn man
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dic Integrale (20) hinzuzieht, auf blosse Constanten, so dass schliesslich

fiir A und B folgende Werthe hervorgehn:

In (23) und (24) haben wir nun die gesuchten Differentialgleichungen
fur p, und p,:
’ ’ ¢
PPy — PoPr = 3
(25)

P4 0 — (0 B+ ) =T

Sie sind die Integrale der Gleichungen zweiter Ordnung:

’ T p
="+ (i + 1),

(26)

I —a

lp;’ =D+ 2p: (9} + PY),

welche von wesentlich derselben Form sind, wie die des Systems (19), denen
g, und ¢, zu gentigen haben. Indessen ist es eine fur die Integration
vortheilhafte Vereinfachung, dass die Coefficienten von p, und p, einander
gleich sind. Wir beginnen daher mit der Integration der Gleichungen
(25) und lassen dann die des Systems (20) folgen.

§ 4
Es ist
i+ pip)’ = (1 + P07 + p7) — (pips — pipr)’,
mithin nach (25)

I ¢t

, , L — B—ua :
(Bips + piw)* = (8} + A — "= (0 + 0"+ (0 + ) — 0
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oder, wenn
mtpi=r

gesetzt wird,

2

1/dp\? 5 a—1 4  fB—a ¢
‘Z}(ZIE) =P =P TP

(27)

—

l;%f=@—mw-m@—m,

\

wenn man mit s,, s,, s, die Wurzeln der cubischen Gleichung

2
3 a1 ¢

2 ,8’—’/- .
P — 7 p + 72 p—%l'_o

bezeichnet.

87

Mittelst &-Functionen einer Variabeln lasst sich also p als Function

von u darstellen.

Es seien die vier Functionen &, ,(u), 8, (%), 8,,(«#) und &, (%) durch

die Reihenentwicklungen

19g,t<26>= > e
-—oo,+m
definirt und mit 4,
das Argument Null bezeichnet.
Dann setze ich

'%»( My )
!

P 5 = S ()

o 8’31(“1)
(28) 17—-32—8#311%1(%*57

L )
P 3 7%019f1<u1)

und gelange dorch Anwendung der Formeln
2 2 2 2 y 2 2
7900’901(“) — dy oo(“) = 79107911(“>’
& (2)()(“) — ?930?9?0@‘) = &, 79?1('“)7

?9%07—931(“) — I ?o(“) = 85 ?1(”)

g\* g ath
w(m+ A) +‘2(m+ 7)(n+ —_
2 2 2 (g, h=0,1)

8,,, &, die Werthe von 8 (u), 8, (u), #,,(u) fur
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zu den Gleichungen:

93
S =8, = T
R
2
!
S, — 8, =851
# ! Foo o
92,
S, — S, =S
? ? It

die zur Bestimmung des Moduls @ und der neu eingefithrten Constanten
s dienen konnen. Man kann sie jedoch durch die nachstehenden Glei-
chungen

\ ()

o 193079;"1(a)’
l‘)ﬁl(a)

(29) § = TS e ay
o #o(a)

5 = TS

ersetzen, wenn man eine weitere Constante o benutzt, dic durch eine
dieser Gleichungen definirt ist.
Aus (28) folgt

Ldp isﬁ;l DNECTRTINCTRY TR

2du, Yoo W ()

»

woraus in Verbindung mit (27) und (28) der Zusammenhang zwischen
#, und » hervorgtht:

<dul ?s

du> T

0 U, Vs
<3 ) duw Py
Unter /s ist eine beliebige der beiden Wurzeln der Gleichung 2° = s
verstanden.

Ersetzt man in der ersten Gleichung von (28) s, durch scinen Werth
aus (29), so erhalt man

8 r

P = g ia gicay () 8 (@) — Ba(a) B (a),
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das ist
— '911('“1 + “)'911(“1 — @)
(31) P == S @)
Nun giebt (23)
[
PP — Pop = Y
folglich
Pipr— P C
P+ pt k’p
und
d Py e (u) 8% (a)
& <a""tgio;> = e, + )b, —a)

Es ist aber

1911(“1 + a)ﬁu(ul — “) ‘—1911(“1 "—a)19u<u1 + “) = Aﬁn(’“l + “)1911(“1 —“a) + Blg‘fl(“l))

2311(“) 19;11911(20')
B =— —3
4= #.(a)
also
LACTY _a 4, (u, + a)
B 08, =)~ du, [log&uwl — >] —4

und mithin

d’ du ¢ (a)
du (arctd ) du k*sB

log )
Lt wowrl A}-

Aus der cubischen Gleichung, deren Wurzeln s, s,, s, sind, folgt die

Relation

¢ ess = SH(a)¥(a)H(a)
BT Foundudi(a)

\/— 1 S\/e &,.(a )190,(60)1}10(“)
/Cl 79007901 éllozyll(”’)

welche unter Zuhilfenahme von (30) den Werth des Factors vor der
Klammer zu berechnen gestattet.  Versteht man unter /s nach (30)
"9;1 elas
Werthe der ubrigen in der Gleichung vorkommenden Grdssen und soll

Acta mathematica. 9. Imprimé le 28 Octobre 1886. 12

M4, so ist die Wurzel \/_'1 eindeutig bestimmt durch die eindeutigen
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fortan mit 4 bezeichnet werden. Der Factor vor der Klammer bestimmt
. %

sich zu — 2> Wenn man beachtet, dass

2004 @) 8y, (a) ()8, (2)
DI

00 " 01 “10

19“(2(l> =

ist.
Fuhrt man noch eine neue Variable w, durch die Gleichung

duy = —Z du,
(32)
#u(a)
du, = —ﬂ“(a)dul

ein, so lautet das Integral der obenstehenden Gleichung:

. 8,,(u, + a)
s Zy11(”’1 “—7’),

arctg& = — iu,
b,

T2 e 8, (u, + a)— =8, (u, — a)

P 61‘21911(%1 + a) + 8_1L2(911(71'1 - (1/) .

Zur Berechnung von p, und p, haben wir noch den Werth von p= p} + p}
. . ) du, ., \?
aus (31) heranzuziehn. Wir ersetzen zuvor in demselben s durch (’J% 79|1>

und finden, indem wir tber das Vorzeichen von p, beliebig verfiigen:

= El_qﬁl. euzlyﬂ(ul + a) - (’—"219”(7!] —_ (l) “
’pl AL 28, ()3, (u,)
(33) ' PR Ve )
_ g Qv e (u +a) e " (0, —a
Py = ¥y du 28, {a)¥, (u,) )

Hieraus geht hervor, dass p, und p, als Functionen von w, und u, be-
trachtet dreifach periodisch sind.

§ 5.

Zur Bestimmung der Grossen ¢, und ¢, hat man auf die Gleichungen
(20) zuriickzngehn, Transformirt man dieselben durch die Substitution:
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| 7 = £ &,
(34) .
lat = (1 — &)1 —e),

so findet man:

AN Y oL
&0—& T do T4 GG —) + 84 + 88,

452(1 - 52) B

ErE — &) | 6 —&) 2 | e .
oo taa s = et @ Ee— ) Ha+a+as

und daraus:

512(52 - 5,)2 . ¢? ~ 3 2 3
45,(1 —§&) k

£, — &) ot ) o
M L — (W —(—NE— &,

Halt man mit der cubischen Gleichung

g o—1 A—u ¢?

2 —_———
Py — I: D + 2 ¥y kbt O,

deren Wurzeln mit s, s,, s, bezeichnet wurden, die Gleichung

2

Etla—ng+(p—aity=o
zusaminen, so erkennt man dass ihre Wurzeln
— ks, — ks,, — ks,
sind. -, Mithin kann man, wenn zur Abki’lrzung
E(r — &)(— ks, — O(— ks, — &(— ks, — &) = (&)

gesetzt wird, den Gleichungen fiur & und & auch die Form geben

SEE— &) = VRE), 86— &) = VR
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Aus diesen folgen die weiteren:

1 1 + =2 2 — dU
VR (&) 2VH(E)
(35) 2 iz
Sy + S, = O.

Das Problem fuhrt also auf hyperelliptische Integrale erster Gattung und
macht die Einfithrung von #-Functionen zweier Variabeln nothwendig.

§ 6.

Ich gebe nun die bei der Umkehrung der Integrale in Anwendung
kommenden Formeln und zwar unter Zugrundelegung von KRrAzer's
Theorie der zweifach unendlichen Thetareihen, (Leipzig, Teubner 1882), und
mit Benutzung seiner Terminologie,

Der dort auf Seite 49 gegebenen Darstellung der 15 §-Quotienten
durch zwei unabhiingige Veriinderliche z; und z, entnehme ich die beiden

ersten Gleichungen:

d(w)( ) [124)[125)[126] — —
() (w,)(v) ~ W\/ Ve
| ,9(w) U) [124][125][126]

I )(v) ~ [134][135)[136) V! — AV

Differentiirt man dieselben vollstindig, stellt die links auftretenden De-
terminanten-Ausdriicke, — als @-Functionen zweiter Ordnung aufgefasst, —
durch #-Producte linear dar und substituirt fiur die §-Functionen wiederum
ihre Ausdriicke in z, x,, so erhilt man

Az de, g e [234][235](236] d
hhded? g RS (w0, 10,)(103) H e T YOy Xry004)
e + g, =1 V=) r3alltssIr58] 29’
) o 2 2
xr (113] + 'T’z 133 ( I)(wlw.‘w:;,»(w,) \/(__ I)(wl"’z)(“’lwz)' [234] 235] [236} . dcl

[124][x23][126][134][135][136] [123]’
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WOI‘iH:
= () T T T T
Ty = \/;’;\//l = U — pP2, 1 — ¢Pe, 1 — 12,5
e ’ *[126)° : , [126]*[124]*
T (e p O [125]°[1 £n 2 (g )y 2L 1124)
pr=(=) asliazer’ ¢ (50 2367 34"
. p 124]° *
(L) r? o= ( >(u',us)\wzwb Li]_[__S_]_

(234]°[235]"

3:?(14)0(1)) P 9«9(w,)(v)>
dn, (v):@)+ 02\ av, ()=(0)

] = $(w,w,w,)(0).

de, = (lv,(

Das Symbol (¢)(%)’, bezogen auf zwei beliebige Charakteristiken

() =(2"%) wmd ()= (""",

€1, & /IS

bedeutet die Summe &;7; + £,7;.

Diesen Formeln liegt keine Festsetzung tber die Reihenfolge der
ungraden Charakteristiken w,, ..., w, zu Grunde; ich bestimme nun,
dass unter w,, w,, w, drei Charakteristiken zu verstchn seien, die (o)
zur Suinme haben, und unter w,, w,, w, die drei andern Charakteristiken,
welche gleichfalls summirt (o) ergeben. Ferner schreibe ich in (a), (b)
und (c) &, & an Stelle von x,, x,, vertausche die Charakteristiken w,, w,, w,
mit resp. w,, w,, w, und vermehre die Argumente um das halbe Pe-

riodensystem (; kw6>, unter (k) = (;ﬁ;’ ;;z) eine beliebige Charakteristik ver-
stchend.  Vergleicht man dann die entstandenen Formeln mit (34) und
(35) und beachtet, dass die Vorzeichen von ¢, und g, sowohl als von
den Wurzeln (E(Z) und (R() noch willktrlich sind, so erhalt man
unter Benutzung der Zeichen ¢, e,, ¢, fir + 1:

ksl . (_ I)(wy(wl) Qf_aii

- =
€ Cas

6 | (ws)( )‘43041
(36) — e 153151’

ks, = (— 1) 0l

3 T 2 2
cmcqg
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~ 2wty O, Y (kew, ) v)

'91 =& ROMN

(37) ' i ‘
. )"I?("w@(“\)' 051‘](](’11}4)(0)‘
Ot OO

] de, = D¢, .dv, + D,e,.dv, = o,
|dc4 = D¢, .dv, + D,c,.dv, = Cdv,
wenn zur Abkurzung:

$(w,w,)(0) = ¢y, #(0)(0) = ¢,;

0
— pu——— td cl —— Y .
041642043 - 047 051052653 - 05’ 061(”62(’63 - (’6’
n 3 (w; v 23 (w;)(v
(39) <_<_X_>> — Dy, <_(__)_(_)> — Dye;
ov,  /w=© W, Jw=m

O = ¢ \/_c_‘l C005 6 eg(wﬁ)(%"
= g, —
3 k C;

Dem Ausdruck fiar € kann man auch die einfachere Form

gesetzt wird.

m s
5 o ¢,C

(40) C= ;6 C
geben, weil
e’ I Ci
7{7_ = K 618283 = b—:é
ﬁ(w.;)(w,;-)' —_— .
und e? = \—1 Ist.
Aus (38) folgt
(4) dv, =  A.D,c, .dv,
41
dv, = — A.Dc,.dv

und
ri(ﬂ)(u y e O

. R " Gy 5

AlDyc,.D,e; — Die,.Dye,] = e, -

L]

Die Determinante links ist aber bis auf das Zeichen gleich’

___ Y
CoC51052053 = 6‘0(/5’

! Vgl. WeBER, Anwendung der Thetafunctionen efc., Mathematische Annalen,
Bd. 14, p. 132, Gleichungssystem (9).
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folglich nach entsprechender Verfiigung iiber e,:

i ,
7 (wg)(w0y)

(+2) A=
Setzt man ferner e = g,(— 1) und e, = —¢,, so kann man mit
Rucksicht auf die Gleichungen
T i
2 gy ¢, C de = (e ¢, 0,
2 ——c = g,0? L —5 = = -—g,€? — 1)
(a2 \ Rl Pk 5 (=)™
de
v =% °

fur ¢, und ¢, folgende Ausdriucke aufstellen:

Iy c_;_&(lrwb)(v)
(43) A A O
3 |9 _ 19(/:7,174)(”)
2 2 e, d(k)(v)
in denen
‘ . _r'_i(kj(ws}' T,y
(4’”) 1, = —1¢ ? (— I) > “),
5 )
. — 2 ey INUAY
jy = — ¢TI gy

ist.  Von den in (42’) angefuhrten Werthen fur ¢, ¢; und ¢; ergeben sich
die beiden ersten unmittelbar aus (38) und (40); der letate folgt aus
der Gleichung

0 =(— 10 de, + (— 1) C.de, + (— 1) de,

in welcher unter (e) die gerade Charakteristik (I’
. I’
die aus der Krazrr'schen Formel (C,), (a. a. O, p. 39) hervorgeht,

wenn man dieselbe unter Vertauschung der Indices 1, 2, 3 mit resp.
4, 5, 6 differentiirt und darauf (u) = (0) und (v) = (o) setat.

Vertauscht man in jener Krazer'schen Formel nur die Indices 2, 3
mit resp. 4, 6, so erhilt man in gleicher Weise die Gleichung

1 .
> verstanden 1st, und
I

_ (wyw)(ew wg) —_ (w0 wg) ew ws)
O == €,6y;5C 35dc + ( I) T e, 26 36dc + ( I) e 016024cs4dc
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aus welcher wegen d¢, = o

. ; [
C; —_ ( _ 1>(w‘w*\(ew,w5) C14%36%0 C'
[N

0725735

folgt und mit Rucksicht auf (42) die bald zur Verwendung gelangende
Relation
€0 €14 €15 €25 Cas

C{C; = — (— 1 (wlwg)(‘wst)l'}'(“s)(’wg),
(44) (— 1) X

7.
Wir gehn zur Bestimmung von Rcose und ¥ uber. Nach (15) war

¢R coso = 4,4, — 92915
also

¢R cos e = g;j(z_;;(% [#(kw, ) (v). & (kw,)(v) — S(kw,)(v). & (kw,)(v)];

fir die Determinante kann man die Summe
A8(k) (). 8kw)(v) + B(kw,)(v)Skw,w,)(v)

setzen und in der iiblichen Weise die unbestimmten Coefficienten 4 und
B berechnen. Man findet

’
(— 1)k oy CiCse
€14Cis

und fur B ein Product, das ¢, zum Factor hat und deshalb = o ist.
Demnach

€1¢a4616 Hkw, )(v)

£14€35¢5 ﬁ(kX”) ’

(kiny)e) + (kwywg) gy

¢Rcoso = —iji,(— 1)

was mit Benutzung von (44) und (42) einen einfachern Ausdruck fur
cR cos o liefert, den wir mit demjenigen fiir ¢R sin ¢ = ¢, zusammenstellen:

i Ic "
—-'2*( Ytoy)

C, tycs I(kw,)(v)

cRecoso =— e PR A (CUN O 10 ke 4 y
( ) L ¢, SR

. _ tics Hkw )(v)
cRsing = o IR

(45)
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Bei der Bestimmung von V gehn wir von der Gleichung (14) aus:

v
—d_'u = ‘h
dV cest B kw Y v)
e (e (k)(wg) 75, 5
(46) C g = — (=0 G e

V ist einem Integral zweiter Gattung gleich; es muss sich demmnach durch
die partiellen Ableitungen des Logarithmus einer #Function darstellen

lassen. Mittelst der Methode der unbestimmten Coefficienten leitet man
folgende Formeln ab:

2" log 9(k)v) i (k) v)
G = aDue + L= )W) S
20" log #(k)(v) B0 F(kwi)(v)
G dv,9v, = ¢ Dyy0, + z (—1) Diei- Dye;. S (k)v) ’
29 log 19(/c)('v) (l')(w:) 2192(kw1~)(1{_)
A = Pty + L 0 D Sy
(i == 4, 5, 6)
in welchen
Duey = [F2O00]
2917,- Vg (0)=(0)
ist.
Da
dv, = A.D,c,.dv und dv, = — A.Dc,.dv
ist, so folgt aus diesen, wenn man abgekirzt
Dy¢;. Dye, — Dy, Dye, = [ik} = — [ki]

setzt:

dv ¢l D, 60 Dye, — Do, D] + (— 1R D ¢, [46] A2 0”’”4)( v)

cl [a logﬁ(k)(v)]

Adl o Bk o)
+ (1)@ D,e 56 ),
ce d [olog (k) v) e ﬂé(kw‘)(,l—,_)
K%[ o, ] €o[D1300:Dy — Dyy60-Dyc} + (= 10 Dye [40] Sm-ms
. Ik
(o 10 D56 ),

Acta mathematica. 9. Imprimé le 29 Octobre 1886. 13
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und hieraus durch Elimination von #%(kw,)(v):

i[p& 2logdk)(v) _ g, alogi@@]

A dv oy, ! N N
= ¢, ll)a%{D]lCo' Dy, — D, ,c,.D,c,}—D,c\D,,c,.D,c, — D, ,c,.D, cG*}]

#hw,)(v)

+ (— 0% l54)(56) Sty

Den aus dieser Gleichung folgenden Werth des letzten §-Quotienten sub-
stituiren wir in (46) und finden nach der Integration ¥ bis auf eine
additive Constante bestimmt:

[54](56]°

<]

(47) 1= D, ¢,.D,e,.D,0,—D,c,.(D,e,.D,c,—D,e,.D,c,) +DMCO.DIC4.I)1CG]

¢, [D2643]0g19(7c)(‘v_)_ D.e Blogz?(k)(v):l'

A 1Y 174 w

A

1 2

§ 8.

Die vollstindige Integration der Differentialgleichungen (1) wird, wie
schon in der Einleitung angedeutet wurde, bewirkt durch 9 §-Quotienten,
die den Bedingungsgleichungen einer orthogonalen Substitution gentgen.

Auf die ftbersichtliche Darstellung der Quotienten der geraden -
Functionen als Coefficienten einer rechtwinkligen Coordinatentransforma-
tion hat zuerst Herr WEBER hingewiesen. Von seinen Ausdriicken (a. a. 0.,
p. 181 (6)) ausgehend gelangt man, wenn man die besondern Annahmen
tiber die Charakteristiken fallen lisst, durch Vermehrung der Argumente
um das System halber, der Charakteristik (k) entsprechender Perioden
zu dem System:
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i x o
—;( W wa)

- IR CAITZ) EM_’U_)
h=e (=) W)

— gy . .
5 Xarsien) Y eon P Few,w, ) (v)

> n — p N {w, UL =1
(46> (/‘ ¢ ( ) 00(«)( ]C)(’U) ? (h=1,2,3)
7i ,
ny = ¢ T oot e n(v)
eI v)

dessen orthogonalen Charakter man nachtriglich am leichtesten ittelst
der Krazer’schen Formeln (B,) und (C,), (a. a. O, p. 35 und 39) veri-
ficirt. Der Nachweis, dass dasselbe die Gleichungen (1) befriedigt, recht-
fertigt die Anderung, die an den WEBER'schen Ausdriicken vorgenommen
wurde. !

U Anmerkung. Es sei mir an dieser Stelle die Notiz gestattet, dass die KRAZER-
schen Formeln (B,) und (C,), (p. 35 und 37), an Inhalt und Umfang zu folgendem
Theorem zusammengefasst werden kinnen:

‘ Bedeuten (&) und (7) zwei belichige Charakteristiken, w, die Charak-
teristik (0), u,, u, und v,, v, zwei Paare verduderlicher Argumeute und wird

mi ,
- 7(5'0)(10(,_ W/Q)

(— I)(”’“)(wr‘? y e— Yewa wg)(u) . Iopuwows)(v) = Oz

<a=0, L, 2, 3>
g=0,4,5,6

gesetzt, 5o bilden die 16 J-Producte

b, 6, b, 6,
6, 6, 0, 0,
e, 6, 0, 06,
o, 6, 6, 0.,

cinzeln dividirt durch ecinen gemeinsamen Nenner, die Coefficienten einer
orthogonalen Substitution, deren Determinante den Werth

(— I)(wx)(w2>’+(wv(w§)'
hat.
Dieses Theorem ist zuerst von Herrn F. CAspAry aufgestellt worden, aber pur fir
besondere Werthe von (¢) und (7)) (CRELLE's Journal, Bd. 94, p. 77).
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Durch Differentiation erhilt man

%% = L'n, — L"m,,
(48) W Lty — In, .
% = Lm, — L'l,;
L = e_%i(k)("")' (— 1)t %:915(?—?%‘2(1;—”))’
I = eﬁizi(k)ws)’ (_ I )(w;,)(ws), E/i:_?l%;”)s()ii;)’
1= ef%i(k)(‘wﬁ)’(__ I)(wsxw,)’ M :

Coly(k)('v) '

Nun ist wegen ¢; =0 auch L” = o und dann, wie ein Vergleich mit
(43) lehrt, L = — g, und L' = ig,, mithin in der That (48’) identisch
mit (1). In (48) hat man zwar nur ein particulares System von Integral-
gleichungen; man darf aber, wie in § 1 gezeigt wurde, ein solches wihlen,
ohne der Allgemeinheit Eintrag zu thun.

Was ferner die Integration der Gleichungen (2) anbelangt, so fithrt
der Umstand, dass man die dreifach periodischen Functionen p, und p,
als Grenzfalle von vierfach periodischen ansehn kann, auf die Vermuthung,
dass man durch einen Grenziibergang, der die vierfach periodischen Quo-
tienten von (48) in dreifach periodische verwandelt, die Integralglei-
chungen von (2) wird gewinnen konnen. Man hat indessen nicht mit (48)
selbst eine derartige Umformung vorzunehmen sondern mit einem abge-
leiteten Systeme und zwar mit folgendem:

+ 1 ily Uy
-7 ’ 1 ’ T y
‘1 1 1
kit 3 ')Lg 4 - ﬁg ’
ll ll ll
’Hl/l 1’)’143 m,
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Auf die ausfihrliche Darstellung des Grenzitbergangs verzichte ich; sic
ist sehr umstindlich und tberdies von keinem Interesse, da das End-
resultat mit Hilfe bekannter Formeln aus der Theorie der elliptischen §-
Functionen leicht zu verificiren ist. Ich erwihne nur, dass man die Mo-
duln a,,, a,, und die Variable v, in bestimmter Weise in Null uber-
zufithren und tuber den Werth von (k) und die Bedeutung der Charak-
teristiken w; passend zu verfugen hat, um zu folgendem Systeme zu ge-
langen:

) = ﬂ,b(a,)ﬂh(ul)_
r 3 (), (u)’
— _,__1(9"_4_ 2 Q. — ity — (r=1,2,3)
(49> #h - 2'1}“(“)(,”( ul)[e &hku'l + (L) + 4 lgh(/ul a)]’
79") 112 - —u.l p —_
= ) (€28, (u, + a) —e 8, (u, a)]b,
worin
'91(x> = \/@_‘1900(9&), 192(9(}) = 801(37)" 193<‘7;> == 1910(99>;
29/‘ - 79,,(0)
ist.
Die Differentintion liefert
A, .,
(h: = Ay, — Ay
, d, " ,
(49") L W — o, .
dy ,
#: A, — Ay

o cdu, [du, | $(a)
A =i )
, . du & g —uy
A = — Zﬁmle 1911(?41 + (l) + e l?ll(ul —_— (l)],
A = — idu‘ #u [3u2’911(u1 + “) - e~u2191v1(u1 - a)]

du -zﬂu(a)ﬂ“(ul)
Die Beriicksichtung der Gleichungen (32) und (33) erweist sofort die
Identitat der Systeme {49’) und (2). -Die zu bestimmenden Werthe von
My tay v, sind also den Ausdriicken von (49) entweder direkt gleich, oder
sie setzen sich aus diesen linear zusammen. Wir wollen zunéichst das
erstere annchmen und den Beweis daftir, dass diese Annahme die einzig
zuléissige ist, spater geben,
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§ o

Da nunmechr alle Quantitiiten in ihrer Abhingigkeit von den Variabeln
w und v dargestellt sind, so eribrigt nur noch dic Aufstellung der Glei-
chungen fir dic Coordinaten X, X, X, eines Punktes der Flache.

Setzt man
n, I cose— m, Bsine = r,

(50> (h=1,2,%)

— i, R cose — in, R sing = ¢,

so liefert (5) mit Berticksichtigung von (3):

. 2,42
X — V= =0
lelhxh
2ty
(51) X, = —rhy (r=1,2,8)
Zhlh}‘h
X ZILTIL,U'IL
3 - S
A’hlh/‘h

wobei noch zu bemerken ist, dass r, einem #-Quotienten gleich ist:

¢ C51Cu2Cy3 l(}(l"wh\( V)
CClepty I(k)(T)

i
- (B)(wny

(___ I)(ws)(e)'-k(w;.)(w,e)'. (h=1,2, 3)

(52) r, = —1¢
Zum Schluss soll noch gezeigt werden, dass das Kriimmungsmass der
Flache thatsichlich counstant ist, und im Awpschluss daran, dass die be-
zuglich dev A, pm,, v, getroffene Verfugung eine nothwendige war.

Fur P, f, @ und g bestehen die Gleichungen (6) und (7):

Zh n(Pahs = P V) Zh”h Ty
P =—pz,—p,2, =— : —_
Zh l/L /‘h Zh I’h )‘Iz,
. 2 (Potty— Py viX R coson, — RBsinam, 2T T
f= PRcoso— MEsing= — _AML?J__‘_L) S i
zh lk Ah zh l/l )'h
< s s
Q = g.% q, = 2, 2 (g — g5 1) . 2,0
- = 1 T Y9 T S — .
! Zhlh Au "’hlh/‘h

2 dl aR si

v dRsine " 2,,[R cosary + It sinad; * ;;na]
d A § _

g = QReosg 44V y, — Wne

d v Zh l"h Ah
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Sucht man die neueingefithrten Grossen =,, 7, %, zu hestimmen, so findet
man nach zum Teil hochst langwierigen Rechnungen:

9 @K@, du, ()
hH(a)  du ¥, (n,)

i 7
— @m0y , ) €y CsqConCos W hw Y
7»; _ e 2 0oy ( I)(wg,)(wewl)+(w,w,—,)(w4e) 75751762763 _<,_1)<_l te.

€5CaCan '%A’X v)
A z?(kw‘wﬁ)(r )

cegcy Ik v)

ete,

i ,
, —3 (E)wyaey)

n, = —e (__ l)(@ﬂ,)(w.)'+(k)(106ﬂ) ote.

oder, wenn man die Gleichungen (29) und (36) zuzieht und abkiirzend

2
s,
3
setzt:
" T = — Tuhys 1y, = kz, 7y, n, = TN,
Mithin ist
P — Znnhthh - Z//"hthh — Ehrhlhrh ___ Zh N T
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Hieraus folgt (8): P@Q = kfg, worin sich die Constanz des Krimmungs-
masses ausspricht,

Hatte man aber 2,, p,, v, zu ersetzen durch resp.

Ukt Wahy + @yl
s F Qo fts + Aysps
WYy F Vs + Gy,
so wiirde auch 7, in
O Ty & Oy F Oy = — G T A~ yyTydy — Qs Ty
ubergehen, und man erhielte far P, f, @ und ¢ die Ausdricke:
P = thkahknhlkﬂc
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f =

(hyk=1,2,3)

g =
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Die Gleichungen (9)
P =y, Q=If
wiirden dann die Relationen
(T, — 7)) = O
zur Folge haben, die ihrerseits
@, = O =1

ergeben miisscn, weil im allgemeinen 7, nicht gleich 7z, ist.




